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Zusammenfassung

Die existierenden bedientheoretischen Methoden zur Leistungsfähigkeitsbetrachtung

von Eisenbahninfrastruktur in Bahnhöfen beschreiben bisher insbesondere die iso-

lierte Leistungsfähigkeit von Gleisgruppen oder Gesamtfahrstraßenknoten. In die-

sem Beitrag wird eine Methode zur Analyse der gesamten Infrastruktur im Bahn-

hofsbereich vorgestellt. Dazu werden die Ankunfts- und Abfahrtsprozesse in den

Gesamtfahrstraßenknoten approximiert und zusammen mit den Verkehrshalten in

der Gleisgruppe in einem kombinierten Bediensystem beschrieben. Dieses kann als

zeitkontinuierliche Markov-Kette dargestellt und mit Hilfe von probabilistischem

Model-Checking analysiert werden. Mit der hier beschriebenen Approximations-

methode können erstmals Kennzahlen zur Leistungsfähigkeit gesamter Bahnhöfe

mit einer hohen Anzahl an Fahrstraßen berechnet werden. Die errechneten Kenn-

zahlen bieten eine wichtige Entscheidungsgrundlage für Infrastrukturbetreiber zur

Langfrist-Analyse von Infrastrukturmaßnahmen.

Keywords: Leistungsfähigkeit, Infrastrukturdimensionierung, Bediensystem, zeitkon-

tinuierliche Markov-Kette

1. Einleitung

Zur strategischen Planung der Weiterentwicklung von Eisenbahnnetzen ist die frühzeiti-

ge Quantifizierung der Leistungsfähigkeit von Eisenbahninfrastruktur von großer Bedeu-
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tung. In vielen Fällen wird die Infrastruktur für mehrere Dekaden geplant, es ist dement-

sprechend essentiell fahrplanunabhängige Methoden zur Bewertung von Eisenbahninfra-

struktur einzusetzen. Strecken und Knoten können zur fahrplanunabhängigen Planung mit

Bediensystemen modelliert werden. Während Strecken als einkanalige Systeme analysiert

werden können, erfordert die Bewertung von Bahnhöfen die Modellierung von komple-

xeren Bediensystemen.

Zur Berechnung der planmäßigen Wartezeiten in Bahnhöfen werden diese in Eisenbahn-

betriebswissenschaftlichen Untersuchungen (vgl. [4]) in Gleisgruppen (GG) und Gesamt-

fahrstraßenknoten (GFK) aufgeteilt. Eine Gleisgruppe beschreibt dabei den Bereich ei-

nes Knotens, in welchem sich die Gleise für Verkehrshalte und Wartevorgänge befinden.

Die Gleisgruppe schließt an einem (Kopfbahnhof) oder mehreren Enden an Gesamtfahr-

straßenknoten an, in welchen die eingehenden Streckengleise auf die unterschiedlichen

Gleise der Gleisgruppe und durchgehenden Hauptgleise (HG) aufgeteilt werden. Im Ge-

gensatz zu den Gleisen in der Gleisgruppe sind in großen Knoten auf den durchgehenden

Hauptgleisen keine planmäßigen Halte zulässig.

Die Leistungsfähigkeit von Gleisgruppen kann mit mehrkanaligen Bediensystemen [15,

11] untersucht werden, in welchen jedes Gleis einen parallelen Bedienkanal darstellt. Für

die Berechnung der planmäßigen Wartezeiten auf Gesamtfahrstraßenknoten müssen nicht

nur parallele Bedienungen, sondern insbesondere auch Konflikte von unterschiedlichen

Fahrstraßen modelliert werden. Die Belegungskonflikte werden entweder über die Ver-

wendung eines einkanaliges Ersatzsystems [18, 19] aufgelöst oder detailliert auf Ebene

von Teilfahrstraßenknoten [13, 16] oder Fahrwegen [6] betrachtet.

Um eine Berechnung der planmäßigen Leistungsfähigkeit im Gesamtsystem aus Gleis-

gruppe und Gesamtfahrstraßenknoten zu ermöglichen, wird in [7] der Ansatz aus [6] zur

Leistungsfähigkeitsanalyse von Abzweigstellen weiterentwickelt. Dabei wird für jeden

Fahrweg ein eigenes Bediensystem (mit den drei Bedienprozessen Einfahrt, Halt und Aus-

fahrt und eigenem Ankunftsprozess) eingeführt, um eine genaue Engpassanalyse zu er-

möglichen. Andere bedientheoretische Methoden zur Analyse der Leistungsfähigkeit von

gesamten Eisenbahnknoten nutzen entweder Simulationen zur Kalkulation eines Warte-

schlangennetzwerks in Güterverkehrsknoten [1], oder approximieren die außerplanmä-

ßigen Wartezeiten durch die Einführung zusätzlicher Wartezeiten zur Modellierung von

Bedienkonflikten in Gesamtfahrstraßenknoten [8].
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Das existierende Modell aus [7] ermöglicht zwar die Berechnung fahrwegscharfer Leis-

tungskennzahlen, der Berechnungsaufwand steigt aber exponentiell mit der Anzahl der

betrachteten Fahrwege. Im Folgenden soll dieses Modell deshalb so angepasst werden,

dass eine Berechnung unabhängig von der Größe des betrachteten Knotens möglich ist.

In diesem Beitrag stellen wir ein Verfahren zur Analyse der planmäßigen Leistungsfä-

higkeit von gesamten Bahnhöfen vor. Dabei werden die Gesamtfahrstraßenknoten mit

Hilfe der Verkettungsmethode nach Schwanhäußer [17] abstrahiert und die entstehenden

Bedienprozesse in einem gemeinsamen Modell mit den Bedienprozessen auf der Gleis-

gruppe kombiniert. Das Gesamtsystem wird in einem Bediensystem modelliert und als

zeitkontinuierliche Markov-Kette dargestellt. Darüber können unterschiedliche Kennzah-

len zur planmäßigen Leistungsfähigkeit der analysierten Bahnhofsinfrastruktur errechnet

werden.

Abschnitt 2 führt dazu zunächst die Modellierung von Eisenbahnknoten als Bediensys-

tem ein. Ein Fokus liegt darin auf der Approximation des Gesamtsystems (2.2) und der

Formulierung als Markov-Kette (2.3.1). Anschließend wird die Methode am Beispiel des

Knotens Aachen Hbf getestet und mit den etablierten Verfahren zur isolierten Betrach-

tung der GFKs und GG verglichen (Abschnitt 3). In Abschnitt 4 folgt eine Diskussion

der erzielten Ergebnisse, sowie die Entwicklung der sich aus den Ergebnissen ergebenden

Forschungsfragen.

2. Bediensysteme zur Analyse von Eisenbahnknoten

In diesem Abschnitt wird das bedienungstheoretische Modell zur Leistungsanalyse von

Bahnhöfen eingeführt.

2.1. Bediensysteme zur Kapazitätsanalyse

Ein Bediensystem ist ein formales Modell zur Beschreibung von Ankunfts- und Bedien-

prozessen von den verschiedenen Objekten in einem System. Im Rahmen der Anwendung

zur Bestimmung der planmäßigen Leistungsfähigkeit werden dabei Anfragen der Eisen-

bahnverkehrsunternehmen zur Belegung der zur Verfügung stehenden Infrastruktur als

Objekte betrachtet. Eine Belegungsanfrage stellt somit die Forderung nach einer Trasse

für eine Zugfahrt dar, im Folgenden bezeichnen wir Anfragen auch als Züge. Die Anfra-
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gen beschreiben sowohl einen Ankunftszeitpunkt, zu dem die Belegung starten soll, als

auch die geplante Dauer der Belegung, die Bedienzeit. Die Zeit zwischen zwei Ankunfts-

zeitpunkten wird im Folgenden als Zwischenankunftszeit bezeichnet. Da sowohl der An-

kunftszeitpunkt als auch die Bedienzeit der Anfragen als zufällig verteilt angenommen

werden, werden Ankunfts- und Bedienprozess eines Bediensystems mit Wahrscheinlich-

keitsverteilungen modelliert. Außerdem können für das Bediensystem eine Anzahl k an

parallelen Bedienkanälen und eine Anzahl m an Wartepositionen, an denen eingetroffene

aber noch nicht bediente Anfragen warten können, vorgegeben werden. Eine grundle-

gende Einführung in Bediensysteme und Anwendungen in der Verkehrswissenschaft ist

beispielsweise in [9] zu finden.

In analytischen Kapazitätsuntersuchungen wird der Ankunftsprozess durch die mittle-

re Zwischenankunftszeit tA sowie den Variationskoeffizienten vA, und der Bedienprozess

durch die mittlere Bedienzeit tB sowie den Variationskoeffizienten vB beschrieben. Das

Modell unterstellt dabei Ankunftsraten λ =
nges
U , welche die Anzahl aller Anfragen nges

im Zeithorizont U darstellen, und Bedienraten µ = 1
tB

.

Eine wichtige Kennzahl, der Belegungsgrad ρ = λ
k·µ , beschreibt die Auslastung des Be-

diensystems. Aufgrund der Zufälligkeit der Ankunfts- und Bedienprozesse kann sich ei-

ne Warteschlange vor der Bedienung im System bilden, die erwartete Länge der Warte-

schlange L ist eine weitere Kennzahl für das Bediensystem. Für ein Bediensystem mit

einer begrenzten Anzahl an Wartepositionen m < ∞ können nur begrenzt viele Forderun-

gen in der Warteschlange warten; Forderungen, die bei voller Warteschlange ankommen,

verlassen das System ohne Bedienung. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine ankommende

Forderung nicht direkt bedient werden kann, wird als Wartewahrscheinlichkeit pW be-

zeichnet.

Für einkanalige (k = 1) Bediensysteme mit exponentialverteilten Zwischenankunfts- und

Bedienzeiten (M/M) lassen sich die geschlossene Formel LM/M/1 =
ρ2

1−ρ zur Berechnung

der Warteschlangenlänge L und pW = ρ als Ausdruck der Wartewahrscheinlichkeit ange-

ben.

Zur Analyse von Bediensystemen mit beliebigen, stoch. unabhängigen Wahrscheinlich-

keitsverteilungen für den Ankunfts- und Bedienprozess (GI/GI) existieren Approxima-

tionsformeln. Beispielsweise kann mit der Formel von Pollaczek-Chintchin [14, 9] die
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erwartete Länge der Warteschlange

LM/GI/1 =
ρ2

1−ρ
· 1+ v2

B
2

= LM/M/1 ·
1+ v2

B
2

(1)

in einem einkanaligen M/GI System berechnet werden. Für mehrkanalige k ∈ N GI/GI

Systeme kann die Formel von Hertel verwendet werden. Sie beschreibt die erwartete Län-

ge der Warteschlange

LGI/GI/k ≈ LM/M/k ·
1
γ
, (2)

in Abhängigkeit von

γ =
2

c · v2
B + v2

A
(3)

und

c =
(ρ

k

)1−v2
A · (1+ v2

A)− v2
A. (4)

Um die Kennzahlen von komplexeren Bediensystemen zu berechnen, können Bediensys-

teme mit exponentialverteilten Ankunfts- und Bedienprozessen (M/M) als zeitkontinuier-

liche Markov-Ketten dargestellt werden. Die Kennzahlen können dann als Kombination

von Zustandswahrscheinlichkeiten im stationären Zustand ausgedrückt werden.

Eine entsprechende Markov-Kette zur Analyse der Kennzahlen des hier betrachteten Bahnhof-

Bediensystems wird in Abschnitt 2.3.1 beschrieben. Zunächst wird die Modellierung der

Prozesse innerhalb eines Eisenbahnknotens eingeführt.

2.2. Modellierung von Eisenbahnknoten

Betrachten wir die Infrastruktur eine Beispielbahnhofs, der aus zwei Gesamtfahrstraßenk-

noten (GFK) West (W) und Ost (O), einer Gleisgruppe (GG) und zwei durchgehenden

Hauptgleisen (HG) besteht.

In Abbildung 1 wird die Modellierung des Beispiel-Bahnhofs aus Abschnitt 3 als kom-

biniertes Bediensystem skizziert. Die verschiedenen Fahrstraßen eines Bahnhofs können

anhand des in ihrer Einfahrt verwendeten GFK, sowie der Angabe ob sie in der Gleisgrup-

pe halten (bzw. wenden) oder auf den Hauptgleisen ohne Halt durchfahren, zu Strömen

zusammengefasst werden. Dabei kann entweder ein GFK zur Einfahrt und der andere zur

Ausfahrt genutzt werden, oder, durch die Durchführung einer Wende in der Gleisgruppe,
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GFK
W

GFK
O

GG

HG

GG Gleisgruppe GFK GFK

HG Hauptgleise Warteschlange

PV mit Halt und ohne Wende

PV mit Halt und mit Wende

GV ohne Halt

Abbildung 1: Skizze der möglichen Ströme für den Bahnhof aus Abschnitt 3 mit einer
Gleisgruppe, zwei durchgehenden Hauptgleisen und zwei Gesamtfahrstra-
ßenknoten (GFKs).

derselbe GFK für Ein- und Ausfahrt benutzt werden. Die mehrkanalige Gleisgruppe steht

dabei für alle haltenden Anfragen zur Verfügung; Züge ohne planmäßigen Halt werden

auf den durchgehenden Hauptgleisen geplant.

Der Bedienprozess einer Anfrage lässt sich dementsprechend in die drei Phasen Einfahrt,

Halt und Ausfahrt aufteilen. Für Anfragen ohne planmäßigen Halt werden nur die bei-

den Phasen zur Ein- und Ausfahrt betrachtet. Wir bezeichnen die Bedienzeiten in den

einzelnen Phasen als Einfahrsperrzeit tEin
B , Haltezeit tHalt

B und Ausfahrsperrzeit tAus
B . Die

Sperrzeiten sollten typischerweise aus einem mikroskopischen Modell errechnet werden,

siehe bspw. [10]. Falls keine mikroskopischen Daten verfügbar sind, müssen die Sperr-

zeiten geschätzt werden. Die Haltezeiten können beispielsweise aus historischen Daten

oder Fahrplänen in ähnlichen Knotenpunkten für die einzelnen Verkehrsarten und unter

Beachtung der geforderten Wenden geschätzt werden.

Insgesamt können Forderungen aus zwei verschiedenen Ankunftsströmen in das System

eintreten, wir bezeichnen die Anzahl Anfragen mit nAn
W (GFK W) und nAn

O (GFK O). An-

hand der Durchfahrtswahrscheinlichkeit pHG
G = nHG

G /nAn
G , welche den Anteil der durch-

fahrenden Züge nG, HG beschreibt, können die ankommenden Anfragen an einem GFK G

auf die Gleisgruppe und die Hauptgleise aufgeteilt werden. Analog beschreibt die Wen-

dewahrscheinlichkeit pWende
G den Anteil der wendenden Zugfahrten in der Gleisgruppe an
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der Gesamtzahl der über GFK G ankommenden Anfragen.

In der hier diskutierten Modellierung des Gesamtsystems werden die Bedienprozesse der

Ein- bzw. Ausfahrt auf den Gesamtfahrstraßenknoten A und B durch jeweils ein einkana-

liges Bediensystem approximiert.

2.3. Kombinierte Modellierung des Gesamtsystems

Das in Abbildung 1 dargestellte Gesamtsystem eines Bahnhofs wird im Folgenden als

Markov-Kette beschrieben. Im Anschluss wird die Methode zur Berechnung der Leis-

tungsfähigkeitskennzahlen kurz erläutert.

Im Modell werden die Ankunftsraten λ An
W = nAn

W /U und λ An
O = nAn

O /U an den beiden

GFKs, sowie der dreigeteilte Bedienprozess mit Bedienraten µEin
B , µHalt

B und µAus
B be-

trachtet. Dabei ist zu beachten, dass aufgrund der Approximation aus Abschnitt A für

einen GFK G dieselbe Bedienrate µB,G sowohl für die Ein- als auch für die Ausfahrt

unterstellt wird. Weiterhin bezeichnen wir die Anzahl der Gleise in der Gleisgruppe mit

kGG.

2.3.1. Formulierung als zeitkontinuierliche Markov-Kette

Die zeitkontinuierliche Markov-Kette zur Modellierung des zuvor beschriebene Bedien-

systems kann über ihre Zustandsmenge S und allen Übergängen U zwischen den Zustän-

den beschrieben werden. Dabei kann ein Zustand s = (sGFK O,sGFK W,sGG,sHG) ∈ S als

Tupel der Einzelsystemzustände sGFK O, sGFK W, sGG, sHG beschrieben werden.

Die Eigenschaften des Teilzustands sGFK O =
(
qO,qn

O,eO,dO
)

von GFK O (und analog

von GFK W) beschreiben die Anzahl der aktuell auf Einfahrt wartenden Forderungen

qO ∈ [m]0 = {0, . . . ,m}, sowie die Tatsache, ob die nächste Forderung in der Warteschlan-

ge durchfährt qn
O = 1, oder in der Gleisgruppe hält qn

O = 0. Außerdem wird für haltende

Züge beschrieben, ob der GFK zum aktuellen Zeitpunkt über eine einfahrende eO = 1

oder ausfahrende dO = 1 Zugfahrt belegt ist oder gerade keine entsprechende Belegung

(eO = dO = 0) erfolgt.

Für den Gleisgruppenzustand sGG =
(
trO, trW , trw

O, tr
w
W
)

wird die Anzahl der aktuell hal-

tenden Züge mit Ausfahrt über GFK O trO ∈ [kGG] oder GFK W trW ∈ [kGG] nachgehal-
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ten. Forderungen, die bereits ihre Mindesthaltezeit eingehalten haben und auf Ausfahrt

warten, werden ebenfalls nach Ausfahrrichtung getrennt über trw
O, tr

w
W ∈ [kGG] modelliert.

Über den Zustand der Hauptgleise sHG = (hgO,hgW ) lässt sich nachhalten, in welcher

Bedienphase sich die Hauptgleise aus Richtung GFK O (oder analog GFK W) befinden.

Sie können entweder aktuell nicht in Bedienung sein hgO = 0, oder einen durchfahrenden

Zug hgO ∈ {1,2} in einer der beiden Bedienungsphasen beschreiben. Dabei ist die Be-

dienung in zwei Phasen aufgeteilt, um die Bedienzeiten der einkanaligen Ersatzsysteme

für die beiden GFKs getrennt zu betrachten. Zur Durchfahrt eines Zuges sind aber immer

beide GFKs für anderweitige Nutzung gesperrt.

Die in den Zuständen beschriebenen Eigenschaften der mehrkanaligen Gleisgruppe und

der als einkanalig approximierten GFKs werden über die Übergänge im Markov-Ketten-

Modell miteinander verknüpft. Eine genaue Auflistung aller Übergänge und der entspre-

chenden Übergangsraten ist in Anhang B angegeben.

2.3.2. Berechnung von Leistungsfähigkeitskennzahlen

Mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt beschriebenen zeitkontinuierlichen Markov-Kette,

können Kennzahlen zur Beschreibung der Leistungsfähigkeit des Gesamtsystems berech-

net werden. Dafür werden die Kennzahlen in Abhängigkeit von den Zustandswahrschein-

lichkeiten der Markov-Kette im stationären Zustand ausgedrückt. In dieser Arbeit ver-

wenden wir die Methodik aus [6, 7] und benutzen das Python-Modul stormpy [12] um

die Kennzahlen mit Hilfe von Algorithmen zum probabilistischem Model-Checking zu

erhalten.

Das über die Markov-Kette formalisierte System beschreibt dabei lediglich exponential-

verteilte Übergangszeiten. Zur Approximation der unterstellten GI Ankunfts- und Bedi-

enprozesse benutzen wir die Formeln von Hertel aus (2)-(4). Für die Schätzung der erwar-

teten Warteschlangenlänge verwenden wir einen Parameter von k = 1 und für die Schät-

zung der Wartewahrscheinlichkeit unterstellen wir ein k = kGG-kanaliges Bediensystem.

Hierbei ist anzumerken, dass die Approximationsformeln (2)-(4) von Hertel primär zur

Abschätzung der Warteschlangenlänge geeignet ist. Da sich die Wartewahrscheinlichkeit

proportional zur Warteschlangenlänge verhält, benutzen wir die Formel aus (2) aber auch

zur Approximation der Wartewahrscheinlichkeit.
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Um eine Einschätzung über die Leistungsfähigkeit zu ermitteln, vergleichen wir die er-

rechneten Warteschlangenlängen und Wartewahrscheinlichkeiten mit den Grenzwerten

aus [4]. Dabei wird für die Warteschlangenlänge ein Grenzwert (vgl. [18, 4]) von

Lmax = 0.479 · exp(−1.3pRz) ·1/ϕ , (5)

in Abhängigkeit von dem Anteil der Personenzüge pRz am Betriebsprogramm und der

Verkettungszahl ϕ des Gesamtfahrstraßenknotens (siehe Anhang A), unterstellt. Für die

Wartewahrscheinlichkeit in Personenbahnhöfen wird ein Grenzwert von pW,max = 0.05

festgesetzt. Der Quotient aus errechneter Kennzahl und Grenzwert wird im Folgenden als

Qualitätsfaktor bezeichnet. Die optimale Qualität ist bei einem Qualitätsfaktor von 1.0

erreicht, Werte darüber deuten auf eine zu geringe Leistungsfähigkeit für das unterstellte

Betriebsprogramm, während ein Qualitätsfaktor deutlich unter 1.0 für eine unwirtschaft-

liche Planung spricht.

Im nächsten Abschnitt werden die für ein Anwendungsbeispiel so errechneten Kennzah-

len des Gesamtsystems mit den Kennzahlen zu isoliert betrachteter Gleisgruppe und Ge-

samtfahrstraßenknoten verglichen.

3. Anwendungsbeispiel

Zur Anwendung der skizzierten Methode betrachten wir im Folgenden die Infrastruk-

tur von Aachen Hbf. Im Anhang C sind der Gleisplan und ein Beispiel-Fahrplan für eine

Stunde im Juli 2025 zu finden. Damit wurde ein Betriebsprogramm mit zugehörigen Fahr-

straßen und entsprechenden Konflikten konstruiert. Außerdem wurden die Sperrzeiten für

Aus- und Einfahrten geschätzt. Die hier ermittelten Aussagen zur Leistungsfähigkeit sind

also nicht unbedingt als repräsentativ für die tatsächliche Infrastruktur zu bewerten.

Insgesamt sind für die analysierte Spitzenstunde 17 Zugfahrten angefragt. Davon kommen

7 über den GFK O aus Richtung Rothe Erde (ARE) und 10 über den GFK W aus Richtung

Belgien (BEL) oder Aachen-Schanz (ASZ) in das Gesamtsystem an.

Die entsprechenden Ankunftsraten können zusammen mit anderen Eingangsparametern

der Tabelle 1 entnommen werden. Alle Parameter wurden auf Grundlage der Daten aus

Anhang C konstruiert. Für den Variationskoeffizient der Bedienung in den GFKs wurden

die Variationskoeffizienten der drei Teilprozesse Einfahrt, Halt und Ausfahrt mit der Me-
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Tabelle 1: Parameter für GFK Ost, GFK West und GG

Parameter GFK Ost GFK West GG

Ankunftsrate [λ ] 0.117 0.167 0.250
Bedienrate [µ] 0.690 0.632 0.078
Wendewahrscheinlichkeit [pWende

G ] 0.333 0.556 –
Durchfahrtswahrscheinlichkeit [pHG

G ] 0.143 0.100 –
Variationskoeff. Ankunft 0.494 0.733 –
Variationskoeff. Bedienung 0.949 0.958 0.876
Variationskoeff. Haltezeit – – 0.876
Anzahl Gleise – – 7
Verkettungszahl [ϕ] 0.6327 0.52 –

thode aus [7] kombiniert. Im Fall der isolierten Betrachtung mit der Verkettungs-Methode

nach Abschnitt A wurde für jeden GFK der entsprechende Variationskoeffizient der ver-

ketteten Belegungen im GFK benutzt. Dieser beträgt 0.973 für GFK West und 0.855 für

GKF Ost.

Das Gesamtsystem wurde mit Hilfe der in Abschnitt 2.3.1 vorgestellten zeitkontinuierli-

chen Markov-Kette mit einer Anzahl von m = 10 Wartepositionen pro GFK modelliert,

die entsprechende Markov-Kette besteht aus 1,449,096 Zuständen und 7,798,208 Über-

gängen. Das probabilistische Model-Checking benötigte auf einem Computer (i7-1260P

mit 8x 2.1 Ghz und 16GB RAM) insgesamt ca. 40s zur Berechnung aller verwendeten

Kennzahlen pro Szenario. Zur Visualisierung der Staueffekte wurden die Kennzahlen für

Szenarien mit verschiedenen Zugzahlen zwischen 1.7 und 34 berechnet, wobei lediglich

die Ankunftsraten proportional verändert wurden. Die relative Aufteilung der Verkehrs-

menge auf die verschiedenen Ströme durch den Knoten wurde dabei nicht verändert.

In den folgenden Abschnitten werden die berechneten Kennzahlen beschrieben und mit

den Kennzahlen der isolierten Betrachtungen verglichen.

3.1. Vergleich der erwarteten Warteschlangenlänge

Zunächst betrachten wir die über das Gesamtsystem errechnete Länge der Warteschlan-

ge LGI/GI vor den beiden Gesamtfahrstraßenknoten. In Abbildung 2 sind die Ergebnis-

se für GFK Ost (Abbildung 2a) und West (Abbildung 2b) jeweils im Vergleich mit der

Warteschlangenlänge LM/GI des isolierten einkanaligen Ersatzsystems (vgl. Anhang A)
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Abbildung 2: Vergleich der erwarteten Warteschlangenlänge für die GFKs Ost und West
in der kombinierten Berechnung mit der Ersatzsystem-Approximation für
den jeweils einzelnen GFK.

dargestellt.

Die erwarteten Warteschlangenlängen sind für beide Methoden am GFK West deutlich

höher als am GFK Ost. Das ist in erster Linie durch die Unterschiede in der Zugzahl

des unterstellten Betriebsprogramms zu erklären, im GFK West müssen ca 40% mehr

Anfragen bearbeitet werden. Zusätzlich ist die verkettete Bedienrate von GFK West noch

etwas geringer als die Bedienrate in GFK Ost.

Im Vergleich der beiden Methoden lässt sich für beide GFKs außerdem noch beobach-

ten, dass mit der Betrachtung des Gesamtsystems eine geringere Warteschlangenlänge als

mit der isolierten Betrachtung des einzelnen GFKs errechnet wurde. Die Erklärung dafür

liegt in der Modellierung des Gesamtsystems: Anfragen, welche den betrachteten GFK

zur Ausfahrt aus der Gleisgruppe belegen möchten, können auf ihrem Haltegleis auf die

Ausfahrt warten. Die Gleisgruppe dient also neben dem Verkehrshalt auch als zusätzli-

cher Wartebereich, der die Staueffekte vor stark ausgelasteten GFKs abfedern kann. In

der isolierten Betrachtung werden die auf Ausfahrt wartenden Forderungen hingegen zu-

sammen mit den einfahrenden Forderungen in der gemeinsamen Warteschlange vor der

Bedienstelle gesammelt. Diese Abhängigkeitseffekte zwischen GFK und GG sind somit

lediglich durch eine integrierte Betrachtung von GFK und GG analysierbar.
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Abbildung 3: Vergleich der Wartewahrscheinlichkeit in der Gleisgruppe zwischen dem
Gesamtsystem und der isolierten Betrachtung (a), sowie Vergleich der War-
tewahrscheinlichkeit bei Ankunft an GFK Ost/West in der kombinierten Be-
rechnung (b).

3.2. Vergleich der Wartewahrscheinlichkeit

Die Leistungsfähigkeit der Gleisgruppe wird in [4] über die Kennzahl der Wartewahr-

scheinlichkeit beschrieben. In Abbildung 3a ist diese für die beiden untersuchten Metho-

den in Abhängigkeit von der Gesamtzugzahl aufgeführt. Darin ist im Vergleich mit der

Gesamtsystembetrachtung für die isolierte Berechnung ein stärkerer Anstieg der Warte-

wahrscheinlichkeit zu beobachten.

Beide Methoden geben die Wahrscheinlichkeit wieder, dass alle Gleise der Gleisgruppe

durch haltende, auf Ausfahrt wartende oder bereits einfahrende Züge belegt sind. In der

isolierten Betrachtung besteht die Bedienzeit in der mehrkanaligen Gleisgruppe dabei

nicht nur aus der Mindesthaltezeit, wie im Gesamtsystem, sondern zusätzlich aus der

Ein- und Ausfahrsperrzeit. Im Gesamtsystem sind die Gleise der GG zwar auch für die

Ein- und Ausfahrt der haltenden Züge belegt, allerdings ist lediglich nur eine Ein- oder

Ausfahrt pro GFK gleichzeitig möglich.

Dementsprechend entstehen Staueffekte schon vor den GFKs, eine Auswertung der ent-

sprechenden Wartewahrscheinlichkeiten ist in Abbildung 3b gegeben. Ähnlich zur War-

tewahrscheinlichkeit (Abschnitt 3.1) ist auch hier die höhere Auslastung des westlichen

GFKs deutlich zu beobachten.
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3.3. Bestimmung der planmäßigen Leistungsfähigkeit
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Abbildung 4: Der erwartete Qualitätsfaktor nach Zugzahl im Gesamtsystem für die kom-
binierte Berechnung und im Vergleich für die Approximation des einzelnen
Elements.

Zur Bestimmung der planmäßigen Leistungsfähigkeit können die errechneten Kennzah-

len der Komponenten mit den entsprechenden Grenzwerten kombiniert werden (Abschnitt

2.3.2), um den Qualitätsfaktor auszurechnen. Die planmäßige Leistungsfähigkeit bezeich-

net dann die Zugzahl für einen Qualitätsfaktor von 1.0.

In Abbildung 4 ist der Qualitätsfaktor nach Teilelementen in der kombinierten (4a) und

isolierten (4b) Betrachtung dargestellt. Beide Methoden weisen die höchsten Qualitätsfak-

toren für die Gleisgruppe, gefolgt von GFK West und schließlich GFK Ost auf. Allerdings

liegt die Auslastung von GFK West in der isolierten Betrachtung sehr nah an der Auslas-

tung der Gleisgruppe und wird bei kleineren Verkehrsmengen sogar zum rechnerischen

Flaschenhals.

Im Vergleich der beiden Methoden ist zu erkennen, dass die Modellierung als Gesamtsys-

tem deutlich höhere Zugzahlen für das gleiche Qualitätsniveau erlaubt. Während für die

kombinierten Betrachtung in der maßgebenden GG eine Leistungsfähigkeit von 14 Zug-

fahrten pro Stunde errechnet wird, kommt die isolierte Berechnung der Knotenelemente

lediglich auf 12 Zugfahrten in der Gleisgruppe. Im Gesamtsystem profitieren die Warte-

schlangen vor den beiden GFKs dabei von dem zusätzlichen Warteraum der GG. Aber

auch für die Gleisgruppe werden durch die gemeinsame Modellierung geringere Quali-

tätsfaktoren berechnet, da ankommende Forderungen bereits zur Einfahrt vor den GFKs

synchronisiert werden.
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4. Zusammenfassung und Diskussion

In diesem Beitrag wurde eine neue Methode zur Berechnung der Leistungsfähigkeit von

Eisenbahnknoten im Gesamtsystem vorgestellt. Dazu werden die Gesamtfahrstraßenkno-

ten mit der Verkettungsmethode als einkanaliges Bediensystem abstrahiert und gemein-

sam mit der Gleisgruppe in einem kombinierten Bediensytem modelliert. Über die For-

malisierung als zeit-kontinuierliche Markov-Kette ist eine Berechnung von Leistungs-

fähigkeits-Kennzahlen durch Methoden des probabilistischen Model-Checking möglich.

Die Ergebnisse eines Beispielknoten zeigen eine höhere Leistungsfähigkeit des Gesamt-

systems bei Verwendung derselben Grenzwerte wie sie in der Praxis für die isolierte Be-

trachtung der Knotenelement eingesetzt werden.

Dabei können insbesondere die Abhängigkeitseffekte zwischen Ein- und Ausfahrt in GFKs

und Verkehrshalten in der GG im Gesamtsystem dargestellt werden. So kann die Gleis-

gruppe beispielsweise als Warteraum für ausfahrende Forderungen genutzt werden, um

den Qualitätsfaktor der GFKs zu verkleinern. Umgekehrt wirken die einkanalig model-

lierten GFKs bereits als eine Art Filter, um die an der Gleisgruppe ankommenden Forde-

rungen zu synchronisieren.

Welche der beiden Modellierungen dabei näher an der Realität der auftretenden Warte-

effekte in der Fahrplanerstellung liegen, sollte in weiterer Forschung gesondert unter-

sucht werde. Ein besonderer Fokus könnte dabei auf der Entwicklung von Grenzwerten

zu Kennzahlen des Gesamtknotens liegen. Die hier vorgestellte Modellierung als zeit-

kontinuierliche Markov-Kette erlaubt dazu die Formulierung weiterer Kennzahlen, die

über die klassische Warteschlangenlänge an den GFKs und Wartewahrscheinlichkeit zur

Nutzung der GG hinausgehen.

Mit der eingeführten Betrachtung lassen sich Kennzahlen für das Gesamtsystem berech-

nen, allerdings ist eine detaillierte Identifizierung von Engpässen im GFK-Bereich durch

die einkanalige Approximation nicht ohne weiteres möglich. Neben der Weiterentwick-

lung der Grenzwerte und Kennzahlen könnte deshalb auch die Entwicklung einer Zwi-

schenstufe der Abstraktionsebenen zwischen Fahrstraßen und ganzen GFKs für weitere

Forschung interessant sein.

Insgesamt bietet die vorgestellte Methode Infrastrukturbetreibern erstmals die Möglich-

keit zur Berechnung von Kennzahlen eines gesamten Eisenbahnknotens, unabhängig von

der Anzahl der Fahrstraßen. Damit werden sie in die Lage versetzt, bereits in frühen Pla-
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nungsstufen die Leistungsfähigkeit der gesamten Knoten-Infrastruktur einzuschätzen, oh-

ne zeitaufwendige Simulationen für einzelne Fahrplan-Szenarien durchzuführen.

Förderung

Dieser Beitrag wird von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) – 2236/2 geför-
dert.
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A. Verkettungsmethode zur Analyse von
Gesamtfahrstraßenknoten

Zur Abstraktion der Bedienprozesse auf den Gesamtfahrstraßenknoten orientieren wir
uns in dieser Arbeit an Schwanhäußer [17]. Dazu werden alle Zugfahrten i in einem GFK
betrachtet und für je zwei Zugfahrten i, j die Wahrscheinlichkeit pϕ,i j bestimmt, dass
diese sich ausschließen.

Unter Berücksichtigung des Anteils pi = ni/nges
G einer Zugfahrt i mit Zugzahl ni an der

Anzahl nges
G aller Zugfahrten im GFK G, kann dann

pϕ,i j =




pi · p j, Zugfahrt i und j schließen einander aus

0, sonst
(6)

bestimmt werden. Dabei setzt sich die Anzahl nges
G aller Zugfahren im GFK G aus den

Anzahlen der ankommenden Züge nAn
G und der ausfahrenden Züge nAus

G zusammen. Die
Verkettungszahl ϕ des Gesamtfahrstraßenknoten berechnet sich dann aus der Summe
ϕ = ∑i ∑ j pϕ,i j. Der Kehrwert der Verkettungszahl kann als Anzahl gleichzeitig tätiger
Bedienkanäle interpretiert werden [17], und damit genutzt werden, um den Grenzwert
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einkanaliger Bediensysteme auch auf die einkanaligen Ersatzsysteme für GFKs anzu-
wenden, siehe Gleichung (5).

Die mittlere Bedienzeit des einkanaligen Ersatzsystems im GFK G kann über

tB,G ≈ ∑
i

∑
j

pϕ,i j · tB,i (7)

durch Verrechnen der Ausschlusswahrscheinlichkeit pϕ,i j mit der Sperrzeit für Zugfahrt i
berechnet werden. Für die Bestimmung des Variationskoeffizienten vB,G ist außerdem das
zweite Moment der Bedienzeit t̂B,G ≈ ∑i ∑ j pϕ,i j · t2

B,i zu berechnen.

B. Übergänge in der zeitkontinuierlichen Markov-Kette

Im Folgenden werden die Übergänge innerhalb der zeitkontinuierlichen Markov-Kette
aus Abschnitt 2.3.1 dargelegt.

Ein Übergang u = (s,s′)∈U beschreibt dabei die Rate mit der sich das System von einem
Zustand s ∈ S zu einem andern Zustand s′ ∈ S verändert. Dabei werden zur Beschreibung
der Übergänge die folgenden Abbildungen benutzt.

• Mit kBelegt : s → trO + trW + trw
O + trw

W wird die Anzahl an belegten Gleisen be-
schrieben.

• GGfrei : s → kBelegt < (kGG −eO −eW −dO −dW ) beschreibt ob in einem Zustand s
ein Gleis der Gleisgruppe belegt werden kann.

• HGfrei : s → (hgO = 0)∧ (hgW = 0) gibt an, ob die durchgehenden Hauptgleise
gerade frei sind.

• OEin
frei : s → GGfrei(s)∧HGfrei(s)∧ (eO = 0)∧ (dO = 0) beschreibt ob eine Einfahrt

von GFK O zur Gleisgruppe möglich ist.

• WEin
frei : s → GGfrei(s)∧HGfrei(s)∧ (eW = 0)∧ (dW = 0) beschreibt ob eine Einfahrt

von GFK W zur Gleisgruppe möglich ist.

• OAus
frei : s → HGfrei(s)∧ (eO = 0)∧ (dO = 0) beschreibt ob eine Ausfahrt von der

Gleisgruppe über GFK O möglich ist.

• WAus
frei : s → HGfrei(s)∧ (eW = 0)∧ (dW = 0) beschreibt ob eine Ausfahrt von der

Gleisgruppe über GFK W möglich ist.

• HGDurch
frei : s → OAus

frei ∧WAus
frei gibt an, ob eine Durchfahrt gerade möglich ist.

Wir formulieren die Übergänge u = (s,s′) in der Form A →φ A′, wobei in A eine logische
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Formel angegeben wird, welche die Ausgangszustände s definiert, und in A′ die Ände-
rung von s zu s′ beschrieben werden. Mit φ wird die Übergangsrate beschrieben. Wie in
den Modellen aus [6, 7] nutzen wir eine künstliche Übergangsrate D >> 1 zur Model-
lierung von quasi direkten Übergängen. Für die Berechnungen in Abschnitt 3 wird eine
Übergangsrate von D = 600 unterstellt, was eine durchschnittliche Verzögerung von 0.1s
bedeutet.

Die Modellierung des Ankunftsprozess an einem GFK G ∈ {O,W} erfolgt über die Über-
gänge

(qG < m)∧ (qG > 0)→λG
(qG +1) (8)

(qG = 0)→λG·pHG
G

(qG +1)∧ (qn
G = 0) (9)

(qG = 0)→λG·(1−pHG
G ) (qG +1)∧ (qn

G = 1). (10)

Dabei ist zu beachten, dass ankommenden Anfragen zu einer leeren Warteschlange über
(9) und (10) auf die GG und die HG aufgeteilt werden, indem die Ankunftsrate λG mit
der Durchfahrtswahrscheinlichkeit pHG

G multipliziert wird.

Der Start eines Einfahrprozesses wird dann über Übergänge der Form

(qG > 0)∧ (GEin
frei(s))∧ (qn

G = 0)→D·pHG
G

(qG −1)∧ (eG = 1)∧ (qn
G = 0) (11)

(qG > 0)∧ (GEin
frei(s))∧ (qn

G = 0)→D·(1−pHG
G ) (qG −1)∧ (eG = 1)∧ (qn

G = 1) (12)

und der Start eines Durchfahrprozesses über

(qG > 0)∧ (HGDurch
frei (s))∧ (qn

G = 1)→D·pHG
G

(qG −1)∧ (hgG = 1)∧ (qn
G = 0) (13)

(qG > 0)∧ (HGDurch
frei (s))∧ (qn

G = 1)→D·(1−pHG
G ) (qG −1)∧ (hgG = 1)∧ (qn

G = 1)

(14)

modelliert.

Eine Durchfahrt ab GFK O ist dann beispielsweise mit den Übergängen

(hgO = 1)→µB,O (hgO = 2) (15)

(hgO = 2)→µB,W (hgO = 0) (16)

definiert, analog für GFK W.

Bei der Bedienung des Einfahrprozesses in die Gleisgruppe muss der Eingangsstrom er-
neut aufgeteilt werden, diesmal zwischen den beiden Ausfahrrichtungen. In den entspre-
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chenden Übergängen für GFK O,

(eO = 1)∧ (kBelegt < kGG)→µB,O·pWende
O

(eO = 0)∧ (trO +1) (17)

(eO = 1)∧ (kBelegt < kGG)→µB,O·(1−pWende
O ) (eO = 0)∧ (trW +1), (18)

wird die Anzahl haltender Züge für wendende Züge in Richtung GFK O ((trO +1)) und
sonst in Richtung GFK W ((trW +1)) erhöht.

Für den Halteprozess in der Gleisgruppe muss in den Übergängen

(trG > 0)∧ (GAus
frei )→µB,G·trG (dG = 1)∧ (trG −1) (19)

(trG > 0)∧ (¬GAus
frei )→µB,G·trG (trw

G +1)∧ (trG −1) (20)

(trw
G > 0)∧ (GAus

frei )→D (dG = 1)∧ (trw
G −1) (21)

der Belegungsstatus des Ausfahr-GFKs G beachtet werden. Falls er durch eine andere
Forderung belegt ist, wird die Anzahl auf Ausfahrt wartender Züge erhöht (20) und die
sonst direkte Ausfahrt (19) muss nach Freimeldung des GFKs erfolgen (21). Die mehr-
kanalige Modellierung der Gleisgruppe erlaubt eine gleichzeitige Bedienung von allen
haltenden Zügen in (19) und (20).

Die Bedienung des Ausfahrtprozesses in einem GFK G erfolgt schließlich in

(dG = 1)→µB,G (dG = 0) (22)

erneut mit der verketteten Bedienrate µB,G des Ausfahr-GFKs.

C. Zusätzliche Informationen zum Beispielbahnhof

In Abbildung 5 ist der Gleisplan von Aachen Hbf abgebildet. Mit Hilfe der Fahrstraßen
und Haltegleise aus den Fahrplandaten in Tabelle 2 konnten die Konflikte der einzelnen
Zugfahrten bestimmt werden. Die Ankunfts- und Abfahrtszeiten für den Personenverkehr
Aachen Hbf wurden aus Online-Plänen [5] für den 02.07.2025 in der betrachteten Stunde
zwischen 07:00 Uhr - 08:00 Uhr gewonnen und die Angaben zum Güterverkehr wurden
aus [3] übernommen.
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Abbildung 5: Infrastrukturplan von Aachen Hbf; modifiziert nach [2].

Tabelle 2: Fahrplandaten in Aachen Hbf zwischen 07:00 und 08:00 Uhr nach [5, 3]

Zug Ankunft Abfahrt Halt [min]
Sperrzeit

Einfahrt [min]
Sperrzeit

Ausfahrt [min]
Fahrweg
Ankunft

Fahrweg
Abfahrt Gleis

GFK
Einfahrt

GFK
Ausfahrt Zugart

RB 30007 07:00 07:01 1 3 2 ASZ-8 8-ARE 8 GFK W GFK O NV
RB 30056 07:01 07:02 1 2 3 ARE-1 1-ASZ 1 GFK O GFK W NV
RE 26857 07:06 07:07 1 3 2 ASZ-8 8-ARE 8 GFK W GFK O NV
RE 26802 07:07 07:51 44 2 2 ARE-2 2-ARE 2 GFK O GFK O NV
RE 18911 07:12 07:17 5 3 3 ASZ-6 6-ASZ 6 GFK W GFK W NV
EST 9414 07:17 07:22 5 2 2 ARE-9 9-BEL 9 GFK O GFK W FV
S 41 07:22 07:37 15 2.5 3 BEL-8 8-BEL 8 GFK W GFK W NV
RB 10313 07:27 07:37 10 3 3 ASZ-6 6-ASZ 6 GFK W GFK W NV
RB 30509 07:30 07:31 1 3 2 ASZ-7 7-ARE 7 GFK W GFK O NV
RB 30554 07:31 07:32 1 2 3 ARE-1 1-ASZ 1 GFK O GFK W NV
ICE 11 07:36 07:39 3 2.5 2 BEL-9 9-ARE 9 GFK W GFK O FV
RE 26404 07:39 08:20 41 3 3 ASZ-7 7-ASZ 7 GFK W GFK W NV
RE 10902 07:41 08:18 37 2 2 ARE-3 3-ARE 3 GFK O GFK O NV
RE 18913 07:42 07:47 5 3 3 ASZ-6 6-ASZ 6 GFK W GFK W NV
NJ 40468 07:47 08:09 22 2 2.5 ARE-9 9-BEL 9 GFK O GFK W FV

GV 128-1 07:17 07:17 0 4 4 ASZ-5 5-ARE 5 GFK W GFK O GV
GV 128-2 07:14 07:14 0 4 4 ARE-4 4-ASZ 4 GFK O GFK W GV




