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Berichter: Universitätsprofessor Dr. Werner Bernreuther
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Kapitel 1

Einleitung
The principle of such [precision] tests is very simple;

one has to calculate a certain observable such as for

example the forward-backward asymmetry [...] within

the framework of the Standard Model and then con-

front it with the measured quantity. [JWW91]

Die derzeit beste Beschreibung der fundamentalen Bausteine der Materie sowie der

zwischen ihnen wirkenden Kräfte ist - die Gravitation ausgenommen - das Stan-

dardmodell der Elementarteilchenphysik, welches aus der Theorie der elektroschwa-

chen Wechselwirkung und der Quantenchromodynamik (QCD) besteht. Es existie-

ren derzeit unterschiedliche experimentelle Hinweise darauf, dass eine Erweiterung

des Standardmodells benötigt wird. Bisher konnte jedoch noch kein Signal dafür

gefunden werden, das anzeigt welcher Art diese Erweiterung (zum Beispiel super-

symmetrische Modelle) sein sollte.

Ein wichtiger Prüfstein des Standardmodells besteht im Vergleich zwischen theore-

tischen Vorhersagen und experimentellen Messungen für sogenannte Präzisionsob-

servablen. Einerseits erhofft man sich daraus Hinweise auf neue Physik jenseits des

Standardmodells, andererseits ermöglichen die Präzisionsobservablen Rückschlüsse

auf die Parameter des Standardmodells, wie zum Beispiel die Masse des bisher nicht

beobachteten Higgs-Bosons.

Wichtige Präzisionsobservablen sind unter anderen die verschiedenen Asymmetri-

en, welche an den Experimenten am Large Electron Positron Beschleuniger (LEP)

und am Stanford Linear Collider (SLC) bestimmt wurden. Mit Hilfe der gemessenen

Asymmetrien können die neutralen Strom-Kopplungen der Quarks und Leptonen an

das Z-Boson bestimmt werden. Aus diesen lässt sich wiederum der effektive schwa-

che Mischungswinkel sin2 ϑeff
W bestimmen.

Mittels radiativer Korrekturen ist sin2 ϑeff
W sensitiv auf die Higgs-Masse. Die präzi-

se Messung des schwachen Mischungswinkels ermöglicht somit experimentelle Ein-
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schränkungen auf die unbekannte Higgs-Masse.

Die beiden Messungen, welche für sin2 ϑeff
W die Werte mit den kleinsten experimen-

tellen Fehlern liefern, sind die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie (AFB) bezüglich der

Thrust-Richtung für bottom-Quarks und die Links-Rechts-Asymmetrie [LEP04]. Die

Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie wurde von den vier Experimenten am LEP be-

stimmt; die Links-Rechts-Asymmetrie mit Hilfe der am SLC verfügbaren links- und

rechts-händig polarisierten Elektronen, vom SLD-Experiment (Eine Definition der

Links-Rechts-Asymmetrie ist zum Beispiel in [AS+01] gegeben). Unglücklicherwei-

se unterscheiden sich diese beiden Messungen um nahezu 3 Standardabweichungen

voneinander [LEP04]. Der Ursprung dieser Diskrepanz ist bisher nicht geklärt.

Die erreichte Genauigkeit bei der experimentellen Bestimmung der Präzisionsob-

servablen ist mittlerweile so hoch, dass Quark-Masseneffekte in den theoretischen

Vorhersagen nicht mehr vernachlässigt werden können, da sie von vergleichbarer

Grössenordnung wie die experimentellen Fehler sind. Bislang wurde die Vernachlässi-

gung der Quark-Massen in den QCD-Korrekturen der Ordnung α2
s als zusätzlicher

systematischer Fehler berücksichtigt [LEP01].

Die vollständige Berechnung der QCD-Korrekturen in zweiter Ordnung der starken

Kopplung unter Berücksichtigung der Masse eines schweren Quarks ist für zukünf-

tige Präzisionsmessungen, welche kleinere experimentelle Fehler als bisherige ver-

gleichbare Messungen besitzen werden, notwendig. Die Minimierung des Fehlers der

Standardmodell-Vorhersage erleichtert die Diskriminierung zwischen Standardmo-

dell und neuer, unbekannter Physik. Auch für die oben beschriebene Diskrepanz

in der Bestimmung des schwachen Mischungswinkels erhofft man sich von genaue-

ren theoretischen Vorhersagen ein besseres Verständnis der ihr zu Grunde liegenden

Physik.

Ebenso wie für bottom-Quarks am LEP wird man an einem derzeit diskutierten

zukünftigen e+e−-Linearbeschleuniger Präzisionsmessungen der Eigenschaften des

top-Quarks oberhalb der tt-Produktionsschwelle durchführen können [AS+01]. Die

Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrien bezüglich der Top-Quark-Richtung und bezüg-

lich der Thrust-Richtung werden hierbei sicherlich wichtige Observablen sein. Die

top-Masse ist für die erreichbaren Schwerpunktsenergien eines solchen Linearbe-

schleunigers keinesfalls vernachlässigbar, so dass die Kenntnis der Masseneffekte in

höheren Ordnungen der Störungsreihe zwingend erforderlich ist.

Ebenso bietet ein solcher Linearbeschleuniger die Möglichkeit, die Schwerpunkts-

energie auf die Z-Resonanz zu senken (Giga-Z-Option) [AS+01]. Dies ermöglicht

die erneute Bestimmung der bereits am LEP vermessenen Observablen am Z-Pol,

unter anderem die bereits erwähnte Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für b-Quarks,

mit erheblich gesteigerter Präzision aufgrund der deutlich erhöhten Luminosität.

Auch hier sind somit genauere theoretische Vorhersagen zum Vergleich mit den ex-
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perimentellen Daten erforderlich.

Zur Verbesserung der theoretischen Vorhersagen zu AFB werden in der hier vorliegen-

den Arbeit die Korrekturen in niedrigster Ordnung der elektroschwachen Kopplung

und in zweiter Ordnung der starken Kopplung zum 2-Parton-Beitrag zur Vorwärts-

Rückwärts-Asymmetrie im Prozess

e+e− → γ∗, Z∗ → QQX (1.1)

berechnet. Dies erfordert die Berechnung der γ∗QQ- und Z∗QQ-Vertexfunktionen

auf 2-Schleifen-Niveau, wobei die Masse m des schweren Quarks Q nicht vernachläs-

sigt wird. Die Vertexfunktionen bilden weiterhin einen wichtigen Baustein zur voll-

ständigen differentiellen Beschreibung der Reaktion (1.1) in der O(α2
s), welche zur

Berechnung verschiedenster Observablen, zum Beispiel Winkelverteilungen und Jet-

raten, benötigt wird.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 wird die Vorwärts-Rückwärts-Asym-

metrie (AFB) bezüglich der Quark-Richtung definiert. Weiterhin werden die derzeit

bekannten QCD-Korrekturen und der Zusammenhang zwischen theoretischer Vor-

hersage und experimenteller Bestimmung der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie kurz

erläutert.

Die Z∗QQ- und γ∗QQ-Vertexfunktionen werden durch vier beziehungsweise zwei

Formfaktoren parametrisiert, welche in Kapitel 3 definiert werden. Das verwen-

dete Renormierungsschema zur Beseitigung der Ultraviolett-Divergenzen sowie die

benötigten Renormierungskonstanten werden kurz vorgestellt. Weiterhin wird die

Ward-Identität zum Axialvektorstrom angegeben, welche zur Überprüfung der pa-

ritätsverletzenden Formfaktoren benutzt wird.

Zunächst werden die Formfaktoren für raumartige Schwerpunktsenergien (s < 0)

berechnet. Anschliessend folgt die analytische Fortsetzung in den physikalisch inter-

essanten Bereich oberhalb der Paarproduktionsschwelle schwerer Quarks (s > 4m2),

in dem die Formfaktoren absorptive Anteile entwickeln. Nachdem die Konsistenz der

Ergebnisse anhand der Ward-Identitäten überprüft wurde, werden die Formfaktoren

für die Grenzfälle m2

s
→ 0 und s ≈ 4m2 entwickelt. In diesen Limites können weitere

Konsistenztests der Formfaktoren untereinander sowie Vergleiche mit der Literatur

durchgeführt werden.

Die Resultate für die Korrekturen in O(αs) werden in Kapitel 3 angegeben; die für

die Korrekturen zweiter Ordnung der QCD-Kopplung werden aufgrund ihrer Länge

in Anhang C gegeben.

Mit Kenntnis der Formfaktoren wird in Kapitel 4 der 2-Parton-Beitrag zur Vorwärts-

Rückwärts-Asymmetrie, bezogen auf die Richtung des schweren Quarks, ausgewer-

tet. Dieser ist für 2-Teilchen-Endzustände identisch mit AFB bezüglich der Thrust-
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Richtung. Der 2-Parton-Beitrag zu AFB wird für zwei Fälle numerisch ausgewer-

tet: für bottom-Quarks bei Schwerpunktsenergien auf der Z-Resonanz und für top-

Quarks für Schwerpunktsenergien oberhalb der top-Paar-Produktionsschwelle bis

hin zu 500 GeV .

Weiterhin wird in Kapitel 4 der totale Wirkungsquerschnitt an der Produktions-

schwelle eines schweren Quark-Antiquark-Paares diskutiert und mit der Literatur

verglichen.

Die Arbeit schliesst in Kapitel 5 mit einer kurzen Zusammenfassung.
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Kapitel 2

Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie

In diesem Kapitel wird die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie bezüglich der Richtung

des gestreuten Quarks definiert. Anschließend wird AFB auf Born-Niveau berechnet.

In Kapitel 2.3 werden einige Aspekte im Zusammenhang zwischen theoretischen

Korrekturen und experimenteller Auswertung diskutiert.

2.1 AFB bezüglich der Quark-Richtung

Die theoretisch einfachste Definition einer Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie ist die-

jenige bezüglich der Richtung des schweren gestreuten Quarks Q, welches zum Bei-

spiel in der Reaktion e+e− → QQ + X produziert wird (X ist dabei abhängig von

der Ordnung der Störungsreihe). Experimentell wird normalerweise die Vorwärts-

Rückwärts-Asymmetrie bezogen auf die Thrust-Richtung bestimmt. Die Definition

der Thrust-Richtung folgt anschließend an die Definition von AFB bezüglich der

Quark-Richtung.

Die Flugrichtung des Elektrons definiert die Symmetrieachse des Detektors. Das

schwere Quark wird bezüglich dieser Achse unter dem Winkel ϑ entweder in den

vorderen (ϑ ∈ [0, π
2
]) oder in den hinteren (ϑ ∈ [π

2
, π]) Halbraum des Detektors ge-

streut. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 2.1 dargestellt.

Kennt man den differentiellen Wirkungsquerschnitt dσ
d cos ϑ

so kann man die Wir-

kungsquerschnitte für die Streuung des Quarks in den vorderen (σF ) oder in den

hinteren (σB) Halbraum des Detektors ausrechnen:

σF =

∫ 1

0

dσ

d cos ϑ
d cos ϑ, (2.1)
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PSfrag replacements ϑ

Q

e− e+

Abbildung 2.1: Kinematik: Das schwere Quark wird unter dem Winkel ϑ bezüglich
der Flugrichtung des einlaufenden Elektrons gestreut.

σB =

∫ 0

−1

dσ

d cos ϑ
d cos ϑ. (2.2)

Die Differenz von σF und σB ergibt den sogenannten antisymmetrischen Wirkungs-

querschnitt σA:

σA = σF − σB. (2.3)

Dieser ist ein Maß für die Differenz der Anzahl schwerer Quarks, welche in den

vorwärtigen beziehungsweise rückwärtigen Halbraum des Detektors gestreut werden.

Der totale (symmetrische) Wirkungsquerschnitt ergibt sich aus der Summe von σF

und σB:

σS = σF + σB. (2.4)

Mit Hilfe dieser Definitionen lässt sich die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie definiert

bezüglich der Richtung des schweren gestreuten Quarks angeben:

AFB =
σA

σS

. (2.5)

Die Definition (2.5) besitzt die wichtige Eigenschaft eine infrarot-sichere Observable

zu sein. Infrarot-sicher bedeutet, dass sich der Wert einer Observablen zu einem

gegebenen n-Teilchen-Endzustand nicht ändert, wenn man zusätzlich ein weiches

oder zu einem der n Teilchen kollineares Teilchen im Endzustand betrachtet. Erfüllt

die Observable, wie zum Beispiel die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie (2.5), dieses

Kriterium, so kürzen sich die IR-Singularitäten, welche in den reellen und virtuellen

radiativen Korrekturen auftreten, gegenseitig weg.

Nur solche Observablen haben in der experimentellen Bestimmung Sinn, da nicht

zwischen einem n- und einem n+1-Teilchen-Endzustand unterschieden werden kann,

wenn das zusätzliche Teilchen entweder weich oder kollinear zu einem der n Teilchen

ist. Dies ist auf die endliche Auflösung und die Granularität des Detektors zurück

zu führen.

Wie bereits erwähnt kann auch eine Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie bezüglich der
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Thrust-Richtung ~T definiert werden. Der Vektor ~T = T ~nT wird folgendermaßen

bestimmt [Far77]:

T = max
~n

∑m
i=1 |~pi ~n|

∑m
i=1 |~pi|

, (2.6)

wobei ~pi die Dreier-Impulse aller Teilchen im Endzustand sind. Den Thrust T erhält

man aus dem oben angegebenen Maximierungsprozess; der Vektor ~nT zeigt in die

Richtung ~n, für die T maximal wird.

Im einfachsten Fall, in dem 2 Teilchen im Endzustand in entgegengesetzte Richtun-

gen fliegen, wie zum Beispiel in der Reaktion e+e− → QQ, ist der Thrust maximal

und nimmt den Wert T = 1 an. Die Richtung des Thrust ~nT entspricht in diesem

Fall der Flugrichtung eines der beiden Teilchen.

Der Thrust wird minimal (T = 1
2
) für den Fall, dass m → ∞ Teilchen im Endzu-

stand homogen und isotrop im Raum verteilt sind. In diesem Fall ist keine Richtung

im Ereignis explizit ausgezeichnet.

Im Experiment liefert die Approximation der bottom-Quark-Richtung mit der Rich-

tung des nach Hadronisierung produzierten b-Hadrons nur für harte b-Quarks gute

Resultate. Deswegen wird normalerweise die Thrust-Richtung des Jets, welcher das

b-Hadron enthält, als Näherung der ursprünglichen b-Quark-Richtung verwendet. In

diesem Fall wird zusätzlich gefordert, daß ~nT
~kb > 0, wobei ~kb der Dreier-Impuls des

b-Quarks ist.

Es existieren verschiedene Methoden, um experimentell zu bestimmen in welchen

Halbraum des Detektors das bottom-Quark gestreut wurde. Dies wird benötigt, um

die Orientierung der Thrust-Richtung eindeutig festzulegen, da man im Allgemeinen

keine Kenntnis von ~kb besitzt. Eine Beschreibung unterschiedlicher Techniken findet

man zum Beispiel in [LEP96, Krä04].

Ebenso wie man in der Definition von AFB in Gleichung (2.5) die Richtung des

schweren Quarks benutzt hat, kann man die Richtung des Thrust verwenden, um

eine Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie zu definieren. In dieser Arbeit wird allerdings

nur die in Gleichung (2.5) angegebene Definition verwendet.

Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung der 2-Schleifen-Korrekturen zur Vorwärts-

Rückwärts-Asymmetrie schwerer Quarks, welche in Elektron-Positron-Vernichtung

erzeugt werden:

e− e+ → γ∗, Z∗ → Q Q̄ + X. (2.7)

In der Reaktionsgleichung (2.7) ist X abhängig von der betrachteten Ordnung in

der QCD-Kopplung:
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PSfrag replacements
e−(p1)

e+(p2)

Q(k1)

Q̄(k2)

γ∗(q), Z∗(q)

Abbildung 2.2: Born-Amplitude: Die auslaufenden Quarks sind massiv wohinge-
gen Elektron und Positron als masselos angenommen werden.

• In nullter Ordnung der starken Kopplung existiert nur der in Abbildung 2.2

gezeigte 2-Parton-Born-Beitrag zur Reaktion e+e− → QQ.

• Zur O(αs) erhält man Amplituden mit zwei und drei Teilchen im Endzustand:

- X = 0. 1-Schleifen-Beiträge zu e+e− → QQ (vgl. Abbildung 2.3).

- X = g. Es wird zusätzlich ein reelles Gluon g von einem der beiden

Quarks abgestrahlt (vgl. Abbildung 2.3). Hierbei handelt es sich um einen

3-Parton-Endzustand.

• In zweiter Ordnung der QCD-Kopplung ergeben sich folgende Beiträge:

- X = 0. 2-Schleifen-Beiträge zum 2-Parton-Endzustand, welche Gegen-

stand dieser Arbeit sind.

- X = g. 1-Schleifen-Beiträge zum 3-Teilchen QQg-Endzustand.

- X = gg,QQ, qq: 4-Teilchen-Born-Beiträge, wobei Q weiterhin für ein

massives und q für ein masseloses Quark steht.

Die Korrekturen zur O(αs) sind seit langem bekannt [JLZ81, JLZ82, ABL92, DLZ95,

DZ97]. In [JLZ81, JLZ82] wird AFB bezüglich der Richtung des schweren Quarks

berechnet. In [DLZ95, DZ97] wird zusätzlich AFB bezüglich der Thrust-Richtung

bestimmt.

Für masselose Quarks im Endzustand sind die Korrekturen zur O(α2
s) zur Vorwärts-

Rückwärts-Asymmetrie bezogen auf die Quark-Richtung in [AL93, RvN98, CS99]

und bezogen auf die Thrust-Richtung in [CS99] ebenfalls bereits berechnet worden.

Die Resultate aus diesen Arbeiten werden derzeit dazu benutzt, die QCD-Korrek-

turen zur gemessenen Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für bottom- und charm-

Quarks bei LEP zu bestimmen [A+98, LEP01].

Die in dieser Arbeit betrachteten 2-Schleifen-Korrekturen zu e+e− → QQ für massi-

ve Quarks sind ein wichtiger Baustein, um die vollständigen O(α2
s)-Korrekturen zu

AFB für massive Quarks im Endzustand zu bestimmen. Die Matrixelemente zu den
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Abbildung 2.3: Beiträge zur O(αs): Analog zu Abbildung 2.2 bezeichnen die duch-
gezogenen einlaufenden und auslaufenden Fermion-Linien Elektron und Positron
sowie Quark und Antiquark. Die gestrichelte Linie steht wiederum für ein ausge-
tauschtes virtuelles Photon oder Z-Boson. Die

”
Feder“ kennzeichnet ein Gluon.

3- und 4-Parton-Amplituden in zweiter Ordnung von αs sind bereits in der Literatur

bekannt [BBU97, NO98, BU98, RBS99, BBU00].

2.2 AFB auf Born-Niveau

Im folgenden wird nur noch die Reaktion

e−(p1)e
+(p2) → γ∗(q), Z∗(q) → Q(k1)Q(k2) (2.8)

betrachtet. Aus dem differentiellen Wirkungsquerschnitt zu (2.8) berechnet sich der

der 2-Parton-Beitrag zu AFB. Zunächst soll die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie auf

Born-Niveau bezogen auf die Richtung des schweren Quarks ausgerechnet werden.

Die Beiträge höherer Ordnung in der starken Kopplung werden in Kapitel 4 berech-

net. Betrachtet man nur den reinen 2-Parton-Beitrag, so sind auf Parton-Niveau die

Richtung des schweren gestreuten Quarks und die Thrust-Richtung identisch.

Zunächst werden σA und σS auf Born-Niveau berechnet. Die zu dieser Reaktion bei-

tragenden Amplituden sind in Abbildung 2.2 gezeigt. Die Masse des ausgetausch-

ten Z-Bosons ist mZ , die Breite ΓZ . Für Schwerpunktsenergien
√

s ≥ mZ können

Elektron- und Positron-Masse vernachlässigt werden: p2
1 = p2

2 = 0. Der Austausch

eines virtuellen Higgs-Bosons ist aufgrund der Yukawa-Kopplung me

v
, wobei me die

Elektronmasse ist und v = 246 GeV , vernachlässigbar und verschwindet für mas-

selose Elektronen. Die schweren auslaufenden Quarks seien auf ihrer Massenschale,

k2
1 = k2

2 = m2.

In der Born-Approximation kann der differentielle Wirkungsquerschnitt zu diesem

Prozess mit Hilfe von Standardmethoden berechnet werden. Ausgehend von den

Gleichungen (2.1) und (2.2) erhält man σA und σS gemäss (2.3) und (2.4):

σ0
A =

Nc

8π

s

DZ

β2 aZ
e aZ

Q

[

2 vZ
e vZ

Q +

(

1 − m2
Z

s

)

vγ
e vγ

Q

]

, (2.9)
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σ0
S =

Nc

24π

1

s
β (3 − β2)

(
vγ

e vγ
Q

)2

+
Nc

12π

s

DZ

β (3 − β2)

(

1 − m2
Z

s

)

vγ
e vγ

QvZ
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wobei Nc die Anzahl der Quark-Farben, DZ = [(s − m2
Z)2 + m2

ZΓ2
Z ] der Breit-

Wigner-Propagator des Z-Bosons und β =
√

1 − 4m2

s
die Geschwindigkeit des Q

beziehungsweise Q im Schwerpunktsystem ist. Der Index
”
0“ kennzeichnet den Born-

Beitrag. Die Kopplungen in den Gleichungen (2.9) und (2.10) sind für ein Fermion

f = e,Q gegeben zu

vZ
f =

e

2 sin ϑW cos ϑW

(
T 3

f − 2 sin2 ϑW Qf

)
,

aZ
f =

e

2 sin ϑW cos ϑW

(
−T 3

f

)
,

vγ
f = eQf .

wobei T 3
f die dritte Komponente des schwachen Isospins, Qf die Ladung in Einhei-

ten der Positron-Ladung e > 0 und ϑW der schwache Mischungswinkel ist.

Der Axialvektoranteil der Kopplung des Z-Bosons ist verantwortlich für die nicht-

verschwindende Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie. Der antisymmetrische Wirkungs-

querschnitt erhält nur Beiträge aus dem reinen Z-Austausch (∼ aZ
e aZ

QvZ
e vZ

Q) und aus

der γ − Z-Interferenz (∼ aZ
e aZ

Qvγ
e vγ

Q). Der reine Photon-Austausch trägt nicht zur

Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie bei, da die Kopplung des Photons an Fermionen

eine reine Vektor-Kopplung ist.

Um genau zu sein: es gibt durchaus einen Beitrag zur Vorwärts-Rückwärts-Asym-

metrie in der reinen Quantenelektrodynamik. Es handelt sich hierbei um einen Inter-

ferenzterm zwischen den Feynman-Amplituden für 1γ- und 2γ-Austausch [BGG73,

BKJW83, KR99], welcher für Schwerpunktsenergien im Bereich der Z-Resonanz

oder höher jedoch vernachlässigbar klein ist. Im folgenden sollen hier nur Wechsel-

wirkungen in der niedrigsten Ordnung der schwachen Kopplung betrachtet werden.

Aus diesem Grund wird dieser Beitrag im weiteren Verlauf der Arbeit nicht disku-

tiert.

Der totale Wirkungsquerschnitt hingegen besitzt Beiträge aus dem reinen Photon-

Austausch (∼ (vγ
e vγ

Q)2), der γ − Z-Interferenz (∼ vγ
e vγ

QvZ
e vZ

Q) und dem reinen Z-

Boson-Austausch (letzte Zeile in (2.10)).

Auf der Z-Resonanz ist die Schwerpunktsenergie s = m2
Z . In diesem Fall verschwin-

den die aus γ − Z-Interferenz stammenden Born-Beiträge zu σA und σS. Der Bei-
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trag des γ-Austauschs im symmetrischen Wirkungsquerschnitt ist gegenüber dem Z-

Austausch mit
(

Γ2
Z

s

)

unterdrückt und somit vernachlässigbar. Aus (2.9) und (2.10)

folgt:
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Für masselose auslaufende Quarks (β → 1) erhält man:

σ0
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Z ,m = 0) =
Nc
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s
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Q, (2.13)

σ0
S(s = m2

Z ,m = 0) =
Nc

12π

s

DZ

[(
aZ

e

)2
+

(
vZ

e

)2
] [(

aZ
Q

)2
+

(
vZ

Q

)2
]

. (2.14)

Somit folgt aus Gleichung (2.5) die wohlbekannte Formel für die Vorwärts-Rück-

wärts-Asymmetrie masseloser Quarks auf der Z-Resonanz:

A0
FB(s = m2

Z ,m = 0) =
3aZ

e aZ
QvZ

e vZ
Q

[
(aZ

e )2 + (vZ
e )2]

[(
aZ

Q

)2
+

(
vZ

Q

)2
] . (2.15)

Diese Formeln wurden hier in aller Ausführlichkeit wiederholt, da sie für das Ver-

ständnis der experimentellen Auswertung sowie für die Behandlung der elektro-

schwachen und QCD-Korrekturen zur Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie von grund-

legender Bedeutung sind.

2.3 Experimentelle Aspekte

Gemessen wurde die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie bezüglich der Thrust-Richt-

ung für bottom- und für charm-Quarks in einer ganzen Reihe unterschiedlicher

Kanäle (unterschiedlicher Signaturen im Detektor) bei den 4 LEP-Experimenten

(ALEPH,DELPHI,L3 und OPAL). Dabei wurde eine sehr hohe Präzision erreicht,

so dass insbesondere die dort bestimmte Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für b-

Quarks derzeit eine der Messungen mit dem kleinsten experimentellen Fehler im

Standardmodell darstellt [LEP04].

Eine Zusammenstellung aller derzeit verfügbaren experimentellen Werte mitsamt

der zugehörigen Referenzen findet sich in [LEP04].

Die Mittelung aller Messwerte, welche man aus den bei den LEP-Experimenten

durchgeführten Analysen erhält, führt zur sogenannten Pol-Asymmetrie. Die Mitte-

lungsprozedur ist in [LEP96] beschrieben.
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Die Pol-Asymmetrie erhält man ausgehend von der Born-Formel auf der Z-Resonanz

für masselose Quarks (Gleichung (2.15)), wenn man die Kopplungen aZ
f und vZ

f durch

effektive Kopplungen aZ
f,eff und vZ

f,eff ersetzt [BH89, CHJ89, KZD89]. Die Kenntnis

der effektiven Kopplungen ermöglicht die Bestimmung des effektiven schwachen Mi-

schungswinkels sin2 ϑeff
W . Ausgehend von A0,b

FB (Pol-Asymmetrie für b-Quarks) erhält

man derzeit einen der genauesten Werte für sin2 ϑeff
W , allerdings auch den Wert mit

∼ 3σ Abweichung zum derzeitigen Weltmittelwert [LEP04].

Experimentell wird die Pol-Asymmetrie A0,q
FB für ein Quark q bestimmt, nachdem

QCD- und elektroschwache Korrekturen auf die gemessenen Werte Aqq
FB,g angewandt

wurden.

Die in [LEP04] angegebenen Werte für Abb
FB und Acc

FB, gemessen in den unterschied-

lichen Kanälen, sind bereits QCD-korrigiert. Der Zusammenhang zwischen den

ursprünglichen Meßwerten Aqq
FB,g und den QCD-korrigierten Werten Aqq

FB,QCD lau-

tet [A+98, LEP96]:

Aqq
FB,g = (1 − CQCD) Aqq

FB,QCD. (2.16)

Der Faktor CQCD beinhaltet sowohl die theoretisch ermittelten Korrekturen zur

O(αs) [DLZ95, DZ97] und zur O(α2
s) [CS99] bezogen auf die Thrust-Richtung,

als auch Korrekturen welche sich aufgrund der in den Analysen verwendeten ex-

perimentellen Methoden ergeben [A+98]. Genannt seien hier Korrekturen, welche

berücksichtigen, dass in der theoretischen Rechnung die Thrust- oder die Quark-

Richtung auf Parton-Niveau verwendet wird, im Experiment jedoch der Thrust auf

Hadron-Niveau gemessen wird. Diese Korrekturen werden mit Hilfe von Monte-

Carlo-Simulationen ermittelt [A+98].

Andererseits beinhaltet CQCD einen Faktor sq [A+98], der den verwendeten experi-

mentellen Methoden in den unterschiedlichen Analysen Rechnung trägt.

Ausgehend von Aqq
FB,QCD wird die Pol-Asymmetrie A0,q

FB ermittelt. Zu diesem Zweck

werden von Aqq
FB,QCD noch die Korrekturen δAqq

FB, welche sich aus der elektroschwa-

chen Wechselwirkung ergeben, abgezogen:

A0,q
FB = Aqq

FB,QCD + δAqq
FB. (2.17)

Die einzelnen Beiträge zu δAqq
FB sind in [LEP96, FM04] aufgeschlüsselt. Die aktuells-

ten Werte für δAqq
FB für b- und für c-Quarks, welche sich aus den derzeit bekannten

elektorschwachen Korrekturen ergeben, sind in [FM04] gegeben und werden mit Hil-

fe von ZFITTER [B+01] ermittelt.

Die derzeit aktuellsten Werte für die Pol-Asymmetrie für bottom und für charm-

Quarks wurden von der
”
LEP Electroweak Working Group“ ermittelt und sind auf
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deren Internetseite http://lepewwg.web.cern.ch/ angegeben:

A0,b
FB = 0.0992 ± 0.0016,

A0,c
FB = 0.0707 ± 0.0035.
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Kapitel 3

Formfaktoren

In diesem Kapitel wird die Berechnung der 2-Schleifen-Korrekturen, das heisst die

Berechnung der Amplituden für e+e− → QQ zur Ordnung α2
s durchgeführt. Im ers-

ten Abschnitt erfolgen die Definitionen der Amplituden zu e+e− → QQ, der Form-

faktoren und der Ward-Identitäten sowie die Diskussion der verschiedenen Beiträge

auf 1- und auf 2-Schleifen-Niveau. In Abschnitt 3.1.2 wird das in dieser Arbeit ver-

wendete Renormierungsschema kurz besprochen und es werden die benötigten Re-

normierungskonstanten angegeben. Abschliessend werden in Unterkapitel 3.2 einige

Details der Rechnung und die Ergebnisse für die Formfaktoren zur O(αs) angege-

ben. Mit Hife der gewonnenen Resultate können die Ward-Identitäten explizit bis zur

zweiten Ordnung der Störungsreihe in αs überprüft werden. Die analytischen Aus-

drücke für die Formfaktoren zur O(α2
s) werden aufgrund ihrer Länge in Anhang C

gegeben.

3.1 Definitionen, Beiträge und Renormierung

Zum Prozess

e−(p1)e
+(p2) → Q(k1)Q(k2)X (3.1)

tragen in gegebener Ordnung der perturbativen Entwicklung im Standardmodell ei-

ne Vielzahl unterschiedlicher Amplituden bei (Abbildung 3.1). Beschränkt man sich

in Abbildung 3.1 auf elektroschwache Wechselwirkungen in niedrigster Ordnung der

Störungsreihe, so können in der Reaktion (3.1) nur noch Amplituden mit s-Kanal-

Austausch eines Photons, eines Z-Bosons oder eines Higgs-Bosons beitragen, wobei

letzterer für masselose Elektronen verschwindet (Abbildung 3.2).

Weiterhin ist X nun auf Teilchen beschränkt, die an der starken Wechselwirkung
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PSfrag replacements

e−(p1)

e+(p2)

Q(k1)

Q̄(k2)γ∗(q), Z∗(q)

Abbildung 3.1: Der Kreis beinhaltet symbolisch alle möglichen Amplituden die
in gegebener Ordnung der elektroschwachen und starken Kopplung in e+e− →
QQX, wobei X für beliebige Standardmodell-Teilchen steht, beitragen können.
Die gepunktete Linie deutet die Abstrahlung weiterer Teilchen an.

PSfrag replacements
e−(p1)

e+(p2)

Q(k1)

Q̄(k2)

γ∗(q), Z∗(q)

Abbildung 3.2: Im Gegensatz zu Abbildung 3.1 werden hier nur noch elek-
troschwache Wechselwirkungen in niedrigster Ordnung der perturbativen Ent-
wicklung betrachtet. Der Kreis beinhaltet nun nur noch alle möglichen QCD-
Korrekturen.

teilnehmen. Bis zur zweiten Ordnung in αs wurde X in Kapitel 2 diskutiert.

Wie bereits in Kapitel 2 erwähnt werden in dieser Arbeit die QCD-Korrekturen

erster und zweiter Ordnung in αs in der Reaktion e+e− → γ∗, Z∗ → QQ berechnet.

Mit anderen Worten: Es werden die γ∗QQ- und die Z∗QQ-Vertexfunktionen, sym-

bolisch dargestellt in Abbildung 3.3, auf 2-Schleifen-Niveau bestimmt.

Die Berechnung der Vertexfunktionen erfolgt in der renormierten Störungstheorie.

Das verwendete Renormierungsschema wird in Abschnitt 3.1.2 vorgestellt. Für fol-

gende Diskussionen ist es wichtig bereits hier zu erwähnen, daß die Quarkmasse

und die Quarkwellenfunktion im on-shell-Schema renormiert werden. Dies bedeutet

insbesondere, daß die Quarkselbstenergie bei k2 = m2 verschwindet. Im folgenden

bezeichnet m die on-shell-Masse der schweren Quarks. Ausgehend von der QCD-

Lagrange-Dichte in Countertermform schreibt man sich mit den daraus folgenden

Feynman-Regeln alle 1- und 2-Schleifen-Amplituden (1`- und 2`-Amplituden) sowie

die zugehörigen Counterterme auf. Die Abbildung 3.3 beinhaltet alle diese Beiträge.

Somit ist im weiteren Verlauf der Arbeit immer von bereits UV -renormierten Größen

die Rede.
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PSfrag replacements
= V c1,c2

µ (s,m)

Q(k1)

Q̄(k2)

γ∗(q), Z∗(q)

Abbildung 3.3: Allgemeine Definition des Vertex: Der Kreis beinhaltet sowohl die
1`- und 2`-Amplituden als auch die Counterterme.

Die Amplitude Vµ aus Abbildung 3.3 beschreibt den Zerfall eines virtuellen ein-

laufenden Z-Bosons oder Photons mit Impuls q = k1 + k2 (q2 = s) in 2 schwere

Quarks:

V c1c2
µ (s,m) = ūc1(k1) Γc1c2

µ (s,m) vc2(k2), (3.2)

wobei ūc1(k1) (vc2(k2)) der Dirac-Spinor zum schweren (Anti-)Quark mit Impuls

k1 (k2) und Farbe c1 (c2) ist. Die Z∗QQ-Vertexfunktion Γµ,Z für den Zerfall eines

Z-Bosons in QQ, kann aufgrund der Lorentz-Kovarianz durch 4 dimensionslose,

von der Schwerpunktsenergie s und der Masse m des schweren Quarks abhängige,

Formfaktoren parametrisiert werden:

Γc1c2
µ,Z (s,m) =(−i)

(

vZ
Q F1(s,m) γµ + ivZ

Q

1

2m
F2(s,m) σµνq

ν

+ aZ
Q G1(s,m) γµγ5 + aZ

Q

1

2m
G2(s,m) qµγ5

)

δc1c2 , (3.3)

wobei σµν = i
2
[γµ, γν ], F1, F2 die Vektor-Formfaktoren und G1, G2 die Axialvektor-

Formfaktoren sind. Die allgemeinste Parametrisierung von Γµ,Z bezitzt 6 Formfak-

toren, von denen 2 ungerade unter CP -Transformationen sind. Da hier nur QCD-

Korrekturen und elektroschwache Wechselwirkungen in der niedrigsten Ordnung der

Störungstheorie betrachtet werden, gilt CP -Invarianz und die beiden CP -ungeraden

Formfaktoren sind identisch Null.

Außer von s und m sind die Formfaktoren aus (3.3) zusätzlich noch von der Re-

normierungsskala µ und dem Parameter ε = 4−D
2

der verwendeten dimensionellen

Regularisierung abhängig. Diese Abhängigkeiten werden jedoch im weiteren Verlauf

immer unterdrückt.

Betrachtet man den Zerfall eines virtuellen Photons, so gilt:

Γc1c2
µ,γ (s,m) =(−i)

(

vγ
Q F1(s,m) γµ + ivγ

Q

1

2m
F2(s,m) σµνq

ν
)

δc1c2 . (3.4)

Da die Kopplung des Photons nur einen Vektoranteil besitzt, beinhaltet die Form-

faktor-Zerlegung von Γµ,γ keine Axialvektor-Formfaktoren. Die Vektor-Formfaktoren
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F1 und F2 in Γµ,Z und Γµ,γ sind identisch. Somit genügt es im folgenden nur noch

die Vertexfunktion Γµ,Z zu betrachten.

Unter Benutzung der Gordon-Identität

ūc1(k1)σµνq
νvc2(k2) = −i ūc1(k1)(tµ + 2mγµ)vc2(k2),

wobei tµ = (k2 − k1)µ, folgt für Γµ,Z :

Γc1c2
µ,Z (s,m) =(−i)

(

vZ
Q F̃1(s,m) γµ + vZ

Q

1

2m
F2(s,m) tµ

+ aZ
Q G1(s,m) γµγ5 + aZ

Q

1

2m
G2(s,m) qµγ5

)

δc1c2 (3.5)

mit

F̃1(s,m) = F1(s,m) + F2(s,m).

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird immer von Gleichung (3.5) als Parametrisie-

rung der Vertexfunktion des Z-Bosons ausgegangen und die Schlange über F̃1 wird

vernachlässigt. Die Farbindizes c1 und c2 werden im folgenden unterdrückt.

Die Vertexfunktion Γµ,Z läßt sich aufgrund der Natur der Z-Q-Q-Kopplung in einen

Vektor- (Λµ,Z) und in einen Axialvektoranteil (Λµ5,Z) zerlegen:

Γµ,Z = Λµ,Z(F1, F2) + Λµ5,Z(G1, G2). (3.6)

Der Vektoranteil Λµ,Z ist proportional zu vZ
Q, dementsprechend ist Λµ5,Z proportional

zu aZ
Q. Durch Anpassen der Kopplungen (−ivZ

Q = −iaZ
Q → 1) erhält man aus (3.5)

und (3.6) die Vertexfunktionen zugehörig zum Vektor- und zum Axialvektorstrom

eines schweren Quarks Q:

Λµ(s,m) = F1(s,m)γµ +
1

2m
F2(s,m) tµ zu Jµ = QγµQ, (3.7)

Λµ5(s,m) = G1(s,m)γµγ5+
1

2m
G2(s,m) qµγ5 zu Jµ5 = Qγµγ5Q. (3.8)

Für die Vektor- und die Axialvektor-Vertexfunktion gelten Ward-Identitäten, die

zur Überprüfung der Rechnung benutzt werden.

Für die renormierte Vertexfunktion zum Vektorstrom lautet die Ward-Identität:

qµΛµ(s,m) = 0. (3.9)
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Diese Gleichung ist für Quarks auf der Massenschale trivial erfüllt (Λµ ist zwischen

den Spinoren u(k1) und v(k2) eingeklemmt). Man erhält deshalb aus Gleichung (3.9)

keinen Test zur Berechnung der Vektor-Formfaktoren. Die Ward-Identität zum Axi-

alvektorstrom ist in Gleichung (3.12) gegeben. Diese bildet die Grundlage für wich-

tige Konsistenztests der Berechnung der Axialvektor-Formfaktoren G1 und G2.

Die Regularisierung der UV - und IR-Divergenzen, welche in den 1`- und 2`-Bei-

trägen enthalten sind, erfolgt in D = 4 − 2ε Dimensionen. Das heißt, daß sowohl

die Berechnung der Schleifenintegrale als auch die der γ-Algebra in D Dimensionen

durchgeführt wird. In der γ-Algebra tauchen Spuren auf, welche mehrere γµ und bis

zu zwei γ5 enthalten.

Die Behandlung von γ5 in D Dimensionen stellt ein Problem dar, da γ5 ein generisch

4-dimensionales Objekt ist. Für die Behandlung von γ5 in D Dimensionen gibt es

keine universell anwendbare Vorschrift [tHV72, BM77, CFH79].

In dieser Arbeit kommen zu diesem Zweck im Rahmen der dimensionellen Regula-

risierung zwei Vorschriften zur Anwendung [AD73, Lar93]:

- γac
5 : In dieser Vorschrift antikommutiert γ5 mit γµ und γ2

5 = 1. Die chirale

Invarianz der QCD für masselose Quarks wird von γac
5 in D Dimensionen

bewahrt.

- γla
5 : In diesem Fall benutzt man in den Spuren die folgenden Ersetzungen für

γ5 und γµγ5 (ε0123 = −ε0123 = +1):

γ5 =
i

4!
εαβγδ γαγβγγγδ, (3.10)

γµγ5 =
i

3!
εµαβγ γαγβγγ. (3.11)

Diese Vorschrift besitzt keine der bei γac
5 aufgezählten Eigenschaften mehr.

In den Vertexfunktionen, in denen γµγ5 beziehungsweise γ5 Teil einer offenen Fer-

mionlinie ist, wird γac
5 in D Dimensionen verwendet. In den Anomalie-Amplituden

wird, um die Adler-Bell-Jackiw-Anomalie korrekt zu reproduzieren, γ la
5 benutzt.

Hierauf wird später noch im Detail eingegangen.

Ein wichtiger Test für die mit γac
5 und γla

5 erhaltenen Ergebnisse besteht in der

Erfüllung der Ward-Identität zugehörig zum Axialvektorstrom Jµ5. Die renormierte

chirale Ward-Identität zu Jµ5 aus (3.8) lautet (as = αs

2π
) [Adl69, BJ69]:

qµΛµ5(s,m) = 2m Λ5(s,m) − i

2
as TF FR(s,m). (3.12)
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In (3.12) ist Λµ5 der renormierte Axialvektoranteil von Γµ,Z aus Gleichung (3.6). Die

renormierte pseudoskalare Vertexfunktion Λ5 lautet:

Λ5(s,m) = ZOS
m Λ̃5(s,m), (3.13)

wobei Λ̃5 = ZOS
2 Λ0

5 eingeführt wurde und Λ0
5 die unrenormierte pseudoskalare Ver-

texfunktion bezeichnet. Im folgenden Abschnitt werden die zu Λµ5 und Λ̃5 beitra-

genden Feynman-Amplituden diskutiert. Die Massen-Renormierungskonstante ZOS
m

im on-shell-Schema ist in Gleichung (3.24) gegeben. Der Term ∼ FR stellt die re-

normierte Adler-Bell-Jackiw-Anomalie dar, welche ebenfalls im nächsten Abschnitt

besprochen wird; TF = 1/2 ist durch die Normierung der Generatoren der SU(NC)

in der Fundamentaldarstellung gegeben.

Ausgehend vom Axialvektorstrom und von (3.12) kann man den SU(NF )-Flavour-

Singlett- und verschiedene SU(NF )-Flavour-Nicht-Singlettströme, wobei NF die An-

zahl der Quark-Flavours ist, sowie die zugehörigen Ward-Identitäten konstruieren.

Dies wird zu einem späteren Zeitpunkt diskutiert.

Für Λ̃5 und FR lassen sich analog zu (3.7) und (3.8) Zerlegungen in Formfakto-

ren angeben. Sowohl die pseudoskalare Vertexfunktion als auch der Anomalieterm

werden jeweils mit Hilfe eines Formfaktors parametrisiert:

Λ̃5(s,m) = A(s,m) γ5, (3.14)

FR(s,m) = 2im F̂ (s,m) γ5. (3.15)

Hier sind A und F̂ analog zu Fi und Gi (i = 1, 2) dimensionslos und von s, m, ε und

der Renormierungsskala µ abhängig, wobei die Abhängigkeiten von µ und ε wieder

unterdrückt wurden.

3.1.1 Beiträge zur Z-Q-Q-Vertexfunktion

Folgende Feynman-Amplituden tragen zur Vertexfunktion Γµ,Z und somit auch zu

Λµ5 bei:

- zur O(αs) die 1`-Amplitude aus Abbildung 2.3 und der O(αs)-Term des Coun-

terterms X7 aus Abbildung 3.5,

- zur O(α2
s) die 2`-Amplituden aus den Abbildungen 3.4 und 3.6 sowie

- die Counterterme aus den Abbildungen 3.5 und 3.7.

Die Feynman-Amplituden zu allen in diesem Kapitel diskutierten Beiträgen finden

sich in Anhang A.
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In den in Abbildung 3.4 dargestellten 2`-Amplituden koppelt das externe, massive

Quark stets direkt an das einlaufende Z-Boson. Diese Amplituden heissen nicht-
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Abbildung 3.4: 2`-Amplituden vom Typ A: Die Bezeichung der Linien ist ana-
log zu Abbildung 2.3. Im Gluonselbstenergiebeitrag D1 kennzeichnet die dünne
durchgezogene Linie ein leichtes Quark, in D3 die gepunktete Linie ein Geistfeld
und in D4 die doppelte Linie ein massives Quark.

anomale Amplituden oder Typ-A-Amplituden [Adl69] und tragen sowohl zu den

Vektor- als auch zu den Axialvektor-Formfaktoren bei.

Im Gegensatz hierzu heissen die in Abbildung 3.6 gezeigten Amplituden anomal

oder vom Typ B [Adl69]. In diesen Beiträgen koppelt das Z-Boson an eine interne

Quarkschleife (vgl. Abbildung 3.6). Das Z-Boson koppelt an den Flavour-Nicht-

Singlettstrom (3.81), so dass in der Quark-Schleife alle Quarks beitragen. Diese
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Abbildung 3.5: Countertermbeiträge zu den Typ-A-Amplituden: Die Bedeutung
der Linien ist analog zu Abbildung 2.3. Die Renormierungskonstanten δOS

2 , δOS
m ,

δMS
3 und δ1F sind in den Gleichungen (3.31) und (3.32) gegeben.

Beiträge sind für das Auftreten der Adler-Bell-Jackiw-Anomalie in (3.12) verant-

wortlich. Die Typ-B-Amplituden tragen nur zu G1 und G2 bei. Der Vektoranteil

verschwindet nach Addition der beiden Beiträge (Furry-Theorem).

Die Unterscheidung zwischen Amplituden vom Typ A und vom Typ B äussert sich

auch in der Ward-Identität (3.12), die in 2 Teile zerfällt:

qµΛ
(A)
µ5 (s,m) =2 m Λ

(A)
5 (s,m), (3.16)

qµΛ
(B)
µ5 (s,m) =2 m Λ

(B)
5 (s,m) − i

2
as TF FR(s,m). (3.17)

Gleichung (3.16) ist die renormierte Ward-Identität zu den Axialvektoramplituden

vom Typ A, dementsprechend ist (3.17) die Ward-Identität zu den Amplituden

vom Typ B. Man erkennt, daß die Adler-Bell-Jackiw-Anomalie einzig und allein in

der Typ-B-Ward-Identität auftaucht. Die Anomaliefreiheit von (3.16) erlaubt in der

Berechnung der Typ-A-Amplituden die Verwendung von γac
5 .
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Abbildung 3.6: Anomaliebeiträge oder Typ-B-Beiträge: Die Bedeutung der Linien
ist analog zu der in Abbildung 2.3. Diese Beiträge werden berechnet für Werte 0
und m (Masse des schweren Quarks) der Massen mI und mA. Es ergeben sich also
insgesamt 4 verschiedene Massenkombinationen.

Die Vertexfunktion (3.6) läßt sich als Summe der verschiedenen Beiträge vom Typ

A und B bis zur zweiten Ordnung der starken Kopplung darstellen:

Γµ,Z = Γ
(1`)
µ,Z + Γ

(2`,A)
µ,Z + Γ

(2`,B)
µ,Z . (3.18)

Die renormierte Vertexfunktion zur O(αs) Γ
(1`)
µ,Z erhält man durch die Addition des

Counterterms X7 und der 1-Schleifen-Amplitude aus Abbildung 2.3 (vgl. Anhang A).

Der Axialvektoranteil von Γ
(1`)
µ,Z ist vom Typ A und trägt somit zu Λ

(A)
µ5 bei.

Die Addition aller 2`-Amplituden aus Abbildung 3.4 und der Counterterme aus Ab-

bildung 3.5 ergibt die renormierte Vertexfunktion Γ
(2`,A)
µ,Z auf 2-Schleifen-Niveau. Der

Index
”
A“ erinnert daran, daß hier nur über die Typ-A-Amplituden summiert wur-

de. Eine formalere Darstellung von Γ
(2`,A)
µ,Z findet sich in Anhang A.

Die Amplituden D1 bis D4 aus Abbildung 3.4 zeigen die Gluonselbstenergie-Ein-

schübe, wobei hier explizit zwischen massiven und masselosen Quarks in der Schleife

unterschieden wird. Jedes der NF Quarkflavours trägt zur Gluonselbstenergie bei.

Die Kopplung eines Gluons an Quarks unterscheidet nicht zwischen den verschie-

denen Quark-Flavours, so dass alle NL leichten Quarks, deren Masse vernachlässigt

wird, einen identischen Beitrag liefern. Aus diesem Grund wird der Beitrag D1 mit

NL = NF − 1 multipliziert. Nur die Masse des schwersten Quarks wird nicht ver-

nachlässigt.

Neben den hier gezeigten 2-Schleifen-Beiträgen ergeben sich weitere nicht darge-

stellte Amplituden. Hierbei handelt es sich einerseits um einen Gluonselbstenergie-

beitrag der den 4g-Vertex beinhaltet. In diesem Beitrag steckt jedoch ein skalen-

loses 1-Schleifen-Integral, welches in dimensioneller Regularisierung verschwindet

(z.B. [Smi05]). Hier auch nicht gezeigt sind 1`-Amplituden wie in Abbildung 2.3,

die zusätzlich noch einen Quarkselbstenergiebeitrag auf der äusseren auslaufenden

Quarklinie beinhalten. Diese Beiträge verschwinden aufgrund der gewählten on-

shell-Renormierung für die Quarkmasse.



24 Kapitel 3. Formfaktoren

Zur Überprüfung, ob im folgenden die Typ-A-Ward-Identität (3.16) erfüllt ist, be-

nötigt man neben Λ
(A)
µ5 auch die pseudoskalare nicht-anomale Vertexfunktion auf 1`-

und 2`-Niveau. Die pseudoskalare Vertexfunktion Λ̃5 aus Gleichung (3.13) lässt sich

analog zu Γµ,Z in (3.18) aufteilen:

Λ̃5 = Λ̃
(1`)
5 + Λ̃

(2`,A)
5 + Λ̃

(2`,B)
5 . (3.19)

Zu Λ̃
(1`)
5 und Λ̃

(2`,A)
5 tragen die gleichen Feynman-Diagramme (Abbildung 2.3, 3.4

und 3.5) wie zu Γ
(1`)
µ,Z und Γ

(2`,A)
µ,Z bei. In den zugehörigen Feynman-Amplituden muss

lediglich die Z-Q-Q-Kopplung durch die Kopplung des pseudoskalaren Stroms er-

setzt werden:

−i(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5) → γ5.

Als nächstes werden die einzelnen Bestandteile der Typ-B-Ward-Identität (3.17)

diskutiert. Da die Dreiecksamplituden aus Abbildung 3.6 nicht zu den Vektor-

Formfaktoren beitragen, gilt:

Γ
(2`,B)
µ,Z = −iaZ

QΛ
(2`,B)
µ5 .

Die anomalen Amplituden bilden für sich genommen eine eichinvariante Klasse von

Diagrammen. Dies ermöglicht die getrennte Berechnung von den Typ-A-Beiträgen.

In dieser Arbeit werden 4 verschiedene Massenkombinationen für die innere Masse

mI der Quarkschleife und die äussere Masse mA der auslaufenden Quarks berechnet:

mI , mA = 0, m. Dies ist für eine Reihe von Anwendungen, insbesondere für die hier

betrachteten Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrien, ausreichend.

Die Spuren, die bei der Berechnung von Λ
(B)
µ5 auftreten, werden mit γ la

5 berech-

net [Lar93]. Die UV -Divergenz der Dreiecksamplituden und die Verwendung von γ la
5

erfordern die folgende Renormierung des Axialvektorstromes Jµ5 [Lar93, Ber05c]:

JR
µ5 = ZJ Z5 Jµ5,

wobei ZJ die ultraviolett-divergenten Terme kürzt und Z5 die Eigenschaften eines

naiv anti-kommutierenden γ5 wiederherstellt. In der Berechnung von Λ
(B)
µ5 führt die-

se Renormierung des Stroms zur Addition der beiden Counterterme XJ und Xla

aus Abbildung 3.7 zu den anomalen Amplituden. Die zusätzliche Renormierung Z5

sorgt dafür, daß Λ
(B)
µ5 die chirale Typ-B-Ward-Identität erfüllt. Die Renormierungs-

konstanten ZJ und Z5 werden im folgenden Abschnitt gegeben.

Für das in den Countertermen XJ und Xla auftretende γ5 wird γla
5 verwendet. Die

konsistente Behandlung von γ5 in allen zu einer Vertexfunktion beitragenden Am-

plituden ist für die Erfüllung der Ward-Identität wesentlich.
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PSfrag replacements
XJ

δJ
PSfrag replacements

XJ

δJ Xla

δ5

Abbildung 3.7: Counterterme zu den Typ-B-Amplituden aus Abbildung 3.6. Die
Renormierungskonstanten werden in Abschnitt 3.1.2 angegeben.
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Abbildung 3.8: Anomalieterm: Die Bedeutung der Linien ist analog zu Abbil-
dung 2.3. Der Vertex ist angegeben; p1 und p2 sind die Gluonimpulse, wobei p1

in den Vertex hinein und p2 hinaus fließt. Die Renormierungskonstante wird in
Abschnitt 3.1.2 angegeben.

Zur Überprüfung der berechneten Axialvektor-Vertexfunktion werden neben Λ
(2`,B)
µ5

auch Λ̃
(2`,B)
5 und FR in Gleichung (3.17) benötigt. Die zu Λ̃

(2`,B)
5 beitragenden Am-

plituden erhält man analog zu Λ̃
(1`)
5 und Λ̃

(2`,A)
5 durch Anpassen der Kopplung in

den beiden Dreiecksamplituden aus Abbildung 3.6. Im Gegensatz zu Λ
(2`,B)
µ5 ist die

pseudoskalare Typ-B-Vertexfunktion UV -endlich. Das bedeutet, daß für den pseudo-

skalaren Strom keine zusätzliche Renormierung erforderlich ist. Es wird insbesondere

keine endliche Renormierung vom Typ Xla benötigt.

Der renormierte Anomalieterm FR ist durch die in Abbildung 3.8 gezeigten Ampli-

tuden bestimmt. Die Amplitude F berechnet sich aus:

S(k2)F (k1, k2)S(k1) = −
∫

d4xd4ye−i(k1x+k2y) < 0|T{Q(x)G(0)G̃(0)Q(y)}|0 >

wobei S(k1) (S(k2)) der volle (Anti-)Quark-Propagator ist. Der gluonische Operator

GG̃ ist folgendermaßen definiert:

G(x) G̃(x) = εµναβ GA,µν(x) GA,αβ(x),
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wobei G der Gluon-Feldstärketensor ist [Adl69, Ber05c]. Der Operator GG̃ mischt

unter Renormierung mit der Divergenz des Singlett-Axialvektorstroms [ET82]:

G G̃ = ZGG(G G̃)0 + δF

(
∂µ JS

µ5

)

0
.

Der Singlettstrom wird in Gleichung (3.80) definiert; der Index
”
0“ kennzeichnet den

unrenormierten Operator. Diese Mischung ist der Ursprung des Counterterms XF

aus Abbildung 3.8. Die Renormierungskonstanten δF und ZGG werden im nächsten

Abschnitt gegeben. Explizte Ausdrücke für die Amplitude F und die zugehörige

Countertermamplitude XF finden sich wiederum in Anhang A. Der renormierte

Anomalieterm FR ist durch die Summe aus F und XF gegeben. Die Berechnung von

FR wird mit Hilfe von γ la
5 ausgeführt.

3.1.2 Renormierung

Bis zu diesem Zeitpunkt wurde noch keine Aussage zum gewählten Renormierungs-

schema gemacht. Die Renormierungskonstanten δi (i = 2, 3,m, 1F) aus Abb. 3.5

werden gemäß einem vorgegebenen Renormierungsschema berechnet und können

der Literatur entnommen werden.

Im folgenden wird immer von NL = NF − 1 masselosen und einem massiven Quark

ausgegangen. Weiterhin wird die Feynman-Eichung ξ = 1 benutzt.

Das für diese Arbeit gewählte Renormierungsschema ist ein
”
Hybrid“-Schema, das

heisst, nicht alle Konstanten werden in demselbem Schema berechnet. Die Quark-

masse und die Quarkwellenfunktion werden im OS-Schema renormiert, die starke

Kopplung und die Gluonwellenfunktion im MS-Schema.

Die Renormierungskonstante der starken Kopplung Zg im MS-Schema erhält man

zum Beispiel aus der Betrachtung des Geist-Gluon-Vertex in der renormierten La-

grange-Dichte. Es gilt:

gs,0 =
Z̃MS

1
√

ZMS
3 Z̃MS

3

gs = ZMS
g gs, (3.20)

wobei gs,0 die nackte Kopplung, Z̃1 die Renormierungskonstante des Geist-Gluon-

Vertex, Z3 die der Gluonwellenfunktion und Z̃3 die des Geistfeldes ist. Sowohl die

nackte als auch die renormierte Kopplung werden in D Dimensionen dimensions-

los gehalten. Eine Anmerkung hierzu findet sich in Anhang B. Die Konstanten

Z̃1, Z3 und Z̃3 erhält man zum Beispiel aus [Mut87]. Hier werden nur Z3 und Zg

benötigt und explizit genannt. Die Gluonwellenfunktionsrenormierungskonstante in
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der Feynman-Eichung lautet:

ZMS
3 = 1 + C(ε) as

1

2ε

(
5

3
NC − 4

3
TF (NL + 1)

)

+ O
(
a2

S

)
. (3.21)

Aus (3.20) und [Mut87] folgt für die eichunabhängige Renormierungskonstante Zg:

ZMS
g = 1 − C(ε) as

1

4ε

(
11

3
NC − 4

3
TF (NL + 1)

)

+ O
(
a2

s

)
, (3.22)

wobei CF =
N2

C−1

2 NC
ist. Der Faktor

C(ε) =(4π)ε Γ (1 + ε) , (3.23)

wird aus den Renormierungskonstanten ausgeklammert. Derselbe Faktor wird auch

aus den 2-Schleifen-Integralen ausgeklammert.

Die Renormierungskonstanten ZOS
2 für die Quarkwellenfunktion und ZOS

m für die

Quarkmasse im on-shell-Schema sind ebenfalls in der Literatur bekannt [BGS91,

MvR00]. Hier werden die Konstanten aus [MvR00] verwendet, wobei die dort ange-

gebenen Resultate in der unrenormierten und in D Dimensionen dimensionsbehaf-

teten QCD-Kopplung gegeben sind. Die nackte Kopplung in [MvR00] muss gemäß

Gleichung (3.22) renormiert werden (vgl. Anhang B) und man erhält:

ZOS
m = 1 + C(ε)

(
m2

µ2

)−ε

as Z(1)
m + C2(ε)

(
m2

µ2

)−2ε

a2
s Z(2)

m + O
(
a3

s

)
, (3.24)

mit

Z(1)
m = CF

1

2ε

2ε − 3

1 − 2ε
, (3.25)

Z(2)
m = C2

F

{

9

8 ε2
+

45

16 ε
+

199

32
− 15

2
ζ2 + 12 ζ2 ln2 −3 ζ3

}

+CF NC

{ (
m2

µ2

)ε [
11

12

(
3

ε2
+

4

ε
+ 8

)]

+

[

− 11

8 ε2
− 91

16 ε
+ 2 ζ2

− 605

32
− 6 ζ2 ln2 +

3

2
ζ3

]}

+CF TF NL

{ (
m2

µ2

)ε [

− 1

3

(
3

ε2
+

4

ε
+ 8

)]

+

[
1

2 ε2
+

7

4 ε
+ 2 ζ2 +

45

8

]}

+CF TF

{ (
m2

µ2

)ε [

− 1

3

(
3

ε2
+

4

ε
+ 8

)]

+

[
1

2 ε2 +
7

4 ε
+

69

8
− 4 ζ2)

]}

. (3.26)
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und ln2 = ln(2); ζ2 = ζ(2) und ζ3 = ζ(3) sind die Riemannschen ζ(n)-Funktionen.

Analog folgt für ZOS
2 [MvR00]:

ZOS
2 =1 + C(ε)

(
m2

µ2

)−ε

as Z(1)
m + C2(ε)

(
m2

µ2

)−2ε

a2
s Z

(2)
2 + O

(
a3

s

)
(3.27)

mit

Z
(2)
2 = C2

F

{

9

8 ε2
+

51

16 ε
+

433

32
− 39

2
ζ(2) + 24 ζ2 ln2 −6 ζ3

}

+CF NC

{ (
m2

µ2

)ε [
11

12

(
3

ε2
+

4

ε
+ 8

)]

+

[

− 11

8 ε2
− 101

16 ε
+

15

2
ζ2

− 803

32
− 12 ζ2 ln2 +3 ζ3

]}

+CF TF NL

{ (
m2

µ2

)ε [

− 1

3

(
3

ε2
+

4

ε
+ 8

)]

+

[
1

2 ε2
+

9

4 ε
+ 2 ζ2 +

59

8

]}

+CF TF

{ (
m2

µ2

)ε [

− 1

3

(
3

ε2
+

4

ε
+ 8

)]

+

[
1

ε2
+

19

12 ε
+

1139

72
− 8 ζ2

]}

. (3.28)

Die Renormierung der starken Kopplung im MS-Schema führt zu einer expliziten

Abhängigkeit der on-shell-Renormierungskonstanten (3.24) und (3.27) von der Re-

normierungsskala µ. Entwickelt man die Faktoren (m2

µ2 )ε, so erkennt man, daß die

Renormierungsskalenabhängigkeit vollständig durch die β-Funktion der QCD be-

stimmt ist. Dies ist unmittelbar klar, da die µ-Abhängigkeit in ZOS
2 und ZOS

m durch

die Renormierung der starken Kopplung eingeführt wird.

Bis zur O(α2
s) sind die Renormierungskonstanten ZOS

2 und ZOS
m eichunabhängig

[BGS91, MvR00]. Erst in dritter Ordnung der starken Kopplung αs zeigt sich die

Eichabhängigkeit explizit [MvR00].

Mit Hilfe der Slavnov-Taylor-Identität

Z1F =
Z̃MS

1 ZOS
2

Z̃MS
3

= ZMS
g ZOS

2

√

ZMS
3 (3.29)

und den Gleichungen (3.21), (3.22) und (3.27) berechnet man die Renormierungs-

konstante des Quark-Gluon-Vertex, welche keinem Renormierungsschema explizit

zugeordnet werden kann:

Z1F = 1 − C(ε) as
1

2ε

(

NC − CF
2ε − 3

1 − 2ε

(
µ2

m2

)ε)

+ O
(
a2

s

)
. (3.30)
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Zu den verschiedenen Renormierungskonstanten sind höhere Ordnungen in αs be-

kannt. Diese wurden nicht angegeben, da sie für die hier durchzuführende Renor-

mierung nicht benötigt werden. Die in Abbildung 3.5 auftretenden Renormierungs-

konstanten δi sind folgendermaßen definiert:

δi = Zi − 1 für i = 3, 2, 1F, (3.31)

δOS
m = (ZOS

2 ZOS
m − 1)m. (3.32)

Sowohl δOS
2 als auch (ZOS

m − 1) lassen sich in einen O(αs)- und einen O(α2
s)-Term

aufteilen, welche man aus den Gleichungen (3.24) und (3.27) ablesen kann:

ZOS
m − 1 = Z(1`),OS

m + Z(2`),OS
m

und analog für δOS
2 :

δOS
2 = δ

(1`),OS
2 + δ

(2`),OS
2 .

Schlussendlich werden noch die Renormierungskonstanten ZGG, δJ , δ5 und δF der

Counterterme XJ , Xla und XF benötigt. Diese Konstanten sind im MS-Schema

berechnet und lauten in der hier benötigten Ordnung der starken Kopplung:

ZGG = 1, (3.33)

ZMS
J − 1 = δMS

J =a2
s C2(ε)

3CF TF

2ε
, (3.34)

ZMS
5 − 1 = δMS

5 =a2
s C2(ε)

3CF TF

4
, (3.35)

δMS
F =as C(ε)

6CF

ε
. (3.36)

Gleichung (3.36) kann der Arbeit [Lar93] entnommen werden. Die Renormierungs-

konstanten δJ und δ5 folgen unmittelbar aus der hier vorgenommenen Rechnung,

wenn man fordert, daß die Ward-Identität (3.17) erfüllt ist. Andererseits sind (3.34)

und (3.35) auch in den Formeln von [Lar93] verborgen. Man muss die in [Lar93] an-

gegebenen Renormierungskonstanten für den Singlett- und den Nichtsinglettstrom

voneinander abziehen und NF = 1 setzen.

In [Lar93] werden zusätzlich noch Renormierungskonstanten für den pseudoskalaren

Strom angegeben. Anhand der hier durchgeführten Rechnung auf 2-Schleifen-Niveau

wird jedoch klar, daß der pseudoskalare Strom in dieser Ordnung der Störungsreihe

nicht renormiert werden muss. Dies erkennt man explizit am Beweis der Ward-

Identität.
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3.2 Berechnung der Formfaktoren

Die Berechnung aller Formfaktoren erfolgt mit Hilfe von Projektoren. Diese lauten

für die Vektor- und Axialvektor-Formfaktoren:

P1 =Tr[ γµ (6 k1 + m)Γµ,Z(s,m)( 6 k2 − m)], (3.37)

P2 =Tr[ tµ (6 k1 + m)Γµ,Z(s,m)( 6 k2 − m)], (3.38)

P3 =Tr[γµγ5(6 k1 + m)Γµ,Z(s,m)( 6 k2 − m)], (3.39)

P4 =Tr[qµγ5 (6 k1 + m)Γµ,Z(s,m)( 6 k2 − m)]. (3.40)

Für den pseudoskalaren Formfaktor wird der Projektor

PA = − 1

2s
Tr[γ5( 6 k1 + m)Λ̃5(s,m)( 6 k2 − m)] (3.41)

benutzt und für den Anomalieterm

PF =
i

4ms
Tr[γ5(6 k1 + m)FR(6 k2 − m)]. (3.42)

Einsetzen der Formfaktorzerlegung (3.5) in (3.37) - (3.40) liefert ein Gleichungssys-

tem, welches nach den 4 Formfaktoren F1, F2, G1 und G2 gelöst werden kann. Die

Spuren in den Projektoren werden in D = 4− 2ε Dimensionen berechnet, wobei γac
5

und die Konvention Tr
�

= 4 verwendet wird. Dies führt, nachdem das auftretende

Gleichungssystem gelöst wurde, zu

F1(s,m) =
i

vZ
Q

1

[(D − 2)s(s − 4m2)]

[

mP2 +
1

2
(4m2 − s)P1

]

, (3.43)

F2(s,m) =
i

vZ
Q

1

[(D − 2)s(s − 4m2)]

[

2m2P1 −
m[(2 − D)s − 4m2]

4m2 − s
P2

]

, (3.44)

G1(s,m) =− i

aZ
Q

1

[(D − 2)s(s − 4m2)]

[

mP4 +
s

2
P3

]

, (3.45)

G2(s,m) =− i

aZ
Q

1

[(D − 2)s(s − 4m2)]

[

− 2m2P3 −
m

s
[(2 − D)s + 4(D − 1)m2]P4

]

.

(3.46)

Die Berechung der Vektor-Formfaktoren und der Axialvektor-Formfaktoren entkop-

pelt voneinander. Die Formfaktoren F1 und F2 sind durch die Projektoren P1 und

P2 bestimmt und analog G1 und G2 durch P3 und P4. Setzt man die Feynman-

Amplituden aus Anhang A in die Projektoren ein, so zeigt die konkrete Rechnung,

daß in den Projektoren P1 und P2 nur der Vektoranteil (∼ vZ
Q) einer Amplitude

beiträgt. Dies ist auch unmittelbar klar, da der Axialvektoranteil einer Amplitude

nicht zu den Vektor-Formfaktoren beitragen kann. Analog werden P3 und P4 nur
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durch den Axialvektoranteil einer Amplitude bestimmt.

Für den pseudoskalaren Formfaktor A und für den Anomalie-Formfaktor F̂ sind die

Vorfaktoren in den Projektoren gerade so gewählt, daß sich nach Einsetzen von (3.14)

und (3.15) in (3.41) und (3.42) ein trivialer Zusammenhang ergibt:

A(s,m) = PA, (3.47)

F̂ (s,m) = PF . (3.48)

Zum Herstellen der Beziehungen (3.47) und (3.48) wurde ebenfalls γac
5 und Tr

�
= 4

benutzt.

Die Berechnung der Formfaktoren erfolgt nun, indem man Γµ,Z , Λ̃5 und FR aus An-

hang A in die Projektoren einsetzt. Allerdings muss man nun wiederum zwischen

nicht-anomalen und anomalen Amplituden unterscheiden.

Die Vektor-Formfaktoren F1 und F2 erhalten nur Beiträge aus den Typ-A-Am-

plituden, da nur diese einen Vektoranteil besitzen. Setzt man die Feynman-Ampli-

tuden in P1 und P2 ein, so müssen erneut die Projektorspuren berechnet werden.

Für die Vektor-Formfaktoren werden diese Spuren in D Dimensionen ebenfalls mit

γac
5 berechnet.

Die Axialvektor-Formfaktoren hingegen erhalten Beiträge vom Typ A und vom

Typ B. Für die Projektorspuren der nicht anomalen Beiträge wird analog zu den

Vektor-Formfaktoren ebenfalls γac
5 verwendet.

In den Typ-B-Beiträgen wird jedes auftretende γ5 durch γla
5 ersetzt. Dies betrifft

einerseits das γ5 aus der Spur über das Quarkdreieck und andererseits das γ5, das

in der Definition der Projektoren P3 und P4 steckt.

Auf den ersten Blick scheinen sich nun die Vorschriften zu vermischen: Für die

anomalen Amplituden werden die Projektoren mit Hilfe von γ la
5 berechnet und an-

schliessend in (3.45) und (3.46) eingesetzt, welche mit γac
5 bestimmt wurden. Durch

diese Vorgehensweise enstehen allerdings keine Inkonsistenzen in den Resultaten,

da die UV -renormierten Dreiecksamplituden IR-endlich sind. Unterschiedliche Vor-

schriften für γ5 führen in der Herleitung von (3.45) und (3.46) zu Unterschieden der

O(ε). Bildet man am Ende der Rechnung den physikalischen Übergang von D → 4

Dimensionen so verschwinden alle Terme der O(ε) und somit auch alle Unterschiede.

In der Berechnung der Axialvektor-Formfaktoren zu den Amplituden vom Typ A

trifft dies nicht mehr zu. Hier treten in den Projektoren und somit auch in den Form-

faktoren IR-Divergenzen als Pole in 1
ε

auf. Diese Pole, multipliziert mit O(ε)-Termen

aus (3.45) und (3.46) führen zu endlichen Termen und somit schlussendlich zu einer

Abhängigkeit der Formfaktoren von der verwendeten Vorschrift. Da in (3.16) keine

zusätzliche Renormierung der Typ-A-Beiträge durchgeführt wird, wird in der Be-
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rechnung der nicht-anomalen Amplituden überall γac
5 verwendet.

Die Konsistenz der beschriebenen Vorgehensweise wird anhand der Ward-Identitäten

überprüft.

Die Aufteilung in Typ A und Typ B ist auch für die pseudoskalaren Beiträge sinn-

voll. Somit wird auch in diesen γac
5 für Typ A und γ la

5 für Typ B verwendet. Der

Formfaktor F̂ wird zur Überprüfung der Typ-B-Ward-Identität benötigt und somit

mit γla
5 berechnet.

Zu den unterschiedlichen Vertexfunktionen werden die 1`- und die 2`-Beiträge be-

stimmt. Die Formfaktoren sind also ihrerseits als Reihe in der starken Kopplung αs

darstellbar. Die Entwicklung erfolgt in as = (αs

2π
):

F1(s,m) =1 + as F
(1`)
1 (s,m) + a2

s F
(2`)
1 (s,m) + O

(
α3

s

)
, (3.49)

F2(s,m) = as F
(1`)
2 (s,m) + a2

s F
(2`)
2 (s,m) + O

(
α3

s

)
, (3.50)

G1(s,m) =1 + as G
(1`)
1 (s,m) + a2

s G
(2`)
1 (s,m) + O

(
α3

s

)
, (3.51)

G2(s,m) = as G
(1`)
2 (s,m) + a2

s G
(2`)
2 (s,m) + O

(
α3

s

)
, (3.52)

A(s,m) =1 + as A(1`)(s,m) + a2
s A(2`)(s,m) + O

(
α3

s

)
, (3.53)

Explizit dargestellt ist nur die Abhängigkeit von s und m. Die Abhängigkeit von ε

und µ wurde wiederum unterdrückt.

Die Unterscheidung in Typ-A- und Typ-B-Amplituden setzt sich auch in den Form-

faktoren fort. Sie betrifft klarerweise nur die Axialvektor-Formfaktoren und den

pseudoskalaren Formfaktor zur O(α2
s):

G
(2`)
1 (s,m) = G

(2`,A)
1 (s,m) + G

(2`,B)
1 (s,m), (3.54)

G
(2`)
2 (s,m) = G

(2`,A)
2 (s,m) + G

(2`,B)
2 (s,m), (3.55)

A(2`)(s,m) = A(2`,A)(s,m) + A(2`,B)(s,m). (3.56)

Die Typ-B-Beiträge sind als eine von der physikalischen Problemstellung abhängige

Massenkombination der berechneten anomalen Axialvektor-Formfaktoren gegeben.

Wie G
(2`,B)
i (s,m) konkret aussieht wird bei den physikalischen Anwendungen der

Formfaktoren im anschliessenden Kapitel diskutiert.

Zum Anomalie-Formfaktor F̂ wird nur der 1-Schleifen-Beitrag aus Abbildung 3.8

benötigt, so daß hier eine Darstellung als Reihenentwicklung nicht notwendig ist.

An den Gleichungen (3.49) - (3.52) erkennt man, dass die Born-Amplitude (darge-
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stellt in Abbildung 2.2) zu den Formfaktoren die Beiträge

FBorn
1 = GBorn

1 = 1 (3.57)

und

FBorn
2 = GBorn

2 = 0 (3.58)

liefert. Dieses Ergebnis erhält man sofort durch Vergleich der Parametrisierung (3.5)

und der Feynman-Regel für die Kopplung eines Z-Bosons an QQ. Analog erhält man

ABorn = 1. (3.59)

Die 1-Schleifen-Beiträge (O(αs)) zu den Vektor- und Axialvektor-Formfaktoren sind

seit langem bekannt [JLZ81, JLZ82] und werden in dieser Arbeit zur Kontrolle der

verwendeten Programme und Formeln noch einmal berechnet und mit den bekann-

ten Ergebnissen verglichen.

Die Amplituden zu den bisher beschriebenen Feynman-Diagrammen sind in An-

hang A gegeben. Man erkennt sofort, dass

MX3
µ,Z = MX4

µ,Z

gilt (vgl. Gleichung (A.15)). Demzufolge ergeben diese beiden Counterterme identi-

sche Beiträge zu den Formfaktoren.

Weiterhin liefern die zueinander gespiegelten Diagramme (zum Beispiel A1 und A2)

identische Beiträge zu den Formfaktoren. Dies ist anhand der Amplituden nicht

direkt ersichtlich. Der Beweis dieser Behauptung wird im folgenden anhand der

Amplituden zu A1 und A2 gezeigt und trifft ebenso auf Bi, Ei und Xi (i = 1, 2) zu.

Jede dieser Amplituden lässt sich in einen Vektor- (MV
µ ) und einen Axialvektoranteil

(MA
µ5) zerlegen. Schematisch bedeutet dies für A1 (analog für A2):

MA1
µ,Z = MV,A1

µ + MA,A1

µ5 .

Betrachte nun MA2
µ,Z und nehme in der Amplitude die Vertauschung k1 ↔ k2 vor.

Anhand der Definitionen der Propagatoren in Anhang A erkennt man, dass die

Propagatoren von MA2
µ,Z in die der Amplitude A1 übergehen. Man erhält:

MA2
µ,Z(k1 ↔ k2) ∼ γρ(6k2−6 l1 + m)(vZ

Qγµ + aZ
Qγµγ5)(− 6k1−6 l1 + m)γν

(− 6k1−6 l1−6 l2 + m)γν(− 6k1−6 l1 + m)γρ.
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Durch Einschieben der
�

= C C−1, C ist die Ladungskonjugationsmatrix, und unter

Benutzung von C−1γµC = −γT
µ sowie C−1γµγ5C = (γµγ5)

T folgt:

MA2
µ,Z(k1 ↔ k2) ∼ C

[
γρ(6k1+6 l1 + m)γν(6k1+6 l1+6 l2 + m)γν

(6k1+6 l1 + m)(−vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l1−6k2 + m)γρ

]T
C−1.

Insgesamt erhält man für A2:

MA2
µ,Z(k1 ↔ k2) = C

[
− MV,A1

µ + MA,A1

µ5

]T
C−1.

Zur Berechnung der Formfaktoren werden die Amplituden in die Projektoren (3.37)-

(3.40) eingesetzt. Der Vektoranteil einer gegeben Amplitude trägt nur in den Pro-

jektoren P1 und P2 bei. Ebenso ergibt nur der Axialvektoranteil in P3 und P4 einen

nicht-verschwindenden Beitrag. Für A1 folgt:

P1(A1) =Tr[ γµ (6 k1 + m)MV,A1
µ (6 k2 − m)],

P2(A1) =Tr[ tµ (6 k1 + m)MV,A1
µ (6 k2 − m)],

P3(A1) =Tr[γµγ5(6 k1 + m)MA,A1

µ5 (6 k2 − m)],

P4(A1) =Tr[qµγ5 (6 k1 + m)MA,A1

µ5 (6 k2 − m)].

Betrachte zunächst nur den Projektor P1(A2). Vertauscht man wiederum k1 ↔ k2

so folgt:

P1(A2)(k1 ↔ k2) = Tr
[

γµ( 6 k2 + m) C [−MV,A1
µ ]T C−1 (6 k1 − m)

]

.

Benutzt man nun wieder C C−1 =
�

so erhält man:

P1(A2)(k1 ↔ k2) = P1(A1).

Genauso lässt sich für die restlichen Projektoren zu A2 die Äquivalenz zu Pi(A1),

i = 2 . . . 4, zeigen.

Die Amplituden A1 und A2 ergeben identische Projektoren und somit auch die glei-

chen Beiträge zu den Formfaktoren. Analog folgt für B2, E2 und X2, daß diese

identische Formfaktoren zu B1, E1 und X1 liefern. Ebenso lässt sich zeigen, daß die

pseudoskalaren Amplituden der genannten Diagramme gleiche Beiträge zu A(2`,A)

ergeben.

Zur Berechnung der Formfaktoren würde es also ausreichen, jeweils nur eine der

paarweise gleichen Amplituden auszuwerten. Hier wurde allerdings nicht von die-

ser Möglichkeit Gebrauch gemacht. Vielmehr wurde die Gleichheit der Amplituden

als Test für die Berechnung der jeweiligen Formfaktoren benutzt. Da die paarweise
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Gleichheit der Formfaktoren bereits auf Amplitudenniveau vorhanden ist, ermöglicht

dies eine laufende Überprüfung der Rechnung, insbesondere der γ-Algebra und der

Reduktion der 2-Schleifenintegrale auf Master-Integrale (vgl. Anhang B). Da nicht

jedes Diagramm ein gespiegeltes Ebenbild besitzt, lässt sich diese Kontrolle leider

nicht auf alle Formfaktoren gleichermassen anwenden. Weitere Konsistenztests wer-

den im Rahmen der Diskussion der Ergebnisse besprochen.

In den Typ-B-Amplituden werden auch solche mit äusseren masselosen Quarks

(mA = 0) betrachtet. Für diese Fälle muss man die Projektoren anpassen, indem

die Masse m = 0 gesetzt wird. Daraus folgt, daß in diesem Fall der Formfaktor G1

nur noch durch den Projektor P3 bestimmt wird. Gleichung (3.45) geht über in:

G
(2`,B)
1 (mA = 0) = − i

aZ
Q

P3(mA = 0)

2(D − 2)s
, (3.60)

mit

P3(mA = 0) = Tr[γµγ5 6 k1Γ
(B),mImA=0
µ,Z 6 k2]. (3.61)

Aufgrund der Helizitätserhaltung an den Quark-Eichbosonvertizes verschwindet der

Formfaktor G2 für masselose externe Quarks. Dies kann man auch unmittelbar

an (3.46) erkennen. Dasselbe Argument trifft auch auf den pseudoskalaren Form-

faktor und den Anomalieterm zu:

A(2`,B),mo = A(2`,B),oo = F̂ o = G
(2`,B),mo
2 = G

(2`,B),oo
2 = 0.

Der Index
”
mo“ heisst: mI = m, mA = 0. Näheres zur Notation findet sich in An-

hang A.

Der Formfaktor A(2`,B),om verschwindet ebenfalls, da die Spur über die masselosen

Quarkdreiecke in der pseudoskalaren Amplitude verschwindet.

In folgenden werden weitere Details zur Berechnung der Formfaktoren besprochen.

Für den O(αs)-Beitrag werden die Resultate für die Formfaktoren angegeben. Dies

soll in erster Linie der Veranschaulichung und der Nachvollziehbarkeit dienen. Die

Ergebnisse der Formfaktoren zur Ordnung O(α2
s) sind zu lang, um Resultate im

Text anzugeben. Zwischenergebnisse zu den 1`- und den 2`-Amplituden finden sich

in [Ber05c, Ber05a, Ber05b]. Die Resultate zu den renormierten analytisch fortge-

setzten Formfaktoren, die in die Berechnung der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie

eingehen, finden sich in Anhang C.

Wertet man die γ-Spuren in den Projektoren aus, so erhält man je nach Amplitu-

de einen Projektor als eine Linearkombination von mehreren hundert 2-Schleifen-



36 Kapitel 3. Formfaktoren

integralen. Diese Integrale müssen bestimmt werden. Klarerweise will man nicht je-

des Integral einzeln berechnen. Die Grundlage zur Berechnung der Integrale bilden

die sogenannten Integration-by-parts-Identitäten (IBP) [Tka81, CT81], die Lorentz-

Invarianz-Identitäten (LI) [GR00] sowie der Laporta-Algorithmus [LR96, Lap00].

Mit Hilfe der IBP und LI lässt sich ein gegebenes 2-Schleifenintegral als Linearkom-

bination von mehreren anderen 2-Schleifenintegralen darstellen. Diese Identitäten

bilden die Basis für ein Gleichungssystem, in welchem die verschiedenen Integrale die

Unbekannten sind. Löst man dieses Gleichungssytem so erhält man einen vergleichs-

weise kleinen Satz von Master-Integralen. Die Master-Integrale müssen ihrerseits an-

schliessend explizit bestimmt werden. Zu diesem Zweck existieren in der Literatur

mehrere Methoden. Die in dieser Arbeit verwendeten Master-Integrale wurden mit

Hilfe der Methode der
”
differential equations“ berechnet [Kot91a, Kot91b, Kot91c,

Rem97, CCLR98a, CCLR98b].

Es soll betont werden, dass die Reduktion aller auftretenden 2-Schleifenintegrale

auf Master-Integrale den Grundstein für die vorliegende Arbeit bildet. Die Reduk-

tion muss für jede Amplitude einzelnen durchgeführt werden, da in jeder Ampli-

tude unterschiedliche Propagatoren auftreten. Dies führt zu unterschiedlichen 2-

Schleifenintegralen.

Je nach Amplitude treten bis zu 6 verschiedene Propagatoren in den 2-Schleifen-

Integralen auf. Aus den Schleifen-Impulsen l1 und l2 und den Impulsen der aus-

laufenden massiven Quarks k1 und k2 lassen sich 7 verschiedene Skalarprodukte

konstruieren.

In der Reduktion der 2-Schleifen-Integrale einer Amplitude auf Master-Integrale wer-

den Lösungen für alle Integrale, welche sich aus bis zu 6 Propagatoren und bis zu

3 Skalarprodukten (also zum Beispiel Integrale mit den Integranden (P1 . . . P6 S3
1)

oder (P 3
1 P2P3 S1 S2), Pi, (Sj) bezeichnen Propagatoren (Skalarprodukte)) ergeben,

bestimmt. Dies sind erheblich mehr Lösungen, beziehungsweise gelöste 2-Schleifen-

Integrale, als später tatsächlich in den Projektoren Eingang finden. In den Projek-

toren tauchen längst nicht alle Integrale auf, die sich aus allen möglichen Kombina-

tionen der Propagtoren und der Skalarprodukte ergeben.

Die durchgeführte Reduktion ist somit auf ein breiteres Spektrum physikalischer

Problemstellungen anwendbar und beschränkt sich nicht nur auf diese Arbeit.

Die Lösungen der Master-Integrale sind bereits in der Literatur bekannt [BMR03,

BMR04] und können direkt übernommen werden.

Die Reduktion der 2-Schleifen-Integrale auf eine gemeinsame Basis von Master-

Integralen, die Auswertung der γ-Algebra, sowie die sonstigen in dieser Arbeit

durchgeführten Rechnungen wurden unter umfangreichem Einsatz des Formelma-

nipulationsprogramm Form [Ver00] sowie des Computeralgebrasystems Maple,

durchgeführt.
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Eine detaillierte Beschreibung der hier durchgeführten Reduktion auf Master-In-

tegrale findet sich in [Lei05].

Die Rechnung erfolgt zunächst für raumartige Schwerpunktsenergien: s ≤ 0. Die

Master-Integrale, und somit auch die Formfaktoren sind gegeben als Linearkombi-

nation von Harmonischen Polylogarithmen (HPL) [RV00, GR01] bis zur 4ten Stufe

abhängig von der Variablen

x =
β − 1

β + 1
=

√
−s + 4m2 −

√
−s√

−s + 4m2 +
√
−s

. (3.62)

Für s ≤ 0 gilt 0 ≤ x ≤ 1. In diesem Fall sind die HPL und somit auch die Formfak-

toren reell. Die UV -renormierten Formfaktoren erster Ordnung in αs, F
(1`)
i , G

(1`)
i ,

(i = 1, 2) und A(1`) (vgl. Gleichungen (3.49)-(3.53)) lassen sich als Taylor-Reihe in

Abhängigkeit des Parameters ε der dimensionellen Regularisierung darstellen:

F
(1`)
1 =

CF C(ε)

x2 − 1

(
m2

µ2

)−ε [
1

ε
a

(1`)
1 + a

(1`)
2 + εa

(1`)
3

]

+ O
(
ε2

)
, (3.63)

F
(1`)
2 =

CF C(ε)

x2 − 1

(
m2

µ2

)−ε [

b
(1`)
1 + εb

(1`)
2

]

+ O
(
ε2

)
, (3.64)

G
(1`)
1 =

CF C(ε)

x2 − 1

(
m2

µ2

)−ε [
1

ε
c
(1`)
1 + c

(1`)
2 + εc

(1`)
3

]

+ O
(
ε2

)
, (3.65)

G
(1`)
2 =

CF C(ε)

x2 − 1

(
m2

µ2

)−ε [

d
(1`)
1 + εd

(1`)
2

]

+ O
(
ε2

)
. (3.66)

A(1`) =
CF C(ε)

x2 − 1

(
m2

µ2

)−ε [
1

ε
e
(1`)
1 + e

(1`)
2 + εe

(1`)
3

]

+ O
(
ε2

)
, (3.67)

Da die angegebenen Formfaktoren bereits renormiert sind, handelt es sich bei den

Polen in ε um IR-Divergenzen. Es werden auch die Terme zur O(ε) angegeben, da

diese zum Beispiel bei der Bestimmung der O(α2
s)-Beiträge zur Vorwärts-Rückwärts-

Asymmetrie benötigt werden. Die Formfaktoren F
(1`)
2 und G

(1`)
2 sind im Gegensatz

zu F
(1`)
1 , G

(1`)
1 und A(1`) IR-endlich. Der Faktor C(ε) wird bei der Berechnung der

Master-Integrale in [BMR03, BMR04] aus dem Integrationsmaß ausgeklammert (vgl.

Anhang B). Es bietet sich somit an, diesen Faktor komplett aus den Formfaktoren

auszuklammern.

Die Koeffizienten in (3.63)-(3.67) sind gegeben zu:

a
(1`)
1 =(x2 + 1)H(0; x) + 1 − x2,

a
(1`)
2 =3(1 + x)2H(0; x)/2 − 2(x2 + 1)H(−1, 0; x) + (x2 + 1)H(0, 0; x)

− ζ2 − ζ2x
2 + 2 − 2x2,

a
(1`)
3 =(4x2 + 8x − ζ2x

2 + 4 − ζ2)H(0; x) − 2(x2 + 1)H(−1, 0, 0; x)
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+ 3(1 + x)2H(0, 0; x)/2 + 4(x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) − 3(1 + x)2H(−1, 0; x)

− 2(x2 + 1)H(0,−1, 0; x) + (x2 + 1)H(0, 0, 0; x) + 2ζ2(x
2 + 1)H(−1, x)

+ 4 − 3ζ2x
2/2 − 4x2 − 3ζ2/2 − 2ζ3x

2 − 3ζ2x − 2ζ3,

b
(1`)
1 =2H(0; x)x,

b
(1`)
2 =8H(0; x)x − 4H(−1, 0; x)x + 2H(0, 0; x)x − 2ζ2x,

c
(1`)
1 =a

(1`)
1 ,

c
(1`)
2 =a

(1`)
2 − 4H(0; x)x,

c
(1`)
3 =a

(1`)
3 + 4ζ2x − 8H(0; x)x + 8H(−1, 0; x)x − 4H(0, 0; x)x,

d
(1`)
1 =2x(3 − 2x + 3x2)H(0; x)/(x − 1)2 − 4x(1 + x)/(x − 1),

d
(1`)
2 =4x(3 − 2x + 3x2)H(0; x)/(x − 1)2 + 2x(3 − 2x + 3x2)H(0, 0; x)/(x − 1)2

− 4x(−2x + 3 + 3x2)H(−1, 0; x)/(x − 1)2

− 2x(−4 + 4x2 − 2ζ2x + 3ζ2 + 3ζ2x
2)/(x − 1)2,

e
(1`)
1 =(x2 + 1)H(0; x) + 2x2 − 2,

e
(1`)
2 = − 2(x2 + 1)H(−1, 0; x) + (x2 + 1)H(0, 0; x) + 3x2 − ζ2 − ζ2x

2 − 3,

e
(1`)
3 = − (−x2 − 2x − 1 + ζ2x

2 + ζ2)H(0; x) + 2ζ2(x
2 + 1)H(−1, x)

− 2(x2 + 1)H(−1, 0, 0; x) − 2(x2 + 1)H(0,−1, 0; x) + (x2 + 1)H(0, 0, 0; x)

+ 4(x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) + 6x2 − 2ζ3 − 6 − 2ζ3x
2.

Die Formfaktoren F
(1`)
1 und G

(1`)
1 besitzen eine recht grosse Ähnlichkeit, die es er-

möglicht, die Koeffizienten c
(1`)
i durch die a

(1`)
i in folgender Form darzustellen:

c
(1`)
i = a

(1`)
i + Differenz.

Diese Ähnlichkeit ist kein Zufall und auf die Universalität der IR-Divergenzen in

Amplituden mit massiven Partonen im Endzustand zurück zu führen [CDT01].

Diese verkürzende Schreibweise ist auf die Koeffizienten zu F
(1`)
2 und G

(1`)
2 nicht an-

wendbar, wohl aber später bei der Behandlung der asymptotischen und der Schwel-

len-Entwicklung.

Die Resultate für die Formfaktoren in zweiter Ordnung der starken Kopplung für

raumartige s wurden in [Ber05b, Ber05a, Ber05c] publiziert. Dort finden sich die

Summe der Beiträge aus Abbildung 3.4 sowie Einzelresultate zu den Countertermen

aus Abbildung 3.5 und den renormierten Typ-B-Amplituden.
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3.2.1 Analytische Fortsetzung

Der nächste Schritt ist die analytische Fortsetzung der Formfaktoren. Die Schwer-

punktsenergie geht hierbei von s ≤ 0 in den zeitartigen, physikalisch relevanten

Bereich oberhalb der Produktionsschwelle zweier schwerer Quarks s ≥ 4m2 über.

Die bisher rein reellen HPL entwickeln in diesem Fall Imaginärteile. Somit erhal-

ten die Formfaktoren absorptive Anteile. Für die analytische Fortsetzung wird die

bekannte iδ-Vorschrift für die Schwerpunktsenergie benutzt:

s → s + iδ.

Dies übersetzt sich in die Variablen-Transformation

x → −y + iδ

mit

y =
1 − β

1 + β
(3.68)

wobei 0 ≤ y ≤ 1 für s ≥ 4m2.

Die oben beschriebene Darstellung der Formfaktoren bleibt von der analytischen

Fortsetzung unbeeinflusst. Lediglich im ausgeklammerten Vorfaktor in (3.63)-(3.66)

wird der Übergang x → −y vollzogen. Die Koeffizienten a
(1`)
i , . . . werden aufgeteilt

in einen Real- und in einen Imaginärteil:

a
(1`)
i = Rea

(1`)
i + i π Ima

(1`)
i (3.69)

wobei aus dem Imaginärteil ein Faktor π ausgeklammert wurde. Gleichung (3.63)

geht also nach der analytischen Fortsetzung über in

F
(1`)
1 =

CF C(ε)

y− y+

(
m2

µ2

)−ε
[

1

ε
(Rea

(1`)
1 + iπ Ima

(1`)
1 ) + (Rea

(1`)
2 + iπ Ima

(1`)
2 )

+ε(Rea
(1`)
3 + iπ Ima

(1`)
3 )

]

+ O
(
ε2

)

mit

y− = y − 1,

y+ = y + 1.
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Für die restlichen Formfaktoren ergeben sich analoge Gleichungen. Man erhält für

die Koeffizienten der O(αs)-Formfaktoren:

Rea
(1`)
1 = + (y2 + 1)H(0; y) + 1 − y2,

Ima
(1`)
1 = + y2 + 1,

Rea
(1`)
2 = + 3y2

−H(0; y)/2 + 2(y2 + 1)H(1, 0; y) + (y2 + 1)H(0, 0; y)

+ 2 − 2y2 − 4ζ2 − 4ζ2y
2,

Ima
(1`)
2 = + (y2 + 1)H(0; y) + 2(y2 + 1)H(1; y) + 3/2 + 3y2/2 − 3y,

Rea
(1`)
3 = + 2(y2 + 1)H(0, 1, 0; y) + 2(y2 + 1)H(1, 0, 0; y) + 3y2

−H(1, 0; y)

− 4(ζ2y
2 − 1 − y2 + ζ2 + 2 y)H(0; y) + (y2 + 1)H(0, 0, 0; y)

+ 4(y2 + 1)H(1, 1, 0; y) − 8ζ2(y
2 + 1)H(1, y) + 3y2

−H(0, 0; y)/2

+ 4 + 12ζ2y − 6ζ2y
2 − 6ζ2 − 2ζ3 − 2ζ3y

2 − 4y2,

Ima
(1`)
3 = + 3y2

−H(0; y)/2 + 2(y2 + 1)H(1, 0; y) + 3y2
−H(1; y)

+ (y2 + 1)H(0, 0; y) + 4(y2 + 1)H(1, 1; y) + 2(y2 + 1)H(0, 1; y)

− 8y − 2ζ2 − 2ζ2y
2 + 4y2 + 4,

Reb
(1`)
1 = − 2H(0; y)y,

Imb
(1`)
1 = − 2y,

Reb
(1`)
2 = − 8H(0; y)y − 4H(1, 0; y)y − 2yH(0, 0; y) + 8ζ2y,

Imb
(1`)
2 = − 2H(0; y)y − 4H(1; y)y − 8y,

Rec
(1`)
1 =Rea

(1`)
1 ,

Imc
(1`)
1 =Ima

(1`)
1 ,

Rec
(1`)
2 =Rea

(1`)
2 + 4H(0; y)y,

Imc
(1`)
2 =Ima

(1`)
2 + 4y,

Rec
(1`)
3 =Rea

(1`)
3 + 8H(0; y)y + 4yH(0, 0; y) + 8H(1, 0; y)y − 16ζ2y,

Imc
(1`)
3 =Ima

(1`)
3 + 8H(1; y)y + 8y + 4H(0; y)y,

Red
(1`)
1 = − 2y(2y + 3 + 3y2)H(0; y)/[y2

+] + 4yy−/[y+],

Imd
(1`)
1 = − 2y(2y + 3 + 3y2)/[y2

+],

Red
(1`)
2 = − 4y(2y + 3 + 3y2)H(0; y)/[y2

+] + 8y(2ζ2y + 3ζ2 + 3ζ2y
2 + y2 − 1)/[y2

+]

− 4y(2y + 3 + 3y2)H(1, 0; y)/[y2
+] − 2y(2y + 3 + 3y2)H(0, 0; y)/[y2

+],

Imd
(1`)
2 = − 2y(2y + 3 + 3y2)H(0; y)/[y2

+] − 4y(2y + 3 + 3y2)H(1; y)/[y2
+]

− 4y(2y + 3 + 3y2)/[y2
+],

Ree
(1`)
1 = + (y2 + 1)H(0; y) − 1/2 + y2/2,

Ime
(1`)
1 = + y2 + 1,
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Ree
(1`)
2 = + 2(y2 + 1)H(1, 0; y) + (y2 + 1)H(0, 0; y) − 4ζ2 − 4ζ2y

2 + y2 − 1,

Ime
(1`)
2 = + (y2 + 1)H(0; y) + 2(y2 + 1)H(1; y),

Ree
(1`)
3 = − (−1 + 4ζ2y

2 − y2 + 4ζ2 + 2 y)H(0; y) + 2(y2 + 1)H(0, 1, 0; y)

+ 4(y2 + 1)H(1, 1, 0; y) + 2(y2 + 1)H(1, 0, 0; y) + (y2 + 1)H(0, 0, 0; y)

− 8ζ2(y
2 + 1)H(1, y) + 2y2 − 2 − 2ζ3y

2 − 2ζ3,

Ime
(1`)
3 = + 2(y2 + 1)H(1, 0; y) + (y2 + 1)H(0, 0; y) + 2(y2 + 1)H(0, 1; y)

+ 4(y2 + 1)H(1, 1; y) − 2y − 2ζ2 − 2ζ2y
2 + y2 + 1.

Die Koeffizienten der renormierten 1-Schleifen-Beiträge besitzen keine Abhängigkeit

von der Renormierungsskala. Die komplette µ-Abhängigkeit lässt sich in dem Faktor
(

m2

µ2

)−ε

ausklammern. Dieser Faktor steckt einerseits in dem Integrationsmaß des 1-

Schleifenintegrals und andererseits im Counterterm im O(αs)-Anteil von δOS
2 (3.27).

Die renormierten analytisch fortgesetzten Formfaktoren F
(2`)
1 , F

(2`)
2 , G

(2`,A)
1 , G

(2`,A)
2

und A(2`,A) werden analog zu den 1-Schleifen-Beiträgen als Reihe in ε dargestellt.

Zusätzlich werden die Formfaktoren gemäß der auftretenden Farbstrukturen zerlegt.

Welche Farbstrukturen auftreten, kann man leicht an den Amplituden in Anhang A

ablesen. Man erhält folgende Zerlegung:

F
(2`)
1 =

C2(ε)

y− y+

(
m2

µ2

)−2ε
{

+
1

ε2

[

CF TF NF a
(2`)
1 + CF TF a

(2`)
2 + CF NCa

(2`)
3 + C2

F a
(2`)
4

]

+
1

ε

[

CF TF NF a
(2`)
5 + CF TF a

(2`)
6 + CF NCa

(2`)
7 + C2

F a
(2`)
8

]

+ CF TF NF a
(2`)
9 + CF TF a

(2`)
10 + CF NCa

(2`)
11 + C2

F a
(2`)
12

}

+ O(ε),

(3.70)

F
(2`)
2 =

C2(ε)

y− y+

(
m2

µ2

)−2ε
{

+
1

ε

[

CF TF NF b
(2`)
1 + CF TF b

(2`)
2 + CF NCb

(2`)
3 + C2

F b
(2`)
4

]

+ CF TF NF b
(2`)
5 + CF TF b

(2`)
6 + CF NCb

(2`)
7 + C2

F b
(2`)
8

}

+ O(ε), (3.71)

G
(2`),(A)
1 =F

(2`)
1 ( a

(2`)
i ↔ c

(2`)
i ), (3.72)

G
(2`),(A)
2 =F

(2`)
2 ( b

(2`)
j ↔ d

(2`)
j ), (3.73)

A(2`),(A) =F
(2`)
1 ( a

(2`)
i ↔ e

(2`)
i ). (3.74)
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Ähnlich zu den 1-Schleifen-Beiträgen enthalten die Formfaktoren F
(2`)
2 und G

(2`,A)
2

IR-Pole, die eine Ordnung niedriger sind als die von F
(2`)
1 und G

(2`,A)
1 . Für die Koef-

fizienten in (3.70)-(3.74) gilt die gleiche Aufteilung in Real- und Imaginärteil wie in

Gleichung (3.69) beschrieben. In Anhang C finden sich die Resultate für die Real-

und Imaginärteile von a
(2`)
i , b

(2`)
j , c

(2`)
i , d

(2`)
j und e

(2`)
i , i = 1 . . . 12, j = 1 . . . 8. Analog

zu G
(1`)
1 lassen sich die Koeffizienten c

(2`)
i aufgrund ihrer Ähnlichkeit zu den a

(2`)
i

durch diese verkürzt darstellen.

Die Koeffizienten in Anhang C gelten für µ = m. Für die O(α2
s)-Koeffizienten

erhält man für µ 6= m eine nicht-triviale Renormierungsskalen-Abhängigkeit da-

hingehend, dass sie sich im Gegensatz zur O(αs) nicht mehr einfach ausklammern

lässt. Hier besitzen die 2-Schleifen-Amplituden und die Counterterme unterschiedli-

che µ-Abhängigkeiten. Klammert man den Faktor
(

m2

µ2

)−2ε

doch komplett aus, wie

in den Gleichungen (3.70)- (3.74) geschehen, muss man dies berücksichtigen. Dies

führt im Endeffekt zu den in Anhang C gegebenen Termen.

Die Renormierungsskalenabhängigkeit der Typ-A-Formfaktoren wird genau wie in

den on-shell-Renormierungskonstanten komplett durch die QCD-β-Funktion be-

stimmt [Ber05a, Ber05b].

Die genaue Kenntnis der Renormierungsskalen-Abhängigkeit ist wichtig für die Be-

stimmung des theoretischen Fehlers von Observablen, zu denen diese Formfaktoren

beitragen. Dieser berechnet sich durch die Variation der Renormierungsskala in ei-

nem frei wählbaren Bereich; typischerweise benutzt man 1
2

√
s < µ < 2

√
s.

Die Resultate zu den Typ-B-Beiträgen zu G1 und G2 sind ebenfalls im Anhang C

gegeben. Für spätere Anwendungen dieser Formfaktoren in der Vorwärts-Rückwärts-

Asymmetrie oder im totalen Wirkungsquerschnitt wurden insgesamt 4 verschiedene

Massenkombinationen von mI und mA berechnet:

mI = m, mA = m : G
(2`,B),mm
i für i = 1, 2,

mI = 0, mA = m : G
(2`,B),om
i für i = 1, 2,

mI = m, mA = 0 : G
(2`,B),mo
1 ,

mI = 0, mA = 0 : G
(2`,B),oo
1 .

Dort werden auch A(2`,B),mm und F̂m gegeben. Im Gegensatz zu den nicht-anomalen

Formfaktoren wird hier die vollständige µ-Abhängigkeit direkt in den Formfaktoren

angegeben.

Setzt man die Formfaktorzerlegungen der Vertexfunktionen in die Ward-Identitäten
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ein, so erhält man für Typ A (3.16):

zur O(αs) : G
(1`,A)
1 +

s

4m2
G

(1`,A)
2 = A(1`,A) + ZOS,(1`)

m , (3.75)

zur O(α2
s) : G

(2`,A)
1 +

s

4m2
G

(2`,A)
2 = A(2`,A) + ZOS,(2`)

m + A(1`,A) ZOS,(1`)
m . (3.76)

Diese Gleichungen werden von den hier bestimmten Formfaktoren in allen angegeben

Ordnungen von ε exakt erfüllt. Dies belegt die Konsistenz der hier durchgeführten

Rechnung, insbesondere der Verwendung von γac
5 in den Typ-A-Beiträgen.

Die Typ-B-Ward-Identität (3.17) besitzt nur einen Anteil der O(α2
s). Dieser lautet,

sofern noch keine bestimmte Massenkombination betrachtet wird:

qµ

(

G
(2`,B),mI ,mA

1 γµγ5 +
1

2m
G

(2`),(B),mI ,mA

2 qµγ5

)

=2m

(

A(2`),(B),mI ,mA +
1

2
asTF F̂mA

)

γ5. (3.77)

Für mI = mA = m folgt:

G
(2`,B),mm
1 +

s

4m2
G

(2`,B),mm
2 = A(2`,B),mm +

1

2
asTF F̂m. (3.78)

Diese Gleichung ist ebenso wie die Typ-A-Ward-Identitäten erfüllt. Die Verwendung

von γla
5 sowie die zugehörige endliche Renormierung und die Renormierung des Axi-

alvektorstroms liefern mit der Ward-Identität konsistente Ergebnisse.

Die benutzten Renormierungskonstanten in [Lar93] wurden urspünglich in der mas-

selosen QCD bestimmt, so daß die hier durchgeführte Rechnung explizit die Mas-

senunabhängigkeit des UV -endlichen Counterterms für den Axialvektorstrom zeigt.

Außerdem wird keine Renormierung für die Typ-B-Beiträge des pseudoskalaren

Stroms benötigt.

Ist die innere Masse mI = 0 so wird aus (3.77)

G
(2`,B),om
1 +

s

4m2
G

(2`,B),om
2 =

1

2
asTF F̂m. (3.79)

Gleichung (3.79) ist wie erwartet erfüllt. Für masselose externe Quarks (mA = 0)

ist (3.77) trivial, da G2, A und F̂ identisch null sind und 6q γ5 G1 aufgrund der Dirac-

Gleichung verschwindet. In diesem Fall erhält man aus der Typ-B-Ward-Identität

keinen Test für den Formfaktor G
(2`,B),mI ,mA=0
1 .

Die Kombination G
(2`,B),mo
1 −G

(2`,B),oo
1 ist jedoch in [KK90] mit Hilfe von Cutkosky-

Regeln und Dispersionsrelationen berechnet worden. Der Vergleich mit [KK90] ergibt

übereinstimmende Resultate [Ber05c].
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Weiterhin kann man sich im Rahmen der folgenden asymptotischen und Schwellen-

Entwicklungen die Formfaktoren erneut ansehen. Für (mI = mA → 0) müssen die

Formfaktoren G
(2`,B),mI ,mA

2 verschwinden und G
(2`,B),mI ,mA

1 in G
(2`,B),oo
1 übergehen.

Dies wird im folgenden Abschnitt überprüft.

Bisher wurde nur die Ward-Identität, welche sich aus der Ankopplung eines Axial-

vektorstroms an schwere Quarks ergibt, betrachtet. In Gleichung (3.79) ist dies der

Axialvektorstrom für masselose Quarks:

J0
µ5 = qγµγ5q,

wobei q ein masseloses Quarkfeld bezeichnet. In diesem Fall ist (3.79) der einzi-

ge Anteil der Ward-Identität, weil nur in den Anomalie-Beiträgen das Quark aus

dem Nicht-Singlettstrom, an welches das Z-Boson koppelt, nicht identisch mit dem

externen schweren Quark sein muss. Es existieren keine Typ-A-Beitäge. Die Glei-

chungen (3.75), (3.76) und (3.78) stellen in ihrer Summe die Ward-Identität für den

Axialvektorstrom zu schweren Quarks aus Gleichung (3.8) dar.

Auf Jµ5 und J0
µ5 aufbauend kann man den Singlett- und den hier relevanten Nicht-

singlettstrom und die zugehörigen Ward-Identitäten für die Ankopplung dieser Strö-

me an QQ konstruieren. Der SU(NF )-Flavour-Singlettstrom ist gegeben zu

JS
µ5 =

NL∑

i=1

qiγµγ5qi + Qγµγ5Q, (3.80)

der Flavour-Nicht-Singlettstrom, der an das Z-Boson koppelt, lautet

JNS
µ5 =

3∑

i=j

Ψjγµγ5τ3Ψj, (3.81)

mit Ψj = (u, d)j und τ3 die dritte Paulimatrix. Der Index
”
j “läuft über die drei

Quarkgenerationen. Es werden alle Quarks ausser dem Top-Quark als masselos be-

trachtet.

Da zu J0
µ5 keine Typ-A-Amplituden existieren, sieht man sofort, daß sich aus dem

Singlett- und dem Nichtsinglettstrom die gleichen Typ-A-Ward-Identitäten (3.75)

und (3.76) wie zum Axialvektorstrom ergeben.

Die Ward-Identität zum Singlettstrom ausgedrückt durch die bereits berechneten

Typ-B-Formfaktoren lautet:

NL

(

G
(2`,B),om
1 +

s

4m2
G

(2`,B),om
2

)

+ G
(2`,B),mm
1 +

s

4m2
G

(2`,B),mm
2

= A(2`,B),mm +
NL + 1

2
asTF F̂m. (3.82)
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Durch entsprechende Addition von (3.79) und (3.78) sieht man sofort, daß (3.82)

erfüllt ist. Die Typ-B-Ward-Identität zum Nichtsinglettstrom lautet:

G
(2`,B),mm
1 +

s

4m2
G

(2`,B),mm
2 − G

(2`,B),om
1 − s

4m2
G

(2`,B),om
2 = A(2`,B),mm. (3.83)

Da die Quarks aus den ersten beiden Generationen massendegeneriert sind, heben

sich diese Beiträge komplett heraus. Nur das (t, b)-Dublett liefert einen nicht ver-

schwindenden Anteil. Dieser ergibt sich wiederum in Analogie zur Singlett-Ward-

Identität aus der Summe von (3.78) und (3.79) und ist somit erfüllt. Dieser Strom

ist im Gegensatz zum reinen Axialvektorstrom und zum Singlettstrom nicht-anomal.

3.2.2 Asymptotische und Schwellen-Entwicklung

Schlussendlich sollen die Formfaktoren für physikalisch interessante Bereiche der

Schwerpunktsenergie entwickelt werden. Einerseits ist dies die Entwicklung an der

Produktionsschwelle, also s → 4m2 (y → 1) und andererseits die asymptotische

Entwicklung für s → ∞ oder äquivalent hierzu ist m → 0 (y → 0).

Die Entwicklung der Formfaktoren folgt aus der Entwicklung der Koeffizienten, be-

ziehungsweise aus der Entwicklung der HPL in den Koeffizienten. Die Entwicklung

der harmonischen Polylogarithmen für Argumente ≈ 0 findet sich in [RV00, GR01].

Mit Hilfe der Transformationsregeln für die HPL in [RV00, GR01] lässt sich für je-

den hier betrachteten Limes eine Variablentransformation durchführen, so dass die

neue Variable für den entsprechenden Limes gegen Null geht. Für die asymptotische

Entwicklung s → ∞ ist dies die Variable 1
r

= m2

s
, für die Schwellenentwicklung wird

als Entwicklungsparameter β ≈ 0 benutzt.

Die Entwicklungen lassen sich mit den exakten Resultaten numerisch vergleichen.

Aus diesem Vergleich können Rückschlüsse auf die Qualität und auf den Gültigkeits-

bereich des entwickelten Resultats, in Bezug auf die exakten Ausdrücke, gezogen

werden. Dies ermöglicht eine Aussage zu den in der Literatur verbreiteten Entwick-

lungstechniken, in denen ein gegebener Prozess direkt in einem bestimmten Limes

gerechnet wird, ohne vorherige Kenntnis des exakten Resultats [HS99, Smi02]. Für

die nicht-anomalen Formfaktoren kann dieser Vergleich hier aufgrund der Infrarot-

Singularitäten nicht direkt durchgeführt werden. Für die Anomalieamplituden wurde

dies in [Ber05c] gemacht.

Für die asymptotische Entwicklung ist es zweckmäßig, y durch die dimensionslose
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Variable r = s
m2 auszudrücken:

y =
1 −

√

1 − 4
r

1 +
√

1 − 4
r

.

Für s → ∞ folgt r → ∞. In der Entwicklung der Formfaktoren wird kein kine-

matischer Faktor 1
y
−

y+
aus den Formfaktoren mehr ausgeklammert, da dieser nicht-

triviale Beiträge, insbesondere in der Schwellen-Entwicklung, liefern kann. Für (3.63)

folgt

F
(1`,∞)
1 = CF C(ε)

(
m2

µ2

)−ε
[

1

ε
(Rea

(1`,∞)
1 + iπ Ima

(1`,∞)
1 )

+Rea
(1`,∞)
2 + iπ Ima

(1`,∞)
2

+ε(Rea
(1`,∞)
3 + iπ Ima

(1`,∞)
3 )

]

+ O
(
ε2

)
. (3.84)

Der zusätzliche Index
”
∞“ kennzeichnet die Koeffizienten zugehörig zur asymptoti-

schen Entwicklung. Die Koeffizienten werden angegeben bis zu Termen der O
(

1
r2

)
.

Diese lauten im 1-Schleifen-Fall (Hier bietet es sich nun an, die d
(1`)
i durch die b

(1`)
i

auszudrücken.):

Rea
(1`,∞)
1 =Rec

(1`,∞)
1 =

2L − 3

r2
+

−2

r
+ L − 1,

Ima
(1`,∞)
1 =Imc

(1`,∞)
1 =

−2

r2
+ L − 1,

Rea
(1`,∞)
2 =

8ζ2 − L2 + 5L

r2
+

L − 1

r
− 2 − L2/2 + 3L/2 + 4ζ2,

Ima
(1`,∞)
2 =

2L − 5

r2
− 1

r
− 3/2 + L,

Reb
(1`,∞)
1 =

4 − 4L

r2
− 2L

r
,

Imb
(1`,∞)
1 =

4

r2
+

2

r
,

Rec
(1`,∞)
2 =Rea

(1`,∞)
2 +

8L − 8

r2
+

4L

r
,

Imc
(1`,∞)
2 =Ima

(1`,∞)
2 − 8

r2
− 4

r
,

Red
(1`,∞)
1 =Reb

(1`,∞)
1 +

8

r2
+

4 − 4L

r
,

Imd
(1`,∞)
1 =Imb

(1`,∞)
1 +

4

r

Ree
(1`,∞)
1 =

2L − 3

r2
− 2

r
+

1

2
+ L,
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Ime
(1`,∞)
1 =

−2

r2
+

1

2
+ L,

Ree
(1`,∞)
2 =

8ζ2 − 3/2 + 8L − L2

r2
+

4L + 2

r
+ 1 + 4ζ2 −

L2

2
,

Ime
(1`,∞)
2 =

2L − 8

r2
− 4

r
+ L.

mit L = ln(r). Geht s → ∞, so müssen die Formfaktoren F
(1`,∞)
2 und G

(1`,∞)
2 ver-

schwinden. Dies kann man anhand der Koeffizienten b
(1`,∞)
i und d

(1`,∞)
i erkennen.

Diese sind in führender Ordnung proportional zu 1
r

und verschwinden somit für

r → ∞.

Weiterhin werden die Formfaktoren F1 und G1 identisch zueinander für s → ∞.

Dies kann man auch wiederum an den entwickelten Koeffizienten ablesen. Die c
(1`,∞)
i

werden wiederum durch die a
(1`,∞)
i ausgedrückt. Die Differenz c

(1`,∞)
i −a

(1`,∞)
i ist pro-

portional zu 1
r

und verschwindet im asymptotischen Limes.

Die Koeffizienten der O(α2
s)-Beiträge zu den Formfaktoren in entwickelter Form

finden sich in Anhang C. Man beachte, dass auch hier kein kinematischer Faktor

mehr aus den Formfaktoren ausgeklammert ist. Die Notation ist analog zu der im

1-Schleifen-Fall gewählt. Obige Bemerkungen zu den Formfaktoren gelten gleicher-

maßen für F
(2`,∞)
i und G

(2`,∞),(A)
i (i = 1, 2). Im Anhang wird an entsprechender

Stelle explizit darauf verwiesen.

Die Schwellenentwicklung der Formfaktoren wird in der Variablen β duchgeführt.

An der Schwelle s ≈ 4m2 ist β ≈ 0. Analog zu (3.84) wird hier aus den Formfakto-

ren kein kinematischer Faktor mehr ausgeklammert. Die entwickelten Koeffizienten

tragen zur Unterscheidung zusätzlich den Index
”
4m2“. Für die Koeffizienten folgt,

wobei Terme bis zur Ordnung in β0 angegeben werden:

Rea
(1`,4m2)
1 = Rec

(1`,4m2)
1 = 0,

Ima
(1`,4m2)
1 = Imc

(1`,4m2)
1 = − 1

2β
,

Rea
(1`,4m2)
2 = Rec

(1`,4m2)
2 − 2 =

3ζ2

β
− 4,

Ima
(1`,4m2)
2 = Imc

(1`,4m2)
2 +

1

β
=

ln2 + lnb

β
,

Reb
(1`,4m2)
1 = Red

(1`,4m2)
1 = − 1,

Imb
(1`,4m2)
1 =

1

2
Imd

(1`,4m2)
1 =

1

2β
,

Ree
(1`,4m2)
1 =

3

2
,

Ime
(1`,4m2)
1 = − 1

2β
,
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Ree
(1`,4m2)
2 =

3ζ2

β
− 1,

Ime
(1`,4m2)
2 =

ln2 + lnb

β
,

mit

lnb = ln(β).

Die Schwellenentwicklungen der Koeffizienten für die Formfaktoren auf 2-Schleifen-

Niveau sowie Kommentare zu diesen finden sich wiederum im Anhang C.

Mehrere Konsistenzchecks können für die hier berechneten Formfaktoren durch-

geführt werden. Für F
(1`)
i (i = 1, 2) und G

(1`)
1 sei hier in erster Linie der Vergleich

mit [JLZ82] erwähnt. Nachdem man die HPL auf Logarithmen und Dilogarithmen

zurückgeführt hat, erhält man Übereinstimmung mit [JLZ82]. Der Formfaktor G
(1`)
2

kann nicht mit [JLZ82] verglichen werden, da dieser dort nicht berechnet wurde. Die

Berechnung der exakten Formfaktoren in zweiter Ordnung der starken Kopplung

wurde erstmals im Rahmen dieser Dissertation durchgeführt (siehe auch [Lei05]).

Alle Formfaktoren zeigen das erwartete Verhalten in der asymptotischen Entwick-

lung. Dies spricht für konsistente Ergebnisse. In Kapitel 4 wird man sehen, dass sich

die IR-Divergenzen der Formfaktoren wie erwartet kürzen, wenn man den 2-Parton-

Beitrag der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für massive bottom- oder top-Quarks

im Endzustand zur O(α2
s) berechnet.
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Kapitel 4

2-Parton-Beitrag zu AFB und zu σS

an der Schwelle

Die Formfaktoren aus dem vorigen Kapitel werden nun in der Berechnung der

Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für bottom-Quarks bei
√

s = mZ und für top-

Quarks bei 360 GeV <
√

s < 500 GeV , sowie des totalen Wirkungsquerschnitts an

der Produktionsschwelle eines schweren Quark-Antiquark-Paares zur Anwendung

gebracht. Hier wird nur der 2-Parton-Beitrag, das heißt der QQ-Endzustand, zu den

entsprechenden Observablen betrachtet und berechnet.

4.1 2-Parton-Beitrag zu AFB

Zur O(α2
s) in der Störungstheorie tragen in der Reaktion e+e− → γ∗, Z∗ → QQX

nicht nur die im vorigen Abschnitt betrachteten 2-Schleifen-Amplituden mit 2 Par-

tonen im Endzustand bei (X = 0), sondern auch 3-Parton-Amplituden (X = g) auf

1-Schleifen-Niveau und 4-Parton-Born-Beiträge (X = gg,QQ, qq). Insgesamt setzen

sich der antisymmetrische (2.3) und der symmetrische (2.4) Wirkungsquerschnitt

folgendermassen zusammen:

σA,S = σ
(2,0)
A,S + σ

(2,1)
A,S + σ

(2,2)
A,S + σ

(3,1)
A,S + σ

(3,2)
A,S + σ

(4,2)
A,S + O(α3

s). (4.1)

Die Notation ist wie folgt: Im Index
”
(i, j)“ kennzeichnet i die Anzahl der Partonen

im Endzustand und j die Ordnung in der starken Kopplung O(αj
s). Die Amplitu-

den der 3- und 4-Parton-Endzustände sind in der Literatur bekannt [BBU97, NO98,

BU98, RBS99, BBU00].

Der symmetrische Wirkungsquerschnitt und der totale Wirkungsquerschnitt sind
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identisch. Aus Gleichung (4.1) erhält man die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie be-

zogen auf die Richtung des schweren Quarks zur O(α2
s) (vgl. Kapitel 2):

AFB(α2
s) =

σ
(2,0)
A + σ

(2,1)
A + σ

(2,2)
A + σ

(3,1)
A + σ

(3,2)
A + σ

(4,2)
A

σ
(2,0)
S + σ

(2,1)
S + σ

(2,2)
S + σ

(3,1)
S + σ

(3,2)
S + σ

(4,2)
S

. (4.2)

Entwickelt man diese Gleichung nach αs so folgt:

AFB(α2
s) =AFB,0

[

1 + AFB,1 + AFB,2

]

(4.3)

wobei AFB,0 die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie auf Born-Niveau ist. Entsprechend

bezeichnen AFB,1 und AFB,2 die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie zur O(αs) und zur

O(α2
s), normiert auf AFB,0. Die einzelnen Anteile aus Gleichung (4.3) lauten:

AFB,0 =
σ

(2,0)
A

σ
(2,0)
S

, (4.4)

AFB,1 =
σ

(2,1)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(2,1)
S

σ
(2,0)
S

+
σ

(3,1)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(3,1)
S

σ
(2,0)
S

, (4.5)

AFB,2 =
σ

(2,2)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(2,2)
S

σ
(2,0)
S

+
σ

(3,2)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(3,2)
S

σ
(2,0)
S

+
σ

(4,2)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(4,2)
S

σ
(2,0)
S

−σ
(2,1)
S + σ

(3,1)
S

σ
(2,0)
S

[

σ
(2,1)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(2,1)
S

σ
(2,0)
S

+
σ

(3,1)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(3,1)
S

σ
(2,0)
S

]

. (4.6)

In der Folge wird nur noch der 2-Parton-Beitrag (2p) zur Vorwärts-Rückwärts-Asym-

metrie in der jeweiligen Ordnung der Störungstheorie betrachtet. Auf Born-Niveau

ist der 2p-Beitrag in Gleichung (4.4) gegeben. In den höheren Ordnungen erhält man

aus (4.5) und (4.6):

A
(2p)
FB,1 =

σ
(2,1)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(2,1)
S

σ
(2,0)
S

, (4.7)

A
(2p)
FB,2 =

σ
(2,2)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(2,2)
S

σ
(2,0)
S

− σ
(2,1)
S

σ
(2,0)
S

[

σ
(2,1)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(2,1)
S

σ
(2,0)
S

]

. (4.8)

Im weiteren Verlauf der Arbeit stellt sich heraus, daß A
(2p)
FB,2 infrarot-endlich ist und

somit numerisch ausgewertet kann. Dies ist nicht von vorne herein klar.

Allgemein ist die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie eine IR-sichere Observable und

somit in jeder Ordnung der Störungsreihe endlich. Gleichung (4.5) ist divergenz-
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frei [JLZ82]. Insbesondere sind A
(2p)
FB,1 (4.7) und die Kombination

σ
(3,1)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(3,1)
S

σ
(2,0)
S

jeweils bereits einzeln betrachtet endlich und nicht erst nach Addition [CS99].

Die zweite Zeile in Gleichung (4.6) besteht aus der Multiplikation des totalen Wir-

kungsquerschnitts zur O(αs), welcher IR-endlich ist (Kinoshita-Lee-Nauenberg-The-

orem) und AFB,1 (ebenfalls IR-endlich).

Somit folgt, daß auch die erste Zeile in (4.6) keine 1
ε
-Pole besitzt, da die Vorwärts-

Rückwärts-Asymmetrie eine infrarot-sichere Obervable ist. Es ist allerdings derzeit

nicht klar, ob man diese Behauptung analytisch zeigen kann. Zu diesem Zweck müss-

te man die Phasenraumintegrationen in den 3- und 4-Partonbeiträgen analytisch

ausführen und anschließend die Pole explizit identifizieren.

Es stellt sich jedoch heraus, daß die Kombination aus Gleichung (4.8) endlich ist.

Nach Umgruppierung der unterschiedlichen Beiträge in (4.6) muss die Differenz

AFB,2 − A
(2p)
FB,2,

welche im Wesentlichen von den 3- und 4-Parton-Beiträgen abhängig ist, ebenfalls

IR-endlich sein.

In [GGG05] wird die Kürzung der Infrarot-Divergenzen in Observablen zwischen den

Beiträgen führender (LO), nächst-führender (NLO) und nächst-nächst-führender

(NNLO) Ordnung der Störungsreihe im Rahmen des Dipol-Subtraktionsformalismus

[CS97, CDST02] besprochen. Der Dipol-Subtraktionsformalismus liefert eine ein-

deutige Vorschrift zum Kürzen der Infrarot-Divergenzen in NLO. Hier müssen nun

LO-Amplituden nicht nur mit NLO-, sondern auch mit NNLO-Beiträgen kombiniert

werden. Dies führt zu einer Übersubtraktion der IR-divergenten Terme [GGG05].

Die Lösung dieses Problems ist ein wichtiger Baustein in der Berechnung von Obser-

vablen, wie zum Beispiel der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie, auf NNLO-Niveau.

Der 2p-Beitrag zu AFB bezogen auf die Quark-Richtung, welcher hier berechnet

wird, ist ebenso zur Berechnung von QCD-Korrekturen zu Vorwärts-Rückwärts-

Asymmetrie bezüglich der Thrust-Richtung zu verwenden. Für 2-Teilchen-Endzu-

stände sind die Quark- und die Thrust-Richtung auf Parton-Niveau identisch.

Die Gleichungen (4.7) und (4.8) sowie der reine 2-Parton-Beitrag zum totalen und

zum antisymmetrischen Wirkungsquerschnitt

σ
(2p)
A = σ

(2,0)
A + σ

(2,1)
A + σ

(2,2)
A , (4.9)
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σ
(2p)
S = σ

(2,0)
S + σ

(2,1)
S + σ

(2,2)
S (4.10)

werden nun mit Hilfe der Formfaktoren näher untersucht.

In der Born-Amplitude aus Abbildung 2.2 werden der Z-Q-Q- sowie der γ-Q-Q-

Vertex durch die Formfaktor-Parametrisierungen aus (3.4) und (3.5) ersetzt. Die

anschließende Rechnung verläuft komplett analog zu der im Born-Fall.

Die sich ergebenden Kontraktionen zwischen den Lorentz-Indizes der Elektron-Posi-

tron-Spur und der QQ-Spur sowie die Spuren selbst werden in D = 4 Dimensionen

ausgeführt. Die Behandlung des einzelnen γ5, welches in der Interferenz der Vektor-

und Axialvektoranteile der Spuren auftritt, ist somit problemlos.

Aufgrund der Dirac-Gleichung für masselose Elektronen im Anfangszustand fällt der

Beitrag proportional zu G2 in der Bestimmung des differentiellen Wirkungsquer-

schnitts heraus. Nach der Phasenraumintegration über den 2-Parton-Endzustand

erhält man für den antisymmetrischen Wirkungsquerschnitt:

σ
(2p)
A =

Nc

8π

s

DZ

β2 aZ
e aZ

Q

{ [

vZ
e vZ

Q +
1

2

(

1 − m2
Z

s

)

vγ
e vγ

Q

]

(F ∗
1 G1 + F1G

∗
1)

+ i
mZΓZ

2s
vγ

Qvγ
e (F1G

∗
1 − F ∗

1 G1)

}

, (4.11)

Da ΓZ ∼ O(e2) ist der letzte Term in (4.11) formal von der Ordnung e6 und somit

von höherer Ordnung in der elektroschwachen Kopplung. Dieser Term stellt eine ge-

mischte Korrektur in αs und e dar. Da hier nur reine QCD-Korrekturen betrachtet

werden, wird er im folgenden vernachlässigt. Setzt man die Born-Resultate für die

Formfaktoren ein (F Born
1 = GBorn

1 = 1), so geht (4.11) direkt in Gleichung (2.9) über.

Der symmetrische Wirkungsquerschnitt lautet in Abhängigkeit von den Formfakto-

ren:

σ
(2p)
S =

Nc

24π

1

s
β

(
vγ

e vγ
Q

)2 W +
Nc

12π

s

DZ

β

(

1 − m2
Z

s

)

vγ
e vγ

QvZ
e vZ

Q W

+
Nc

24π

s

DZ

β
[(

aZ
e

)2
+

(
vZ

e

)2
] [ (

vZ
Q

)2 W + 2β2
(
aZ

Q

)2
(G1G

∗
1)

]

, (4.12)

wobei

W = (3 − β2) (F1F
∗
1 ) + β2 (F1F

∗
2 + F ∗

1 F2) +
β4

1 − β2
(F2F

∗
2 ) .

Analog zu (4.11) kann man in Gleichung (4.12) den totalen Wirkungsquerschnitt auf

Born-Niveau ablesen. Sowohl in (4.11) als auch in (4.12) kann jeder Term eindeutig

entweder der quadrierten Photonamplitude, der quadrierten Z-Amplitude oder der

γ-Z-Interferenz zugeordnet werden (vgl. Kapitel 2).
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Setzt man die Entwicklung der Formfaktoren aus den Gleichungen (3.49)-(3.51) in

obige Formeln ein, so erhält man σ
(2p)
A und σ

(2p)
S als Reihe in der starken Kopplung.

Eine Darstellung des totalen Wirkungsquerschnitts in der Form

σ
(2p)
S =σ

(2,0,γ)
S

[

1 + σ
(2,1,γ)
S + σ

(2,2,γ)
S

]

+ σ
(2,0,Z)
S

[

1 + σ
(2,1,Z)
S + σ

(2,2,Z)
S

]

+σ
(2,0,γZ)
S

[

1 + σ
(2,1,γZ)
S + σ

(2,2,γZ)
S

]

(4.13)

bietet sich an. Der Index
”
γ“ kennzeichnet die Terme, welche aus der quadrierten

Photon-Amplitude stammen, entsprechend
”
Z“ die aus der quadrierten Z-Amp-

litude und
”
γZ “die aus der Photon-Z-Interferenz. Die Terme der O(αs) und O(α2

s)

sind analog zur Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie auf die Born-Anteile normiert. Der

Vergleich von Gleichung (4.13) mit (4.10) liefert:

σ
(2,0)
S = σ

(2,0,γ)
S + σ

(2,0,Z)
S + σ

(2,0,γZ)
S , (4.14)

σ
(2,1)
S = σ

(2,0,γ)
S σ

(2,1,γ)
S + σ

(2,0,Z)
S σ

(2,1,Z)
S + σ

(2,0,γZ)
S σ

(2,1,γZ)
S , (4.15)

σ
(2,2)
S = σ

(2,0,γ)
S σ

(2,2,γ)
S + σ

(2,0,Z)
S σ

(2,2,Z)
S + σ

(2,0,γZ)
S σ

(2,2,γZ)
S . (4.16)

Ausgedrückt durch die Formfaktoren lauten die σ
(2,i,j)
S , i = 0, 1, 2, j = γ, Z, γZ:

σ
(2,0,γ)
S =

Nc

24π

1

s
β

(
vγ

e vγ
Q

)2
(3 − β2), (4.17)

σ
(2,1,γ)
S =as

{

2ReF
(1`)
1 +

2β2

3 − β2
ReF

(1`)
2

}

, (4.18)

σ
(2,2,γ)
S =a2

s

{ 2β2

3 − β2

[

ReF
(2`)
2 + ReF

(1`)
1 ReF

(1`)
2 + π2 ImF

(1`)
1 ImF

(1`)
2

]

+
β4

(3 − β2)(1 − β2)

[

Re 2F
(1`)
2 + π2 Im 2F

(1`)
2

]

+ Re 2F
(1`)
1 + π2 Im 2F

(1`)
1 + 2ReF

(2`)
1

}

, (4.19)

σ
(2,0,Z)
S =

Nc

24π

s

DZ

β
[(

aZ
e

)2
+

(
vZ

e

)2
] [

2
(
aZ

Q

)2
β2 +

(
vZ

Q

)2
(3 − β2)

]

, (4.20)

σ
(2,1,Z)
S =

(
vZ

Q

)2
(3 − β2) σ

(2,1,γ)
S + 4as

(
aZ

Q

)2
β2ReG

(1`)
1

2
(
aZ

Q

)2
β2 + (3 − β2)

(
vZ

Q

)2 , (4.21)

σ
(2,2,Z)
S =

1

2
(
aZ

Q

)2
β2 + (3 − β2)

(
vZ

Q

)2

{ (
vZ

Q

)2
(3 − β2) σ

(2,2,γ)
S

+ 4a2
s

(
aZ

Q

)2
β2ReG

(2`)
1 + 2a2

s

(
aZ

Q

)2
β2

[

Re 2G
(1`)
1 + π2 Im 2G

(1`)
1

]}

, (4.22)

σ
(2,0,γZ)
S =

Nc

12π

s

DZ

β

(

1 − m2
Z

s

)

vγ
e vγ

QvZ
e vZ

Q (3 − β2), (4.23)

σ
(2,1,γZ)
S =σ

(2,1,γ)
S , (4.24)
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σ
(2,2,γZ)
S =σ

(2,2,γ)
S . (4.25)

In die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie geht ausser dem totalen auch der antisym-

metrische Wirkungsquerschnitt ein. Die einzelnen Terme aus Gleichung (4.9) in

Formfaktoren lauten:

σ
(2,0)
A =

Nc

4π

s

DZ

β2 aZ
e aZ

Q

[

vZ
e vZ

Q +
1

2

(

1 − m2
Z

s

)

vγ
e vγ

Q

]

. (4.26)

σ
(2,1)
A = σ

(2,0)
A as

[

ReF
(1`)
1 + ReG

(1`)
1

]

, (4.27)

σ
(2,2)
A = σ

(2,0)
A a2

s

[

ReF
(2`)
1 + ReG

(2`)
1 + ReF

(1`)
1 ReG

(1`)
1 + π2ImF

(1`)
1 ImG

(1`)
1

]

.

(4.28)

Auf 2-Schleifen-Niveau setzt sich der Axialvektor-Formfaktor G
(2`)
1 aus Typ-A- und

Typ-B-Beiträgen zusammen (vgl. Gleichung (3.54)). Diese Unterscheidung macht

sich nur in σ
(2,2)
A und σ

(2,2,Z)
S bemerkbar; alle restlichen Beiträge sind davon unbe-

einflusst.

Es ist sinnvoll, die Typ-B-Beiträge aus den verschiedenen, oben definierten Wir-

kungsquerschnitten abzuspalten und im weiteren Verlauf immer getrennt zu dis-

kutieren. Die Notation ist analog zu der bei den Formfaktoren gewählten: In den

mit dem Index
”
A“ versehenen Grössen tragen nur nicht-anomale Amplituden bei,

entsprechend kennzeichnet der Index
”
B“ die von den Anomalieamplituden stam-

menden Terme. Man erhält für σ
(2,2)
A :

σ
(2,2)
A = σ

(2,2,A)
A + σ

(2,2,B)
A (4.29)

mit

σ
(2,2,A)
A =σ

(2,2)
A (G

(2`)
1 → G

(2`,A)
1 ), (4.30)

σ
(2,2,B)
A =σ

(2,0)
A a2

s Re G
(2`,B)
1 (4.31)

und G
(2`,A)
1 , G

(2`,B)
1 wie in Kapitel 3.2 definiert. Entsprechend erhält man für σ

(2,2,Z)
S :

σ
(2,2,Z)
S = σ

(2,2,Z,A)
S + σ

(2,2,Z,B)
S (4.32)

wobei

σ
(2,2,Z,A)
S =σ

(2,2,Z)
S (G

(2`)
1 → G

(2`,A)
1 ), (4.33)

σ
(2,2,Z,B)
S =

4 a2
s

(
aZ

Q

)2
β2 Re G

(2`,B)
1

2
(
aZ

Q

)2
β2 + (3 − β2)

(
vZ

Q

)2 . (4.34)
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Die Aufteilung in Typ A und Typ B setzt sich auch in der Vorwärts-Rückwärts-

Asymmetrie fort. Der Vollständigkeit halber wird hier der Typ-B-Beitrag, welcher

sich aus Gleichung (4.8) ergibt, angegeben:

A
(2p,B)
FB,2 =

σ
(2,2,B)
A

σ
(2,0)
A

− σ
(2,0,Z)
S σ

(2,2,Z,B)
S

σ
(2,0)
S

. (4.35)

Einsetzen von Gleichung (4.31) und (4.34) in (4.35) liefert:

A
(2p,B)
FB,2 = a2

s ReG
(2`,B)
1

[

(3 − β2)
(
vZ

Q

)2 − 2
(
aZ

Q

)2
β2

(3 − β2)
(
vZ

Q

)2
+ 2

(
aZ

Q

)2
β2

]

. (4.36)

Für masselose Quarks im Endzustand (β = 1) gilt (siehe später):

G
(2`,B)
1 = G

(2`,B),oo
1 − G

(2`,B),mo
1 .

Der Beitrag in (4.36) wurde bereits in [AL93] berechnet. Dort wurde das Ergebnis

aus [KK90] für G
(2`,B),mo
1 −G

(2`,B),oo
1 verwendet, für das auch in dieser Arbeit Über-

einstimmung mit [KK90] gefunden wurde (vgl. Kapitel 3). Das Resultat für A
(2p,B)
FB,2

aus [AL93] wird somit hier reproduziert.

Den Typ-A-Anteil zur Vorwärts-Rückwärts-Asymmtrie erhält man analog zu den

Wirkungsquerschnitten durch die Ersetzung G
(2`)
1 → G

(2`,A)
1 in Gleichung (4.8).

4.2 σS an der Schwelle

Der totale Wirkungsquerschnitt in gegebener Ordnung der Störungstheorie ist gemäß

dem Kinoshita-Lee-Nauenberg-Theorem infrarot-endlich, wenn man die virtuellen

und die reellen Korrekturen addiert. Der hier betrachtete reine 2-Parton-Beitrag

zu σS ist demzufolge nicht endlich. Durch Einsetzen der analytisch fortgesetzten

Formfaktoren, welche noch IR-Divergenzen beinhalten, zeigt sich dieses Verhalten

explizit. Lediglich der Typ-B-Beitrag zu σ
(2p)
S (4.34) ist infrarot-endlich.

Nähert man sich der Schwelle (s ∼ 4m2, β → 0) für die Paarproduktion schwerer

Quarks an, so steht der Abstrahlung eines reellen Gluons immer weniger Phasenraum

zur Verfügung (
”
Reelles Gluon“ steht hier stellvertretend für ein oder mehrere von

den schweren Quarks reell abgestrahlten Partonen). Aus diesem Grund erwartet

man eine Unterdrückung der IR-Singularitäten im reinen 2p-Beitrag zum totalen
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Wirkungsquerschnitt. Einsetzen der Schwellenentwicklungen der Formfaktoren in

die einzelnen Beiträge zum totalen Wirkungsquerschnitt ergibt in der O(αs):

σ
(2,1,γ)
S = σ

(2,1,γZ)
S

= as

[

CF π2

β
− 8 CF + CF π2β + β2

(
8 CF

3 ε
− 4 CF

9

) ]

+ O(β3), (4.37)

σ
(2,1,Z)
S = σ

(2,1,γ)
S + β2

8 as CF

(
aZ

Q

)2

3
(
vZ

Q

)2 + O(β3) (4.38)

und in der O(α2
s):

σ
(2,2,γ)
S =

a2
s CF π2

3

{

CF π2

β2
+

1

6 β

[

4 TF NL

[
6(ln2 + lnb) − 5

]
− 144CF

+ NC

[
31 − 66(ln2 + lnb)

]]

+
1

6π2

[

88TF NL + 32 TF (11 − π2)

+ NC (−72 π2 lnb −192 π2 ln2 −468 ζ3 + 179 π2 − 302)

+ CF (−48 π2 lnb +96 π2 ln2 +702 − 72 ζ3 − 140 π2 + 12 π4)
]

+
β

3

[6

ε
(4CF − NC) − TF NL(20 − 12 lnb −12 ln2)

− CF (48 ln2 +48 lnb +22) + NC(34 + 63 ln2 +27 lnb)
]

+ ln

(
m

µ

) [

4TF (NL + 1) − 11NC

] (
1

β
− 8

π2
+ β

) }

+ O(β2), (4.39)

σ
(2,2,Z,A)
S = σ

(2,2,γ)
S +

2 CF π2 a2
s

(
aZ

Q

)2

3
(
vZ

Q

)2

[

CF +
β

3

(

11NC − 12CF − 4TF NL

)
]

+ O(β2),

(4.40)

σ
(2,2,γZ)
S = σ

(2,2,γ)
S . (4.41)

Die 1
ε
-Pole sind in der ersten Ordnung der starken Kopplung mit β2 unterdrückt.

In der O(α2
s) treten 1

ε
- ( 1

ε2 -) Pole erstmals in den Termen der Ordnung β (β2) auf.

Vernachlässigen aller Terme der O(βn), n > 0, führt zum Verschwinden aller IR-

Singularitäten. Jedoch wird eine numerische Auswertung des totalen Wirkungsquer-

schnitts an der Paarproduktionsschwelle schwerer Quarks durch den Austausch der

Coulomb-Gluonen verhindert. Die Coulomb-Gluonen führen zum Auftreten der 1
β2 -

und 1
β

-Terme (Coulomb-Singularitäten) in den Gleichungen (4.37) und (4.39), wel-

che für β → 0 divergieren (z.B. [Hoa97]). Dies deutet an, dass an der Schwelle die

Berechnung des Wirkungsquerschnitts als Potenzreihenentwicklung in der starken

Kopplung nicht mehr funktioniert. Wird β < αs so ist αs kein geeigneter Entwick-

lungsparameter mehr.
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Erst die Aufsummierung der Coulomb-Terme liefert analytisch sinnvolle (divergenz-

freie) Resultate, welche numerisch ausgewertet werden können [Hoa97].

Einschränkung der obigen Resultate auf den reinen Photonaustausch (σ
(2,2,γ)
S und

σ
(2,1,γ)
S ) liefert übereinstimmende Resultate mit [Hoa97, CM98]. In [Hoa97] wird die

auftretende IR-Divergenz mit einer fiktiven Photonmasse regularisiert. Die Erset-

zung

ln

(
λ

M

)

→ 1

2 ε
(4.42)

führt zu voller Übereinstimmung der angegeben O(αs)-Terme [Ber05b].

In Gleichung (4.40) wurde nur der nicht-anomale Beitrag zu σ
(2,2,Z)
S angegeben. Der

anomale Anteil σ
(2,2,Z,B)
S ist in Gleichung (4.34) gegeben.

Der Axialvektor-Formfaktor G
(2`,B)
1 ist eine von der physikalischen Problemstellung

abhängige Linearkombination der Formfaktoren G
(2`,B),mImA

1 (mI ,mA = 0,m). Hier

soll das massive Quark im Endzustand das top-Quark sein. Für Schwerpunktsenergi-

en
√

s ≈ 2mt wird die b-Quark-Masse ebenso wie die Masse der u, d, s und c-Quarks

vernachlässigt.

Das Z-Boson koppelt an den Vektor- und Axialvektor-Flavour-Nicht-Singlettstrom

(vgl. Gleichung (3.81)). Aufgrund des Furry-Theorems tragen die Vektoranteile

der anomalen Amplituden nicht bei. Die Beiträge der masselosen u, d- und c, s-

Quarks kürzen sich aufgrund der entgegengesetzen Axialvektorkopplungen in der

Summation in (3.81) gegenseitig weg. Nur das (t, b)-Dublett liefert einen nicht-

verschwindenden Beitrag zu σ
(2,2,Z,B)
S (vgl. Gleichung (3.83)).

Der Formfaktor G
(2`,B)
1 in (4.34) ist somit gegeben zu:

G
(2`,B)
1 = G

(2`,B),mm
1 − G

(2`,B),om
1 . (4.43)

Explizite Ausdrücke für G
(2`,B),mm
1 und G

(2`,B),om
1 , entwickelt an der Schwelle, finden

sich in Anhang C. Der anomale Beitrag zum symmetrischen Wirkungsquerschnitt

lautet:

σ
(2,2,Z,B)
S = a2

s CF TF

[
8

3

(
π2 ln2 + ln2

2 − 3 ln2

)
− 23

18
π2

]

+ O(β2). (4.44)

Gleichung (4.44) ist infrarot-endlich.
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µ in [GeV ] mZ

2
mZ 2mZ 360 400 450 500

NF = NL + 1 5 5 5 6 6 6 6

αs(µ) 0.1326 0.1187 0.1074 0.0990 0.0979 0.0966 0.0955

Tabelle 4.1: αs ausgewertet an verschiedenen Energieskalen ausgehend von
αs(mZ) = 0.1187.

4.3 AFB für b-Quarks auf der Z-Resonanz

Im Gegensatz zum totalen Wirkungsquerschnitt ist der 2-Parton-Beitrag zur Vor-

wärts-Rückwärts-Asymmetrie eines schweren Quarks (Gleichung (4.7) und (4.8))

für beliebige Schwerpunktsenergien infrarot-endlich und es kann eine numerische

Auswertung durchgeführt werden.

In der folgenden Auswertung werden die 2p-Beiträge zu AFB in den verschiedenen

Ordnungen der Störungsreihe (A
(2p)
FB,0, A

(2p)
FB,1 und A

(2p)
FB,2) jeweils einzeln berechnet. Aus

diesen lässt sich der volle 2-Parton-Beitrag zur Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie in

den Ordnungen αs und α2
s angeben:

A
(2p)
FB (αs) = AFB,0

(

1 + A
(2p)
FB,1

)

,

A
(2p)
FB (α2

s) = AFB,0

(

1 + A
(2p)
FB,1 + A

(2p,A)
FB,2 + A

(2p,B)
FB,2

)

.

Im folgenden werden zwei unterschiedliche Fälle betrachtet:

- Abb̄
FB: Zum Prozess e+e− → bbX, ausgewertet auf der Z-Resonanz für massive b-

Quarks wird der 2p-Beitrag zu AFB bestimmt. Die Anomalie-Diagramme bilden

in der Auswertung eine Ausnahme: Hier wird die Masse des bottom-Quarks

null gesetzt (vgl. später).

- Att̄
FB: Der 2-Parton-Beitrag zur Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie in der Reak-

tion e+e− → ttX, ausgewertet für Schwerpunktsenergien im kinematischen

Bereich 4m2
t < s ≤ (500 GeV )2. Hier werden alle Massen außer der top-Masse

null gesetzt.

Weiterhin soll in beiden Fällen die Abhängigkeit von der Renormierungsskala un-

tersucht werden. Zu diesem Zweck benötigt man die starke Kopplungskonstante an

unterschiedlichen Energieskalen. Tabelle 4.1 zeigt die verwendeten Werte auf der

Z-Resonanz sowie einige Werte oberhalb der top-Paarproduktionsschwelle. Diese

ergeben sich aus der Evolution von αs ausgehend von αs(mZ) = 0.1187 mit Hilfe

der QCD-β-Funktion im MS-Schema auf 2-Schleifen-Niveau [ESW96]:

β(αs) = −b α2
s (1 + b′ αs), (4.45)
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mit

b =
1

12 π
(33 − 2 NF ), (4.46)

b′ =
1

2 π

153 − 19 NF

33 − 2 NF

. (4.47)

Ausgehend von der Renormierungsgruppengleichung

µ2∂αs

∂µ2
= β(αs)

erhält man [ESW96]:

1

αs(µ1)
− 1

αs(µ2)
+ b′ ln

(
αs(µ1)

1 + b′ αs(µ1)

)

− b′ ln

(
αs(µ2)

1 + b′ αs(µ2)

)

= 2 b ln

(
µ1

µ2

)

.

(4.48)

Diese Gleichung setzt die Kopplungskonstante αs an verschiedenen Skalen µ1 und

µ2 in Bezug zueinander.

Kennt man die QCD-Kopplung an einer Skala, zum Beispiel αs(mZ) = 0.1187, so

erhält man aus (4.48) αs an der gesuchten Skala (zum Beispiel µ2 = 2mZ). In (4.48)

ist NF gegeben durch die Anzahl der Quarks, welche bei betrachteter Schwerpunkt-

senergie (nicht Skala µ) reel produziert werden können: Für
√

s = mZ ist NF = 5,

für
√

s > mt ist NF = 6.

In Tabelle 4.1 sind Werte für αs oberhalb der tt-Produktionsschwelle (NF = 6) aus-

gehend von αs(mZ) (NF = 5) angegeben. In diesem Fall wird die starke Kopplung an

der Skala µ = mt mit Hilfe der folgenden Bedingung aneinander angepasst [BW82]:

αs(µ = mt, NF = 5) = αs(µ = mt, NF = 6). (4.49)

Korrekturen höherer Ordnung in αs in Gleichung (4.49) können hier vernachlässigt

werden.

Neben der starken Kopplungskonstante an den unterschiedlichen Skalen werden fol-

gende numerischen Werte im weiteren Verlauf der Auswertung benutzt:

starke Kopplung : αs(mZ)= 0.1187 ,

schwacher Mischungswinkel : sin2 ϑW = 0.2315,

Z-Masse : mZ = 91.187 GeV,

Z-Breite : ΓZ = 2.495 GeV,

bottom-Quarkmasse : mb = 5 GeV,

top-Quarkmasse : mt = 178 GeV.
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Abb̄
FB,0 Abb̄

FB,1 Abb̄,A
FB,2 Abb̄,B

FB,2 Abb̄
FB(αs) Abb̄

FB(α2
s)

µ = mZ

2
0.10329 -0.00036 -0.00008 0.00114 0.10325 0.10336

µ = mZ 0.10329 -0.00032 -0.00010 0.00091 0.10326 0.10334

µ = 2mZ 0.10329 -0.00029 -0.00010 0.00074 0.10326 0.10333

Tabelle 4.2: 2-Partonbeiträge der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für bottom-
Quarks auf der Z-Resonanz. Es zeigt sich eine nur schwache Abhängigkeit von
der Renormierungsskala µ. Der Born-Beitrag stimmt für µ = mZ mit dem nu-
merischen Wert in [RvN98] überein (unter Verwendung der gleichen numerischen
Werte für die eingehenden Parameter).

In der numerischen Auswertung der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie Abb̄
FB auf der Z-

Resonanz werden der reine Photonaustauch und die γ-Z-Interferenz vernachlässigt

(vgl. Kapitel 2).

Wie bereits gesagt wird in den Anomalie-Beiträgen die b-Masse vernachlässigt. Der

Formfaktor G
(2`,B)
1 , welcher in die numerische Auswertung von Gleichung (4.36)

eingeht, lautet nach Summation über die beiden Komponenten des Isospindubletts:

G
(2`,B)
1 = G

(2`,B),oo
1 − G

(2`,B),mo
1 ,

wobei G
(2`,B),mo
1 mit m = mt ausgewertet wird. Da die Schwerpunktsenergie s = m2

Z

kleiner ist als die top-Paarproduktionsschwelle, muss für den Formfaktor G
(2`,B),mo
1

die in Anhang C gegebene rein reelle Darstellung für 0 < s < 4m2 benutzt werden.

In Gleichung (4.36) wird β =

√

1 − 4m2
b

s
benutzt. Dies führt im numerischen Ver-

gleich mit [AL93] zu kleinen, vernachlässigbaren Abweichungen.

Die Ungleichbehandlung der bottom-Quarkmasse in den anomalen und nicht-an-

omalen Amplituden ist möglich, weil die Typ-B-Beiträge eine eichinvariante Sub-

klasse von Diagrammen bilden. Insgesamt führt dies zu einem vernachlässigbaren

Fehler der O(
m2

b

s
) in der Berechnung der anomalen Anteile.

Tabelle 4.2 zeigt die numerischen Werte für die verschiedenen Beiträge zur Vorwärts-

Rückwärts-Asymmetrie sowie Abb̄
FB(αs) und Abb̄

FB(α2
s) für

√
s = mZ . Für die Renor-

mierungsskala wurden die Werte µ = 1
2
mZ ,mZ und 2mZ benutzt. Man erkennt, daß

die 1- und 2-Schleifenkorrekturen nahezu vernachlässigbar sind. Die Hauptkorrek-

turen zu AFB auf der Z-Resonanz stammen aus den hier nicht betrachteten 3- und

4-Partonbeiträgen.

Entgegen der naiven Erwartung liefern die Anomaliebeiträge einen grösseren nu-

merischen Wert zur gesamten Korrektur als die nicht-anomalen Beiträge, welche

im Limes masseloser Quarks im Endzustand verschwinden. Die kleinen numerischen
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Werte lassen sich somit durch die vergleichsweise kleine bottom-Masse gegenüber der

Z-Masse erklären (Man befindet sich bereits nahe am Limes masseloser Quarks).

Lediglich die anomalen Beiträge liefern für masselose auslaufende Quarks einen

nicht-verschwindenden Beitrag, welcher in Tabelle 4.2 angegeben ist.

Das Verschwinden von A
(2p)
FB (αs)(m → 0) und der Typ-A-Anteile von A

(2p)
FB (α2

s)(m →
0) ist seit langem bekannt (zum Beispiel [JLZ82], [AL93]). Im Limes masseloser

Quarks werden die Formfaktoren F1 und G1 identisch zueinander und F2 verschwin-

det. Dies ist durch die Helizitätserhaltung der Eichboson-Wechselwirkungen für mas-

selose Quarks zu verstehen. Diese wichtige Eigenschaft wird durch die verwendete

Vorschrift für γ5 respektiert. Bereits ohne explizites Einsetzen der Resultate für die

Formfaktoren aus Anhang C lässt sich aus den Formeln für die Wirkungsquerschnitte

das erwartete Verhalten ableiten.

4.4 AFB für top-Quarks oberhalb der tt-Paarpro-

duktionsschwelle

Als nächstes folgt die Auswertung der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für top-

Quarks im Endzustand für Schwerpunktsenergien zwischen 360 GeV (knapp ober-

halb der top-Paarproduktionsschwelle) und 500 GeV . (Dies sind mögliche Schwer-

punktsenergien eines zukünftigen e+-e−-Linearbeschleunigers.) Hier werden der reine

Photon-Austausch und die γ-Z-Interferenz nicht vernachlässigt. Der Anomalieform-

faktor G
(2`,B)
1 lautet (vgl. hierzu die Diskussion für die Auswertung des anomalen

Beitrags zum symmetrischen Wirkungsquerschnitt an der Schwelle):

G
(2`,B)
1 = G

(2`,B),mm
1 − G

(2`,B),om
1 .

Für
√

s > 360 GeV ist die b-Masse vernachlässigbar.

Abbildung 4.1 zeigt den Born-Beitrag zur Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für top-

Quarks für unterschiedliche top-Massen. Mit steigender Schwerpunktsenergie ist ein

deutlicher Anstieg (des Absolutwerts) der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie zu er-

kennen.

Die Abbildungen 4.2-4.4 zeigen die unterschiedlichen im Vorfeld definierten Beiträge

der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie Att̄
FB. Neben der Kurve für µ =

√
s werden je-

weils zusätzlich jene für µ =
√

s
2

und für µ = 2
√

s dargestellt. In der numerischen

Auswertung wird eine laufende Kopplung αs(µ) benutzt. Die verschiedenen Beiträge

sind jeweils auf Att̄
FB,0 normiert. Somit liefert zum Beispiel Att̄

FB,1 eine Korrektur zwi-

schen 1% und 4% zum Born-Beitrag und nicht zur gesamten Vorwärts-Rückwärts-
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Abbildung 4.1: Att̄
FB,0 für 360GeV ≤ √

s ≤ 500GeV . µ =
√

s. Für
√

s = 500 GeV

wird hier Übereinstimmung mit dem numerischen Wert aus [RvN98] gefunden.

Asymmetrie. Dies gilt analog für die 2-Schleifenbeiträge.

Die einzelnen Beiträge zeigen eine unterschiedlich starke Abhängigkeit von der Re-

normierungsskala µ. Zur O(αs) wird diese komplett durch die Abhängigkeit der

QCD-Kopplung bestimmt und ist durchaus erkennbar. In zweiter Ordnung der star-

ken Kopplung existieren zusätzlich µ-abhängige Logarithmen. Hier ist die Abhängig-

keit weit weniger stark ausgeprägt.

Die Anomalie-Beiträge sind nun numerisch klein gegenüber den nicht-anomalen Ter-

men. Dies bestätigt die in der Literatur häufig gemachte Annahme und rechtfertigt

die Vernachlässigung dieser Beiträge im Falle der tt̄-Produktion. Der Axialvektor-

Formfaktor für top-Quarks im Endzustand wird für die numerische Auswertung wie

in Gleichung (4.43) gegeben benutzt.

In Abb. 4.5 ist A
(2p)
FB (α2

s) für die unterschiedlichen verwendeten Renormierungsskalen

dargestellt. Die µ-Abhängigkeit ist numerisch extrem klein und auf der Figur nicht

mehr zu erkennen.

Letztendlich ist in Abb. 4.6 der 2-Parton-Beitrag zur Vorwärts-Rückwärts-Asym-

metrie auf Born-Niveau, auf 1- und auf 2-Schleifen-Niveau gezeigt. Die unterschied-

lichen Beiträge haben einen sichtbaren Einfluß auf AFB. Ob die hier bestimmten

Schleifenkorrekturen gegenüber denen aus den 3- und 4-Parton-Endzuständen nu-

merisch relevant sind oder nicht lässt sich an dieser Stelle nicht endgültig beantwor-

ten.
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Abbildung 4.2: Vergleich von Att̄
FB,1 an unterschiedlichen Renormierungsskalen.

mt = 178 GeV .

In den Abbildungen 4.2 und 4.3 ist ein deutlicher Anstieg der Vorwärts-Rückwärts-

Asymmetrie für Schwerpunktsenergien nahe der top-Paarproduktionsschwelle zu er-

kennen. Dieser ist auf die bereits diskutierten Coulomb-Terme im totalen Wirkungs-

querschnitt zurück zu führen, die für β → 0 singulär werden.
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Abbildung 4.3: Vergleich von A
tt̄,A
FB,2 an unterschiedlichen Renormierungsskalen.

mt = 178 GeV
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Abbildung 4.4: Vergleich von A
tt̄,B
FB,2 an unterschiedlichen Renormierungsskalen.

mt = 178 GeV .
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Abbildung 4.5: Vergleich von Att̄
FB(α2

s) an unterschiedlichen Renormierungsskalen
(mt = 178 GeV ). Die Renormierungsskalenabhängigkeit ist vernachlässigbar klein.
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Abbildung 4.6: Vergleich von Att̄
FB in unterschiedlichen Ordnungen von αs (µ =√

s, mt = 178 GeV ).
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Kapitel 5

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die Streuamplitude des Prozesses

e+e− → γ∗, Z∗ → QQ (5.1)

bis zur Ordnung α2
s in der QCD-Kopplungskonstanten berechnet. Diese Amplitu-

de ist in der niedrigsten Ordnung in den elektroschwachen Kopplungen durch die

γ∗QQ- und Z∗QQ-Vertexfunktionen bestimmt. Diese Vertexfunktionen können mit

Hilfe von zwei beziehungsweise vier dimensionslosen, CP -erhaltenden Formfaktoren

parametrisiert werden. Diese Formfaktoren waren bisher nur in der Ordnung αs be-

kannt und wurden zum Vergleich erneut bestimmt. Die exakten Beiträge in zweiter

Ordnung der QCD-Kopplung wurden hier erstmalig vollständig berechnet.

Die Berechnung der Formfaktoren der 2-Schleifen-Vertexfunktionen mit einer inter-

nen Masse erfolgte in dimensioneller Regularisierung in D = 4 − 2ε Dimensionen.

Die auftretenden 2-Schleifen-Integrale wurden mit Hilfe der Integration-by-Parts-

Identitäten, der Lorentz-Invarianz-Identitäten und des darauf aufbauenden Laporta-

Algorithmus gelöst. Für die Renormierung der Ultraviolett-Divergenzen wurde ein

Hybrid-Renormierungsschema benutzt: die Renormierung der starken Kopplung und

der Gluon-Wellenfunktion erfolgte im MS-Schema, die Renormierung der Quarkmas-

se und der Quark-Wellenfunktion im on-shell-Schema.

Nach Renormierung der UV -Divergenzen enthalten die Formfaktoren noch IR-

Divergenzen. Diese äußern sich als Pole in ε, dem Parameter der dimensionellen

Regularisierung.

In der O(α2
s) tragen 2 Arten von Amplituden zur Vertexfunktion bei, in deren Be-

rechnung unterschiedliche Vorschriften für die Matrix γ5 in D Dimensionen verwen-

det wurden: die nicht-anomalen und die anomalen Amplituden. In der Berechnung

der nicht-anomalen Amplituden wurde ein γ5 verwendet, welches mit den γµ an-

tikommutiert und für das γ2
5 = 1 gilt. Für die anomalen Amplituden, welche ge-
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schlossene Quark-Schleifen beinhalten, wurde die Ersetzung γµγ5 → i
6
εµαβγγ

αγβγγ

verwendet.

Die Konsistenz der Resultate wurde mit Hilfe der Ward-Identität zum Axialvektor-

strom überprüft. Aufgrund der anomalen Amplituden tritt in der Ward-Identität die

Adler-Bell-Jackiw-Anomalie auf. Die Verwendung eines nicht-antikommutierenden

γ5 in der Berechnung der anomalen Amplituden erforderte neben der Renormierung

der UV -Divergenzen eine zusätzliche Renormierung dieser Beiträge, die die Eigen-

schaften eines anti-kommutierenden γ5 in 4 Dimensionen wiederherstellt.

Die Überprüfung der Ward-Identität erforderte zusätzlich die Berechnung der Ver-

texfunktion zum pseudoskalaren Strom auf 2-Schleifen-Niveau sowie die Berechnung

der mit der Adler-Bell-Jackiw-Anomalie assoziierten Vertexfunktion des pseudoska-

laren Gluon-Operators Gµν G̃µν . Der renormierte Formfaktor zum pseudoskalaren

Strom findet über den Test der Ward-Identität hinhaus weitere Anwendungen, zum

Beispiel in der differentiellen Beschreibung der Ankopplung eines pseudoskalaren

Higgs-Bosons an ein schweres Quark-Antiquark-Paar.

Weiterhin wurden die Formfaktoren in den physikalisch interessanten Grenzfällen
m2

s
→ 0 und s ≈ 4m2 ausgewertet (s ist die Schwerpunktsenergie und m die Masse

des schweren Quarks Q).

In der asymptotischen Entwicklung (s → ∞) zeigen die Formfaktoren das erwartete

Verhalten: die Axialvektor-Formfaktoren und die Vektor-Formfaktoren werden auf-

grund der Helizitätserhaltung an den Eichboson-Vertizes identisch zueinander.

Die Ergebnisse für die Schwellen-Entwicklung (s = 4m2) konnten mit Resultaten

aus der Literatur verglichen werden und es wurde Übereinstimmung gefunden.

Die Kenntnis der Amplitude des Prozesses (5.1) ist ein wichtiger Baustein zur

vollständigen differentiellen Beschreibung der Produktion eines schweren QQ-Paares

(Q = c, b, t) in der Reaktion

e+e− → γ∗, Z∗ → QQ + X (5.2)

zur Ordnung α2
s. Er wird zur Berechnung von physikalischen Observablen, zum Bei-

spiel Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrien, benötigt.

Hier wurde der 2-Parton-Beitrag zur Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie, definiert

bezüglich der Richtung des schweren Quarks, näher untersucht. Der 2-Parton-Bei-

trag zu AFB zeichnet sich dadurch aus, dass er bereits für sich alleine genommen

jeweils in erster und zweiter Ordnung der Störungsreihe infrarot-endlich ist. Nume-

risch wurde eine Auswertung für bottom-Quarks auf der Z-Resonanz und für top-

Quarks für Schwerpunktsenergien knapp oberhalb der top-Paarproduktionsschwelle

bis zu 500 GeV durchgeführt.
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Für bottom-Quarks auf der Z-Resonanz zeigt sich, daß die anomalen 2-Schleifen-

Amplituden einen nicht vernachlässigbaren Beitrag zur Vorwärts-Rückwärts-Asym-

metrie liefern. Der Beitrag der nicht-anomalen 2-Schleifen-Amplituden verschwindet

im Limes masseloser externer Quarks und ist somit auch für mb 6= 0 vernachlässig-

bar klein, da mb � mZ .

Im Hinblick auf die tt-Produktion an einem in der Diskussion befindlichen e+e−-

Linearbeschleuniger sind bei der Berechnung der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie

für top-Quarks auch die nicht-anomalen 2-Parton-Beiträge wichtig, da mt√
s

nicht mehr

vernachlässigbar ist. Im Gegensatz zu AFB für b-Quarks auf der Z-Resonanz lie-

fern die nicht-anomalen Amplituden den numerisch grössten Beitrag zum 2-Parton-

Beitrag der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie für t-Quarks. Der Anomalie-Beitrag

hingegen ist in diesem Fall vernachlässigbar klein.

Zur vollständigen Bestimmung der Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie in der Ordnung

α2
s müssen noch die 3- und 4-Parton-Beiträge für massive externe Quarks berechnet

werden.

Der hier berechnete 2-Parton-Beitrag zur Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie bezüg-

lich der Richtung des schweren Quarks ist auch auf die Berechnung von AFB bezüglich

der Thrust-Richtung anwendbar, da für 2-Teilchen-Endzustände auf Parton-Niveau

die Thrust-Richtung und die Richtung des schweren Quarks identisch sind. Dies

liefert also auch einen wichtigen Teil der vollständigen O(α2
s)-Korrektur für die

experimentell bevorzugte Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie bezüglich der Thrust-

Richtung.
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Anhang A

Amplituden und Propagatoren

Mit Hilfe der bekannten Feynman-Regeln (z.B. [Nac86, PS95]) erhält man die fol-

genden 2`-Amplituden in der Feynman-Eichung zugehörig zu den in Abbildung 3.4

gezeigten Feynman-Diagrammen (Jeder Propagator Ni, i = 1 . . . 21, wird bei seinem

erstmaligen Auftreten definiert.):

MA1
µ,Z = i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s C2

F

N1N2N3N2
4 N5

×
[

γρ(6k1+6 l1 + m)γν(6k1+6 l1+6 l2 + m)γν

(6k1+6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l1−6k2 + m)γρ

]

(A.1)

mit

N1 = l21,

N2 = l22,

N3 = (k1 + l1 + l2)
2 − m2,

N4 = (k1 + l1)
2 − m2,

N5 = (k2 − l1)
2 − m2;

MA2
µ,Z = i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s C2

F

N1N2N6N7N2
8

×
[

γρ(6k1−6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)

(− 6k2−6 l1 + m)γν(− 6k2−6 l1−6 l2 + m)γν(− 6k2−6 l1 + m)γρ

]

(A.2)

mit

N6 = (k2 + l1 + l2)
2 − m2,

N7 = (k1 − l1)
2 − m2,

N8 = (k2 + l1)
2 − m2;
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MB1
µ,Z = i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s (C2

F − 1
2
NCCF )

N1N2N3N4N5N9

×
[

γρ(6k1+6 l2 + m)γν

(6k1+6 l1+6 l2 + m)γρ(6k1+6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l1−6k2 + m)γν

]

(A.3)

mit

N9 = (k1 + l2)
2 − m2;

MB2
µ,Z = i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s (C2

F − 1
2
NCCF )

N1N2N6N7N8N10

×
[

γρ(6k1−6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)

(− 6k2−6 l1 + m)γν(− 6k2−6 l1−6 l2 + m)γρ(−6k2−6 l2 + m)γν

]

(A.4)

mit

N10 = (k2 + l2)
2 − m2;

MC1
µ,Z = i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s C2

F

N1N2N3N9N11N12

×
[

γρ(6k1+6 l2 + m)γν(6k1+6 l1+6 l2 + m)

(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l1+6 l1−6k2 + m)γν(6 l2−6k2 + m)γρ

]

(A.5)

mit

N11 = (k2 − l1 − l2)
2 − m2,

N12 = (k2 − l2)
2 − m2;

MC2
µ,Z = i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s (C2

F − 1
2
NCCF )

N1N2N3N4N11N12

×
[

γρ(6k1+6 l1 + m)γν(6k1+6 l1+6 l2 + m)

(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l1+6 l1−6k2 + m)γν(6 l2−6k2 + m)γρ

]

; (A.6)

ME1
µ,Z = − i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s

1
2
NCCF

N1N2N4N5N13N14

×
[

γσ(6k1−6 l2 + m)γν(6k1+6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l1−6k2 + m)γρ

]

×
[

(l2 − l1)
νgρσ − (l1 + 2l2)

ρgσν + (2l1 + l2)
σgνρ

]

(A.7)

mit

N13 = (k1 − l2)
2 − m2,
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N14 = (l1 + l2)
2;

ME2
µ,Z = − i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s

1
2
NCCF

N1N2N7N8N12N14

×
[

γσ(6k1−6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)(− 6k2−6 l1 + m)γν(6 l2−6k2 + m)γρ

]

×
[

(l1 + 2l2)
σgνρ + (l1 − l2)

νgρσ − (2l1 + l2)
ρgσν

]

; (A.8)

MD1
µ,Z = − i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s TF CF

N2
1 N2N4N5N14

×
[

γρ(6k1+6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)

(6 l1−6k2 + m)γνγρ 6 l2γν(6 l1+6 l2)
]

; (A.9)

MD2
µ,Z = i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s

1
2
NCCF

N2
1 N2N4N5N14

×
[

γσ(6k1+6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l1−6k2 + m)γν
]

×
[

(l2 − l1)
κgτσ − (l1 + 2l2)

σgκτ + (2l1 + l2)
τgσκ

]

×
[

(l2 − l1)κgτν − (l1 + 2l2)νgκτ + (2l1 + l2)τgνκ

]

; (A.10)

MD3
µ,Z = − i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s NCCF

N2
1 N2N4N5N14

×
[

(6 l1+6 l2)( 6k1+6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l1−6k2 + m) 6 l2
]

; (A.11)

MD4
µ,Z = − i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s TF CF

N2
1 N4N5N15N16

×
[

γρ(6k1+6 l1 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)

(6 l1−6k2 + m)γνγρ(6 l2 + m)γν(6 l1+6 l2 + m)
]

(A.12)

mit

N15 = l22 − m2,

N16 = (l1 + l2)
2 − m2.

Abbildung 3.5 zeigt die Counterterme welche die in den 2`-Amplituden enthaltenen

UV -Divergenzen kürzen. Bei den Countertermen handelt es sich im Wesentlichen

um 1`-Amplituden. Der Schleifenimpuls wird l2 genannt, so daß die gleichen Pro-

pagatoren wie in den 2`-Amplituden verwendet werden können. Die auftretenden
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1-Schleifenintegrale werden ihrerseits aus den zughörigen 2-Schleifenintegralen be-

rechnet (vgl. hierzu Anhang B). Man erhält:

MX1
µ,Z =

∫
dDl2
(2π)D

4 π αs CF

N2N2
9 N12

×
[

γρ(6k1+6 l2 + m)(δ
(1`),OS
2 (6k1+6 l2) − δOS

m )

(6k1+6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l2−6k2 + m)γρ

]

, (A.13)

MX2
µ,Z =

∫
dDl2
(2π)D

4 π αs CF

N2N9N2
12

×
[

γρ(6k1+6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)

(6 l2−6k2 + m)(δ
(1`),OS
2 (6 l2−6k2) − δOS

m )( 6 l2−6k2 + m)γρ

]

, (A.14)

MX3
µ,Z = ΓX4

µ = −
∫

dDl2
(2π)D

4 π αs CF

N2N9N12

× δ1F

×
[

γρ(6k1+6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l2−6k2 + m)γρ

]

, (A.15)

MX5
µ,Z =

∫
dDl2
(2π)D

4 π αs CF

N2
2 N9N12

× δMS
3

×
[

γρ(6k1+6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l2−6k2 + m)γρ N2

+ 6 l2(6k1+6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l2−6k2 + m) 6 l2
]

, (A.16)

MX6
µ,Z = −

∫
dDl2
(2π)D

4 π αs CF

N2N9N12

× δ
(1`),OS
2

×
[

γρ(6k1+6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l2−6k2 + m)γρ

]

. (A.17)

Der Countertermbeitrag X7 beinhaltet kein Schleifen-Integral:

MX7
µ,Z = −i (δ

(1`),OS
2 + δ

(2`),OS
2 ) (vZ

Qγµ + aZ
Qγµγ5). (A.18)

Die Feynman-Amplitude des 1`-Beitrages aus Abbildung 2.3 lautet:

M
(1`)
µ,Z = −

∫
dDl2
(2π)D

4 π αs CF

N2N9N12

×
[

γρ(6k1+6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)( 6 l2−6k2 + m)γρ

]

. (A.19)

Analog zu den Countertermen wurde der Schleifenimpuls l2 genannt und es wurden

die bereits definierten Propagatoren benutzt.
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Die renormierte Vertexfunktion zur Ordnung αs erhält man durch die Summe aus

(A.19) und dem 1`-Anteil aus (A.18):

Γ
(1`)
µ,Z = M

(1`)
µ,Z − i δ

(1`),OS
2 (vZ

Qγµ + aZ
Qγµγ5). (A.20)

Zur O(α2
s) folgt die renormierte Vertexfunktion des Typs A aus (A.1)-(A.18):

Γ
(2`,A)
µ,Z =

∑

i

M i
µ,Z + NL MD1

µ,Z − i δ
(2`),OS
2 (vZ

Qγµ + aZ
Qγµγ5) (A.21)

mit i = Aj, Bj, Cj, Ej, Dk, Xl wobei j = 1, 2, k = 2, 3, 4 und l = 1 · · · 6.
Die pseudoskalaren Vertexfunktionen Λ̃

(1`)
5 und Λ̃

(2`,A)
5 folgen wie in Abschnitt 3.1.1

beschrieben aus (A.20) und (A.21) durch Anpassen des Z-Q-Q-Vertex in (A.20)

und (A.21):

−i(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5) → γ5.

Die Amplituden zu den Diagrammen aus Abbildung 3.6 folgen in (A.22)-(A.25). Es

werden 4 verschiedene Massenkombinationen für mI und mA betrachtet. Die Summe

der beiden Anomaliediagramme wird mit M ano,mImA

µ,Z bezeichnet. Die Notation ist wie

folgt:

mI = m, mA = m →M ano,mm
µ,Z ,

mI = 0, mA = m →M ano,om
µ,Z ,

mI = m, mA = 0 →M ano,mo
µ,Z ,

mI = 0, mA = 0 →M ano,oo
µ,Z .

Aus den Feynmanregeln folgt für Mano,mm
µ,Z :

Mano,mm
µ,Z = −i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s TF CF

N2N3N4N11N13N17

γρ(6k1−6 l2 + m)γν

×
{

Tr
[

γρ(6k1+6 l1+6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)(6 l1+6 l2− 6k2 + m)γν( 6k1+6 l1 + m)
]

+Tr
[

γρ(6k1+6 l1 − m)γν(6k2−6 l1−6 l2 + m)(vZ
Qγµ + aZ

Qγµγ5)(6k1+6 l1+6 l2 − m)
]}

mit

N17 = (k1 + k2 − l2)
2;
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Betrachtet man nun zum Beispiel die zweite Fermionspur, schiebt die
�

= C C−1

ein und benutzt C−1γµC = −γT
µ und C−1γµγ5C = (γµγ5)

T so erhält man:

Mano,mm
µ,Z = −i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s TF CF

N2N3N4N11N13N17

γρ(6k1−6 l2 + m)γν

× 2 aZ
Q Tr

[

γρ(6k1+6 l1+6 l2 + m)γµγ5(6 l1+6 l2− 6k2 + m)γν(6k1+6 l1 + m)
]

(A.22)

Wie aus dem Furry-Theorem bereits erwartet hebt sich der Vektoranteil der bei-

den Dreieckspuren raus. Die beiden Axialvektoranteile ergeben identische Resultate.

Die Anomaliediagramme liefern also nur einen Beitrag zu den Axialvektorformfak-

toren G1 und G2. Die verbleibenden 3 Massenkombinationen erhält man bequem

aus (A.22):

Mano,om
µ,Z = −i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s TF CF

N2N13N17N18N19N20

γρ(6k1−6 l2 + m)γν

× 2 aZ
Q Tr

[

γρ(6k1+6 l1+6 l2)γµγ5(6 l1+6 l2− 6k2)γν(6k1+6 l1)
]

(A.23)

mit

N18 = (k1 + l1)
2,

N19 = (k2 − l1 − l2)
2,

N20 = (k1 + l1 + l2)
2;

Mano,mo
µ,Z = −i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s TF CF

N2N3N4N11N17N21

γρ(6k1−6 l2)γν

× 2 aZ
Q Tr

[

γρ(6k1+6 l1+6 l2 + m)γµγ5(6 l1+6 l2− 6k2 + m)γν(6k1+6 l1 + m)
]

(A.24)

mit

N21 = (k1 − l2)
2;

Mano,om
µ,Z = −i

∫
dDl1 dDl2
(2π)2D

16 π2 α2
s TF CF

N2N17N18N19N20N21

γρ(6k1−6 l2)γν

× 2aZ
Q Tr

[

γρ(6k1+6 l1+6 l2)γµγ5(6 l1+6 l2− 6k2)γν(6k1+6 l1)
]

. (A.25)

Die Typ-B-Countertermamplituden aus Abb. 3.7 lauten:

MXJ

µ,Z = − i aZ
Q δJ γµγ5, (A.26)

MXla
µ,Z = − i aZ

Q δ5 γµγ5. (A.27)
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Die Addition der Amplituden (A.22)-(A.25) mit den Countertermen (A.26) und

(A.27) ergeben die Typ-B-Beiträge aus der Ward-Identität (3.17):

Γ
(2`,B),mI ,mA

µ,Z = Mano,mI ,mA

µ,Z − i aZ
Q (δJ + δ5) γµγ5. (A.28)

Jede der 4 Massenkombinationen wird gleich renormiert und erfüllt eine anomale

Ward-Identität für sich alleine. Den benötigten Axialvektorbeitrag Λ̃
(B),mImA

µ5 erhält

man wiederum aus Γ
(B),mImA

µ,Z (−iaZ
Q → 1).

Zum Beweis der Ward-Identitäten benötigt man wiederum die pseudoskalaren Typ-

B-Amplituden. Diese ergeben sich wie die Typ-A-Beiträge durch Anpassen der Axial-

vektor-Kopplung an die pseudoskalare Kopplung:

Λ̃
(2`,B),mI ,mA

5 = Mano,mImA

µ,Z (−iaZ
Qγµγ5 → γ5), (A.29)

wobei die pseudosklaren Typ-B-Beiträge nicht renormiert werden. Weiterhin sind

Λ̃
(2`,B),om
5 = Λ̃

(2`,B),oo
5 = 0 da für masselose interne Quarks bereits die Spur über das

Quarkdreieck verschwindet.

Schlussendlich benötigt man zum Beweis von (3.17) für alle 4 Massenkombinationen

den Anomalieterm FR für ein externes massives und für ein externes masseloses

Quark. Hier wird nur die Amplitude MF,m für ein schweres auslaufendes Quark

gegeben (MF,o = MF,m(m → 0)):

MF,m = i

∫
dDl2
(2π)D

32 π αs CF

N2N13N14

[

γµ(6k1−6 l2 + m)γν qρ lσ2 ερσνµ

]

. (A.30)

Der zugehörige Counterterm aus Abbildung 3.8 lautet:

MXF = iδF qµγµγ5. (A.31)

Der renormierte Anomaliebeitrag F m
R folgt aus der Summe von (A.30) und (A.31):

Fm
R = MF,m + iδF qµγµγ5. (A.32)
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Anhang B

Normierung der

Schleifen-Integrale

Die auftretenden 2-Schleifenintegrale werden auf einen gemeinsamen Satz von Mas-

ter-Integralen zurück geführt. Die Master-Integrale sind bekannt [BMR03, BMR04].

Hier folgt eine kurze Bemerkung zur verwendeten Normierung der Schleifen-In-

tegrale.

Betrachte zunächst ein einfaches massives 1-Schleifen-Integral (im folgenden Tad-

pole genannt) in 4 Dimensionen. Der masselose Tadpole - hier tritt keine Masse

im Propagator auf - ist identisch null. Zusammen mit dem Tadpole tritt in der

Feynman-Amplitude immer ein g2
s,0 auf. Die Kopplungskonstante sei hier vorerst die

nackte unrenormierte Kopplung und trägt zur Verdeutlichung einen Index
”
0“:

T = g2
s,0

∫
d4l

(2π)4

1

l2 − m2
. (B.1)

Die Massendimension des Tadpoles ist [T ] = 2. Wie bereits erwähnt erfolgt die Be-

rechnung der Feynman-Amplitude (und somit auch die Berechnung der Schleifen-

Integrale, beziehungsweise die Reduktion auf Master-Integrale) in dimensioneller

Regularisierung. Macht man den Übergang von 4 → D Dimensionen, so ist die Kopp-

lungskonstante in D Dimensionen nicht mehr dimensionslos. Genauso ändert sich

auch die Massendimension des Integrationsmaßes. Die Änderung der Massendimen-

sion der Kopplungskonstante und des Integrationmaßes kann durch die Einführung

einer frei wählbaren Massenskala µ0 kompensiert werden. Man erhält:

T = g2
s,0 µ

(D−4)
0 µ

(4−D)
0

︸ ︷︷ ︸

1

dDl

(2π4)

1

l2 − m2
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Anschließend folgt eine Umdefinition der Kopplungskonstante:

g2
s,0 → g̃2

s,0 = g2
s,0 µ

(D−4)
0 ,

wobei die
”
˜“ im weiteren Verlauf wieder vernachlässigt wird. Somit ist g2

s,0 dimen-

sionlos in D Dimensionen. Der Faktor µ
(4−D)
0 kompensiert die geänderte Massendi-

mension des Integrationsmaßes, so dass die Massendimension des gesamten Tadpoles

([T ] = 2) in D Dimensionen unverändert bleibt.

Die Berechnung des Tadpoles liefert:

T = −i g2
s,0

(
m2

µ2
0

) (D−4)
2 4

(4π)
D
2

Γ (3 − D/2)
m2

(D − 2)(D − 4)
︸ ︷︷ ︸

TB

.

Benutzt man αs,0 =
g2

s,0

4π
und Gleichung (3.23) (C(D) = C

(

ε = (4−D)
2

)

), so folgt

T = −i
αs,0

π

(
m2

µ2
0

) (D−4)
2

C(D) TB, (B.2)

wobei TB das Resultat für den Tadpole aus [BMR04] ist. Beachte, dass in [BMR04]

eine euklidische Metrik verwendet wird. Dies erklärt den Faktor (−i) in (B.2). Die

Schleifenintegrale (und somit auch die Master-Integrale) in [BMR04] wurden mit

einem Integrationsmaß berechnet, in dem der Faktor

(
m2

µ2
0

) (D−4)
2

C(D)

ausgeklammert ist. Weiterhin ist das Integrationsmaß in [BMR03, BMR04] so ge-

wählt, dass die Entwicklung der Formfaktoren in αs

π
erfolgt. Dies muss man beachten,

wenn man die Master-Integrale aus [BMR03, BMR04] verwendet. Aus diesem Grun-

de bietet es sich an, wie in dieser Arbeit geschehen, je Schleifenintegral den Faktor

[ (m2/µ2)(D−4)/2 C(D) ] aus den Formfaktoren auszuklammern.

Die Renormierung der Kopplung erfolgt wie in Gleichung (3.20) beschrieben. Ebenso

wie für die nackte Kopplung führt man für die renormierte Kopplung eine Massens-

kala µ ein, die dafür Sorge trägt, dass auch die renormierte Kopplung dimensions-

los in D Dimensionen ist. Somit tritt in Zusammenhang mit der dimensionslosen

Kopplungskonstanten der Faktor µ(4−D) auf, der (wie oben bereits beschrieben) die
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geänderte Massendimension des Integrationsmaßes kompensiert. Man erhält:

g2
s,0 µ

(4−D)
0 =

(

ZMS
g

)2

g2
s µ(4−D). (B.3)
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Anhang C

Resultate

C.1 Die analytisch fortgesetzten Formfaktoren

C.1.1 Typ-A-Beiträge

Die Koeffizienten a
(2`)
i , b

(2`)
j , c

(2`)
i , d

(2`)
j und e

(2`)
i (i = 1 . . . 12, j = 1 . . . 8) zum pseu-

doskalaren Formfaktor A(2`,A) und zu den Vektor- und Axialvektor-Formfaktoren

F
(2`)
1 , F

(2`)
2 , G

(2`,A)
1 und G

(2`,A)
2 werden im folgenden angegeben. Die Definition der

Koeffizienten sowie die Zerlegung in Real- und Imaginärteil sind in Kapitel 3 be-

schrieben.

Für den Formfaktor F
(2`)
1 erhält man folgende Real- und Imaginärteile:

Rea
(2`)
1 = − 4

11
Rea

(2`)
3 = −3

5
Rea

(2`)
5 = +

(y2 + 1)H(0; y)

3
− y−y+

3
,

Ima
(2`)
1 = − 4

11
Ima

(2`)
3 = −3

5
Ima

(2`)
5 = +

y2

3
+

1

3
,

Rea
(2`)
2 =Rea

(2`)
6 = 0,

Ima
(2`)
2 =Ima

(2`)
6 = 0,

Rea
(2`)
4 = + (y2 + 1)2H(0, 0; y)/[y−y+] − (y2 + 1)H(0; y)

+ (y4 − 6ζ2y
4 − 12ζ2y

2 − 2y2 + 1 − 6ζ2)/[2y−y+],

Ima
(2`)
4 = + (y2 + 1)2H(0; y)/[y−y+] − y2 − 1,

Rea
(2`)
7 = − (y2 + 1)H(−1, 0; y) + 2y2H(0, 0; y)

+ (y2 + 1)(67y2 + 162ζ2y
2 − 67 + 18ζ2)H(0, y)/[36y−y+]

+ (y2 + 1)2H(0,−1, 0; y)/[y−y+] − (y2 + 1)2H(0, 1, 0; y)/[y−y+]

− 2y2(y2 + 1)H(0, 0, 0; y)/[y−y+] + (y2 + 1)H(1, 0; y)
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+ (−162ζ2y
4 − 18ζ3y

4 − 49y4 + 144ζ2y
2 − 36ζ3y

2 + 98y2

− 49 − 18ζ3 + 18ζ2)/[36y−y+],

Ima
(2`)
7 = − (y2 + 1)2H(0, 1; y)/[y−y+] − 2y2(y2 + 1)H(0, 0; y)/[y−y+]

− (y2 + 1)H(−1; y) + (y2 + 1)H(1; y) + (y2 + 1)2H(0,−1; y)/[y−y+]

+ 2H(0; y)y2 + (y2 + 1)(67y2 + 18ζ2y
2 − 67 + 18ζ2)/[36y−y+],

Rea
(2`)
8 = − 12ζ2(y

2 + 1)2H(1, y)/[y−y+] − 2(y2 + 1)H(1, 0; y)

− (20ζ2y
4 + 7y4 − 6y3 + 40ζ2y

2 + 6y + 20ζ2 − 7)H(0; y)/[2y−y+]

+ 4(y2 + 1)2H(1, 0, 0; y)/[y−y+] + 2(y2 + 1)2H(0, 1, 0; y)/[y−y+]

+ 3(y2 + 1)2H(0, 0, 0; y)/[y−y+] + 2(y − 2)(y2 + 1)H(0, 0, y)/[y+]

+ (−5ζ2y
3 + 2y3 + 13ζ2y

2 + 2y2 − 5ζ2y − 2y − 2 + 13ζ2)/[y+],

Ima
(2`)
8 = + 2(y2 + 1)2H(0, 1; y)/[y−y+] − 2(y2 + 1)H(1; y)

+ 3(y2 + 1)2H(0, 0; y)/[y−y+] + 2(y − 2)(y2 + 1)H(0; y)/[y+]

+ 4(y2 + 1)2H(1, 0; y)/[y−y+] + (−7y4 − 8ζ2y
4 + 6y3

− 16ζ2y
2 − 6y + 7 − 8ζ2)/[2y−y+],

Rea
(2`)
9 = + 16ζ2(y

2 + 1)H(1, y)/3 − (19y2 − 18y + 19)H(0, 0; y)/9

+ (72ζ2y
2 − 209y2 + 306y + 72ζ2 − 209)H(0; y)/54

− 4(y2 + 1)H(1, 0, 0; y)/3 − 4(y2 + 1)H(0, 1, 0; y)/3

− 2(y2 + 1)H(0, 0, 0; y)/3 − 2(19y2 − 18y + 19)H(1, 0; y)/9

− 8(y2 + 1)H(1, 1, 0; y)/3 + 106y2/27 + 88ζ2y
2/9 + 4ζ3y

2/3

− 8ζ2y − 106/27 + 4ζ3/3 + 64ζ2/9,

Ima
(2`)
9 = − 4(y2 + 1)H(0, 1; y)/3 − 8(y2 + 1)H(1, 1; y)/3 − 2(y2 + 1)H(0, 0; y)/3

− 2(19y2 − 18y + 19)H(1; y)/9 − (19y2 − 18y + 19)H(0; y)/9

− 4(y2 + 1)H(1, 0; y)/3 − 209y2/54 + 17y/3 − 209/54,

Rea
(2`)
10 = + H(0, 0; y)y+(19y4 − 10y3 − 34y2 − 10y + 19)/[9y3

−]

+ (72ζ2y
4 − 265y4 − 144ζ2y

3 + 176y3 + 370y2 − 288ζ2y
2

− 144ζ2y + 176y + 72ζ2 − 265)H(0; y)/[54y2
−]

− 2(y4 − 2y3 − 4y2 − 2y + 1)H(0, 0, 0; y)/[3y2
−]

− y+(198ζ2y
2 − 383y2 + 790y − 504ζ2y − 383 + 198ζ2)/[27y−],

Ima
(2`)
10 = − 2(y4 − 2y3 − 4y2 − 2y + 1)H(0, 0, y)/[3y2

−]

+ H(0; y)y+(19y4 − 10y3 − 34y2 − 10y + 19)/[9y3
−]

+ (−265y4 + 176y3 + 370y2 + 176y − 265)/[54y2
−],

Rea
(2`)
11 = + H(0, 1; y)(35y6 + 48y5 + 131y4 + 168y3 + 85y2 + 48y − 11)ζ2/[y

2
−y2

+]

+ 4(y2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; y)/[y−y+] − 6(y2 + 1)H(1,−1, 0; y)

+ (2ζ2y
5 + 3y5 − y4 + 38ζ2y

4 + 52ζ2y
3 − 2y3 + 92ζ2y

2 − 2y2 − y
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+ 18ζ2y + 22ζ2 + 3)H(−1, 0, y)/[y2
−y+] + 2(y2 + 1)H(−1,−1, 0; y)

− (11ζ2y
4 − 2ζ3y

4 + 6ζ2y
3 − 4ζ3y

2 − 36ζ2y
2 + 6ζ2y − 2ζ3

+ 37ζ2)H(−1; y)/[y−y+] − 6(y2 + 1)H(−1, 1, 0; y)

− 8y(y2 + 1)H(0,−1, 0; y)/[y−] + 52(y2 + 1)H(1, 1, 0; y)/3

− ζ2(7y
5 + 11y4 + 20y3 − 32y2 + 37y − 19)H(0,−1; y)/[y2

−y+]

− (149ζ2y
4 + 6ζ3y

4 + 198ζ2y
3 + 12ζ3y

2 + 288ζ2y
2 + 198ζ2y − 77ζ2

+ 6ζ3)H(1; y)/[3y−y+] − 2(y2 + 3)(y2 + 1)H(1, 0, 0, 0; y)/[y−y+]

+ H(0, 0; y)(1332ζ2y
6 − 217y6 + 36ζ2y

5 − 270y5 + 540ζ2y
4

+ 739y4 + 792ζ2y
3 + 180y3 − 828ζ2y

2 − 755y2 + 36ζ2y

+ 90y + 233 − 36ζ2)/[36y
2
−y2

+]

− H(0; y)(8568ζ2y
6 + 1620ζ3y

6 − 2545y6 + 3888ζ3y
5 + 792ζ2

+ 21816ζ2y
5 + 3798y5 + 2545y4 + 10260ζ3y

4 + 19944ζ2y
4

+ 18576ζ2y
3 + 15552y3ζ3 − 7596y3 + 10044ζ3y

2 + 2545y2 − 2545

+ 2664ζ2y
2 + 3888ζ3y + 3798y + 1944ζ2y + 1404ζ3)/[216y

2
−y2

+]

+ (54ζ2y
4 + 31y4 − 27y3 + 180ζ2y

2 + 27y − 31 + 126ζ2)

H(1, 0; y)/[9y−y+] + 2(2y3 − y2 − 5y + 6)H(−1, 0, 0, y)/[y−]

+ (7975 + 1701ζ2
2 − 1890ζ2

2y + 4725ζ2
2y

2 − 3240ζ2 ln2 −1890ζ2
2y

5

− 13257ζ2
2y

6 − 10233ζ2
2y

4 − 23652ζ2
2y

3 − 6480ζ2 ln2 y

+ 3240ζ2 ln2 y6 + 6480ζ2 ln2 y5 − 3240ζ2 ln2 y2 + 3240ζ2 ln2 y4

− 10380ζ2 − 6030ζ3 − 16200ζ3y + 53400ζ2y
2 − 47580ζ2y

4

− 3780ζ2y
5 − 7560ζ2y

3 + 4560ζ2y
6 + 11340ζ2y − 7975y6

+ 25470ζ3y
4 − 23925y2 + 450ζ3y

6 + 16200ζ3y
5 + 23925y4

− 19890ζ3y
2)/[540y2

−y2
+] + 4(y2 + 1)2H(1, 0,−1, 0; y)/[y−y+]

− 4(y2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; y)/[y−y+] − 10(y2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; y)/[y−y+]

+ (53y4 + 81y3 + 132y2 + 81y − 17)H(1, 0, 0; y)/[3y−y+]

+ 2(y5 + 2y4 + 3y3 − 5y2 + 6y − 3)H(0,−1, 0, 0; y)/[y2
−y+]

+ 6(y2 + 1)2H(0, 1,−1, 0; y)/[y−y+] − 2(y2 + 1)2H(0,−1,−1, 0; y)/[y−y+]

− H(0, 0, 0, 0; y)(12y5 − y4 + 2y3 − 10y − 1)y/[y2
−y2

+]

+ 2(7y5 − 7y4 + 12y3 − 4y2 + y − 1)H(0, 0,−1, 0; y)/[y2
−y+]

− 4(y2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; y)/[y−y+] + 6(y2 + 1)2H(0,−1, 1, 0; y)/[y−y+]

− 2(y5 + 9y4 + 14y3 + 22y2 + 5y + 5)H(−1, 0, 0, 0; y)/[y2
−y+]

− 2H(0, 0, 1, 0; y)(11y6 − 3y5 + y4 + 2y3 − 11y2 − 3y − 1)/[y2
−y2

+]

− 2H(0, 1, 0, 0; y)(7y6 + 9y5 + 25y4 + 28y3 + 17y2 + 9y − 1)/[y2
−y2

+]

+ 2(34y4 + 9y3 − 9y2 + 9y − 1)H(0, 1, 0; y)/[3y−y+]
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+ H(0, 0, 0; y)(89y6 + 282y5 + 307y4 + 258y3

+ 37y2 + 48y + 11)/[6y2
−y2

+],

Ima
(2`)
11 = + 6(y2 + 1)2H(0, 1,−1; y)/[y−y+] − 6(y2 + 1)H(−1, 1; y)

+ 4(y2 + 1)2H(1, 0,−1; y)/[y−y+] − 4(y2 + 1)2H(−1, 0,−1; y)/[y−y+]

− 2(y2 + 1)2H(0,−1,−1; y)/[y−y+] − 6(y2 + 1)H(1,−1; y)

− 2H(0, 0, 1; y)(11y6 − 3y5 + y4 + 2y3 − 11y2 − 3y − 1)/[y2
−y2

+]

− 2(y5 + 9y4 + 14y3 + 22y2 + 5y + 5)H(−1, 0, 0; y)/[y2
−y+]

+ 2(34y4 + 9y3 − 9y2 + 9y − 1)H(0, 1; y)/[3y−y+]

− (−3y4 + 2ζ2y
4 − 2y3 + 4ζ2y

2 + 2y + 3 + 2ζ2)H(−1; y)/[y−y+]

+ 2(2y3 − y2 − 5y + 6)H(−1, 0; y)/[y−] − 8y(y2 + 1)H(0,−1; y)/[y−]

+ (18ζ2y
4 + 31y4 − 27y3 + 36ζ2y

2 + 27y + 18ζ2 − 31)H(1; y)/[9y−y+]

+ H(0; y)(−217y6 + 468ζ2y
6 + 108ζ2y

5 − 270y5 + 396ζ2y
4 + 233

+ 739y4 + 180y3 + 792ζ2y
3 − 755y2 − 108ζ2y

2 + 90y + 108ζ2y

− 36ζ2)/[36y
2
−y2

+] + 4(y2 + 1)2H(−1, 0, 1; y)/[y−y+]

+ 2(y5 + 2y4 + 3y3 − 5y2 + 6y − 3)H(0,−1, 0; y)/[y2
−y+]

− 2(y2 + 3)(y2 + 1)H(1, 0, 0; y)/[y−y+] + 52(y2 + 1)H(1, 1; y)/3

− 2H(0, 1, 0; y)(7y6 + 9y5 + 25y4 + 28y3 + 17y2 + 9y − 1)/[y2
−y2

+]

+ 6(y2 + 1)2H(0,−1, 1; y)/[y−y+] + 2(y2 + 1)H(−1,−1; y)

− H(0, 0, 0; y)(12y5 − y4 + 2y3 − 10y − 1)y/[y2
−y2

+]

+ (53y4 + 81y3 + 132y2 + 81y − 17)H(1, 0; y)/[3y−y+]

+ (2545y5 − 2160ζ2y
5 − 1620ζ3y

5 + 648ζ2y
4 − 6343y4 − 1404ζ3

− 2268ζ3y
4 − 7992y3ζ3 + 1512ζ2y

3 + 3798y3 − 6343y + 2545

− 7560ζ3y
2 − 1512ζ2y

2 + 3798y2 − 2484ζ3y + 1512ζ2y)/[216y2
−y+]

+ 2(7y5 − 7y4 + 12y3 − 4y2 + y − 1)H(0, 0,−1; y)/[y2
−y+]

+ H(0, 0; y)(89y6 + 282y5 + 307y4 + 258y3 + 37y2 + 48y + 11)/[6y2
−y2

+]

− 4(y2 + 1)2H(1, 0, 1; y)/[y−y+] − 10(y2 + 1)2H(0, 1, 1; y)/[y−y+],

Rea
(2`)
12 = + 12(y2 + 1)2H(1, 0, 0, 0; y)/[y−y+] − 8(y2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; y)/[y−y+]

− 8(y5 + 4y3 + 2y − 1)H(−1, 0, 0, 0, y)/[y2
−y+]

+ 2H(0, 0, 1, 0; y)(11y6 + 6y5 + 33y4 + 48y3 + 23y2 + 6y + 1)/[y2
−y2

+]

− 2(5y5 + y4 − 5y3 − 10y2 − 6y + 5)H(0, 0, 0; y)/[y2
−y+]

− (80ζ2y
4 − 55y4 − 2y3 + 160ζ2y

2 + 2y + 80ζ2 + 55)H(1, 0; y)/[2y−y+]

+ (−115 − 136ζ2
2 − 86ζ2

2y − 322ζ2
2y

2 + 120ζ2 ln2 −86ζ2
2y

5 + 196ζ2
2y

6

+ 10ζ2
2y

4 + 304ζ2
2y

3 + 240ζ2 ln2 y − 120ζ2 ln2 y6 − 240ζ2 ln2 y5

+ 120ζ2 ln2 y2 − 120ζ2 ln2 y4 + 320ζ2 + 110ζ3 − 220ζ3y − 40ζ2y
3
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+ 220ζ2y
2 + 1040ζ2y

4 − 120ζ2y
5 − 1580ζ2y

6 + 160ζ2y + 115y6

+ 130ζ3y
4 + 345y2 − 70ζ3y

6 + 220ζ3y
5 − 345y4

− 170ζ3y
2)/[10y2

−y2
+] + 16(y2 + 1)2H(1, 1, 0, 0; y)/[y−y+]

+ 2H(0, 1, 0, 0; y)(7y6 − 6y5 − 17y4 − 32y3 − 27y2 − 6y − 3)/[y2
−y2

+]

+ H(0, 0, 0, 0; y)(27y6 − 2y5 + 11y4 − 23y2 − 2y − 7)/[y2
−y2

+]

− 8H(0, 1; y)(4y6 − 6y5 − 17y4 − 24y3 − 25y2 − 6y − 4)ζ2/[y
2
−y2

+]

− 4(y2 + 1)H(1, 1, 0; y) − 48ζ2(y
2 + 1)2H(1, 1; y)/[y−y+]

+ 4(5ζ2y
5 − 4y5 − ζ2y

4 + 6y4 + 18ζ2y
3 − 2y3 − 2ζ2y

2

− 2y2 + 6y + 9ζ2y − 5ζ2 − 4)H(−1, 0, y)/[y2
−y+]

+ 2(−2ζ3y
4 + 24ζ2y

4 + 63ζ2y
3 − 4ζ3y

2 + 54ζ2y
2 + 63ζ2y − 2ζ3

+ 24ζ2)H(−1; y)/[y−y+] + 8(y2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; y)/[y−y+]

− 2(8y4 + 21y3 + 18y2 + 21y + 8)H(−1, 0, 0; y)/[y−y+]

− 4ζ2(7y
4 + 6y3 + 48y2 + 6y + 11)H(1; y)/[y−y+]

+ 4(y2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; y)/[y−y+] + 8(y2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; y)/[y−y+]

− H(0, 0; y)(272ζ2y
6 − 229y6 − 10y5 − 40ζ2y

5 + 72ζ2y
4 + 177y4

− 28y3 − 296ζ2y
2 − 3y2 + 38y − 40ζ2y − 96ζ2 + 55)/[4y2

−y2
+]

+ (104ζ2y
5 − 85y5 + 64ζ3y

5 − 160ζ3y
4 + 191y4 + 192ζ2y

4 − 85

− 488ζ2y
3 − 106y3 − 128y3ζ3 + 8ζ2y

2 − 106y2 + 248ζ2

− 128ζ3y
2 − 384ζ2y − 160ζ3y + 191y + 64ζ3)H(0; y)/[8y2

−y+]

+ 2(5y4 + 2y3 + 18y2 + 2y + 5)H(0,−1, 0; y)/[y−y+]

+ 2(3y4 − y3 + 20y2 − y + 5)H(1, 0, 0, y)/[y−y+]

+ 4(y4 + y3 + 11y2 + y + 1)H(0,−1, 0, 0, y)/[y2
−]

− 12ζ2(y
4 + y3 + 11y2 + y + 1)H(0,−1; y)/[y2

−]

− 2(8y4 + 25y3 + 32y2 + 25y + 6)H(0, 1, 0; y)/[y−y+]

− 4(3y5 − 3y4 + 6y3 + 2y2 − y + 1)H(0, 0,−1, 0; y)/[y2
−y+],

Ima
(2`)
12 = + 8(y2 + 1)2H(−1, 0,−1; y)/[y−y+] − 4(y2 + 1)H(1, 1; y)

− 4(3y5 − 3y4 + 6y3 + 2y2 − y + 1)H(0, 0,−1; y)/[y2
−y+]

+ 2H(0, 0, 1; y)(11y6 + 6y5 + 33y4 + 48y3 + 23y2 + 6y + 1)/[y2
−y2

+]

+ 8(y2 + 1)2H(1, 0, 1; y)/[y−y+] + 4(y2 + 1)2H(0, 1, 1; y)/[y−y+]

− 8(y2 + 1)2H(−1, 0, 1; y)/[y−y+] + 12(y2 + 1)2H(1, 0, 0; y)/[y−y+]

− 8(y5 + 4y3 + 2y − 1)H(−1, 0, 0, y)/[y2
−y+]

− 2(8y4 + 25y3 + 32y2 + 25y + 6)H(0, 1; y)/[y−y+]

− 2(8y4 + 21y3 + 18y2 + 21y + 8)H(−1, 0; y)/[y−y+]

+ 4(ζ2y
4 − 4y4 + 2y3 + 2ζ2y

2 − 2y + ζ2 + 4)H(−1; y)/[y−y+]
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− (32ζ2y
4 − 55y4 − 2y3 + 64ζ2y

2 + 2y + 32ζ2 + 55)H(1; y)/[2y−y+]

− 2(5y5 + y4 − 5y3 − 10y2 − 6y + 5)H(0, 0; y)/[y2
−y+]

− H(0; y)(56ζ2y
6 − 229y6 − 10y5 − 24ζ2y

5 + 177y4 − 16ζ2y
4

− 28y3 − 112ζ2y
2 − 3y2 − 24ζ2y + 38y − 40ζ2 + 55)/[4y2

−y2
+]

+ 4(y4 + y3 + 11y2 + y + 1)H(0,−1, 0, y)/[y2
−]

+ 2(5y4 + 2y3 + 18y2 + 2y + 5)H(0,−1; y)/[y−y+]

+ 2H(0, 1, 0; y)(7y6 − 6y5 − 17y4 − 32y3 − 27y2 − 6y − 3)/[y2
−y2

+]

+ H(0, 0, 0; y)(27y6 − 2y5 + 11y4 − 23y2 − 2y − 7)/[y2
−y2

+]

+ 2(3y4 − y3 + 20y2 − y + 5)H(1, 0, y)/[y−y+]

+ 16(y2 + 1)2H(1, 1, 0; y)/[y−y+]

+ (−85y5 − 56ζ2y
5 + 64ζ3y

5 − 160ζ3y
4 + 191y4 + 160ζ2y

4

− 128y3ζ3 − 106y3 − 328ζ2y
3 + 328ζ2y

2 − 128ζ3y
2 − 106y2

− 160ζ3y − 192ζ2y + 191y − 85 + 88ζ2 + 64ζ3)/[8y
2
−y+].

Die Koeffizienten des Formfaktors F
(2`)
2 lauten:

Reb
(2`)
1 =Reb

(2`)
2 = Reb

(2`)
3 = 0,

Imb
(2`)
1 =Imb

(2`)
2 = Imb

(2`)
3 = 0,

Reb
(2`)
4 = − 4(y2 + 1)yH(0, 0; y)/[y−y+] + 2H(0; y)y + 12ζ2y(y2 + 1)/[y−y+],

Imb
(2`)
4 = − 4(y2 + 1)H(0; y)y/[y−y+] + 2y,

Reb
(2`)
5 = + 4yH(0, 0; y)/3 + 50H(0; y)y/9 + 8H(1, 0; y)y/3 − 16ζ2y/3,

Imb
(2`)
5 = + 8H(1; y)y/3 + 4H(0; y)y/3 + 50y/9,

Reb
(2`)
6 = − 4y+(y2 + 20y + 1)yH(0, 0, y)/[3y3

−] − 48y3H(0, 0, 0; y)/[y4
−]

+ 2H(0; y)y(25y4 + 272y3 + 432ζ2y
2 − 594y2 + 272y + 25)/[9y4

−]

+ 4y+(6ζ2y
2 − 17y2 − 48ζ2y + 34y + 6ζ2 − 17)y/[3y3

−],

Imb
(2`)
6 = − 48y3H(0, 0; y)/[y4

−] + 2(25y2 + 322y + 25)y/[9y2
−]

− 4y+(y2 + 20y + 1)H(0, y)y/[3y3
−],

Reb
(2`)
7 = + 8y+(2y2 − y + 2)yH(−1, 0, 0; y)/[y3

−]

− 4y2(y2 + y + 1)(y2 − 4y + 1)H(0, 0, 0, 0; y)/[y2
+y4

−]

+ 48H(−1, 0, 0, 0; y)(3y2 + 8y + 3)y2/[y4
−]

+ 8y2(17y4 + 71y3 + 106y2 + 71y + 17)H(0, 1, 0, 0; y)/[y2
+y4

−]

− 48ζ2y
2(8y4 + 31y3 + 31y + 48y2 + 8)H(0, 1; y)/[y2

+y4
−]

− 12H(−1, 0; y)y(y4 + 24ζ2y
3 + 64ζ2y

2 − 2y2 + 24ζ2y + 1)/[y4
−]

− 24ζ2y+(2y2 − y + 2)yH(−1; y)/[y3
−]
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+ 12ζ2(5y
4 + 64y3 + 114y2 + 64y + 5)H(1; y)y/[y3

−y+]

+ (25y6 − 8y5 − 480ζ2y
2 − 265y4 + 239y2 + 1 − 60ζ2y

5 − 480ζ2y
4

− 792ζ2y
3 + 64y − 56y3 − 60ζ2y)yH(0, 0, y)/[3y2

+y4
−]

+ (18432y3ζ3 + 11664ζ3y
4 − 792ζ2y + 29952ζ2y

4 + 14040ζ2y
5

+ 11664ζ3y
2 + 2448ζ3y + 2448ζ3y

5 − 173 + 1368ζ2y
6

+ 4104ζ2y
2 + 173y4 + 670y + 25632ζ2y

3 + 670y5 − 173y6

− 1340y3 + 173y2)yH(0; y)/[18y2
+y4

−]

+ 48y2y+H(0,−1, 0; y)/[y3
−] − 8H(0,−1, 0, 0; y)(7y2 − 8y + 7)y2/[y4

−]

− 2(15y4 + 140y3 + 254y2 + 140y + 15)yH(1, 0, 0; y)/[y3
−y+]

+ 24H(0,−1; y)(7y2 − 8y + 7)ζ2y
2/[y4

−]

+ 8(y4 + 2y3 + 2y + 1)yH(0, 1, 0, y)/[y3
−y+]

− 96H(0, 0,−1, 0; y)y3/[y4
−] − 2(5y2 + 8y + 5)yH(1, 0; y)/[3y2

−]

− 2y2(356y2 + 91y + 382y3 + 176y4 + 19y5 + 8)H(0, 0, 0; y)/[y2
+y4

−]

− 8y2(7y4 + 2y3 − 6y2 + 2y + 7)H(0, 0, 1, 0; y)/[y2
+y4

−]

− (−45 − 522ζ2
2y − 3420ζ2

2y
2 − 360ζ2 ln2 −522ζ2

2y
5 − 3420ζ2

2y
4

− 6948ζ2
2y

3 + 360ζ2 ln2 y6 + 300ζ3y
6 − 40ζ2y

3 − 340ζ2y
6

+ 1080ζ2 ln2 y2 − 1080ζ2 ln2 y4 + 320ζ2 − 300ζ3 + 45y6

− 4860ζ3y + 6940ζ2y
2 − 6920ζ2y

4 − 3220ζ2y
5 + 135y2 − 135y4

+ 3260ζ2y + 8820ζ3y
4 + 4860ζ3y

5 − 8820ζ3y
2)y/[15y2

+y4
−],

Imb
(2`)
7 = − 96H(0, 0,−1; y)y3/[y4

−] + 8(y4 + 2y3 + 2y + 1)H(0, 1; y)y/[y3
−y+]

− 8y2(7y4 + 2y3 − 6y2 + 2y + 7)H(0, 0, 1; y)/[y2
+y4

−]

+ 48H(−1, 0, 0; y)(3y2 + 8y + 3)y2/[y4
−] − 12y2

+yH(−1; y)/[y2
−]

+ 8y+(2y2 − y + 2)yH(−1, 0, y)/[y3
−] − 2(5y2 + 8y + 5)H(1; y)y/[3y2

−]

− 2y2(356y2 + 91y + 382y3 + 176y4 + 19y5 + 8)H(0, 0; y)/[y2
+y4

−]

+ (−84ζ2y − 408ζ2y
4 − 265y4 − 56y3 − 84ζ2y

5 − 744ζ2y
3 + 1

− 408ζ2y
2 + 64y + 239y2 − 8y5 + 25y6)yH(0, y)/[3y2

+y4
−]

− 8H(0,−1, 0; y)(7y2 − 8y + 7)y2/[y4
−] + 48y2y+H(0,−1; y)/[y3

−]

+ 8y2(17y4 + 71y3 + 106y2 + 71y + 17)H(0, 1, 0; y)/[y2
+y4

−]

− 4y2(y2 + y + 1)(y2 − 4y + 1)H(0, 0, 0; y)/[y2
+y4

−]

− 2(15y4 + 140y3 + 254y2 + 140y + 15)yH(1, 0; y)/[y3
−y+]

− y(173y5 − 1368ζ2y
4 − 2448ζ3y

4 − 843y4 − 1080ζ2y
3 + 173

− 9216y3ζ3 + 670y3 − 9216ζ3y
2 + 670y2 + 1080ζ2y

2

+ 1368ζ2y − 2448ζ3y − 843y)/[18y4
−y+],

Reb
(2`)
8 = − 8(y4 − 47y3 − 88y2 − 47y + 1)yH(−1, 0, 0; y)/[y3

−y+]
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+ 8y2(y2 + y + 1)(y2 − 4y + 1)H(0, 0, 0, 0; y)/[y2
+y4

−]

+ 96H(−1, 0, 0, 0; y)(y2 + y + 1)y2/[y4
−]

+ 16y2(31y + 7y4 + 7 + 50y2 + 31y3)H(0, 1, 0, 0; y)/[y2
+y4

−]

− 192ζ2y
2(2y4 + 2 + 10y + 15y2 + 10y3)H(0, 1; y)/[y2

+y4
−]

+ 32H(−1, 0; y)y(y2 + y + 1)(y2 − 6ζ2y − 2y + 1)/[y4
−]

+ 24ζ2(y
4 − 47y3 − 88y2 − 47y + 1)yH(−1; y)/[y3

−y+]

+ 24ζ2(3y
4 + 38y3 + 74y2 + 38y + 3)H(1; y)y/[y3

−y+]

− (56ζ2y + 56ζ2y
5 − 260y3 + 127y6 + 88ζ2y

4 + 96ζ2y
3 + 314y5

+ 88ζ2y
2 − 239y2 − 54y − 17 + 129y4)yH(0, 0, y)/[y2

+y4
−]

− H(0; y)y(80ζ2y
5 − 31y5 + 93y4 − 224ζ3y

4 − 760ζ2y
4 − 448y3ζ3

− 536ζ2y
3 − 62y3 − 62y2 − 448ζ3y

2 + 152ζ2y
2 + 93y

− 224ζ3y + 8ζ2y − 31 + 96ζ2)/[2y
4
−y+]

− 8(y2 + 6y + 1)(y2 + 4y + 1)H(0,−1, 0; y)y/[y3
−y+]

− 4(y4 + 64y3 + 122y2 + 64y + 1)yH(1, 0, 0; y)/[y3
−y+]

− 80H(0,−1, 0, 0; y)(y2 + 7y + 1)y2/[y4
−]

+ 240H(0,−1; y)(y2 + 7y + 1)ζ2y
2/[y4

−]

+ 8(y4 + 49y3 + 92y2 + 49y + 1)H(0, 1, 0; y)y/[y3
−y+]

+ 192H(0, 0,−1, 0; y)y3/[y4
−] − 6(13y2 + 38y + 13)yH(1, 0; y)/[y2

−]

+ 4H(0, 0, 0; y)y(8y5 − 46y4 − 23y3 − y2 − y + 3)/[y4
−y+]

− 16y2(49y3 + 49y + 84y2 + 5 + 5y4)H(0, 0, 1, 0; y)/[y2
+y4

−]

+ 4(60ζ2 ln2 y6 + 180ζ2 ln2 y2 − 180ζ2 ln2 y4 − 60ζ2 ln2 −1535ζ2y
2

+ 69ζ2
2y + 93ζ2

2y
2 + 475ζ2y

6 + 93ζ2
2y

4 − 45ζ2 + 1580ζ2y
5 + 5ζ3

− 144ζ2
2y

3 − 1180ζ2y
3 − 260ζ3y

5 + 260ζ3y − 305ζ3y
4 − 5ζ3y

6

+ 1105ζ2y
4 + 305ζ3y

2 − 400ζ2y + 69ζ2
2y

5)y/[5y2
+y4

−],

Imb
(2`)
8 = + 192H(0, 0,−1; y)y3/[y4

−] + 32(y2 + y + 1)yH(−1; y)/[y2
−]

− 16y2(49y3 + 49y + 84y2 + 5 + 5y4)H(0, 0, 1; y)/[y2
+y4

−]

+ 96H(−1, 0, 0; y)(y2 + y + 1)y2/[y4
−]

+ 8(y4 + 49y3 + 92y2 + 49y + 1)H(0, 1; y)y/[y3
−y+]

− 8(y4 − 47y3 − 88y2 − 47y + 1)yH(−1, 0; y)/[y3
−y+]

− 6(13y2 + 38y + 13)H(1; y)y/[y2
−]

+ 4H(0, 0; y)y(8y5 − 46y4 − 23y3 − y2 − y + 3)/[y4
−y+]

− (40ζ2y + 129y4 + 136ζ2y
4 + 40ζ2y

5 + 128ζ2y
3 + 136ζ2y

2 − 17

− 54y − 239y2 + 314y5 + 127y6 − 260y3)yH(0, y)/[y2
+y4

−]

− 80H(0,−1, 0; y)(y2 + 7y + 1)y2/[y4
−]
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− 8(y2 + 4y + 1)(y2 + 6y + 1)H(0,−1; y)y/[y3
−y+]

+ 16y2(31y + 7y4 + 7 + 50y2 + 31y3)H(0, 1, 0; y)/[y2
+y4

−]

+ 8y2(y2 + y + 1)(y2 − 4y + 1)H(0, 0, 0; y)/[y2
+y4

−]

− 4(y4 + 64y3 + 122y2 + 64y + 1)yH(1, 0; y)/[y3
−y+]

+ y(31y5 + 48ζ2y
5 + 224ζ3y

4 + 24ζ2y
4 − 93y4 + 168ζ2y

3

+ 62y3 + 448y3ζ3 + 62y2 + 448ζ3y
2 − 168ζ2y

2 − 93y

+ 224ζ3y − 24ζ2y + 31 − 48ζ2)/[2y
4
−y+].

Die Koeffizienten des Axialvektorformfaktors G
(2`,A)
1 besitzen eine bemerkenswer-

te Ähnlichkeit zu denen des Vektorformfaktors F
(2`)
1 . Dies ist die Motivation die

Koeffizienten c
(2`)
i (i = 1 . . . 12) in der Form

c
(2`)
1 = a

(2`)
1 + Differenz

darzustellen. Man erhält:

Rec
(2`)
i =Rea

(2`)
i und

Imc
(2`)
i =Ima

(2`)
i für i = 1 . . . 7,

Rec
(2`)
8 =Rea

(2`)
8 − 4H(0; y)y + 8y(y2 + 1)H(0, 0; y)/[y−y+] − 24yζ2(y

2 + 1)/[y−y+],

Imc
(2`)
8 =Ima

(2`)
8 + 8y(y2 + 1)H(0; y)/[y−y+] − 4y,

Rec
(2`)
9 =Rea

(2`)
9 − 64H(0; y)y/9 − 8yH(0, 0; y)/3 − 16H(1, 0; y)y/3 + 32ζ2y/3,

Imc
(2`)
9 =Ima

(2`)
9 − 16H(1; y)y/3 − 8H(0; y)y/3 − 64y/9,

Rec
(2`)
10 =Rea

(2`)
10 − 64y(y2 + y + 1)H(0; y)/[9y2

−] + 16yy+/[−3 + 3y]

+ 8yy3
+H(0, 0; y)/[3y3

−],

Imc
(2`)
10 =Ima

(2`)
10 + 8yy3

+H(0; y)/[3y3
−] − 64y(y2 + y + 1)/[9y2

−],

Rec
(2`)
11 =Rea

(2`)
11 − 16yH(−1, 0; y)ζ2 − 12yζ2(y

2 + 4y + 1)2H(0,−1; y)/[y2
−y2

+]

+ 96H(0, 1; y)ζ2y
2/[y2

−] + 4y(5y2 + 8y + 5)H(1, 0, 0; y)/[y−y+]

− 48yζ2y+H(1; y)/[−1 + y] + 4y(y2 + 4y + 1)2H(0,−1, 0, 0; y)/[y2
−y2

+]

− 8y+H(0, 1, 0; y)y/[−1 + y] − 4y(3y2 + 4y + 3)H(−1, 0, 0; y)/[y−y+]

+ 12yζ2(3y
2 + 4y + 3)H(−1; y)/[y−y+] + 44H(1, 0; y)y/3

+ 2y(−182y2 − 144ζ2y
2 + 45ζ2 + 91 + 18ζ3 + 18ζ3y

4 − 72y3ζ3 + 91y4

− 216ζ3y
2 − 324ζ2y

3 − 72ζ3y + 36ζ2y − 189ζ2y
4)H(0; y)/[9y2

−y2
+]

+ 2y(−22y2 + 12y − 1 + 48ζ2y
3 + 48ζ2y + 114ζ2y

2 + 9ζ2 + 9ζ2y
4

+ 23y4 − 12y3)H(0, 0; y)/[3y2
−y2

+] + 4H(0, 0, 1, 0; y)(y2 + 6y + 1)y/[y2
−]

+ 8yH(−1, 0, 0, 0; y) + 4H(0, 0, 0; y)(5y3 + 3y2 + y − 1)y/[y+y2
−]

+ 4y(1 + y4 − 4y3 − 14y2 − 4 y)H(0, 1, 0, 0; y)/[y2
−y2

+]
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− 2y(4y + 1 + 14y2 + y4 + 4y3)H(0, 0, 0, 0; y)/[y2
−y2

+]

+ y(420ζ2y + 880ζ2y
2 + 300y3ζ3 + 180ζ3y

4 − 360ζ2 ln2

− 222ζ2
2y

2 − 51ζ2
2y

4 − 360ζ2
2y − 360ζ2

2y
3 − 180ζ3

+ 360ζ2 ln2 y4 − 720ζ2 ln2 y − 300ζ3y − 51ζ2
2 + 310ζ2

+ 720ζ2 ln2 y3 − 1190ζ2y
4 − 420ζ2y

3)/[15y2
−y2

+],

Imc
(2`)
11 =Ima

(2`)
11 − 4y(3y2 + 4y + 3)H(−1, 0; y)/[y−y+] + 44H(1; y)y/3

− 8yy+H(0, 1; y)/[y−] + 4H(0, 0, 1; y)(y2 + 6y + 1)y/[y2
−]

+ 2y(−1 + 24ζ2y
3 + 3ζ2y

4 + 24ζ2y + 30ζ2y
2 + 3ζ2 − 22y2 + 23y4

+ 12y − 12y3)H(0; y)/[3y2
−y2

+] + 4y(5y2 + 8y + 5)H(1, 0; y)/[y−y+]

+ 4H(0, 0; y)(5y3 + 3y2 + y − 1)y/[y2
−y+]

+ 4y(1 − 14y2 − 4y + y4 − 4y3)H(0, 1, 0; y)/[y2
−y2

+]

+ 8yH(−1, 0, 0; y) + 4y(y2 + 4y + 1)2H(0,−1, 0; y)/[y2
−y2

+]

− 2y(1 + 4y + y4 + 4y3 + 14y2)H(0, 0, 0; y)/[y2
−y2

+]

+ 2y(91 + 91y4 + 36ζ2y − 182y2 − 72y3ζ3 + 9ζ2 + 18ζ3y
4

− 216ζ3y
2 − 72ζ3y + 18ζ3 − 9ζ2y

4 − 36ζ2y
3)/[9y2

−y2
+],

Rec
(2`)
12 =Rea

(2`)
12 + 192H(0, 1; y)ζ2y

2/[y2
−] − 12yζ2(y

2 − 14y + 1)H(−1; y)/[y−y+]

+ 16H(−1, 0; y)(2ζ2y
2 − y2 + 12ζ2y + 2y + 2ζ2 − 1)y/[y2

−]

− 24yζ2(5y
2 + 14y + 5)H(1; y)/[y−y+] − 8H(0, 0, 1, 0; y)y

− 2y(7y4 − 14y2 − 31ζ2 + 4ζ3 + 7 + 48ζ3y − 14ζ2y + 88ζ2y
2

+ 80ζ3y
2 + 126ζ2y

3 + 48y3ζ3 + 4ζ3y
4 + 7ζ2y

4)H(0; y)/[y2
−y2

+]

− 4y(−16y4 − 12y3 + 14y2 + 12y + 3ζ2 + 2 + 8ζ2y + 22ζ2y
2 + 3ζ2y

4

+ 8ζ2y
3)H(0, 0; y)/[y2

−y2
+] + 24yζ2(y

2 + 1)2H(0,−1; y)/[y2
−y2

+]

+ 40H(1, 0; y)y − 4y(y2 + 14y + 1)H(0, 1, 0; y)/[y−y+]

+ 4y(y2 − 14y + 1)H(−1, 0, 0; y)/[y−y+]

+ 16y(y2 + 1)H(0,−1, 0; y)/[y−y+] − 8y(y2 + 1)2H(0,−1, 0, 0; y)/[y2
−y2

+]

− 16H(−1, 0, 0, 0; y)(y2 + 6y + 1)y/[y2
−]

− 8y(y4 + 12y3 + 18y2 + 12y + 1)H(0, 1, 0, 0; y)/[y2
−y2

+]

+ 4y(y4 + 4y3 + 14y2 + 4y + 1)H(0, 0, 0, 0; y)/[y2
−y2

+]

+ 16y(2y2 + 7y + 2)H(1, 0, 0; y)/[y−y+]

− 8y(y4 − 14y3 − 11y2 + 2)H(0, 0, 0, y)/[y2
−y2

+]

+ 2y(120ζ2 ln2 −134ζ2
2y

2 + 17ζ2
2y

4 + 16ζ2
2y + 16ζ2

2y
3 + 240ζ2 ln2 y

− 440ζ2y
4 − 120ζ2 ln2 y4 − 320ζ2y

3 − 240ζ2 ln2 y3 + 17ζ2
2 + 20ζ3y

4

+ 320ζ2y + 440ζ2y
2 + 340y3ζ3 − 340ζ3y − 20ζ3)/[5y

2
−y2

+],

Imc
(2`)
12 =Ima

(2`)
12 + 4y(y2 − 14y + 1)H(−1, 0; y)/[y−y+] − 8H(0, 0, 1; y)y
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− 4y(y2 + 14y + 1)H(0, 1; y)/[y−y+] + 40H(1; y)y

− 4y(2 + ζ2y
4 − 6ζ2y

2 − 16y4 − 12y3 + 14y2 + 12y + ζ2)H(0; y)/[y2
−y2

+]

− 16H(−1; y)y − 8y(2 + y4 − 14y3 − 11y2)H(0, 0, y)/[y2
−y2

+]

+ 16y(2y2 + 7y + 2)H(1, 0; y)/[y−y+]

− 8y(1 + y4 + 12y3 + 18y2 + 12 y)H(0, 1, 0; y)/[y2
−y2

+]

− 16H(−1, 0, 0; y)(y2 + 6y + 1)y/[y2
−]

− 8y(y2 + 1)2H(0,−1, 0; y)/[y2
−y2

+] + 16y(y2 + 1)H(0,−1; y)/[y−y+]

+ 4y(1 + y4 + 4y3 + 14y2 + 4 y)H(0, 0, 0; y)/[y2
−y2

+]

− 2y(7 + 7y4 − 14ζ2y + 80ζ3y
2 + 48ζ3y + 48y3ζ3 + 4ζ3y

4

+ 15ζ2y
4 + 14ζ2y

3 + 4ζ3 − 15ζ2 − 14y2)/[y2
−y2

+].

Die Koeffizienten zu G
(2`,A)
2 lassen sich nicht durch die Koeffizienten von F

(2`)
2 ver-

einfacht darstellen. Man erhält für die d
(2`)
i , i = 1 . . . 8:

Red
(2`)
i =Imd

(2`)
i = 0 für i = 1 . . . 3,

Red
(2`)
4 = + 4(−y4 + 9ζ2y

4 + 6ζ2y
3 + 18ζ2y

2 + 2y2 + 6ζ2y − 1 + 9ζ2)y/[y−y3
+]

− 4(y2 + 1)(3y2 + 2y + 3)yH(0, 0; y)/[y−y3
+]

+ 2(5y2 + 2y + 5)H(0; y)y/[y2
+],

Imd
(2`)
4 = − 4(y2 + 1)(3y2 + 2y + 3)H(0; y)y/[y−y3

+] + 2(5y2 + 2y + 5)y/[y2
+],

Red
(2`)
5 = − 4(19y2 + 36ζ2y

2 + 24ζ2y − 19 + 36ζ2)y/[9y2
+]

+ 4(3y2 + 2y + 3)yH(0, 0; y)/[3y2
+] + 8(3y2 + 2y + 3)yH(1, 0; y)/[3y2

+]

+ 2(51y2 + 26y + 51)H(0; y)y/[9y2
+],

Imd
(2`)
5 = + 8(3y2 + 2y + 3)H(1; y)y/[3y2

+] + 2(51y2 + 26y + 51)y/[9y2
+]

+ 4(3y2 + 2y + 3)H(0; y)y/[3y2
+],

Red
(2`)
6 = − 16y3H(0, 0, 0; y)/[y2

−y2
+] − 8(−4y2 + 9ζ2y

2 + 32y − 4 + 9ζ2)y/[9y−y+]

+ 2(51y4 + 176y3 + 144ζ2y
2 − 70y2 + 176y + 51)H(0; y)y/[9y2

−y2
+]

− 4H(0, 0; y)y(3y4 + 14y3 − 2y2 + 14y + 3)/[3y3
−y+],

Imd
(2`)
6 = − 16y3H(0, 0; y)/[y2

−y2
+] + 2(51y4 + 176y3 − 70y2 + 176y + 51)y/[9y2

−y2
+]

− 4H(0; y)y(3y4 + 14y3 − 2y2 + 14y + 3)/[3y3
−y+],

Red
(2`)
7 = + 24y2(3y2 + 2y + 3)H(−1, 0, 0, y)/[y−y3

+] + 16H(0,−1, 0; y)y2/[y−y+]

+ 4H(0, 0, 0, 0; y)(y4 + 5y3 + 38y2 + 5y + 1)y2/[y2
−y4

+]

+ 16y2(3y2 + 8y + 3)H(−1, 0, 0, 0, y)/[y2
−y2

+]

+ 8H(0, 1, 0, 0; y)(7y4 + 29y3 + 62y2 + 29y + 7)y2/[y2
−y4

+]

− 48H(0, 1; y)(4y4 + 17y3 + 32y2 + 17y + 4)ζ2y
2/[y2

−y4
+]

− 4(y4 + 24ζ2y
3 + 64ζ2y

2 − 2y2 + 24ζ2y + 1)yH(−1, 0; y)/[y2
−y2

+]
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− 72y2ζ2(3y
2 + 2y + 3)H(−1; y)/[y−y3

+]

+ 12ζ2(3y
4 + 40y3 + 62y2 + 40y + 3)H(1; y)y/[y−y3

+]

+ H(0, 0; y)y(39y6 − 184y5 − 84ζ2y
5 − 432ζ2y

4 − 87y4 − 1416ζ2y
3

+ 152y3 − 432ζ2y
2 + 81y2 + 32y − 84ζ2y − 33)/[3y2

−y4
+]

+ H(0; y)y(−687y6 + 648ζ2y
6 + 26y5 + 1008ζ3y

5 + 8712ζ2y
5 − 648ζ2y

+ 11808ζ2y
4 + 4752ζ3y

4 + 687y4 − 52y3 + 9216y3ζ3 + 26y − 687

+ 14112ζ2y
3 + 687y2 − 648ζ2y

2 + 4752ζ3y
2 + 1008ζ3y)/[18y2

−y4
+]

− 2(9y4 + 92y3 + 130y2 + 92y + 9)yH(1, 0, 0; y)/[y−y3
+]

− 8H(0,−1, 0, 0; y)(5y4 + 14y3 + 42y2 + 14y + 5)y2/[y2
−y4

+]

+ 24H(0,−1; y)(5y4 + 14y3 + 42y2 + 14y + 5)ζ2y
2/[y2

−y4
+]

+ 48y2(y2 + y + 1)H(0, 1, 0; y)/[y−y3
+] − 32H(0, 0,−1, 0; y)y3/[y2

−y2
+]

− 2H(0, 0, 0; y)(9y4 + 112y3 + 146y2 + 196y + 9)y3/[y2
−y4

+]

− 8H(0, 0, 1, 0; y)(5y4 + 14y3 + 30y2 + 14y + 5)y2/[y2
−y4

+]

− 2(3y2 + 88y + 3)yH(1, 0; y)/[3y2
+]

− 2y(605 − 621ζ2
2y − 3906ζ2

2y
2 − 540ζ2 ln2 −621ζ2

2y
5 − 1815y2

− 3906ζ2
2y

4 − 4626ζ2
2y

3 − 2160ζ2 ln2 y + 540ζ2 ln2 y6

+ 2160ζ2 ln2 y5 − 2700ζ2 ln2 y2 + 2700ζ2 ln2 y4 − 270ζ2

− 270ζ3 − 3690ζ3y + 5760ζ2y
2 − 5670ζ2y

4 − 9390ζ2y
5

+ 5100ζ2y
3 + 180ζ2y

6 + 4290ζ2y − 605y6 + 5490ζ3y
4

+ 270ζ3y
6 + 3690ζ3y

5 + 1815y4 − 5490ζ3y
2)/[45y2

−y4
+],

Imd
(2`)
7 = − 32H(0, 0,−1; y)y3/[y2

−y2
+] + 16y2(3y2 + 8y + 3)H(−1, 0, 0, y)/[y2

−y2
+]

+ 16H(0,−1; y)y2/[y−y+] + 24y2(3y2 + 2y + 3)H(−1, 0; y)/[y−y3
+]

− 8H(0, 0, 1; y)(5y4 + 14y3 + 30y2 + 14y + 5)y2/[y2
−y4

+]

− 4yH(−1; y) − 2(3y2 + 88y + 3)H(1; y)y/[3y2
+]

− 2H(0, 0; y)(9y4 + 112y3 + 146y2 + 196y + 9)y3/[y2
−y4

+]

+ (39y5 − 223y4 − 60ζ2y
4 − 252ζ2y

3 + 136y3 + 16y2 − 252ζ2y
2 + 65y

− 60ζ2y − 33)H(0; y)y/[3y2
−y3

+] + 48y2(y2 + y + 1)H(0, 1; y)/[y−y3
+]

− 8H(0,−1, 0; y)(5y4 + 14y3 + 42y2 + 14y + 5)y2/[y2
−y4

+]

+ 8H(0, 1, 0; y)(7y4 + 29y3 + 62y2 + 29y + 7)y2/[y2
−y4

+]

+ 4H(0, 0, 0; y)(y4 + 5y3 + 38y2 + 5y + 1)y2/[y2
−y4

+]

− 2(9y4 + 92y3 + 130y2 + 92y + 9)yH(1, 0; y)/[y−y3
+]

− y(687y6 − 1008ζ3y
5 − 26y5 − 648ζ2y

5 − 1296ζ2y
4 − 687y4 − 26y

− 4752ζ3y
4 − 9216y3ζ3 + 52y3 − 687y2 + 1296ζ2y

2 + 687

− 4752ζ3y
2 − 1008ζ3y + 648ζ2y)/[18y2

−y4
+],
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Red
(2`)
8 = + 8(3y4 + 7y3 + 64y2 + 7y + 3)yH(−1, 0, 0; y)/[y−y3

+]

− 8H(0, 0, 0, 0; y)(y4 + 5y3 + 38y2 + 5y + 1)y2/[y2
−y4

+]

+ 32y2(y2 + 17y + 1)H(−1, 0, 0, 0, y)/[y2
−y2

+]

+ 16H(0, 1, 0, 0; y)(y4 + 37y3 + 54y2 + 37y + 1)y2/[y2
−y4

+]

− 192H(0, 1; y)(8y2 + 13y + 8)ζ2y
3/[y2

−y4
+]

+ 32(y4 − 2ζ2y
3 − y3 − 34ζ2y

2 − 2ζ2y − y + 1)yH(−1, 0; y)/[y2
−y2

+]

− 24ζ2(3y
4 + 7y3 + 64y2 + 7y + 3)yH(−1; y)/[y−y3

+]

+ 24ζ2(9y
4 + 14y3 + 102y2 + 14y + 9)H(1; y)y/[y−y3

+]

− H(0, 0; y)y(125y6 − 24ζ2y
5 + 230y5 + 187y4 − 24ζ2y

4

− 204y3 − 480ζ2y
3 − 269y2 − 24ζ2y

2 − 26y − 24ζ2y − 43)/[y2
−y4

+]

+ H(0; y)y(96ζ2y
6 + 61y6 + 32ζ3y

5 + 22y5 − 120ζ2y
5 + 1056ζ3y

4

− 61y4 + 3168ζ2y
4 + 896ζ2y

3 + 1664y3ζ3 − 44y3 − 144ζ2y
2

+ 1056ζ3y
2 − 61y2 + 32ζ3y + 22y − 200ζ2y + 61 − 240ζ2)/[2y

2
−y4

+]

− 8(3y4 + 6y3 + 14y2 + 6y + 3)H(0,−1, 0; y)y/[y−y3
+]

− 4(15y4 + 16y3 + 198y2 + 16y + 15)yH(1, 0, 0; y)/[y−y3
+]

+ 16H(0,−1, 0, 0; y)(y4 − 19y3 − 16y2 − 19y + 1)y2/[y2
−y4

+]

− 48H(0,−1; y)(y4 − 19y3 − 16y2 − 19y + 1)ζ2y
2/[y2

−y4
+]

+ 8(3y4 + 13y3 + 64y2 + 13y + 3)yH(0, 1, 0; y)/[y−y3
+]

+ 64H(0, 0,−1, 0; y)y3/[y2
−y2

+] − 2(25y2 + 86y + 25)yH(1, 0; y)/[y2
+]

+ 4H(0, 0, 0; y)y(14y5 − 175y4 − 56y3 − 14y2 + 6y + 9)/[y2
−y4

+]

+ 16H(0, 0, 1, 0; y)(y4 − 19y3 − 28y2 − 19y + 1)y2/[y2
−y4

+]

+ y(85 − 68ζ2
2y − 20ζ2

2y
2 − 240ζ2 ln2 −68ζ2

2y
5 − 60ζ3y

6 − 320ζ3y
5

− 20ζ2
2y

4 + 960ζ2
2y

3 − 960ζ2 ln2 y + 240ζ2 ln2 y6 + 255y4

+ 960ζ2 ln2 y5 − 1200ζ2 ln2 y2 + 1200ζ2 ln2 y4 − 480ζ2 + 3340ζ3y
2

+ 60ζ3 + 320ζ3y − 5560ζ2y
2 + 4400ζ2y

4 + 3480ζ2y
5 − 3600ζ2y

3

+ 1640ζ2y
6 + 120ζ2y − 85y6 − 3340ζ3y

4 − 255y2)/[5y2
−y4

+],

Imd
(2`)
8 = + 64H(0, 0,−1; y)y3/[y2

−y2
+] + 32y2(y2 + 17y + 1)H(−1, 0, 0; y)/[y2

−y2
+]

+ 16H(0, 0, 1; y)(y4 − 19y3 − 28y2 − 19y + 1)y2/[y2
−y4

+]

+ 8(3y4 + 13y3 + 64y2 + 13y + 3)H(0, 1; y)y/[y−y3
+]

+ 8(3y4 + 7y3 + 64y2 + 7y + 3)yH(−1, 0; y)/[y−y3
+]

+ 32(y2 + y + 1)yH(−1; y)/[y2
+] − 2(25y2 + 86y + 25)H(1; y)y/[y2

+]

+ 4H(0, 0; y)y(14y5 − 175y4 − 56y3 − 14y2 + 6y + 9)/[y2
−y4

+]

− (125y5 + 105y4 − 8ζ2y
4 + 64ζ2y

3 + 82y3 − 286y2 + 64ζ2y
2

− 8ζ2y + 17y − 43)H(0; y)y/[y2
−y3

+]
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+ 16H(0,−1, 0; y)(y4 − 19y3 − 16y2 − 19y + 1)y2/[y2
−y4

+]

− 8(3y4 + 6y3 + 14y2 + 6y + 3)H(0,−1; y)y/[y−y3
+]

+ 16H(0, 1, 0; y)(y4 + 37y3 + 54y2 + 37y + 1)y2/[y2
−y4

+]

− 8H(0, 0, 0; y)(y4 + 5y3 + 38y2 + 5y + 1)y2/[y2
−y4

+]

− 4(15y4 + 16y3 + 198y2 + 16y + 15)yH(1, 0; y)/[y−y3
+]

+ y(96ζ2y
6 + 61y6 + 32ζ3y

5 + 22y5 + 104ζ2y
5 + 1056ζ3y

4 + 22y

− 61y4 + 368ζ2y
4 + 1664y3ζ3 − 44y3 − 61y2 + 61 + 1056ζ3y

2

− 368ζ2y
2 + 32ζ3y − 104ζ2y − 96ζ2)/[2y

2
−y4

+].

Für den pseudoskalaren Formfaktor A(2`,A) findet man:

Ree
(2`)
1 = − 4

11
Ree

(2`)
3 = +

(y2 + 1)H(0; y)

3
+

y−y+

6
,

Ime
(2`)
1 = − 4

11
Ime

(2`)
3 = +

y2

3
+

1

3
,

Ree
(2`)
2 = − 6

5
Ree

(2`)
6 = +

y−y+

2
,

Ime
(2`)
2 = Ree

(2`)
6 = 0,

Ree
(2`)
4 = + (y2 + 1)H(0; y)/2 + (y2 + 1)2H(0, 0; y)/[y−y+]

+ (y4 − 24y4ζ2 − 2y2 − 48ζ2y
2 + 1 − 24ζ2)/[8y−y+],

Ime
(2`)
4 = +

(y2 + 1)2H(0; y)

[y−y+]
+

y2

2
+

1

2
,

Ree
(2`)
5 = − 5(y2 + 1)H(0; y)

9
+

5y−y+

36
,

Ime
(2`)
5 = − 5y2

9
− 5

9
,

Ree
(2`)
7 = + (y2 + 1)(67y2 + 162ζ2y

2 − 67 + 18ζ2)H(0, y)/[36y−y+] + 2y2H(0, 0; y)

− (y2 + 1)H(−1, 0; y) − (y2 + 1)2H(0, 1, 0; y)/[y−y+] + (y2 + 1)H(1, 0; y)

+ (y2 + 1)2H(0,−1, 0; y)/[y−y+] − 2y2(y2 + 1)H(0, 0, 0; y)/[y−y+]

+ (−72ζ3y
4 − 648y4ζ2 + 95y4 − 144ζ3y

2 − 190y2

+ 576ζ2y
2 + 95 + 72ζ2 − 72ζ3)/[144y−y+],

Ime
(2`)
7 = + 2H(0; y)y2 + (y2 + 1)H(1; y) − 2y2(y2 + 1)H(0, 0; y)/[y−y+]

− (y2 + 1)2H(0, 1; y)/[y−y+] + (y2 + 1)2H(0,−1; y)/[y−y+]

+ (y2 + 1)(67y2 + 18ζ2y
2 − 67 + 18ζ2)/[36y−y+] − (y2 + 1)H(−1; y),

Ree
(2`)
8 = − (y2 + 1)(10ζ2y

2 − y2 + 1 + 10ζ2)H(0; y)/[y−y+]

− 12ζ2(y
2 + 1)2H(1, y)/[y−y+] + 2(y2 + 1)2H(0, 1, 0; y)/[y−y+]

+ (y2 + 1)H(1, 0; y) + (y2 + 1)H(0, 0; y)/2 + 3(y2 + 1)2H(0, 0, 0; y)/[y−y+]
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+ 4(y2 + 1)2H(1, 0, 0; y)/[y−y+] + 11y2/16 − 2ζ2y
2 − 11/16 − 2ζ2,

Ime
(2`)
8 = + (y2 + 1)H(0; y)/2 + (y2 + 1)H(1; y) + 4(y2 + 1)2H(1, 0; y)/[y−y+]

+ 3(y2 + 1)2H(0, 0; y)/[y−y+] + 2(y2 + 1)2H(0, 1; y)/[y−y+]

− (y2 + 1)(−y2 + 4ζ2y
2 + 4ζ2 + 1)/[y−y+],

Ree
(2`)
9 = + 4(y2 + 1)(−7 + 9ζ2)H(0; y)/27 + 16ζ2(y

2 + 1)H(1, y)/3

− 4(y2 + 1)H(0, 1, 0; y)/3 − 10(y2 + 1)H(0, 0; y)/9

− 2(y2 + 1)H(0, 0, 0; y)/3 − 4(y2 + 1)H(1, 0, 0; y)/3

− 4ζ3y
2/3 − 247y2/216 + 8ζ3y

2/3 + 34ζ2y
2/9 − 20(y2 + 1)H(1, 0; y)/9

+ 46ζ2/9 + 247/216 + 8ζ3/3 − 4ζ3/3 − 8(y2 + 1)H(1, 1, 0; y)/3,

Ime
(2`)
9 = − 10(y2 + 1)H(0; y)/9 − 20(y2 + 1)H(1; y)/9 − 4(y2 + 1)H(1, 0; y)/3

− 2(y2 + 1)H(0, 0; y)/3 − 4(y2 + 1)H(0, 1; y)/3 − 8(y2 + 1)H(1, 1; y)/3

− 28y2/27 − 28/27,

Ree
(2`)
10 = + 4(y2 + 1)(9ζ2y

2 − 14y2 − 18yζ2 + 40y + 9ζ2 − 14)H(0; y)/[27y2
−]

+ 2H(0, 0; y)y+(y2 + 1)(5y2 − 14y + 5)/[9y3
−] − 2(y2 + 1)H(0, 0, 0; y)/3

+ (−288ζ3y
3 + 1969y3 + 288ζ3y

3 − 1152ζ2y
3 + 288ζ3y

2

+ 1152ζ2y
2 − 288ζ3y

2 − 2161y2 + 1152yζ2 − 2161y + 288ζ3y

− 288ζ3y + 1969 + 288ζ3 − 1152ζ2 − 288ζ3)/[216y−],

Ime
(2`)
10 = + 2H(0; y)y+(y2 + 1)(5y2 − 14y + 5)/[9y3

−] − 2(y2 + 1)H(0, 0; y)/3

− 8(y2 + 1)(7y2 − 20y + 7)/[27y2
−],

Ree
(2`)
11 = + 4(y4 + 2y3 − 4y2 + 2y + 3)H(−1, 0, 0; y)/[y−y+]

+ H(0, 0; y)(−50y5 + 666y5ζ2 − 185y4 + 666y4ζ2 + 864ζ2y
3

− 90y3 + 504ζ2y
2 − 36y2 − 148y + 18yζ2 + 18ζ2 − 67)/[18y−y2

+]

+ 2(7y2 + 1)(y2 + 1)H(0, 0,−1, 0; y)/[y−y+]

− 2(y2 + 3)(y2 + 1)H(1, 0, 0, 0; y)/[y−y+] − 6(y2 + 1)H(−1, 1, 0; y)

+ 2H(0,−1, 0, 0; y)(y5 + y4 + 8y3 + 3y + 3)/[y−y2
+]

+ (79y4 + 6y3 + 66y2 + 6y − 61)H(1, 0, 0; y)/[6y−y+]

− 2(y2 − 5)(y2 + 1)H(−1, 0, 0, 0; y)/[y−y+]

− H(0,−1; y)(7y5 + 7y4 + 50y3 + 2y2 + 19y + 19)ζ2/[y−y2
+]

+ 52(y2 + 1)H(1, 1, 0; y)/3 + 2(y2 + 1)H(−1,−1, 0; y)

− H(0, 0, 0, 0; y)(2y + 1)(6y2 + 3y + 7)y2/[y−y2
+]

− 2H(0, 1, 0, 0; y)(7y5 + 7y4 + 11y3 + 5y2 + y + 1)/[y−y2
+]

+ (15235 + 15235y − 30470y3 + 15235y5 + 15235y4 − 13608ζ2
2

+ 103680ζ2 ln2 y2 − 13608yζ2
2 + 77760ζ2 ln2 y + 77760ζ2 ln2 y4

− 135216ζ2
2y

2 − 104112y3ζ2
2 + 103680ζ2 ln2 y3 + 28800ζ3y

5
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− 2880ζ3y + 28800ζ3y
4 − 25920ζ3y

2 − 25920ζ3y
3 + 25920ζ2 ln2

− 106056y4ζ2
2 − 106056y5ζ2

2 + 61440ζ2 − 2880ζ3 − 30470y2

+ 31680ζ3 + 87360yζ2 + 60480ζ3y
2 + 36000ζ3y − 40320ζ3y

4

− 44640ζ3y
5 − 106560ζ2y

3 + 19200y5ζ2 + 60480ζ3y
3

− 158400ζ2y
2 + 96960y4ζ2 + 25920y5ζ2 ln2)/[4320y−y2

+]

− 6(y2 + 1)H(1,−1, 0; y) − 4(y2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; y)/[y−y+]

− 2(y2 + 1)2H(0,−1,−1, 0; y)/[y−y+] − 4(y2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; y)/[y−y+]

− 2(y2 + 1)(61ζ2y
2 + 3ζ3y

2 − 9yζ2 − 52ζ2 + 3ζ3)H(1; y)/[3y−y+]

+ 4(y2 + 1)2H(1, 0,−1, 0; y)/[y−y+] + 6(y2 + 1)2H(0, 1,−1, 0; y)/[y−y+]

+ 6(y2 + 1)2H(0,−1, 1, 0; y)/[y−y+] + 4(y2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; y)/[y−y+]

+ 2(y2 + 1)(y2 + ζ2y
2 − 11ζ2 − 1)H(−1, 0; y)/[y−y+]

+ H(0, 1; y)(35y5 + 35y4 + 58y3 + 34y2 + 11y + 11)ζ2/[y−y2
+]

+ 2(34y4 + 15y3 − 15y2 + 15y − 1)H(0, 1, 0; y)/[3y−y+]

+ (53y4 + 108y4ζ2 − 54y3 + 360ζ2y
2 + 54y − 53

+ 252ζ2)H(1, 0; y)/[18y−y+] − 10(y2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; y)/[y−y+]

− (11y4ζ2 − 2ζ3y
4 + 24ζ2y

3 − 4ζ3y
2 − 48ζ2y

2 + 37ζ2 + 24yζ2

− 2ζ3)H(−1; y)/[y−y+] − 4y(2y2 − y + 1)H(0,−1, 0; y)/[y−]

− 2H(0, 0, 1, 0; y)(11y5 + 11y4 + 10y3 + 14y2 + y + 1)/[y−y2
+]

− H(0; y)(405ζ3y
5 − 121y5 + 1656y5ζ2 + 2844y4ζ2 − 283y4 + 405ζ3y

4

+ 2862ζ2y
3 − 162y3 + 270ζ3y

3 + 162y2 − 162ζ3y
2 − 1350ζ2y

2

− 351ζ3y − 630yζ2 + 283y − 351ζ3 − 198ζ2 + 121)/[54y−y2
+]

+ H(0, 0, 0; y)(62y5 + 128y4 + 189y3 − 45y2 − 35y − 11)/[6y−y2
+],

Ime
(2`)
11 = − 4(y2 + 1)2H(1, 0, 1; y)/[y−y+] + 2(y2 + 1)H(−1,−1; y)

− 2(y2 + 1)(−y2 + ζ2y
2 + ζ2 + 1)H(−1; y)/[y−y+]

− 2(y2 − 5)(y2 + 1)H(−1, 0, 0; y)/[y−y+]

+ 2(34y4 + 15y3 − 15y2 + 15y − 1)H(0, 1; y)/[3y−y+]

− 4y(2y2 − y + 1)H(0,−1; y)/[y−] + 52(y2 + 1)H(1, 1; y)/3

+ (−540y5ζ2 + 121y5 − 405ζ3y
5 + 283y4 − 540y4ζ2

− 405ζ3y
4 + 162y3 + 540ζ2y

3 − 270ζ3y
3 + 162ζ3y

2

− 162y2 + 540ζ2y
2 + 351ζ3y − 283y − 121 + 351ζ3)/[54y−y2

+]

− 2(y2 + 3)(y2 + 1)H(1, 0, 0; y)/[y−y+] + 4(y2 + 1)2H(1, 0,−1; y)/[y−y+]

− 2(y2 + 1)2H(0,−1,−1; y)/[y−y+] − 6(y2 + 1)H(−1, 1; y)

+ 6(y2 + 1)2H(0, 1,−1; y)/[y−y+] − 4(y2 + 1)2H(−1, 0,−1; y)/[y−y+]

+ (234y4ζ2 − 50y4 − 135y3 + 45y2 + 252ζ2y
2
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− 81y − 67 + 18ζ2)H(0; y)/[18y−y+]

+ (36y4ζ2 + 53y4 − 54y3 + 72ζ2y
2 + 54y − 53

+ 36ζ2)H(1; y)/[18y−y+] − 10(y2 + 1)2H(0, 1, 1; y)/[y−y+]

− 2H(0, 1, 0; y)(7y5 + 7y4 + 11y3 + 5y2 + y + 1)/[y−y2
+]

+ 4(y4 + 2y3 − 4y2 + 2y + 3)H(−1, 0, y)/[y−y+]

+ (79y4 + 6y3 + 66y2 + 6y − 61)H(1, 0; y)/[6y−y+]

+ 2H(0,−1, 0; y)(y5 + y4 + 8y3 + 3y + 3)/[y−y2
+]

+ 4(y2 + 1)2H(−1, 0, 1; y)/[y−y+] + 6(y2 + 1)2H(0,−1, 1; y)/[y−y+]

− 2H(0, 0, 1; y)(11y5 + 11y4 + 10y3 + 14y2 + y + 1)/[y−y2
+]

+ H(0, 0; y)(62y5 + 128y4 + 189y3 − 45y2 − 35y − 11)/[6y−y2
+]

+ 2(7y2 + 1)(y2 + 1)H(0, 0,−1; y)/[y−y+] − 6(y2 + 1)H(1,−1; y)

− H(0, 0, 0; y)(2y + 1)(6y2 + 3y + 7)y2/[y−y2
+],

Ree
(2`)
12 = − 8(y4 + 2y3 + 2y2 − 2y + 1)H(−1, 0, 0, 0; y)/[y−y+]

− 2(3y4 − 7y3 + 23y2 − 7y + 4)H(1, 0, 0; y)/[y−y+]

− 4(3y2 − 1)(y2 + 1)H(0, 0,−1, 0; y)/[y−y+]

− 48ζ2(y
2 + 1)2H(1, 1; y)/[y−y+]

− 12H(0,−1; y)(y2 + 4y + 1)(y2 + 1)ζ2/[y
2
+]

+ H(0, 0, 0, 0; y)(27y5 + 27y4 + 44y3 + 24y2 + 7y + 7)/[y−y2
+]

+ (1285 + 1285y − 2570y3 + 1285y5 + 1285y4 + 2176ζ2
2 − 1920y5ζ2 ln2

− 7680ζ2 ln2 y2 + 3008yζ2
2 − 5760ζ2 ln2 y − 5760ζ2 ln2 y4

+ 7296ζ2
2y

2 + 3328y3ζ2
2 − 7680ζ2 ln2 y3 − 480ζ3y

5

− 480ζ3y − 1440ζ3y
4 + 2880ζ3y

2 + 960ζ3y
3 − 1920ζ2 ln2

+ 2304y4ζ2
2 + 3136y5ζ2

2 + 1200ζ2 − 1440ζ3 − 2570y2

+ 160ζ3 − 2320yζ2 − 6080ζ3y
2 + 1440ζ3y + 2080ζ3y

4

− 1120ζ3y
5 + 14560ζ2y

3 − 12240y5ζ2 − 4160ζ3y
3

+ 13280ζ2y
2 − 14480y4ζ2)/[160y−y2

+]

+ 2H(0, 1, 0, 0; y)(7y5 − y4 + 8y3 + 12y2 + 11y + 3)/[y−y2
+]

+ 2ζ2(7y
3 − 23y2 + 19y − 11)H(1; y)/[y+]

+ H(0; y)(16ζ3y
5 + 5y5 + 38y5ζ2 + 54y4ζ2 + 3y4 + 32ζ2y

2

− 16ζ3y
4 + 280ζ2y

3 − 2y3 − 16ζ3y
3 + 16ζ3y

2 + 2y2

− 30yζ2 − 3y + 16ζ3y − 16ζ3 + 10ζ2 − 5)/[2y−y2
+]

+ 4(−2y4 + 5y4ζ2 + 8ζ2y
3 + 10ζ2y

2

− 8yζ2 + 5ζ2 + 2)H(−1, 0, y)/[y−y+]

− (40y4ζ2 − 19y4 + 2y3 + 80ζ2y
2 − 2y + 19 + 40ζ2)H(1, 0; y)/[y−y+]
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+ 4y+(y2 + 1)H(0,−1, 0, y)/[y−] + 2(y2 + 1)H(1, 1, 0; y)

− (7y4 + 28y3 − 8y2 + 28y + 9)H(0, 1, 0; y)/[y−y+]

− H(0, 0; y)(−28y5 + 68y5ζ2 + 64y4ζ2 − 37y4 + 8y3 + 108ζ2y
3

+ 76ζ2y
2 + 6y2 + 28yζ2 − 12y + 24ζ2 − 1)/[y−y2

+]

+ 8(y2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; y)/[y−y+] + 12(y2 + 1)2H(1, 0, 0, 0; y)/[y−y+]

− H(0, 0, 0; y)(17y5 + 29y4 + 142y3 + 18y2 − 15y + 1)/[2y−y2
+]

− 8H(0, 1; y)(4y5 − 2y4 + 5y3 + 11y2 + 10y + 4)ζ2/[y−y2
+]

+ 16(y2 + 1)2H(1, 1, 0, 0; y)/[y−y+] − 8(y2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; y)/[y−y+]

+ 2(−2ζ3y
4 + 15y4ζ2 + 36ζ2y

3 − 54ζ2y
2 − 4ζ3y

2 + 36yζ2 − 2ζ3

+ 15ζ2)H(−1; y)/[y−y+] + 8(y2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; y)/[y−y+]

+ 2H(0, 0, 1, 0; y)(11y5 + 15y4 + 10y3 + 10y2 − 5y − 1)/[y−y2
+]

+ 4(y2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; y)/[y−y+]

+ 4H(0,−1, 0, 0; y)(y2 + 4y + 1)(y2 + 1)/[y2
+]

− 2(5y4 + 12y3 − 18y2 + 12y + 5)H(−1, 0, 0; y)/[y−y+],

Ime
(2`)
12 = + 4(y2 + 1)2H(0, 1, 1; y)/[y−y+] − 4(3y2 − 1)(y2 + 1)H(0, 0,−1; y)/[y−y+]

+ 2H(0, 0, 1; y)(11y5 + 15y4 + 10y3 + 10y2 − 5y − 1)/[y−y2
+]

− 8(y2 + 1)2H(−1, 0, 1; y)/[y−y+] + 8(y2 + 1)2H(−1, 0,−1; y)/[y−y+]

+ 8(y2 + 1)2H(1, 0, 1; y)/[y−y+] + 16(y2 + 1)2H(1, 1, 0; y)/[y−y+]

− (−28y4 + 14y4ζ2 − 4ζ2y
3 − 9y3 + 17y2 + 24ζ2y

2 + 4yζ2

− 11y − 1 + 10ζ2)H(0; y)/[y−y+] + 4y+(y2 + 1)H(0,−1, y)/[y−]

− (16y4ζ2 − 19y4 + 2y3 + 32ζ2y
2 − 2y + 16ζ2 + 19)H(1; y)/[y−y+]

− 2(5y4 + 12y3 − 18y2 + 12y + 5)H(−1, 0; y)/[y−y+]

+ 2H(0, 1, 0; y)(7y5 − y4 + 8y3 + 12y2 + 11y + 3)/[y−y2
+]

− 2(3y4 − 7y3 + 23y2 − 7y + 4)H(1, 0; y)/[y−y+]

+ 4H(0,−1, 0; y)(y2 + 1)(y2 + 4y + 1)/[y2
+]

− H(0, 0; y)(17y5 + 29y4 + 142y3 + 18y2 − 15y + 1)/[2y−y2
+]

+ H(0, 0, 0; y)(27y5 + 27y4 + 44y3 + 24y2 + 7y + 7)/[y−y2
+]

− (7y4 + 28y3 − 8y2 + 28y + 9)H(0, 1; y)/[y−y+]

+ 4(y2 + 1)(−2y2 + ζ2y
2 + ζ2 + 2)H(−1, y)/[y−y+]

− 8(y4 + 2y3 + 2y2 − 2y + 1)H(−1, 0, 0; y)/[y−y+]

+ 12(y2 + 1)2H(1, 0, 0; y)/[y−y+] + 2(y2 + 1)H(1, 1; y)

+ 5y4 + 16ζ3y
4 + 4y4ζ2 + 8y3 + 6y2 − 16ζ3y

2 − 4ζ2y
2

+ 8y − 8yζ2 − 8ζ2 + 16ζ3 + 5/[2y2
+].
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Renormierungsskalen-Abhängigkeit

Die Abhängigkeit der Formfaktoren von der Renormierungsskala µ ergibt sich durch

die Renormierung der starken Kopplungskonstanten. Somit sind die sich ergebenden

µ-abhängigen Terme direkt proportional zum ersten Koffizienten (4.46)

b =
1

12 π
(33 − 2 NF )

=
1

3π

[
11

4
NC − TF (NL + 1)

]

der QCD β-Funktion (4.45) [ESW96]. Wählt man die Renormierungsskala µ 6= m, so

erhält man folgende Terme, die zu den in den Gleichungen (3.70)-(3.74) definierten

Formfaktoren hinzuaddiert werden müssen. Der Index
”
RS“ an den Formfaktoren

steht für
”
Renormierungsskala“. Man erhält (i = 1, 2):

F
(2`)
i,RS = C2(ε)

(
m2

µ2

)−2ε

CF

(

TF (NL + 1) − 11

4
NC

) (
1

y+ y−

)

×
[

M
(2`)
i ln

(
m2

µ2

)

+ N2`
i ln2

(
m2

µ2

) ]

, (C.1)

G
(2`,A)
i,RS = C2(ε)

(
m2

µ2

)−2ε

CF

(

TF (NL + 1) − 11

4
NC

) (
1

y+ y−

)

×
[

O
(2`)
i ln

(
m2

µ2

)

+ P 2`
i ln2

(
m2

µ2

) ]

, (C.2)

A
(2`,A)
RS = C2(ε)

(
m2

µ2

)−2ε

CF

(

TF (NL + 1) − 11

4
NC

) (
1

y+ y−

)

×
[

R(2`) ln

(
m2

µ2

)

+ S2` ln2

(
m2

µ2

) ]

, (C.3)

mit

M
(2`)
1 =

2

3ε

[
(1 + y2)H(0; y) − y+y−

]
+ H(0; y)y2

− +
2

3
(1 + y2)H(0, 0; y)

+
4

3
(1 + y2)H(1, 0; y) − 4

3
(2ζ2y

2 − 1 + y2 + 2ζ2)

+ iπ

{

2

3ε
(1 + y2) +

2

3
(1 + y2)H(0; y) +

4

3
(1 + y2)H(1; y) + y2

−

}

,

N
(2`)
1 =

1

3
(1 + y2)H(0; y) − y+y−

3
+ iπ

[

1

3
(1 + y2)

]

,

M
(2`)
2 = − 4

3
H(0; y)y − iπ

4

3
y,

N
(2`)
2 =0,
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O
(2`)
1 =

2

3ε

[
(1 + y2)H(0; y) − y+y−

]
+

1

3
(3 + 2y + 3y2)H(0; y)

+
2

3
(1 + y2)H(0, 0; y) +

4

3
(1 + y2)H(1, 0; y) − 4

3
(−1 + 2ζ2y

2 + y2 + 2ζ2)

+ iπ

{

2

3ε
(1 + y2) +

2

3
(1 + y2)H(0; y) +

4

3
(1 + y2)H(1; y) +

1

3
(3 + 2y + 3y2)

}

,

P
(2`)
1 =

1

3
(1 + y2)H(0; y) − y+y−

3
+ iπ

[
1 + y2

3

]

,

O
(2`)
2 = − 4

3

(3 + 2y + 3y2)yH(0; y)

y2
+

+
8yy−
(y+)

− iπ

[
4(3 + 2y + 3y2)y

3(y+)2

]

,

P
(2`)
2 =0,

R(2`) =
2

3ε

[

(1 + y2)H(0; y) +
y+y−

2

]

+
2

3
(1 + y2)H(0, 0; y) +

4

3
(1 + y2)H(1, 0; y)

− 2

3
(4ζ2y

2 + 1 + 4ζ2 − y2)

+ iπ

{

2

3ε
(1 + y2) +

2

3
(1 + y2)H(0; y) +

4

3
(1 + y2)H(1; y)

}

,

S(2`) =
1

3
(1 + y2)H(0; y) +

y+y−
6

+ iπ
(1 + y2)

3
.

Die Formfaktoren mit voller Renormierungsskalen-Abhängigkeit lauten somit:

F
(2`)
1 (µ 6= m) =F

(2`)
1 (µ = m) + F

(2`)
1,RS.

Für die Formfaktoren F
(2`)
2 (µ 6= m), G

(2`)
1 (µ 6= m), G

(2`)
2 (µ 6= m) und A(2`)(µ 6= m)

sehen die Gleichungen völlig analog aus. In den Gleichungen (3.70)-(3.74) sind die

Formfaktoren für µ = m gegeben.

C.1.2 Typ-B-Beiträge

Die UV -renormierten Formfaktoren zu den verschiedenen berechneten Typ-B-Bei-

trägen werden mit kompletter Renormierungsskalen-Abhängigkeit angegeben. Diese

besitzen nur eine Farbstruktur und sind allesamt IR-endlich. Jeweils nur der Realteil

des Formfaktors G1 in den verschiedenen Massenkombinationen ist abhängig von der

Renormierungsskala. Man erhält für den Fall massiver Quarks in der Dreieckschleife

und massiver auslaufender Quarks:

ReG
(2`,B),mm
1 =

CF TF

y3
+ y3

−

[

+ 3y3
−y3

+ ln(
m2

µ2
) + 9 + 27y4 − 27y2 + 32ζ3y

2

− 9y6 − 32y4ζ3 − 16y5ζ3 + 16yζ3
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− 32y2y2
+H(0, 0,−1, 0; y) + 16yy−y3

+H(0,−1, 0, y)

+ 64y2y2
+H(0,−1, 0, 0; y) + 32y2y2

+H(−1, 0, 0, 0; y)

− 4y2
+(y4 − 2y2 + 16y2ζ2 + 1)H(−1, 0; y)

+ 64y2y2
+H(0, 0, 1, 0; y) − 32yy−y3

+H(−1, 0, 0, y)

+ 256y2y2
+ζ2

2/5 − 192y2y2
+ζ2H(0,−1; y)

+ 8y2
−y4

+H(1, 0, y) − 8y2(−1 + 2y3 + 4y + 3y2)H(0, 0, 0; y)

+ 96yy−y3
+ζ2H(−1; y) − 32yy−y3

+H(0, 1, 0, y)

+ (2y + 32ζ3y
2 + 3y6 + 32y4ζ3 + 2y5 − 3y2 − 4y3 − 8yζ2

+ 64y4ζ2 + 64y3ζ3 + 64y3ζ2 + 3 − 32y2ζ2 + 40y5ζ2

− 3y4)H(0; y) − 2y−y+(17y4 + 24y3 + 4y2 − 12y − 1)ζ2

+ 4yy2
+(3y3 − y2 − 3y − 4yζ2 + 1)H(0, 0; y)

]

,

ImG
(2`,B),mm
1 =

CF TF

y3
+ y3

−

[

+ 4yy2
+(3y3 − y2 − 3y − 4yζ2 + 1)H(0; y)

− 32yy−y3
+H(−1, 0, y) + 32y2y2

+H(−1, 0, 0; y)

+ 64y2y2
+H(0,−1, 0; y) − 8y2(−1 + 2y3 + 4y + 3y2)H(0, 0, y)

− 4y2
−y4

+H(−1, y) + 8y2
−y4

+H(1, y) + 16yy−y3
+H(0,−1, y)

− 32yy−y3
+H(0, 1, y) + 64y2y2

+H(0, 0, 1; y)

− 32y2y2
+H(0, 0,−1; y) + 8yy−y3

+ζ2 + 2y + 32ζ3y
2 + 3y6

+ 32y4ζ3 + 2y5 − 3y2 − 4y3 + 3 + 64y3ζ3 − 3y4
]

,

ReG
(2`,B),mm
2 =

CF TF

y5
+ y3

−

[

− 4y(3 + 12yζ3 + 12y5ζ3 + 40y5ζ2 − 64y2ζ2 − 8yζ2

+ 32y4ζ2 + 40y3ζ3 + 32y4ζ3 − 3y4 + 32ζ3y
2 − 3y2

+ 128y3ζ2 + 3y6 − 4y3 + 2y5 + 2 y)H(0; y)

+ 16yy4
+(y2 + 4yζ2 − 2y + 1)H(−1, 0; y) − 32yy2

−y4
+H(1, 0, y)

+ 32y3(y2 + 2y3 + 8y − 3)H(0, 0, 0, y)

− 32y2(y2 + 6y + 1)y2
+H(0,−1, 0, 0; y)

+ 128y2y−y3
+H(−1, 0, 0; y) + 32y2y4

+H(0, 0,−1, 0; y)

− 64y2y−y3
+H(0,−1, 0; y) + 128y2y−y3

+H(0, 1, 0; y)

− 256y3y2
+H(0, 0, 1, 0; y) − 32y2y4

+H(−1, 0, 0, 0; y)

− 4yy+(13y5 − 2y4ζ2 + 13y4 − 14y3ζ2 − 30y3 + 2y2

− 14y2ζ2 − 2yζ2 + y + 1)H(0, 0; y)

+ 8yy2
+(y4 + 12y3ζ2 + 72y2ζ2 − 2y2 + 12yζ2 + 1)H(0,−1; y)

− 384y2y−y3
+ζ2H(−1; y) + 48y2y2

−y2
+H(0, 0, 0,−1; y)

− 8y2y2
−y2

+H(0, 0, 0, 0; y) + 8yy−y3
+(y2 + 8yζ3 − 2y + 1)
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+ 4y2(29y2 − 314y + 29)y2
+ζ2

2/5 + 4yy−(33y2 − 16y − 1)y3
+ζ2

]

,

ImG
(2`,B),mm
2 =

CF TF

y5
+ y3

−

[

− 4yy+(13y5 + 2y4ζ2 + 13y4 − 18y3ζ2 − 30y3 − 18y2ζ2

+ 2y2 + 2yζ2 + y + 1)H(0; y) + 128y2y−y3
+H(−1, 0; y)

− 8y2y2
−y2

+H(0, 0, 0; y) − 32y2y4
+H(−1, 0, 0; y)

− 32y2(y2 + 6y + 1)y2
+H(0,−1, 0; y)

+ 32y3(y2 + 2y3 + 8y − 3)H(0, 0, y)

− 64y2y−y3
+H(0,−1; y) + 16yy2

−y4
+H(−1, y)

− 32yy2
−y4

+H(1, y) + 128y2y−y3
+H(0, 1, y)

− 256y3y2
+H(0, 0, 1; y) + 32y2y4

+H(0, 0,−1; y)

− 32y2y−y3
+ζ2 − 4y(3y2 + 2y + 3)y2

+(y2 + 4yζ3 − 2y + 1)
]

,

Für die Massenkombination mI = 0 und mA = m erhält man:

ReG
(2`,B),om
1 =

CF TF

y+ y3
−

[

+ 3y+y3
− ln(

m2

µ2
) − (4y2ζ2 − 3 + 2y3 − 2y + 3y4)H(0; y)

+ 2y−y+(y2 + 1)H(−1, 0; y) + 4y2H(0, 0, 0; y)

− 8H(0,−1, 0; y)y2 − 2yy+(y2 − 3y − 2)H(0, 0, y)

+ 2y−y+(3y2 + 2y + 3)H(−1; y)

− 8H(0, 0,−1; y)y2 − 4y−y+(y2 + 1)H(−1,−1; y)

+ 16H(0,−1,−1; y)y2 + 4yy+(y2 − 3y − 2)H(0,−1, y)

+ 2y+(2y2 + 3y − 1)ζ2 + 9 − 8ζ3y
2 + 18y3 − 18y − 9y4

]

,

ImG
(2`,B),om
1 =

CF TF

y+ y3
−

[

− 2yy+(y2 − 3y − 2)H(0, y) + 4y2H(0, 0; y) − 8H(0,−1; y)y2

+ 2y−y+(y2 + 1)H(−1; y) + 3 − 3y4 + 4y2ζ2 + 2y − 2y3
]

,

ReG
(2`,B),om
2 =

CF TF

y3
+ y3

−

[

+ 4(4y2ζ2 − 3 + 2y3 − 2y + 3y4)yH(0; y)

− 8y−y+(y2 + 1)yH(−1, 0; y) − 4y+(y3 + 3y2 + 5y − 1)yζ2

+ 32H(0,−1, 0; y)y3 + 4y+(y3 − 5y2 − 3y − 1)yH(0, 0; y)

− 8y+(y3 − 5y2 − 3y − 1)yH(0,−1; y) − 16y3H(0, 0, 0; y)

− 8y−y+(3y2 + 2y + 3)yH(−1; y) + 32y3H(0, 0,−1; y)

+ 16y−y+(y2 + 1)yH(−1,−1; y) − 64y3H(0,−1,−1; y)

+ 8(−1 + y4 + 2y + 4ζ3y
2 − 2y3)y

]

,

ImG
(2`,B),om
2 =

CF TF

y3
+ y3

−

[

+ 4y+(y3 − 5y2 − 3y − 1)yH(0; y) − 16y3H(0, 0; y)
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+ 32y3H(0,−1; y) − 8y−y+(y2 + 1)yH(−1; y)

− 16y3ζ2 + 4y−y+(3y2 + 2y + 3)y
]

,

Für masselose externe Quarks (mA = 0) ist der Formfaktor G2 identisch null auf-

grund der Helizitätserhaltung. Quarks der Masse 0 werden bereits für 0 < s < 4m2

on-shell produziert. In diesem Bereich ist die Variable x aus (3.62) als komplexe

Phase darstellbar:

x = e2iφ,

mit φ = arctan(w) und w =
√

s
4m2−s

. Der Formfaktor G
(2`,B),mo
1 ist für 0 < s < 4m2

rein reell und lautet:

G
(2`,B),mo
1 = CF TF

[

3 ln(
s

µ2
) +

(
16φ

r2
+

4

wr
+

6

w

)

Cl2(2φ) +
8

r
Cl3(4φ)

+

(
16

r2
− 16

r

)

Cl3(2φ) +

(
4φ

rw
+

16φ2

r
− 2φ

w
− 3

)

ln(r)

− 8φ

w
ln(4 − r) +

(
8

r
− 16

r2

)

ζ(3) +

(
16φ

r
− 4

w

)

Cl2(4φ)

+
6φ

w
− 9 − 10φ2 − 16φ2

r2
+

24φ2

r

]

,

mit r = s
m2 ; Cl2 und Cl3 sind die Clausen-Funktion zweiter und dritter Ord-

nung [Lew84].

Für Schwerpunktsenergien oberhalb der Paarproduktionsschwelle (s > 4m2) erhält

G
(2`,B),mo
1 absorptive Anteile:

ReG
(2`,B),mo
1 =

CF TF

y4
+

[

+ 3 y4
+ ln(

s

µ2
) − 2 (−4 y + 28 y3 − 1 + 21 y2 + 16 y4)ζ2

+ 2 y(9 y + 4 y2ζ2 + 4 ζ2 + 3 y3 + 9 y2 + 3 + 10 yζ2 )H(0; y)

− 2 y−y+(y2 + 1)H(−1, 0; y) + 8 y−y3
+H(1, 0, y)

− 4 y2H(0, 0, 0; y) − 16 yy2
+H(−1, 0, 0; y) + 8 H(0,−1, 0; y)y2

+ 2 y2(7 + 5 y2 + 8 y)H(0, 0; y) − 16 yy2
+H(0, 1, 0; y)

− 6 y2
+(y2 + 2 y − 8 yζ2 + 1)H(−1; y)

− 9 − 54 y2 − 36 y3 + 8 y3ζ3 − 9 y4 − 36 y + 8 yζ3

]

,

ImG
(2`,B),mo
1 =

CF TF

y4
+

[

+ 2 y2(7 + 5 y2 + 8 y)H(0; y) − 16 yy2
+H(−1, 0; y)

− 4 y2H(0, 0; y) + 8 H(0,−1; y)y2 − 2 y−y+(y2 + 1)H(−1; y)

+ 8 y−y3
+H(1; y) − 16 yy2

+H(0, 1; y) + 4 y(2 + 3 y + 2 y2)ζ2
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− 3 + 6 y3 − 6 y + 3 y4
]

,

Der Axialvektorformfaktor für interne und externe masselose Quarks ist bereits für

s > 0 komplex:

ReG
(2`,B),oo
1 = CF TF

[

− 9 + 2ζ2 + 3 ln(
s

µ2
)
]

,

ImG
(2`,B),oo
1 = CF TF ( − 3).

Der pseudoskalare Formfaktor ist µ-unabhängig. Man erhält für die einzige nicht

verschwindende Massenkombination:

ReA(2`,B),mm =
a2

s CF TF y

y−y3
+

[

− 4(3ζ3 + 3ζ3y
2 − 8yζ2 + 6yζ3)H(0; y) − 16yH(0, 0, 0; y)

+ 2y+(yζ2 − 2y + 2 + ζ2)H(0, 0; y) − 2y2
+H(0, 0, 0, 0; y)

+ 12y2
+H(0, 0, 0,−1; y) + 8y2

+H(0, 0,−1, 0; y) + 24ζ2y
2
+H(0,−1, y)

− 8y2
+H(0,−1, 0, 0; y) + 16ζ2y

2
+H(−1, 0, y) − 8y2

+H(−1, 0, 0, 0; y)

+ 29ζ2
2/5 + 58yζ2

2/5 − 4ζ2 + 29ζ2
2y

2/5 + 4y2ζ2

]

,

ImA(2`,B),mm =
a2

s CF TF y

y−y3
+

[

− 2y+(2y + yζ2 + ζ2 − 2)H(0; y) − 16yH(0, 0; y)

− 2y2
+H(0, 0, 0; y) + 8y2

+H(0, 0,−1; y) − 8y2
+H(0,−1, 0; y)

− 8y2
+H(−1, 0, 0; y) − 24yζ3 − 12ζ3 − 12ζ3y

2
]

.

Der Formfaktor zur Adler-Bell-Jackiw-Anomalie lautet:

Re F̂m =
2 CF

y−

[

2H(0,−1; y)y+ − 7y− − ζ2y+ − H(0, 0; y)y+ + 3 ln(
m2

µ2
)y−

]

,

Im F̂m =
2 CF

y−

[

− H(0; y)y+

]

.

C.2 Asymptotische Entwicklung

C.2.1 Typ-A-Beiträge

In diesem Abschnitt werden die asymptotischen Entwicklungen (y → 0) der Koeffi-

zienten aufgeschrieben. Zunächst folgen die Koeffizienten des Formfaktors F
(2`)
1 :

Rea
(2`,∞)
1 = − 4

11
Rea

(2`,∞)
3 = −3

5
Rea

(2`,∞)
5 =

1

r2

[2L

3
− 1

]

− 2

3r
− 1

3
+

L

3
,

Ima
(2`,∞)
1 = − 4

11
Ima

(2`,∞)
3 = −3

5
Ima

(2`,∞)
5 = − 2

3r2
− 1

3
,
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Rea
(2`,∞)
2 =Rea

(2`,∞)
6 = 0,

Ima
(2`,∞)
2 =Ima

(2`,∞)
6 = 0,

Rea
(2`,∞)
4 =

1

r2

[

5 − 5L − 12ζ2 + 2L2
]

+
1

r

[

2 − 2L
]

− L +
L2

2
+

1

2
− 3ζ2,

Ima
(2`,∞)
4 =

1

r2

[

5 − 4L
]

+
2

r
+ 1 − L,

Rea
(2`,∞)
7 =

1

r2

[

13ζ2/2 + L3/3 − 55/12 − 2ζ3 + 47L/9 − 6Lζ2 − L2
]

+
1

r

[

ζ2 − 67/18
]

− 49/36 + 67L/36 + ζ2/2 − Lζ2/2 − ζ3/2,

Ima
(2`,∞)
7 =

1

r2

[

− L2 + 2ζ2 − 47/9 + 2L
]

− 67/36 + ζ2/2,

Rea
(2`,∞)
8 =

1

r2

[

+ 40Lζ2 + 21L2/2 − 68ζ2 + 8 − 2L3 − 31L/2
]

+
1

r

[

− 14ζ2 − 5L + 5 + 2L2
]

+2 − L3/2 − 7L/2 − 13ζ2 + 2L2 + 10Lζ2,

Ima
(2`,∞)
8 =

1

r2

[

31/2 − 16ζ2 − 21L + 6L2
]

+
1

r

[

5 − 4L
]

− 4L − 4ζ2 + 7/2 + 3L2/2,

Rea
(2`,∞)
9 =

1

r2

[

47/18 − 287L/27 + 8Lζ2/3 + 25L2/9 − 164ζ2/9 − 2L3/9 − 8ζ3/3
]

+
1

r

[

59/27 + L2/3 − 25L/9
]

+4Lζ2/3 − 4ζ3/3 − 64ζ2/9 − L3/9 + 106/27 + 19L2/18 − 209L/54,

Ima
(2`,∞)
9 =

1

r2

[

287/27 + 2L2/3 − 50L/9
]

+
1

r

[

− 2L/3 + 25/9
]

+209/54 + L2/3 − 19L/9,

Rea
(2`,∞)
10 =

1

r2

[

57/2 − 1126L/27 − 16Lζ2/3 + 4L3/9 + 133L2/9 + 12ζ2

]

+
1

r

[

241/27 + 13L2/3 + 4ζ2/3 − 97L/9
]

−22ζ2/3 + 4Lζ2/3 − L3/9 + 19L2/18 − 265L/54 + 383/27,

Ima
(2`,∞)
10 =

1

r2

[

1126/27 − 4L2/3 − 266L/9
]

+
1

r

[

97/9 − 26L/3
]

+265/54 + L2/3 − 19L/9,

Rea
(2`,∞)
11 =

1

r2

[

2377/36 − 2215ζ2/18 + 1103ζ3/6 + 12ζ2L
2 + 8515L/108 − L4/2

+ 48ζ2 ln2 −56ζ2
2/5 + 89L2/18 + 29L3/18 − 13Lζ2/3 − 102Lζ3

]

+
1

r

[

− ζ2L
2/2 − 18Lζ3 − 25ζ2 + 7ζ2

2/2 − 157/108 + L2/12 + 461L/36



108 Anhang C. Resultate

+ 43ζ3 + 2L3/3 − 3Lζ2 + 12ζ2 ln2 −L4/24
]

+67ζ3/6 + 2545L/216 − 11Lζ2/3 − 13Lζ3/2 + 173ζ2/9 − 233L2/72

−63ζ2
2/20 − 1595/108 + 11L3/36 + ζ2L

2/2 + 6ζ2 ln2,

Ima
(2`,∞)
11 =

1

r2

[

− 8515/108 − 29L2/6 + 2L3 + 102ζ3 − 15ζ2 − 89L/9
]

+
1

r

[

− 5ζ2 + 3Lζ2 − 461/36 − 2L2 − L/6 + 18ζ3 + L3/6
]

−2545/216 + 13ζ3/2 − 11L2/12 − Lζ2 + 233L/36,

Rea
(2`,∞)
12 =

1

r2

[

+ 553/4 − 249ζ2 + 22ζ3 − 36Lζ3 + 13L/2 + 190Lζ2 + 451ζ2
2/5

+ 2L4 + 29L2 − 83ζ2L
2 − 15L3/2 − 96ζ2 ln2

]

+
1

r

[

− 24ζ2 ln2 −35L/4 + 51Lζ2 + 107/4 + 2ζ3 − 74ζ2 − 12Lζ3+

43ζ2
2/5 + L4/12 + 43L2/4 − 5ζ2L

2 − 8L3/3
]

−11ζ3 + 8Lζ3 + 31Lζ2 − 85L/8 + 68ζ2
2/5 + 55L2/8 − 32ζ2 + 23/2

−5L3/3 + 7L4/24 − 12ζ2L
2 − 12ζ2 ln2,

Ima
(2`,∞)
12 =

1

r2

[

45L2/2 − 100ζ2 − 8L3 + 70Lζ2 − 13/2 + 36ζ3 − 58L
]

+
1

r

[

− L3/3 + 8L2 + 12ζ3 − 19ζ2 + 35/4 + 6Lζ2 − 43L/2
]

−7L3/6 − 55L/4 + 5L2 − 8ζ3 − 11ζ2 + 10Lζ2 + 85/8. (C.4)

Die asymptotisch entwickelten Koeffzienten des Formfaktors F
(2`)
2 lauten:

Reb
(2`,∞)
i =Imb

(2`,∞)
i = 0 für i = 1 . . . 3,

Reb
(2`,∞)
4 =

1

r2

[

− 4 + 24ζ2 − 4L2 + 12L
]

+
1

r

[

12ζ2 + 2L − 2L2
]

,

Imb
(2`,∞)
4 =

1

r2

[

− 12 + 8L
]

+
1

r

[

− 2 + 4L
]

,

Reb
(2`,∞)
5 =

1

r2

[

− 4L2/3 − 76/9 + 148L/9 + 32ζ2/3
]

+
1

r

[

− 2L2/3 + 16ζ2/3 + 50L/9
]

,

Imb
(2`,∞)
5 =

1

r2

[

− 148/9 + 8L/3
]

+
1

r

[

4L/3 − 50/9
]

,

Reb
(2`,∞)
6 =

1

r2

[

− 52L2/3 + 868L/9 − 16ζ2 − 916/9
]

+
1

r

[

8ζ2 − 2L2/3 − 68/3 + 50L/9
]

,

Imb
(2`,∞)
6 =

1

r2

[

− 868/9 + 104L/3
]

+
1

r

[

4L/3 − 50/9
]

,
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Reb
(2`,∞)
7 =

1

r2

[

− 96ζ2 ln2 +L4/6 − 343/9 − 341L/9 − 174ζ2
2/5 − 404ζ3 + 944ζ2/3

− 44Lζ2 − 55L2/3 − 8L3/3 + 136Lζ3 + 10ζ2L
2
]

+
1

r

[

64ζ2/3 − 24ζ2 ln2 −L2/6 − 20ζ3 − 173L/18 − 3
]

,

Imb
(2`,∞)
7 =

1

r2

[

341/9 + 110L/3 + 8L2 − 136ζ3 + 76ζ2 − 28Lζ2 − 2L3/3
]

+
1

r

[

173/18 + L/3
]

,

Reb
(2`,∞)
8 =

1

r2

[

112Lζ3 − 89 − 244Lζ2 + 28ζ2L
2 − 276ζ2

2/5 + 192ζ2 ln2

+ 656ζ2 + 28L3/3 − 79L2 − 224ζ3 − L4/3 + 7L
]

+
1

r

[

− 17L2/2 − 48Lζ2 + 36ζ2 − 4ζ3 + 48ζ2 ln2 +2L3 + 31L/2
]

,

Imb
(2`,∞)
8 =

1

r2

[

132ζ2 − 7 + 158L + 4L3/3 − 28L2 − 40Lζ2 − 112ζ3

]

+
1

r

[

− 6L2 + 24ζ2 − 31/2 + 17L
]

. (C.5)

Für G
(2`,A)
1 erhält man:

Rec
(2`,∞)
i =Rea

(2`,∞)
i und

Imc
(2`,∞)
i =Ima

(2`,∞)
i für i = 1 . . . 7,

Rec
(2`,∞)
8 =Rea

(2`,∞)
8 +

1

r2

[

8 − 48ζ2 − 24L + 8L2
]

+
1

r

[

4L2 − 24ζ2 − 4L
]

,

Imc
(2`,∞)
8 =Ima

(2`,∞)
8 +

1

r2

[

24 − 16L
]

+
1

r

[

4 − 8L
]

,

Rec
(2`,∞)
9 =Rea

(2`,∞)
9 +

1

r2

[

8L2/3 − 224L/9 − 64ζ2/3 + 80/9
]

+
1

r

[

− 64L/9 + 4L2/3 − 32ζ2/3
]

,

Imc
(2`,∞)
9 =Ima

(2`,∞)
9 +

1

r2

[

− 16L/3 + 224/9
]

+
1

r

[

64/9 − 8L/3
]

,

Rec
(2`,∞)
10 =Rea

(2`,∞)
10 +

1

r2

[

16(3L − 4)(2L − 5)/9
]

+
1

r

[

16/3 − 64L/9 + 4L2/3
]

,

Imc
(2`,∞)
10 =Ima

(2`,∞)
10 +

1

r2

[

− 64L/3 + 368/9
]

+
1

r

[

− 8L/3 + 64/9
]

,

Rec
(2`,∞)
11 =Rea

(2`,∞)
11 +

1

r2

[

− 52/9 − 316ζ2/3 + 24Lζ2 + 14L2/3 − 22ζ2L
2 − 2L3/3

+ 96ζ2 ln2 +592L/9 − 8Lζ3 + 154ζ2
2/5 + 36ζ3 + L4/2

]

+
1

r

[

+ 4Lζ3 + 182L/9 − 62ζ2/3 + 24ζ2 ln2 +L4/12 + 17ζ2
2/5

+ L2/3 − 3ζ2L
2 + 12ζ3 + 10Lζ2 − 2L3/3

]

,
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Imc
(2`,∞)
11 =Ima

(2`,∞)
11 +

1

r2

[

8ζ3 + 20Lζ2 + 2L2 − 592/9 − 28L/3 − 16ζ2 − 2L3
]

+
1

r

[

2L2 − 182/9 − 4ζ3 − 2ζ2 − 2L/3 + 2Lζ2 − L3/3
]

,

Rec
(2`,∞)
12 =Rea

(2`,∞)
12 +

1

r2

[

72 − 376ζ2 + 160Lζ2 − 192ζ2 ln2 +12L − L4 − 20ζ2
2

+ 66L2 + 168ζ3 + 28ζ2L
2 − 112Lζ3 − 20L3/3

]

+
1

r

[

6ζ2L
2 − 14L − 8L3/3 − 34ζ2

2/5 + 4L2 − 48ζ2 ln2

− L4/6 − 8Lζ3 + 8ζ3 + 62Lζ2

]

,

Imc
(2`,∞)
12 =Ima

(2`,∞)
12 +

1

r2

[

− 12 − 8Lζ2 + 20L2 − 132L − 80ζ2 + 112ζ3 + 4L3
]

+
1

r

[

− 4Lζ2 + 8ζ3 + 8L2 − 8L + 14 + 2L3/3 − 30ζ2

]

. (C.6)

Zu G
(2`,A)
2 folgt:

Red
(2`,∞)
i =Imd

(2`,∞)
i = 0 für i = 1 . . . 3,

Red
(2`,∞)
4 =Reb

(2`,∞)
4 +

16(L − 1)

r2
+

1

r

[

8L + 24ζ2 − 4 − 4L2
]

,

Imd
(2`,∞)
4 =Imb

(2`,∞)
4 − 16

r2
+

8(L − 1)

r
,

Red
(2`,∞)
5 =Reb

(2`,∞)
5 +

1

r2

[

16L/3 − 56/9
]

+
1

r

[

52L/9 + 32ζ2/3 − 76/9 − 4L2/3
]

,

Imd
(2`,∞)
5 =Imb

(2`,∞)
5 − 16

3r2
+

1

r

[

8L/3 − 52/9
]

,

Red
(2`,∞)
6 =Reb

(2`,∞)
6 +

1

r2

[

520/9 − 80L/3
]

+
1

r

[

52L/9 + 236/9 − 4L2/3 − 16ζ2

]

,

Imd
(2`,∞)
6 =Imb

(2`,∞)
6 +

80

3r2
+

1

r

[

8L/3 − 52/9
]

,

Red
(2`,∞)
7 =Reb

(2`,∞)
7 +

1

r2

[

36ζ2
2/5 − 80Lζ3 − 20L/3 + 4L2 + 814/9 − L4/3 + 8Lζ2

+ 240ζ3 − 88ζ2 + 4ζ2L
2 + 8L3/3

]

+
1

r

[

− 257L/9 + 8ζ3 − 100ζ2/3 + 269/9 + 17L2/3
]

,

Imd
(2`,∞)
7 =Imb

(2`,∞)
7 +

1

r2

[

8Lζ2 − 8L + 4L3/3 + 20/3 + 80ζ3 − 40ζ2 − 8L2
]

+
1

r

[

257/9 − 34L/3
]

,

Red
(2`,∞)
8 =Reb

(2`,∞)
8 +

1

r2

[

12L2 + 36L + 144Lζ2 − 16L3/3 + 2L4/3 − 296ζ2

+ 344ζ2
2/5 − 40ζ2L

2 − 26 + 160ζ3 − 96Lζ3

]
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+
1

r

[

− 8ζ3 − 17 + 60ζ2 + 4L3 + 15L − 13L2 − 72Lζ2

]

,

Imd
(2`,∞)
8 =Imb

(2`,∞)
8 +

1

r2

[

96ζ3 + 48Lζ2 − 24L − 8L3/3 − 36 − 80ζ2 + 16L2
]

+
1

r

[

24ζ2 − 15 + 26L − 12L2
]

. (C.7)

Abschliessend die asymptotisch entwickelten Formfaktoren zu A(2`,A):

Ree
(2`,∞)
1 = − 4

11
Ree

(2`,∞)
3 =

1

r2

[2L

3
− 1

]

− 2

3r
+ 1/6 + L/3,

Ime
(2`,∞)
1 = − 4

11
Ime

(2`,∞)
3 = − 2

3r2
− 1

3
,

Ree
(2`,∞)
2 = − 6

5
Ree

(2`,∞)
6 = +

1

2
,

Ime
(2`,∞)
2 = Ree

(2`,∞)
6 = 0,

Ree
(2`,∞)
4 =

1

r2

[1

2
− 12ζ2 − 2L + 2L2

]

+
1

r

[

− 1 − 2L
]

+
1

8
+

L + L2

2
− 3ζ2,

Ime
(2`,∞)
4 =

1

r2

[

2 − 4L
]

+
2

r
− L − 1

2
,

Ree
(2`,∞)
5 =

1

r2

[5

3
− 10L

9

]

+
10

9r
+

5

36
− 5L

9
,

Ime
(2`,∞)
5 =

10

9r2
+

5

9
,

Ree
(2`,∞)
7 =

1

r2

[

− 55/12 − L2 − 2ζ3 + 13ζ2/2 + 47L/9 − 6Lζ2 + L3/3
]

+
1

r

[

+ ζ2 − 67/18
]

+ 67L/36 − ζ3/2 + ζ2/2 − Lζ2/2 + 95/144,

Ime
(2`,∞)
7 =

1

r2

[

+ 2L + 2ζ2 − 47/9 − L2
]

+ ζ2/2 − 67/36,

Ree
(2`,∞)
8 =

1

r2

[

− 2L3 − 31/4 + 40Lζ2 − 56ζ2 − 7L/2 + 9L2
]

+
1

r

[

4L − 1 − 32ζ2 + 5L2
]

+ 10Lζ2 + L − L3/2 + 2ζ2 − L2/4 + 11/16,

Ime
(2`,∞)
8 =

1

r2

[

+ 7/2 − 18L + 6L2 − 16ζ2

]

+
1

r

[

− 4 − 10L
]

− 1 + L/2 − 4ζ2 + 3L2/2,

Ree
(2`,∞)
9 =

1

r2

[

− 440L/27 − 1/18 + 34L2/9 − 16ζ3/3 − 2L3/9 + 8ζ3/3

+ 8Lζ2/3 − 236ζ2/9
]

+
1

r

[

− 40/27 − 40L/9 − 8ζ2 + 4L2/3
]

− L3/9 − 8ζ3/3 + 4Lζ2/3 − 247/216 − 28L/27

+ 4ζ3/3 + 5L2/9 − 46ζ2/9,

Ime
(2`,∞)
9 =

1

r2

[

2L2/3 + 440/27 − 68L/9
]

+
1

r

[

40/9 − 8L/3
]

+ L2/3 − 10L/9 + 28/27,
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Ree
(2`,∞)
10 =

1

r2

[

8Lζ2/3 − 8ζ3/3 + 8ζ3/3 − 4ζ2 − 118L/27 − 2L3/9 + 4/3 + 25L2/9
]

+
1

r

[

− 8ζ2/3 + 88/27 − 4L/9 + 4L2/3
]

+ 5L2/9 + 1969/216 − L3/9 − 4ζ3/3 − 16ζ2/3 + 4ζ3/3 + 4Lζ2/3 − 56L/27,

Ime
(2`,∞)
10 =

1

r2

[

2L2/3 + 118/27 − 50L/9
]

+
1

r

[

4/9 − 8L/3
]

+ L2/3 + 56/27 − 10L/9,

Ree
(2`,∞)
11 =

1

r2

[

48ζ2 ln2 −1937/144 − 571L2/72 + 91L3/36 − 188ζ2
2/5 + 11405L/216

− 16Lζ3 + 15ζ2L
2 − 22ζ3/3 − 7L4/24 − 136Lζ2/3 + 283ζ3/6 + 202ζ2/9

]

+
1

r

[

+ 14ζ3 + 11ζ2 + 314/27 + 197L/9 − 2Lζ2 − 19L2/6 + 12ζ2 ln2

]

− 11Lζ2/3 + 11L3/36 + 128ζ2/9 − 67L2/36 − 2ζ3/3 + 22ζ3/3

+ 121L/54 + ζ2L
2/2 + 6ζ2 ln2 −13Lζ3/2 + 3047/864 − 63ζ2

2/20,

Ime
(2`,∞)
11 =

1

r2

[

− 11405/216 − 91L2/12 + 7L3/6 + 571L/36 + 15ζ2 + 16ζ3 − 16Lζ2

]

+
1

r

[

+ 19L/3 − 197/9 + 2ζ2

]

+ 67L/18 − Lζ2 + 13ζ3/2 − 11L2/12 − 121/54,

Ree
(2`,∞)
12 =

1

r2

[

+ 78 + 6ζ3 − 8Lζ3 + 63ζ2 + 53L + 78ζ2
2 + 176Lζ2 − 64ζ2L

2 − 53L3/6

− 26ζ3 − 96ζ2 ln2 −4L2 + 19L4/12
]

+
1

r

[

88Lζ2 + 6ζ3 − 6 − 7L + 26ζ2
2/5 + 40ζ2 − 5L2 − 13L3/3 − 12ζ3

− 24ζ2 ln2 −2ζ2L
2 − 16Lζ3

]

+ 7L4/24 + 5L/2 + L2/2 + ζ3 + 8Lζ3

− 5Lζ2 − 12ζ2L
2 − 12ζ2 ln2 +L3/12 + 15ζ2/2 + 68ζ2

2/5 + 257/32 − 9ζ3,

Ime
(2`,∞)
12 =

1

r2

[

− 19L3/3 + 53L2/2 + 8ζ3 − 70ζ2 + 8L − 53 + 52Lζ2

]

+
1

r

[

+ 4Lζ2 − 36ζ2 + 10L + 13L2 + 16ζ3 + 7
]

− 8ζ3 − L − 5/2 + 10Lζ2 − L2/4 − 7L3/6 + 4ζ2.

C.2.2 Typ-B-Beiträge

Für Schwerpunktsenergien s � 4m2 ist die Quarkmasse vernachlässigbar. Die Form-

faktoren für die unterschiedlichen Massenkombinationen müssen im Limes masselo-

ser Quarks identisch zu denen für mI = mA = 0 werden. Das bedeutet, daß

G
(2`,B),mm,∞
1 = G

(2`,B),om,∞
1 = G

(2`,B),mo,∞
1

→ G
(2`,B),oo
1 = CF TF

[

− 9 + 2ζ2 + 3 ln(
s

µ2
)
]
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und

G
(2`,B),mm,∞
2 = G

(2`,B),om,∞
2 → 0

gelten muss. Für die Formfaktoren zu den Typ-B-Beiträgen mit mindestens einem

massiven Quark findet man:

ReG
(2`,B),mm,∞
1 =CF TF

[

3 ln(
m2

µ2
) + 3L − 9 + 2ζ2

+
1

r
(6L − 8(−3 + L)ζ2 − 2 − 16ζ3 − 2L2)

]

,

ImG
(2`,B),mm,∞
1 =CF TF

[

− 3 +
1

r
(−6 + 4L + 8ζ2)

]

,

ReG
(2`,B),mm,∞
2 =CF TF

[1

r
(8 − 4ζ2 + 2L2 − 12L)

]

,

ImG
(2`,B),mm,∞
2 =CF TF

[1

r
(12 − 4L)

]

,

ReG
(2`,B),om,∞
1 =CF TF

[

3 ln(
m2

µ2
) + 3L − 9 + 2ζ2 +

1

r
(6L − 2 − 2L2)

]

,

ImG
(2`,B),om,∞
1 =CF TF

[

− 3 +
1

r
(4L − 6)

]

,

ReG
(2`,B),om,∞
2 =CF TF

[1

r
(8 − 4ζ2 + 2L2 − 12L)

]

,

ImG
(2`,B),om,∞
2 =CF TF

[1

r
(12 − 4L)

]

,

ReG
(2`,B),mo,∞
1 =CF TF

[

3 ln(
s

µ2
) − 9 + 2ζ2 +

1

r
(8ζ3 − 8Lζ2)

]

,

ImG
(2`,B),mo,∞
1 =CF TF

[

− 3 +
8ζ2

r

]

,

Man erkennt, daß G
(2`,B),mm,∞
2 und G

(2`,B),om,∞
2 proportional zu 1

r
sind. Für r → ∞

verschwinden diese Beiträge. Vernachlässigt man in G
(2`,B),mm,∞
1 , G

(2`,B),mo,∞
1 und

G
(2`,B),mo,∞
1 ebenfalls die 1

r
-Terme, so wird das erwartete Verhalten reproduziert.

Beachte, dass L = ln s
m2 und somit die Summe aus (ln m2

µ2 + L) jeweils den erwar-

teten Logarithmus reproduziert. Der Faktor L in den asymptotischen entwickelten

Formfaktoren stammt aus dem Integrationsmas, aus dem m2

µ2 ausgeklammert wurde.

Für m → 0
”
verschwindet“ die Massenskala m aus den physikalischen Resultaten.

Dies kann man an den Formeln deutlich sehen.

Der pseudoskalare Formfaktor muss im asymptotischen Limes verschwinden. Real-

und Imaginärteil lauten:

ReA(2`,B),mm,∞ =CF TF

[ 1

r2
(−8ζ2 − 58ζ2

2/5 − 2ζ2L
2 − 24Lζ3 + L4/6 + 28
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+ 24ζ3 + 24L − 14L3/3 + 52Lζ2)

+
1

r
(4ζ2 − 29ζ2

2/5 − ζ2L
2 − 12Lζ3 − 2L2 + L4/12)

]

,

ImA(2`,B),mm,∞ =CF TF

[ 1

r2
(4ζ2 − 2L3/3 + 24ζ3 − 4Lζ2 − 24 + 14L2)

+
1

r
(4L − L3/3 + 12ζ3 − 2Lζ2)

]

,

und besitzen keinen Term der Ordnung r0, welcherim Limes r → ∞ nicht verschwin-

den würde.

Für den Anomalie-Formfaktor erhält man:

Re F̂m,∞ =2 CF

[ 1

r2
(6ζ2 − 11/2 − 7L + 3L2) +

1

r
(2ζ2 + L2 − 2 − 2L)

3 ln(
m2

µ2
) − 7 + ζ2 + L2/2

]

Im F̂m,∞ =2 CF

[ 1

r2
(7 − 6L) +

1

r
(2 − 2L) − L

]

C.3 Schwellenentwicklung

C.3.1 Typ-A-Beiträge

In diesem Abschnitt wird die Schwellen-Entwicklung (y → 1) der Koeffizienten an-

gegeben. Zunächst wiederum die Koeffizienten des Formfaktors F
(2`)
1 , dann die von

F
(2`)
2 , G

(2`,A)
1 und G

(2`,A)
2 und abschliessend die zu A(2`,A):

Rea
(2`,4m2)
1 =Rea

(2`,4m2)
3 = Rea

(2`,4m2)
5 = 0,

Ima
(2`,4m2)
1 = − 4

11
Ima

(2`,4m2)
3 = −3

5
Ima

(2`,4m2)
5 = − 1

6β
,

Rea
(2`,4m2)
2 =Rea

(2`,4m2)
6 = 0,

Ima
(2`,4m2)
2 =Ima

(2`,4m2)
6 = 0,

Rea
(2`,4m2)
4 = − 3ζ2

4β2
− 3 ζ2

2
,

Ima
(2`,4m2)
4 =0,

Rea
(2`,4m2)
7 =0,

Ima
(2`,4m2)
7 = − 31

72β
,

Rea
(2`,4m2)
8 =

1

β2

[

3ζ2(ln2 + lnb)
]

+ 3ζ2(2 ln2 +2 lnb −1),
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Ima
(2`,4m2)
8 = − 3ζ2

2β2
+

2

β
− 3ζ2,

Rea
(2`,4m2)
9 =

1

β

[

+ 2ζ2(−5 + 6 ln2 +6 lnb)/3
]

+ 22/9,

Ima
(2`,4m2)
9 =

1

β

[

− 10 ln2 /9 + 2lnb
2/3 + 4 lnb ln2 /3 + 14/27 − 10 lnb /9 + 2(ln2)

2/3
]

,

Rea
(2`,4m2)
10 =

88

9
− 16ζ2

3
,

Ima
(2`,4m2)
10 =0,

Rea
(2`,4m2)
11 =

1

β

[

− ζ2(66 ln2 −31 + 66 lnb)/6
]

+179ζ2/6 − 151/18 − 32ζ2 ln2 −13ζ3 − 12ζ2 lnb,

Ima
(2`,4m2)
11 =

1

β

[

− 47/54 − 11lnb
2/6 − 11(ln2)

2/6 + 31 lnb /18

− 11 lnb ln2 /3 + 31 ln2 /18
]

+ 6ζ2,

Rea
(2`,4m2)
12 =

1

β2

[

− 3ζ2(−3ζ2 + 4 ln2
b +4 ln2

2 +8 lnb ln2)/2
]

− 12ζ2

β

+23/2 + 9ζ2
2 − 12ζ2(ln2)

2 + 28ζ2 ln2 −107ζ2/3 − 12ζ2lnb
2

−24ζ2 lnb ln2 −2ζ3 + 4ζ2 lnb,

Ima
(2`,4m2)
12 =

6ζ2(ln2 + lnb)

β2
− 4(lnb + ln2)

β
+ 2ζ2(6 lnb −1 + 6 ln2),

Die Schwellenentwicklung der b
(2`)
i lautet:

Reb
(2`,4m2)
i =Imb

(2`,4m2)
i = 0 für i = 1 . . . 3,

Reb
(2`,4m2)
4 = +

3 ζ2

2β2
,

Imb
(2`,4m2)
4 = +

1

2β
,

Reb
(2`,4m2)
5 = +

2ζ2

β
,

Imb
(2`,4m2)
5 =

1

β

[

− 25/18 + 2 ln2 /3 + 2 lnb /3
]

,

Reb
(2`,4m2)
6 =0,

Imb
(2`,4m2)
6 =0,

Reb
(2`,4m2)
7 = − 7ζ2

β
,

Imb
(2`,4m2)
7 =

1

β

[

25/9 − 7 ln2 /3 − 7 lnb /3
]

,
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Reb
(2`,4m2)
8 =

1

β2

[

− ζ2(−7 + 6 lnb +6 ln2)
]

− 3 ζ2

β
,

Imb
(2`,4m2)
8 = +

3ζ2

β2
− lnb + ln2

β
,

Die Koeffizienten c
(2`)
i werden auch hier durch die a

(2`)
i dargestellt:

Rec
(2`,4m2)
i =Rea

(2`,4m2)
i und

Imc
(2`,4m2)
i =Ima

(2`,4m2)
i für i = 1 . . . 7,

Rec
(2`,4m2)
8 =Rea

(2`,4m2)
8 − 3ζ2

β2
,

Imc
(2`,4m2)
8 =Ima

(2`,4m2)
8 − 1

β
,

Rec
(2`,4m2)
9 =Rea

(2`,4m2)
9 − 4ζ2

β
− 8

9
,

Imc
(2`,4m2)
9 =Ima

(2`,4m2)
9 +

1

β

[

16/9 − 4

3
(lnb + ln2)

]

,

Rec
(2`,4m2)
10 =Rea

(2`,4m2)
10 − 8

9
,

Imc
(2`,4m2)
10 =Ima

(2`,4m2)
10 ,

Rec
(2`,4m2)
11 =Rea

(2`,4m2)
11 +

11ζ2

β
+ 14ζ2 ln2 +8ζ2 lnb −15ζ2 + 17ζ3/2 + 25/9,

Imc
(2`,4m2)
11 =Ima

(2`,4m2)
11 +

1

β

[

− 32/9 + 11 lnb /3 + 11 ln2 /3
]

− 4ζ2,

Rec
(2`,4m2)
12 =Rea

(2`,4m2)
12 +

1

β2

[

6ζ2(−1 + 2 lnb +2 ln2)
]

+
6ζ2

β

−19ζ3/4 − 23/3 + 83ζ2/3 − 7ζ2 ln2 −2ζ2 lnb,

Imc
(2`,4m2)
12 =Ima

(2`,4m2)
12 − 6ζ2

β2
+

1

β

[

2(lnb + ln2 +1)
]

+ ζ2,

Analog zu den 1`-Resultaten lässt sich fü die d
(2`)
i eine verkürzte Form mittels der

b2`
i angeben:

Red
(2`,4m2)
i =Imd

(2`,4m2)
i = 0 für i = 1 . . . 3,

Red
(2`,4m2)
4 =Reb

(2`,4m2)
4 +

3ζ2

2β2
+

3 ζ2

2
,

Imd
(2`,4m2)
4 =Imb

(2`,4m2)
4 ,

Red
(2`,4m2)
5 =Reb

(2`,4m2)
5 +

2ζ2

β
− 11

9
,

Imd
(2`,4m2)
5 =Imb

(2`,4m2)
5 +

1

β

[

− 7/18 +
2

3
(ln2 + lnb)

]

,
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Red
(2`,4m2)
6 =Reb

(2`,4m2)
6 − 8ζ2

3
+

49

9
,

Imd
(2`,4m2)
6 =Imb

(2`,4m2)
6 ,

Red
(2`,4m2)
7 =Reb

(2`,4m2)
7 − 4ζ2

β
+ 26ζ2/3 − 15ζ3/2 + 151/36 − 18ζ2 ln2 −8ζ2 lnb,

Imd
(2`,4m2)
7 =Imb

(2`,4m2)
7 +

1

β

[

7/9 − 4

3
(ln2 + lnb)

]

+ 4ζ2,

Red
(2`,4m2)
8 =Reb

(2`,4m2)
8 +

1

β2

[

− ζ2(1 + 6 lnb +6 ln2)
]

−9ζ2/2 − 20ζ2 lnb −15ζ2 ln2 +41/12 − 45ζ3/4,

Imd
(2`,4m2)
8 =Imb

(2`,4m2)
8 +

3ζ2

β2
− 3

β
+ 10ζ2,

Für die Schwellenentwicklung des pseudoskalaren Formfaktors findet man die fol-

genden Koeffizienten:

Ree
(2`,4m2)
1 =

1

2
= Ree

(2`,4m2)
2 = − 4

11
Ree

(2`,4m2)
3

= − 6

5
Ree

(2`,4m2)
5 = −6

5
Ree

(2`,4m2)
6 =

24

97
Ree

(2`,4m2)
7

Ime
(2`,4m2)
1 = − 1

6β

= − 4

11
Ime

(2`,4m2)
3 = −6

5
Ime

(2`,4m2)
5 =

12

31
Ime

(2`,4m2)
7

Ime
(2`,4m2)
2 =Ime

(2`,4m2)
6 = 0,

Ree
(2`,4m2)
4 = − 3ζ2

4β2
+ 9/8 − 3ζ2/2,

Ime
(2`,4m2)
4 = − 3

4β
,

Ree
(2`,4m2)
8 =

1

β2

[

+ 3ζ2(ln2 + lnb)
]

+
1

β

[

+ 9ζ2/2
]

− 21/16 + 3ζ2/2 + 6ζ2(ln2 + lnb),

Ime
(2`,4m2)
8 =

1

β2

[

− 3ζ2/2
]

+
1

β

[

+ 3 lnb /2 + 1/2 + 3 ln2 /2
]

− 3ζ2,

Ree
(2`,4m2)
9 =

1

β

[

+ 2ζ2(6 lnb −5 + 6 ln2)/3
]

− 21/8 − 2ζ2,

Ime
(2`,4m2)
9 =

1

β

[

+ 14/27 − 10 lnb /9 +
2

3
(ln2

2 + ln2
b) − 10 ln2 /9 + 4 lnb ln2 /3

]

,

Ree
(2`,4m2)
10 = − 4ζ2 + 67/8,

Ime
(2`,4m2)
10 =0,

Ree
(2`,4m2)
11 =

1

β

[

− ζ2(66 lnb −31 + 66 ln2)/6
]

− 27ζ3/2 + 43ζ2/2 − 12ζ2 lnb −30ζ2 ln2 +325/32,
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Ime
(2`,4m2)
11 =

1

β

[

+
31

18
(ln2 + lnb) −

11

6
(ln2

b + ln2
2) − 47/54 − 11 lnb ln2 /3

]

+ 6ζ2,

Ree
(2`,4m2)
12 =

1

β2

[

+ 3ζ2(−4 ln2
b −8 lnb ln2 +3ζ2 − 4 ln2

2)/2
]

+
1

β

[

− 3ζ2(3 ln2 +3 lnb +1)
]

+ 449/32 − 12ζ2(lnb + ln2)
2 + ζ2 − 18ζ2 ln2 −15ζ3 + 9ζ2

2 − 30ζ2 lnb,

Ime
(2`,4m2)
12 =

1

β2

[

+ 6ζ2(ln2 + lnb)
]

+
1

β

[

− 3

2
(ln2 + lnb)

2 + 3ζ2/2 − 3 − lnb − ln2

]

+ 3ζ2(4 ln2 +5 + 4 lnb).

C.3.2 Typ-B-Beiträge

Abschliessend die an der Schwelle entwickelten anomalen Formfaktoren:

ReG
(2`,B),mm,4m2

1 =CF TF

[

3 ln(
m2

µ2
) + (48 ln2 −19)ζ2/3 − 23/3

]

,

ImG
(2`,B),mm,4m2

1 =0

ReG
(2`,B),mm,4m2

2 =CF TF

[

− 2(−17 + 6 ln2)ζ2/3 + 4 ln2 −21ζ3/2 + 2/3
]

,

ImG
(2`,B),mm,4m2

2 =CF TF

[

− 2 + 3ζ2

]

,

ReG
(2`,B),om,4m2

1 =CF TF

[

8 ln2 −8 ln2
2 /3 − 23/3 + 4ζ2/3 + 3 ln(

m2

µ2
)
]

,

ImG
(2`,B),om,4m2

1 =CF TF

[

− 4 + 8 ln2 /3
]

,

ReG
(2`,B),om,4m2

2 =CF TF

[

2/3 − 4 ln2 +8 ln2
2 /3 − 4ζ2/3

]

,

ImG
(2`,B),om,4m2

2 =CF TF

[

+ 2 − 8 ln2 /3
]

,

Für masselose Quarks kann man keine Schwellen-Entwicklung bei s ≈ 4m2 durch-

führen, weswegen der Formfaktor G
(2`,B),oo
1 hier nicht nochmal angegeben wird.

Der pseudoskalare Typ-B-Formfaktor lautet:

ReA(2`,B),mm,4m2

=CF TF

[

5ζ2 − 21/2ζ3 + 12ζ2 ln2

]

,

ImA(2`,B),mm,4m2

=CF TF 3ζ2.

Die Schwellenentwicklung des Anomalie-Terms liefert:

Re F̂m,4m2

=2 CF

[

4 ln(2) − 7 + 3 ln(
m2

µ2
)
]

,

Im F̂m,4m2

= − 4 CF .



119

Literaturverzeichnis

[A+98] D. Abbaneo et al. QCD corrections to the forward-backward asym-

metries of c and b quarks at the Z pole. Eur. Phys. J., C4:185–191,

1998.

[ABL92] A. B. Arbuzov, D. Yu. Bardin, und A. Leike. Analytic final state correc-

tions with cut for e+e− → massive fermions. Mod. Phys. Lett., A7:2029–

2038, 1992. Erratum-ibid. A9:1515, 1994.

[AD73] D. A. Akyeampong und R. Delbourgo. Dimensional regularization, ab-

normal amplitudes and anomalies. Nuovo Cim., A17:578–586, 1973.

[Adl69] S. L. Adler. Axial vector vertex in spinor electrodynamics. Phys. Rev.,

177:2426–2438, 1969.

[AL93] G. Altarelli und B. Lampe. Second order QCD corrections to heavy

quark forward - backward asymmetries. Nucl. Phys., B391:3–22, 1993.

[AS+01] J. A. Aguilar-Saavedra et al. TESLA Technical Design Report Part III:

Physics at an e+e− linear collider. 2001. hep-ph/0106315.

[B+01] D.Y. Bardin et al. ZFITTER v.6.21: A semi-analytical program for

fermion pair production in e+e− annihilation. Comput. Phys. Commun.,

133:229–395, 2001.

[BBU97] W. Bernreuther, A. Brandenburg, und P. Uwer. Next-to-leading order

QCD corrections to three-jet cross sections with massive quarks. Phys.

Rev. Lett., 79:189–192, 1997.

[BBU00] W. Bernreuther, A. Brandenburg, und P. Uwer. Next-to-leading order

QCD corrections to parity-violating 3-jet observables for massive quarks

in e+e− annihilation. 2000. hep-ph/0008291.

[Ber05a] W. Bernreuther, R. Bonciani, T. Gehrmann, R. Heinesch, T. Leine-

weber, P. Mastrolia und E. Remiddi. Two-loop QCD corrections to

the heavy quark form factors: Axial vector contributions. Nucl. Phys.,

B712:229–286, 2005.



120 Literaturverzeichnis

[Ber05b] W. Bernreuther, R. Bonciani, T. Gehrmann, R. Heinesch, T. Leine-

weber, P. Mastrolia und E. Remiddi. Two-loop QCD corrections to

the heavy quark form factors: The vector contributions. Nucl. Phys.,

B706:245–324, 2005.

[Ber05c] W. Bernreuther, R. Bonciani, T. Gehrmann, R. Heinesch, T. Leineweber

und E. Remiddi. Two-loop QCD corrections to the heavy quark form

factors: Anomaly contributions. Nucl. Phys., B723:91–116, 2005.

[BGG73] Frits A. Berends, K. J. F. Gaemers, und R. Gastmans. α3 contribution

to the angular asymmetry in e+ e− → µ+µ−. Nucl. Phys., B63:381–397,

1973.

[BGS91] D. J. Broadhurst, N. Gray, und K. Schilcher. Gauge invariant on-shell

Z(2) in QED, QCD and the effective field theory of a static quark. Z.

Phys., C52:111–122, 1991.
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eine tolle Atmosphäre über all die Jahre hinweg. Dort wo man sich wohl fühlt,

macht es auch Spaß zu arbeiten. J. Ziethe und M. Holtschneider danke ich für alle
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