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❝❛♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦

❜♦t❤ ✜♥❞ ✇❛②s ❤♦✇ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♥♦s❡❞✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

s✐t❡✱ ❛♥❞ t♦ ❣❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞

❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡

❛♥❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛s ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t♦♦❧s t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦♠♠♦♥ ❞❡❢❡❝ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥

❈■●❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

■ ❜❡❣✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❧✐st ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t

♦r✐❣✐♥s ❢♦r r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢

❞❡❢❡❝ts✱ ■ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠ ✐♥t♦ ❈■●❙ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❈■●❙

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡✳❣✳ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ P✶✱ P✷✱

❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ❛s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❢❛✉❧t②

s❝r✐❜✐♥❣ t♦♦❧s✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❈■●❙ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡✱ ❛s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞

❜② ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ✈❛r② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ■

❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✭❊▲✮✱ ❛♥❞ ❞❛r❦

❧♦❝❦✲✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❉▲■❚✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡② ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧②

r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡

♠♦❞✉❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❞❡❢❡❝t t②♣❡s ✐♥ ❛ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❛t

❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐ts ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛♥❞ r❡s✐st❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦

❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s♦❧✈❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡♣❛✐r ❛♥

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝ts ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❞❡❢❡❝ts ②✐❡❧❞ t❤❛t P✶✱ P✷✱ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐st✐❝ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♣❛tt❡r♥s✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜②

t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ✐❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊▲

❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❊❧ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ s❝r✐❜✐♥❣

❞❡❢❡❝ts ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❊❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✐ts❡❧❢✱ ■ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r

✶



✷ ❈❖◆❚❊◆❚❙

t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✉♠✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❧❛②❡r s❡q✉❡♥❝❡s

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐✲❩♥❖✴❈❞❙ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ s❤✉♥t ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❋r♦♠

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❈❞❙ ❤❛s ❞✉r✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤

❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✜❧❧s ✉♣ ❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r✳

■ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤✐s s✉r❢❛❝❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s♣✉tt❡r❡❞ ✐✲❩♥❖ t♦ ❢♦r♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞

✉♥❜r♦❦❡♥ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s ♣r❡✈❡♥t s❤✉♥t✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ ■ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r ❧♦❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts s❤♦✇ str♦♥❣ s❤✉♥t✐♥❣ ✐♥ ❊▲

❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❝❛✉s❡❞ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ♦r ✢❛❦❡s ❛t

t❤❡ ▼♦ ♦r ❈■●❙ ❧❛②❡r✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱

✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❢❛❧❧ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈✉ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❋♦r ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s

■ ✜♥❞ t❤❛t ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❊▲

❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ♦♥ t❤❡ P✶ ❧✐♥❡ ❡✈♦❦❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❞❡❢❡❝ts ❛ ✉♥✐q✉❡

❊▲ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❡①♣❧❛✐♥ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛s ❛♥ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ ❛ P✶

❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ t✇♦ s❤✉♥t✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ♦♥❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ✭P✶

❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss

t♦ ❝r❡❛t❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡s ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡✲

♣❛✐r✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝✉rr❡♥t ♠❡❧ts ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ▼♦ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t

♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥✱ t♦♦✳

❚♦ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✲

t✐❝s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ t❤✐♥ ✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✐♥

❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❡✈❡♥ s❤♦✇s ✇❛②s ❤♦✇ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❛✐r❡❞✳



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ❜❡❤❛♥❞❡❧t ❤❡rst❡❧❧✉♥❣s❜❡❞✐♥❣t❡ ❉❡❢❡❦t❡ ✐♥ ❈■●❙ ❉ü♥♥s❝❤✐❝❤t♠♦❞✲

✉❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡s ▼♦❞✉❧s ✈❡rs❝❤❧❡❝❤t❡r♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❡s✱ s♦✇♦❤❧ ❲❡❣❡ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡s❡ ❉❡❢❡❦t❡ ❞✐❛❣♥♦st✐③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥✲

♥❡♥✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❋♦r♠ ❡✐♥❡r ◗✉❛❧✐täts❦♦♥tr♦❧❧❡ ✐♥ ❞❡r Pr♦❞✉❦t✐♦♥stätt❡✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❡✐♥

❜❡ss❡r❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡s t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❉❡❢❡❦t❡✐♥✢✉ss❡s ❛✉❢ ❙trö♠❡ ✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r

❉❡❢❡❦t✉♠❣❡❜✉♥❣ ③✉ ❡r❧❛♥❣❡♥✳

■❝❤ ❜❡❣✐♥♥❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❈■●❙ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ✉♥❞ ❧✐st❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡

❉❡❢❡❦t✉rs❛❝❤❡♥ ❢ür ❞✐❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ss❝❤r✐tt❡ ❛✉❢✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡r✲

s✉❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❋❡❤❧❡r♥ ③✉ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✱ ❜r✐♥❣❡ ✐❝❤ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❡r r❡❛❧❡♥ ❈■●❙

Pr♦❞✉❦t✐♦♥sstätt❡ ✐♥ ❈■●❙ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❦♠♦❞✉❧❡ ❣❡③✐❡❧t ❡✐♥✳ ❉❛s ❣❡③✐❡❧t❡ ❊✐♥❜r✐♥❣❡♥ ❞❡r

❋❡❤❧❡r ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✉♥t❡r❜r♦❝❤❡♥❡ P✶✲✱ P✷✲ ✉♥❞ P✸✲❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣s❧✐♥✐❡♥✱ ✇✐❡

s✐❡ ❞✉r❝❤ ❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡ ❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣s❛♥❧❛❣❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❡❜❡♥s♦ ✇✐❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥

❞❡s ❈■●❙ ❙❝❤✐❝❤t❡♥❛✉❢❜❛✉s✱ ✇✐❡ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❧♦❦❛❧❡ ❱❡rs❝❤♠✉t③✉♥❣❡♥ ✈❡r✉rs❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥✲

♥❡♥✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✈❡rä♥❞❡r❡ ✐❝❤ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t❡♥ ❋❡❤❧❡r✳ ■❝❤ ❝❤❛r❛❦✲

t❡r✐s✐❡r❡ ❞✐❡ ❣❡③✐❡❧t ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t❡♥ ❉❡❢❡❦t❡ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ▼✐❦r♦s❦♦♣♠❡ss✉♥❣❡♥✱ ❊❧❡❦tr♦❧✉♠✐✲

♥❡s③❡♥③♠❡ss✉♥❣❡♥ ✭❊▲✮ ✉♥❞ ♣❤❛s❡♥❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡♠❡ss✉♥❣❡♥ ✭❉▲■❚✮✳ ❉✐❡

▼❡ss✈❡r❢❛❤r❡♥ ❊▲ ✉♥❞ ❉▲■❚ ✇ä❤❧❡ ✐❝❤✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ♦rts❛✉❢❣❡❧öst❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❛❤❡r

❡✐♥❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ s❝❤♥❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ▼♦❞✉❧s ❡r❧❛✉❜❡♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤

③✉ ❞❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❉❡❢❡❦t❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r❡ ✐❝❤ ❡✐♥❡ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ Pr✐♥③✐♣

❞❡s ◆❡t③✇❡r❦s✐♠✉❧❛t✐♦♥s♠♦❞❡❧❧s ❜❡r✉❤t✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✱ ❞✐❡ ❣❡③✐❡❧t ❡✐♥❣❡❜❛✉t❡♥ ❉❡✲

❢❡❦t❡ ✐♥ ❈■●❙ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❦♠♦❞✉❧❡♥ ③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥ ✉♥❞ ③✉ s✐♠✉❧✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✲

❡❧❧✐❡rt ❞❛s ❈■●❙ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❦♠♦❞✉❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ◆❡t③✇❡r❦✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛✉s ❊rs❛t③s❝❤❛❧t❜✐❧❞❡r♥

❡✐♥❡r ❙♦❧❛r③❡❧❧❡ ✉♥❞ ❲✐❞❡rstä♥❞❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ✉♥❞ ü❜❡r❢ü❤rt ❞❛s ◆❡t③✇❡r❦ ✐♥ ❡✐♥ ♥✐❝❤t❧✐♥✲

❡❛r❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ✉♠ ❞✐❡s❡s ❞❛♥♥ ③✉ ❧ös❡♥✳ ❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✉♥t❡rs✉❝❤❡ ✐❝❤ ▼❡t❤♦❞❡♥

③✉r ❘❡♣❛r❛t✉r ❡✐♥❡r ✉♥✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ■s♦❧✐❡r✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼♦❧②❜❞ä♥rü❝❦❦♦♥t❛❦t❡♥ ③✇❡✐❡r

❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡r ❩❡❧❧❡♥✳

❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❉❡❢❡❦t❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ❞❛ss P✶✲✱ P✷✲ ✉♥❞ P✸✲❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r ❝❤❛r❛❦✲

t❡r✐st✐s❝❤❡ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ▼✉st❡r ❤❡r✈♦rr✉❢❡♥✳ ■❝❤ ✇❡✐s❡ ♥❛❝❤✱ ❞❛ss ❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r

❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ▼✉st❡r ✈❡r❧äss❧✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ s♦❢❡r♥ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❙tr✉❦✲

t✉r✐❡r✉♥❣s❧✐♥✐❡♥✉♥t❡r❜r❡❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❊▲✲ ✉♥❞ ❉▲■❚✲❇✐❧❞❡r♥ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❛✉❢❣❡❧öst ✇✐r❞✳

✸



✹ ❈❖◆❚❊◆❚❙

❉✐❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❊▲✲ ✉♥❞ ❉▲■❚✲▼✉st❡r ❞❡r ❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥ss♦❢t✇❛r❡ ❡r❧❡✐❝❤t❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡r♠✐tt❡❧t✱ ❞✐❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞❛s

❊▲✲❇✐❧❞ ③✉ ❡r❦❧är❡♥ ✈❡r♠❛❣✱ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ❙tr♦♠✢✉ss ❡r♠✐tt❡❧t✱ ✇❡❧❝❤❡r ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞❛s

❉▲■❚✲❇✐❧❞ ③✉ ❡r❦❧är❡♥ ✈❡r♠❛❣✳

❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠❡s st❡❧❧❡ ✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♥ ▲ös✉♥❣s❛♥s❛t③ ✈♦r✱

✇❡❧❝❤❡r ✈♦♠ st❛♥❞❛r❞✐s✐❡rt❡♥ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛❜✇❡✐❝❤t ✉♥❞ ❡✐♥ ❙❦❛❧✐❡r❡♥ ❞❡r

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❞❛✉❡r ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥❛❤❡ ❞❡s ❧✐♥❡❛r❡♥ ❖♣t✐♠✉♠s ❡r❧❛✉❜t✳

❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ③❡✐❣❡♥ ❊▲✲▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ❉❡❢❡❦t❡♥ ♠✐t ✉♥♥❛tür❧✐❝❤❡r

❈■●❙✲❙❝❤✐❝❤t❡♥❢♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ P✉✛❡rs❝❤✐❝❤t❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ✐✲❩♥❖ ✉♥❞ ❈❞❙ ❡✐♥❡♥

❢❡❤❧❡r♠✐❧❞❡r♥❞❡♥ ❊✛❡❦t ❤❛t✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r P✉♥❦t❞❡❢❡❦t❡ ③✐❡❤❡ ✐❝❤ ❞❡♥

❙❝❤❧✉ss✱ ❞❛ss ❞❛s ❈❞❙ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❇❛❞❛❜s❝❤❡✐❞✉♥❣ ❡✐♥❡ ♦❜❡r✢ä❝❤❡♥❣❧ätt❡♥❞❡

❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❤❛t ✉♥❞ ❍♦❤❧rä✉♠❡ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ▲ö❝❤❡r ✐♠ ❈■●❙✲❆❜s♦r❜❡r ❛✉✛ü❧❧t✳ ■❝❤ s❝❤❧❛❣❡ ❛❧s

❊r❦❧är✉♥❣ ✈♦r✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❣❧ätt✉♥❣ ❡s ❞❡♠ ✐✲❩♥❖ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✱ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡

✉♥❞ ✉♥✉♥t❡r❜r♦❝❤❡♥❡ ❙❝❤✐❝❤t ❛✉s③✉❜✐❧❞❡♥✱ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡♥ ❑✉r③s❝❤❧✉ss❦♦♥t❛❦t ③✇✐s❝❤❡♥

❋r♦♥t✲ ✉♥❞ ❘ü❝❦❡❧❡❦tr♦❞❡ ✈❡r♠❡✐❞❡t✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ❉❡✲

❢❡❦t❡✱ ✇❡♥♥ ✐❝❤ ❞✐❡ ❈❞❙✲❙❝❤✐❝❤t ❧♦❦❛❧ ❡♥t❢❡r♥❡✱ ❡✐♥ st❛r❦❡s ❑✉r③s❝❤❧✉ss✈❡r❤❛❧t❡♥ ✐♥ ❊▲✲ ✉♥❞

❉▲■❚✲❇✐❧❞❡r♥✱ ✇❡♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❣❡③✐❡❧t ❡✐♥❣❡❜❛✉t❡♥ ❉❡❢❡❦t s❝❤❛r❢❡ ❑❛♥t❡♥ ♦❞❡r s♣❛♥❛rt✐❣❡

❆❜❜❧ätt❡r✉♥❣❡♥ ❛♠ ▼♦ ♦❞❡r ❈■●❙ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳

❩✉❞❡♠ st❡❧❧❡♥ ❦✉♣❢❡rr❡✐❝❤❡ P❛rt✐❦❡❧✱ ✇✐❡ s✐❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆❜s❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡s ❈■●❙ ✈♦♥

❞❡♥ ❑✉♣❢❡r✈❡r❞❛♠♣❢✉♥❣sq✉❡❧❧❡♥ ❤❡r❛❜ ❛✉❢ ❞❛s ▼♦❞✉❧ ❢❛❧❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❡✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❱❡r✲

s❝❤♠✉t③✉♥❣ ❞❛r✳ ■♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❦✉♣❢❡rr❡✐❝❤❡♥ P❛rt✐❦❡❧ ✜♥❞❡ ✐❝❤ ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss ✐❤r❡ ▲❛❣❡

✐♥ ❞❡r ❩❡❧❧❡ ❞❛rü❜❡r ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t✱ ♦❜ s✐❡ ✐♥ ❊▲✲ ✉♥❞ ❉▲■❚✲▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈❡r❧äss❧✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt

✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ❦✉♣❢❡rr❡✐❝❤❡r P❛rt✐❦❡❧ ❛✉❢ ❡✐♥ ❡✐♥❡r P✶ ❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣s❧✐♥✐❡ r✉❢t ❡✐♥ ❡✐♥③✐✲

❣❛rt✐❣❡s ❋❡❤❧❡r❜✐❧❞ ✐♥ ❞❡r ❊▲ ❤❡r✈♦r✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐❝❤ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ss♦❢t✇❛r❡ ❛❧s ❡✐♥❡

Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s P✶ ❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡rs ♠✐t ③✇❡✐ ③✉ ❑✉r③s❝❤❧üss❡♥ ❢ü❤r❡♥❞❡♥ P✉♥❦t✲

❞❡❢❡❦t❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡r ✐♥ ❞❡♥ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❩❡❧❧❡♥ ❧✐❡❣t✱ ❡r❦❧är❡✳

❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡♥t✇✐❝❦❡❧❡ ✐❝❤ ③✇❡✐ ❘❡♣❛r❛t✉r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡ ■s♦❧✐❡r✉♥❣ ✈♦♥

▼♦❧②❜❞ä♥rü❝❦❦♦♥t❛❦t❡♥ ✭❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✶✲▲✐♥✐❡✮✳ ❉❛s ❡rst❡ ❘❡♣❛r❛t✉r✈❡r❢❛❤r❡♥ ✐st t❤❡r♠✐s❝❤

❜❡❞✐♥❣t ✉♥❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t t❤❡r♠✐s❝❤ ✐♥❞✉③✐❡rt❡✱ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♠ ✐s♦❧✐❡r❡♥❞❡ ❘✐ss❡

❛♥ ❞❡r ❉❡❢❡❦tst❡❧❧❡ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❉❛s ③✇❡✐t❡ ❘❡♣❛r❛t✉r✈❡r❢❛❤r❡♥ ✐st ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❜❡❞✐♥❣t ✉♥❞

❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❛♥ ❞❡r ❉❡❢❡❦tst❡❧❧❡ ❡✐♥ ❛♥❣❡❧❡❣t❡r ❙tr♦♠ ❞❛s ❧❡✐t❢ä❤✐❣❡ ▼♦❧②❜❞ä♥ ❛✉❢✲

s❝❤♠✐❧③t ✉♥❞ ✈❡r❞❛♠♣❢t✳

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❞❛③✉ ❧❡✐st❡t✱

♣r♦❞✉❦t✐♦♥s❜❡❞✐♥❣t❡ ❋❡❤❧❡r ✐♥ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❦❞ü♥♥s❝❤✐❝❤t♠♦❞✉❧❡♥ ❛✉❢ ❇❛s✐s ✈♦♥ ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2
③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ s✐❡ ③✉ ❞❡t❡❦t✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✱ ✉♥❞ s✐❡ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ✈♦♥ P✶ ❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣s✲

❢❡❤❧❡r♥ s♦❣❛r ③✉ r❡♣❛r✐❡r❡♥✳



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ s♦❧❛r ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✶✾✺✹ ❛t t❤❡ ❇❡❧❧ ❚❡❧❡✲

♣❤♦♥❡ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s ❜② ❈❤❛♣✐♥ ❛♥❞ ❤✐s ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❋✉❧❧❡r ❛♥❞ P❡❛rs♦♥ ❬✶❪✱ ♠❛r❦❡❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣

♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ✇♦r❧❞ ✇✐❞❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛st♦♥✐s❤✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡✈✐❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❞✉r❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❝♦st r❡❞✉❝✲

t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s ❜❡❝♦♠❡ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t r❡❧✐❛❜❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ r❡♥❡✇❛❜❧❡

❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ 21st ❝❡♥t✉r②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s ❤❛s ❧❡❛❞

t♦ ❛ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ✉s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❬✷❪✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤

❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♣♣❡r ✭❈✉✮✱ ✐♥❞✐✉♠ ✭■♥✮✱ ❣❛❧❧✐✉♠ ✭●❛✮✱ ❛♥❞ s❡❧❡♥✐❞❡ ✭❙❡✮✱ ❛♥❞ ❢♦r♠s t❤❡ ❈■●❙

❛❜s♦r❜❡r✱ ✐s ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡❝♦r❞ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s

❛❜♦✈❡ ✷✵ ✪ ♦♥ ❜♦t❤ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡s ❬✸✱ ✹❪✱ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ s✉❜str❛t❡s ❬✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❧❡❛❞ t♦

❈■●❙ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳

■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ♦t❤❡r ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❝❡❧❧

❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ❈■●❙ t❤✐s ✐s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ✐ts ❝❡❧❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛r❡❛ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠♦❞✉❧❡

s❝❛❧❡ t❤❛♥ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝❡❧❧ s❝❛❧❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ♠❛♥② ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝❡❧❧s ♦❢ ✶ ❝♠ ① ✶ ❝♠

s✐③❡ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ✐s ♣✐❝❦❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ r❡❝♦r❞✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣✲

❝✉❧t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ ❝❡❧❧s ♦❢ ✵✳✹ ❝♠ ① ✶✷✵ ❝♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❡❧❧ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❜❡tt❡r

❛♥❞ ✇♦rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❝❡❧❧ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❉❡❢❡❝ts ❝❛♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❡✳❣✳

❢r♦♠ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ r♦✉❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ♦r ❢❛✉❧t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❢❛✉❧t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐s ✐❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r ❧❛s❡r s❝r✐❜✲

✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳

■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ s❤✉♥t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢❡❝ts✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♠♦♥✐t♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t

❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t♦♦❧s t❤❛t r❡❧✐❛❜❧②

✺
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❞❡t❡❝t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ❞❡❢❡❝ts s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥

❜❡ r❡✲❛❞❥✉st❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛s

❞✐❛❣♥♦st✐❝ t♦♦❧s t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ❋♦r

t❤❡ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ■ ♥❡❡❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s❡t ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ■ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙

♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡s❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡✱

❛s t❤❡② ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❧❛②❡r ✭♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡rs✮ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ♠✐ss✐♥❣ ♦r

❤❛s ❜❡❡♥ ❞❛♠❛❣❡❞✳ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡

❛♥❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts

❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ❡✐t❤❡r ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ♦r t❤❡r♠♦❣✲

r❛♣❤②✱ ♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ②✐❡❧❞s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s

❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡✳ ❖✇✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❛t ✐s ❤❡r❡ ❛♥

❛❜♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡❢❡❝t ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛❜♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t

✢♦✇s ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❡①♣❧❛✐♥

t❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✻❪✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✱ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡

♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡❢❡❝t

♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

❆❢t❡r ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈■●❙

❝❡❧❧ ❛♥❞ ❛ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ■ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❈■●❙

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥s✳

❚❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❛♣♣❧②

❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✱ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡

■ s❤♦✇ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♣r❛❝t✐❝❡ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ■ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐ts s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ ■ ✈❛r②

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ♣❛✐❞ t♦ t❤❡

s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ■ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✈✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ■ ✈❡r✐❢② ♠②

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ t♦♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳



✼

■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r

s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❊▲ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r s❡q✉❡♥❝❡

s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲❩♥❖✴❈❞❙ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡

s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞

❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱

■ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈❤❛♣✲

t❡r ✼✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ■ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr②✱ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❢❡❝ts✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ❊▲ ♦r ❉▲■❚✱ ♦r

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❞❡❞✐❝❛t❡ ❈❤❛♣t❡r ✽ t♦ t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♦

❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❋✐rst✱ ■ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r t❤❛t ■

❤❛✈❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s t❤❡r♠❛❧

r❡♣❛✐r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇

❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r

❜✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t ♥✉♠❜❡r ♣❡r ❞❡❢❡❝t✐✈❡

❝❡❧❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐s❡❞ s❡t✉♣✳





❈❤❛♣t❡r ✷

❈■●❙ ❈❡❧❧s ❛♥❞ ▼♦❞✉❧❡s

✧❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜r✐❡✢② t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ❈■●❙ s♦❧❛r

❝❡❧❧ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡✳✧

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❈■●❙ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞

t♦ t❤❡ ❈■●❙ ❝❡❧❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✷✳ ❚❤❡

❈■●❙ ❝❡❧❧✬s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡ ❝✉r✈❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ■t ✐s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜r✐❡✢② ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✸ ✇✐t❤ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t

❛♥❞ ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✲

❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭◆❙▼✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❞❡❢❡❝ts

✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✳

✷✳✷ ❈■●❙ ❈❡❧❧s

✷✳✷✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ✐ts ✭✐✮ s♦❞❛ ❧✐♠❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡✱ ✭✐✐✮ ♠♦❧②❜❞❡♥✉♠

✭▼♦✮ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t✱ ✭✐✐✐✮ ❝✉♣♣❡r✲✐♥❞✐✉♠✲❣❛❧❧✐✉♠✲❞✐s❡❧❡♥✐❞❡ ✭❈■●❙✮ ❛❜s♦r❜❡r✱ ✭✐✈✮ ❝❛❞♠✐✉♠✲

s✉❧✜❞❡ ✭❈❞❙✮ ❛♥❞ ✭✈✮ ✐♥tr✐♥s✐❝ ③✐♥❝ ♦①✐❞❡ ✭✐✲❩♥❖✮ ❛s ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs✱ ✭✈✐✮ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❞♦♣❡❞

③✐♥❝ ♦①✐❞❡ ✭❩♥❖✿❆❧✮ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t✱ ✭✈✐✐✮ s❡❛❧✐♥❣ ♣♦❧②♠❡r ❢♦✐❧ ❛♥❞ ✭✈✐✐✐✮ t❤❡ s♦❞❛ ❧✐♠❡ ❢r♦♥t

❣❧❛ss✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐s ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s♦❧❛r

❝❡❧❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✾



✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❈■●❙ ❈❊▲▲❙ ❆◆❉ ▼❖❉❯▲❊❙

✭❛✮ ✭❜✮

✭✈✮ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r✭✺✵ ♥♠✮
✭✐✈✮ ♥✲t②♣❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r ✭✺✵ ♥♠✮

✭✐✐✮ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t✿ ▼♦ ✭✶ ➭♠✮
✭✐✮ s✉❜str❛t❡✿ ●❧❛ss ✭✸ ♠♠✮

✭✈✐✮ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t✿ ❩♥❖✿❆❧ ✭✶ ➭♠✮

✭✈✐✐✐✮ ❢r♦♥t ❣❧❛ss ✭✸ ♠♠✮
✭✈✐✐✮ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ❢♦✐❧ ✭✶✺✵ ➭♠✮

✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥

✭✐✐✐✮ ♣✲t②♣❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ✭✷ ➭♠✮

✐✲❩♥❖

❩♥❖✿❆❧

❈❞❙
❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2

E❈

♣♦s✐t✐♦♥

❡♥❡r❣②
E❱

❡−

❤♦❧❡

♣❤♦t♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❈■●❙ ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❛❜s♦r❜❡r str✉❝t✉r❡✳ ✭❛✮ ❚❤❡
❈■●❙ ❝❡❧❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✽ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ❚❤❡ s♦❞❛ ❧✐♠❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡✱ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t✱ t❤❡
♣✲t②♣❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r✱ t❤❡ ♥✲t②♣❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t✱ t❤❡
❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ❢♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ❡♥t❡rs t❤❡ ❝❡❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r♦♥t
❣❧❛ss✳ ✭❜✮ ❇❛♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❈■●❙ ❝❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ ♣✲t②♣❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥
❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ E❱ t♦ t❤❡
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ E❈✳

✭✐✮ ❙✉❜str❛t❡✿

❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✸ ♠♠ t❤✐❝❦ s♦❞❛ ❧✐♠❡ ❣❧❛ss✳ ❲✐t❤ ❛ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦❢

Eglass = 72 ●P❛ ❬✼❪ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

str❡ss ✐♥ ❛♥ ♦✉t❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❤❛✐❧✱ s♥♦✇✮✳

✭✐✐✮ ❇❛❝❦ ❈♦♥t❛❝t✿

❚❤❡ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✶ ➭♠ t❤✐❝❦ ♠♦❧②❜❞❡♥✉♠ ✭▼♦✮✳ ❚❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ✐s ❤✐❣❤❧②

❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ✇✐t❤ ❛ r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ρ = 54 ① 10−9 Ω♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❝❡❧❧ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▼♦ r❡✢❡❝ts 60 ✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ✇✐t❤✐♥ t❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ♦❢ λ = 500− 1000 ♥♠ ❬✽❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧✐❣❤t ♣❛t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈■●❙

❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❬✽✱ ✾❪✳

✭✐✐✐✮ ♣✲t②♣❡ ❆❜s♦r❜❡r✿

❚❤❡ ♣✲t②♣❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ 2 ➭♠ t❤✐❝❦ ❈✉✭■♥✶✲①●❛①)❙❡2 ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ x ≈ 0.3✳

■♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s ❝r❡❛t❡s ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

✐s ❡①❝✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ❛ ❤♦❧❡ ❜❡❤✐♥❞ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ✭❜✮✳ ❈■●❙ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❜❛♥❣ ❣❛♣ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r ♣❤♦♥♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥

♥♦r ♣❤♦♥♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❬✷❪✳

❚❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❤❛s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ♦❢ E●✱ ❈■●❙ ≈ 1.15 ❡❱ ❢♦r x ≈ 0.3 ❬✶✵❪ ✇❤✐❝❤ ✐s

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡

●❛✴✭■♥ ✰ ●❛✮ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ E●✱ ❈■●❙ = 1.04...1.67 ❡❱ ❬✶✵✱ ✶✷✱ ✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♠❛✐♥❧②

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ E❈ t❤❛t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❬✶✹❪✳

✭✐✈✮ ♥✲t②♣❡ ❈❞❙ ▲❛②❡r✿

❚❤❡ ♥✲t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ 50 ♥♠ t❤✐❝❦ ❝❛❞♠✐✉♠ s✉❧♣❤✐❞❡ ✭❈❞❙✮ ❧❛②❡r✳



✷✳✷✳ ❈■●❙ ❈❊▲▲❙ ✶✶

❚❤❡ ❈❞❙ ❤❛s ❛ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ♦❢ E●✱ ❈❞❙ ≈ 2.42 ❡❱ ❬✶✺❪ ❛♥❞ ❢♦r♠s ❛ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✻✕✶✽❪ ✇✐t❤

t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❬✶✾✕✷✶❪✳

✭✈✮ ✐✲❩♥❖ ▲❛②❡r✿

❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ③✐♥❝ ♦①✐❞❡ ✭✐✲❩♥❖✮ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r ❤❛s ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 50 ♥♠ ❛♥❞ ❛ r❡✲

s✐st✐✈✐t② ♦❢ ρ = 2.5 ① 106 Ω♠ ❬✷✷❪✳ ■t ♣r❡✈❡♥ts ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❢r♦♠ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♥❣

t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✷✶✱ ✷✸❪✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❬✷✹❪ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❡❧❧✬s r❡s✐st✐✈✐t② t♦ ❞❛♠♣✲❤❡❛t str❡ss ❬✷✺❪✳

✭✈✐✮ ❋r♦♥t ❈♦♥t❛❝t✿

❚❤❡ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ 1 ➭♠ t❤✐❝❦ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❞♦♣❡❞ ③✐♥❝ ♦①✐❞❡ ✭❩♥❖✿❆❧✮ ✇✐♥❞♦✇

❧❛②❡r✳ ❲✐t❤ ✐ts ❆❧ ❞♦♣❛♥t✱ t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ✭ρ = 9 ① 10−6 Ω♠✮ ❛♥❞ ❛t

t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❤✐❣❤❧② tr❛♥s♠✐ss✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♦♥ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t 1100 ♥♠

❬✶✶❪✳

✭✈✐✐✮ ❊♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ❋♦✐❧✿

❆♥ ❡t❤②❧❡♥❡ ✈✐♥②❧✲❛❝❡t❛t❡ ✭❊❱❆✮ ❢♦✐❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ t❤❡ ❈■●❙ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❊❱❆ ❢♦✐❧ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛❝ts ❛s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥✱

♣r♦t❡❝ts t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛❣❛✐♥st ❝♦rr♦s✐♦♥ ❛s ❛ ♠♦✐st✉r❡ ❜❛rr✐❡r✱ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥ts ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥

❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❬✷✻✕✷✽❪✳

✭✈✐✐✐✮ ❋r♦♥t ●❧❛ss✿

❚❤❡ ❢r♦♥t ❣❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛s t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❣❧❛ss ❞♦❡s✳ ■t ✐s

❧✐❣❤t✲tr❛♥s♠✐ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❈■●❙ ❝❡❧❧ ✴ ♠♦❞✉❧❡✳

✷✳✷✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❈✐r❝✉✐t

❚✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐ts ♦❢ ❛ ❈■●❙ ❝❡❧❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✷✳✷ ❬✶✶❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

RPD✶J♣❤ D✷ J♣❤ V

J

D✸

R❙

RP V

JR❙

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐ts ♦❢ ❛ ❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ✭❛✮ ❚✇♦✲❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❡r✐❡s
r❡s✐st❛♥❝❡ R❙ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st❛♥❝❡ RP✳ ✭❜✮ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦♥❡✲❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s r❡♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ✐ts ♣❤♦t♦✲❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J♣❤ ✐♥ ❜♦t❤ ❝✐r❝✉✐ts ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ J♣❤ ✐s ❞❡s✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

J♣❤ = q

∫

λ

φ(λ) [1−R(λ)] ■◗❊(λ)dλ, ✭✷✳✶✮



✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❈■●❙ ❈❊▲▲❙ ❆◆❉ ▼❖❉❯▲❊❙

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡✱ φ(λ) ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♣❡r t✐♠❡ ❛♥❞

❛r❡❛✱ R(λ) ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ■◗❊(λ) ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

✐♥t❡r♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

■◗❊(λ) =
❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❝♦♥t❛❝ts

♣❤♦t♦♥s ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧
. ✭✷✳✷✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ✐❞❡❛❧ t✇♦✲❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✇✐t❤♦✉t ♣❛r❛s✐t✐❝ r❡s✐st♦rs✳ ■t

❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❞✐♦❞❡s D✶ ❛♥❞ D✷ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✬s J✲V ❝✉r✈❡

J = J♣❤ − J✵✶

{

exp

(

qV

n✐❞✱✶k❇T

)

− 1

}

− J✵✷

{

exp

(

qV

n✐❞✱✷k❇T

)

− 1

}

−
V + JR❙

RP
, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ J✵✶ ❛♥❞ J✵✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❤❡ ❞❛r❦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛♥❞ n✐❞✱✶ ❛♥❞ n✐❞✱✷
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐♦❞❡s✱ k❇ ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✱

❛♥❞ T ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ t✇♦✲❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❞✐♦❞❡ ✐❞❡❛❧✐t②

❢❛❝t♦r n✐❞ ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡s✱ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧

✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡ t♦ n✐❞✱✶ = 1✱

✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② D✶✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❧♦✇ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡s✱ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡✲❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡

t♦ n✐❞✱✷ = 2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② D✷✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ J✵✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛r❦ s❛t✉r❛t✐♦♥

❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ J✵✷ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❞❛r❦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡✲❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣✲♥✲❥✉♥❝t✐♦♥ ❬✷✱ ✷✾❪✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ J✵✷ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ s♦✉♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t♦ ♥❡❣❧❡❝t ❞✐♦❞❡ D✷ ❬✷❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✭❜✮ ✇❤❡r❡

♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐♦❞❡✱ ♥❛♠❡❧② D✸ ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t J✲V ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

J = J♣❤ − J✵✸

{

exp

(

qV

n✐❞✱✸k❇T

)

− 1

}

−
V + JR❙

RP
. ✭✷✳✹✮

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ t✇♦✲❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

n✐❞✱✸ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❈■●❙ ❝❡❧❧ ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷❪ ❤♦✇ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②

J✵✸✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r n✐❞✱✸✱ t❤❡ s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ R❙✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st❛♥❝❡ RP ❝❛♥ ❜❡

❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣✭J❙❈✮ ♣❧♦tt❡t ✈❡rs✉s V❖❈ ✭✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②

J❙❈ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ V❖❈ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✮✳ ❚❤❡

r❡s✐st♦r RP r❡♣r❡s❡♥ts ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ s❤✉♥t ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ t❤❛t ❜②♣❛ss t❤❡ ❞✐♦❞❡✳ ❋♦r ❛

❣♦♦❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤ RP ✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ RP ♦♥ t❤❡ s♦❧❛r

❝❡❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✳ ❚❤❡ r❡s✐st♦r R❙ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❋♦r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ❩♥❖✿❆❧

❝♦♥t❛❝t✱ ✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✱ ❈❞❙ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✱ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r✱ ▼♦ ❝♦♥t❛❝t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡



✷✳✷✳ ❈■●❙ ❈❊▲▲❙ ✶✸

✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❧❛②❡rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ R❙✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ ❧♦✇ R❙ ✐s ❞❡s✐r❡❞

✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡

❝✉r✈❡ ✉♥❞❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✭r❡❞✱ s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦ ✭❜❧✉❡✱ ❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ✭♦r❛♥❣❡✱

❞♦tt❡❞✮ ❢♦r t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❝❛s❡✳

✲✺✵

✲✹✵

✲✸✵

✲✷✵

✲✶✵

✵

✶✵

✷✵

✸✵

✹✵

✵ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✻ ✵✳✼ ✵✳✽

✲✶

✲✵✳✺

✵

✵✳✺

✶
J
❬♠

❆
✴
❝♠

2
❪

P
❬❲

❪

V ❬❱❪

✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞

❞❛r❦

♣♦✇❡r

J❙❈

V❖❈

J▼PP

V▼PP

RP

❞❡❝r✳

R❙

✐♥❝r✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ■❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❈■●❙ ❝❡❧❧✳ ❈✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J
♦♥ ❝❡❧❧ ❛r❡❛ A❝❡❧❧ = 120 ❝♠ · 0.4 ❝♠ = 48 ❝♠2 ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧ ✈♦❧t❛❣❡ V ✳ ❚❤❡
❞❛r❦ ❝✉r✈❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J❙❈✳ ❚❤❡ ♦r❛♥❣❡✱
❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r P = UJA❝❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❝❛s❡✳ ❈✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J▼PP

❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ V▼PP ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣♦✐♥t s♣❛♥ t❤❡ ❣r❛② r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❙❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t
❞❡♥s✐t② J❙❈ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ V❖❈ s♣❛♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ✜❧❧ ❢❛❝t♦r FF ✐s t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ ❣r❛② t♦ ❜❧❛❝❦ r❡❝t❛♥❣❧❡✳

❋♦r t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✭r❡❞✱ s♦❧✐❞✮ ❝✉r✈❡✱ t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J❙❈ ❛t V = 0 ❱

❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ V❖❈ ❛t J = 0 ♠❆✴❝♠2 ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞✳ ❋♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ s♦❧❛r ❝❡❧❧

✭RP → ∞✮ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡s♦❧✈❡ ❊q✳ ✭✷✳✹✮ ❢♦r V❖❈ ❜②

V❖❈ =
k❇T

q
❧♥

(

J❙❈ + J✵✸
J✵✸

)

. ✭✷✳✺✮

❆t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣♦✐♥t ✭▼PP✮✱ t❤❡r❡ ✐s P▼PP = V▼PPJ▼PPA❝❡❧❧✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❣r❛②

r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ V▼PP < V❖❈ ❛♥❞ J▼PP < J❙❈ ✐s ❛❧✇❛②s ✈❛❧✐❞

✭✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t t❤❡r❡ ✐s P = 0 ❲ ✮✳ ❚❤❡ ✧sq✉❛r❡♥❡ss✧ ♦❢ t❤❡

J✲V ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ❛s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦✇❡r P ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❧♦s❡r

t❤❡ ❣r❛② r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✜❧❧ ❢❛❝t♦r FF q✉❛♥t✐✜❡s t❤✐s ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t

❜②

FF =
V▼PPJ▼PP

V❖❈J❙❈
=

P▼PP

V❖❈J❙❈
. ✭✷✳✻✮



✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❈■●❙ ❈❊▲▲❙ ❆◆❉ ▼❖❉❯▲❊❙

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❛t ❛ r❡❛❧✐st✐❝ R❙ 6= 0 ❛♥❞ RP 6= ∞ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ ✜❧❧ ❢❛❝t♦r FF ✳ ❆♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ R❙ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❧♦♣❡ ✭❛❜s✳ ✈❛❧✉❡✮ ❛r♦✉♥❞ V❖❈✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ RP

❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❧♦♣❡ ✭❛❜s✳ ✈❛❧✉❡✮ ❛r♦✉♥❞ J❙❈ ✭❜♦t❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ ❛rr♦✇s✮✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ✐s t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② η✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

η =
P▼PP

P♦♣t
=
FF V❖❈ J❙❈

P♦♣t
, ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ P♦♣t ✐s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ♣♦✇❡r✳

✷✳✸ ❈■●❙ ▼♦❞✉❧❡s

■♥ ❛ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♦❢

❛ ❈■●❙ t❤✐♥ ✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ ❝❡❧❧s✱ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t

♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡

❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝ts ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥s✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t s❤♦rt

❝✐r❝✉✐ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ■♥s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝ts ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐s ❝❛❧❧❡❞

P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✹✮ ❛♥❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ▼♦ s♣✉tt❡r✐♥❣ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✸✮✳ ❍❡r❡

t❤❡ ❧❡tt❡r ✧P✧ st❛♥❞s ❢♦r ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① ✧✶✧ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❝r✐❜✐♥❣

♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ P✷ s❝r✐❜✐♥❣ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❢r♦♥t

❝♦♥t❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t✳ ❚❤❡ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥s✉❧❛t❡

t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝ts ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P✶✱ P✷ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣

❧✐♥❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

❚❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧

❜② t❤❡ t❤r❡❡ r❡s✐st❛♥❝❡s R▼♦✱ R❩♥❖✿❆❧ ❛♥❞ R❈✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡

❈■●❙ ❝❡❧❧✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛ s♦❧❡❧② ✈❡rt✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✱

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦

❝♦♥t❛❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝✉rr❡♥t J♠♦❞✉❧❡ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ♦❢

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞ ❛rr♦✇s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡s R▼♦ ❛♥❞ R❩♥❖✿❆❧✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝ts✱ ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ t❤✐♥

✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡✳ R❈ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥t❛❝t r❡s✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t✳ ■♥

❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✷✳✹✮✱ t❤❡ J✲V ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

J♠♦❞✉❧❡ = J♣❤ − J✵

{

exp

(

qV▼
n✐❞k❇T

)

− 1

}

−
V▼ + JR∗

❙

R∗

P

. ✭✷✳✽✮

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❊q✳ ✭✷✳✹✮✱ ❤❡r❡ t❤❡ s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ R∗

❙ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡

s❤❡❡t r❡s✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ❧❛②❡rs ✭R❩♥❖✿❆❧ ❛♥❞ R▼♦✮ ❞✉❡ t♦ ❧❛t❡r❛❧

❝✉rr❡♥t ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥t❛❝ts✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t r❡s✐st❛♥❝❡s R❈ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡







❈❤❛♣t❡r ✸

❖r✐❣✐♥s ♦❢ ❈■●❙ ❉❡❢❡❝ts

✧❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳✧

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❦❡② t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈■●❙ t❤✐♥ ✜❧♠

♠♦❞✉❧❡s✳ ■t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠ ❞❡❢❡❝ts

s♣❛♥s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ■ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② r❡❛❧✐st✐❝

❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❝❛❧❡ ✲ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s

t♦ ✇♦r❧❞ r❡❝♦r❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❞❡❢❡❝ts ✐s ♠❛✐♥❧② ♦✇❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t ✐♥ ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ❝❡❧❧

q✉❛❧✐t② ✐s ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛

❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ t❤❛t ❛✛❡❝ts ❛♥② ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ ❝♦st r❡❛s♦♥s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛♥ r♦♦♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ❛ ❈■●❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡

✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♠❛♥② ♣♦❧❧✉t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳

❇❡❝❛✉s❡ ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝ts✱ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r t❤❡

❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❦❡ t❤❡♠✳ ■ ❧❛❜❡❧

t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✇❤✐❝❤ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❜② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ ❉✲✶ t♦ ❉✲✻✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■

♥❛♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❛

❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ■❉ ▼♦✲✵✶✱ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❤♦❧❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦

❝♦♥t❛❝t ❧❛②❡r ♦r ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs✱ t♦♦ ✭❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✸✮✳ ❍❡♥❝❡✱

✜✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❉✲✶ ♠❛② ❡①✐st ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ■ ♥❛♠❡ t❤❡♠ ❢r♦♠ ▼♦✲✵✶ t♦ ▼♦✲✵✺✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts

♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ■❉s t❤❛t ■ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳

✶✼
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Pr♦❝❡ss ■❉ ❉❡❢❡❝t ❖r✐❣✐♥✭s✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❉❡t❛✐❧s ❈❤❛♣t❡r

▼♦ ❉✲✶ ❍♦❧❡s ✐♥ ❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ▼♦✲✵✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸

s♣✉tt❡r✐♥❣ ▼♦ ♦♥ ❣❧❛ss ▼♦✲✵✷ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✻✳✷✳✹

❛♥❞ ✫ ▼♦✲✵✸ ❊▲

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼♦ ❢r❛❝t✉r❡ ▼♦✲✵✹ ❆♥❛❧②s✐s

❧❛②❡rs ❞✉❡ t♦ ▼♦✲✵✺ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✼✳✺

✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✫

❛❞❤❡s✐♦♥ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

P✶ ❉✲✷ P✶ ❚✐❧t❡❞ ♦r ♣♦❧❧✉t❡❞ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹

s❝r✐❜✐♥❣ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❧❛s❡r s❡t✉♣ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳✶

✫ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✼✳✷

❞❛♠❛❣❡❞ ♦r ♣♦❧❧✉t❡❞ ✫

❣❧❛ss ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❈■●❙ ❉✲✸ ❈✉✲r✐❝❤ ❉❡❜r✐s ♦❢ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✻

❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ s❤✉♥t ♣❛t❤ ❈✉ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✼✳✻

❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✼✳✻

s♦✉r❝❡ ✫

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❉✲✹ ❍♦❧❡s ✐♥ ❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❈■●❙✲✵✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✻

❈■●❙ ♦♥ ▼♦ ❈■●❙✲✵✼ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✻✳✷✳✹

❛♥❞ ❈■●❙✲✵✽ ❊▲

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈■●❙✲✵✾ ❆♥❛❧②s✐s

❧❛②❡rs ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✼✳✺

✫

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

P✷ ❉✲✺ P✷ ❧✐♥❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✾

s❝r✐❜✐♥❣ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ✇❡❛r ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✼✳✸

♦❢ t❤❡ ✫

❣r❛✈❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

P✸ ❉✲✻ P✸ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✶

s❝r✐❜✐♥❣ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ✇❡❛r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳✷

♦❢ t❤❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✼✳✹

❣r❛✈❡r ✫

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ■♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ✶st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❛✛❡❝t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✷♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✉s❡❞ ❞❡❢❡❝t ■❉ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✸r❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ✹t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♥❛♠❡s
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥s✱ ✺t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❧✐sts ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✻t❤ ❛♥❞ ✼t❤ ❧✐st t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥ ♥❛♠❡s

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥s✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❧✐sts ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✱ ❤❡r❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡

♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ s✐①t❤ ❛♥❞ s❡✈❡♥t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❧✐st t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s✱

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s

t❤❡s✐s ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
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✸✳✷ ❈■●❙ ❚❤✐♥ ❋✐❧♠ ▼♦❞✉❧❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ✐s ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❡❢❡❝ts

t❤❛t ❝❛♥ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤♦✇♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■❢ ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡♥ ■ ♠❡♥t✐♦♥ ✐ts ■❉ ❛♥❞ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❈❤❛♣t❡r ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✸✳✷✳✶ ❙♦❞❛ ▲✐♠❡ ●❧❛ss Pr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❣❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❣❧❛ss ✐s ♥♦t ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

❈■●❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ ❛t ❧❡❛st ♥♦t ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❉❡❢❡❝ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❣❧❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❧✐❦❡ ❜✉❜❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ♦r s❝r❛t❝❤❡s ❛s r❡s✉❧t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡s✳ ❚❤❡

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝t t❤❡ P✶ ❧❛s❡r s❝r✐❜✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ♠✉st ♣❛ss t❤❡ s✉❜str❛t❡

❣❧❛ss✳ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❣❧❛ss ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✹

✸✳✷✳✷ ●❧❛ss ❲❛s❤✐♥❣

❈❧❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ❜❡❢♦r❡ ▼♦ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ s♦❞❛✲❧✐♠❡ ❣❧❛ss ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❬✸✵✕✸✸❪✳ ❚❤❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣ r❡♠♦✈❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s

t❤❛t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❤♦❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✸ ❛s ❞❡❢❡❝t ❉✲✶ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❢❛✉❧t② P✶

s❝r✐❜✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✹ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s❉✲✷✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❣❧❛ss ❤❛s

❜❡❡♥ ✇❛s❤❡❞ ✇✐t❤ ❞❡♠✐♥❡r❛❧✐s❡❞ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❧✐♥t✲❢r❡❡ ❜r✉s❤❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣

♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣ st❡♣s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣r❡✲s♣✉tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✹✱ ✸✺❪✳

✸✳✷✳✸ ▼♦❧②❜❞❡♥✉♠ ❙♣✉tt❡r✐♥❣

❚❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ s♦❞❛ ❧✐♠❡ ❣❧❛ss ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❝✉rr❡♥t ✭❉❈✮

♠❛❣♥❡tr♦♥ s♣✉tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❛❧ ▼♦ t❛r❣❡t ✐♥ ❛♥ ❛r❣♦♥ ✭❆r✮ ❣❛s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✽✱ ✸✹✱ ✸✻✱ ✸✼❪✳

❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ▼♦ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛s ❛ ❜✐❧❛②❡r ❬✶✶✱ ✸✹✱ ✸✽✱ ✸✾❪ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

r❡q✉✐r❡♠❡♥t✿ ❚❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ♥❡❡❞s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ❛❞❤❡s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❆r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✸ ♠❚♦rr ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞

♦♥t♦ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❆r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✸ ♠❚♦rr ❬✸✹❪ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇

r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t ρ = 54 ① 10−9 Ω♠ ❛t ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✾✵✵ ♥♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❤❛s ❛ r❡s✐st✐✈✐t② t❤❛t ✐s ❛❜♦✉t t❡♥ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r✳ ❆s t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s

♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❣♦♦❞ ❛❞❤❡s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss ✐t ✐s ♠❛❞❡ ♦♥❧② ✶✵✵ ♥♠ t❤✐❝❦✳



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❖❘■●■◆❙ ❖❋ ❈■●❙ ❉❊❋❊❈❚❙

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❆r ♣r❡ss✉r❡s ❞✉r✐♥❣ ▼♦ s♣✉tt❡r✐♥❣ ❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧♠ str❡ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✭❛✮✱ t❤❡ ✜❧♠ str❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❡♥s✐❧❡ t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡

❢♦r ❢❛❧❧✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s ❛t ❛❜♦✉t ✽ ♠❚♦rr✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ▼♦ ✜❧♠ str❡ss ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t

♦r✐❣✐♥ ❢♦r t❤❡ P✶ ❧❛s❡r s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ ❧❛s❡r ♣❡❛❦ ✢✉❡♥❝❡

FP❡❛❦✱ ♠✐♥ ✭❧❛s❡r s♣♦t ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❏♦✉❧❡✴❝♠
2 ❬✹✵❪✮ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② ✷✵ ✪ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✭❜✮ ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ♠✉st r❡♠♦✈❡ ❜♦t❤ ▼♦ ❧❛②❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❧♦ss

♦❢ ❛❝t✐✈❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛r❡❛ t❤❡ P✶ ❧✐♥❡ ✐s s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤✐♥ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t ✐♥s✉❧❛t✐♦♥

♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝ts ❬✷✸❪ ✭❝✉rr❡♥t P✶ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t ✺✵ ➭♠ ❬✹✷❪✮✳

❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ t❤✐♥ P✶ ❧✐♥❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡q✉✐r❡❞ ❧❛s❡r ♣❡❛❦ ✢✉❡♥❝❡ FP❡❛❦✱♠✐♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■❢

❞✉❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼♦ s♣✉tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❧❛s❡r ♣❡❛❦ ✢✉❡♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ P✶ ❧❛s❡r s❝r✐❜✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ P✶ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✹✳
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❪

▼♦ ❋✐❧♠ ❙tr❡ss ❬●P❛❪

❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ t❡♥s✐❧❡

❆s ♣✉❜❧✐s❤❡❞

✐♥ ❬✹✶❪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▼♦ ✜❧♠ str❡ss ❛s ♦r✐❣✐♥ ♦❢ P✶ ❞❡❢❡❝ts✳ ✭❛✮ ▼♦ ✜❧♠ str❡ss ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❡♥s✐❧❡
t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r ❢❛❧❧✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s ❛t ❛❜♦✉t ✽ ♠❚♦rr✳ ✭❜✮ ▼✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ ❧❛s❡r ♣❡❛❦
✢✉❡♥❝❡ FP❡❛❦✱ ♠✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛t ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❡♥s✐❧❡ t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss✳ ❆♥
❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ FP❡❛❦✱ ♠✐♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s✳

❉✲✶✿ ❍♦❧❡s ✐♥ ▼♦ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❣❧❛ss s✉❜str❛t❡✳ ❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❣❧❛ss ✇❛s❤✐♥❣✱ ❝❛♥

❝❛✉s❡ ❤♦❧❡s ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ s♣✉tt❡r❡❞ ▼♦ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ ✭❛✮ ❛ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡ ❧❛②❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ✭❜✮

❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t ❛ ♣r♦♣❡r ▼♦ s♣✉tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡

❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛ ❣❧♦❜✉❧❛r ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✵ ➭♠ ✭❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡

▼♦ ❧❛②❡r ✐s ❛❜♦✉t ✶ ➭♠✮✳ ■♠❛❣❡s ✭❜✮ ✲ ✭❢✮ ❥✉st ❣✐✈❡ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s t❤❡ ❡①❛❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝❛♥ str♦♥❣❧② ✈❛r②✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥

✐♥ ✭❜✮ ❢❛❧❧s ♦✛ ♦r ✐s ✇❛s❤❡❞ ♦✛ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱ ❛ ❤♦❧❡ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦

❧❛②❡r ❝❛♥ r❡♠❛✐♥✳ ■ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ❛♥❞

♥❛♠❡ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ❉✲✶ ❛s ▼♦✲✵✶ ✳
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✐✲❩♥❖
❈❞❙

▼♦

❈■●❙

●❧❛ss

❩♥❖✿❆❧ ❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❣❧❛ss▼♦

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❣❧❛ss

❈■●❙

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❣❧❛ss

❈❞❙ ❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❣❧❛ss

✐✲❩♥❖ ❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❣❧❛ss

❩♥❖✿❆❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤♦❧❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❣❧❛ss
✭❞❡❢❡❝t ❉✲✶✮✳ ✭❛✮ ❉❡❢❡❝t ❢r❡❡ ❧❛②❡r s❡q✉❡♥❝❡✳ ✭❜✮ ❍♦❧❡ ✐♥ ▼♦ ❧❛②❡r✱ ♥❛♠❡❞ ❛s ▼♦✲✵✶✳ ✭❝✮
❍♦❧❡ ✐♥ ▼♦ ❛♥❞ ❈■●❙ ❧❛②❡r✱ ♥❛♠❡❞ ❛s ▼♦✲✵✷✳ ✭❞✮ ❍♦❧❡ ✐♥ ▼♦✱ ❈■●❙ ❛♥❞ ❈❞❙ ❧❛②❡r✱
❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ▼♦✲✵✸✳ ✭❡✮ ❍♦❧❡ ✐♥ ▼♦✱ ❈■●❙✱ ❈❞❙ ❛♥❞ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r✱ ♥❛♠❡❞ ❛s ▼♦✲✵✹✳
✭❢✮ ❍♦❧❡ ✐♥ ❛❧❧ ❧❛②❡rs✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ▼♦✲✵✺✳ ❙✐t✉❛t✐♦♥s ✭❝✮ ✲ ✭❢✮ ❛r❡ s❤✉♥t ♣❛t❤s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐s♦❧❛t✐♥❣ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❛♥❞ ✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs✳ ▲❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♥♦t ❞r❛✇♥ t♦ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳

■❢ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❜✮ r❡♠❛✐♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥

t❤❡♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ▼♦ ❛♥❞ ❈■●❙ ❧❛②❡r ❝♦♥t❛✐♥

❛ ❤♦❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❤❡❛t✲r❡s✐st❛♥t ✭t❤✉s✱ r❡♠❛✐♥s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②

s♦❧✐❞✮ ❢♦r ❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T > 600 ➦❈ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ▼♦ s♣❧✐♥t❡rs ✭▼♦ ❞❡❜r✐s

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ P✶ s❝r✐❜✐♥❣✮ ❛♥❞ ❣❧❛ss s♣❧✐♥t❡rs ✭❣❧❛ss ❞❛♠❛❣❡ ❞✉❡ t♦ tr❛♥s♣♦rt✮ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧②

❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ■ st✉❞② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ♦✛ ❛❢t❡r ❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ♥❛♠❡ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ❉✲✶ ❛s ▼♦✲✵✷ ✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t✐❧❧ ❈❞❙ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤

❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❇❉✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❞✮✱ t❤❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❧❛②❡rs ▼♦✱ ❈■●❙ ❛♥❞ ❈❞❙ ❝❛♥

❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❤♦❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❛❞❤❡s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❧❛ss ✐s

r❡q✉✐r❡❞ ❛s t❤❡ ❈❇❉ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r✐♥s✐♥❣ ♦✛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ s♦

❝❛❧❧❡❞ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✭✵ ✲ ✸✵ s❡❝♦♥❞s✮ ❬✶✶❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♣r❛❝t✐✲

❝❛❧❧② ♥♦ ❈❞❙ ❣r♦✇t❤ ❜✉t s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❧✐❦❡ ◆❛2❖✴◆❛❖❖❍✱

◆❛2❈❖3 ❛♥❞ ●❛2❖3 ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ♦✛ ❛❢t❡r ❈❇❉ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ❛♥❞ ■ ❧❛❜❡❧ t❤✐s ❝❛s❡

♦❢ ❉✲✶ ❛s ▼♦✲✵✸ ✳

■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t✐❧❧ ✐✲❩♥❖ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ✭❡✮ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼♦✱ ❈■●❙✱ ❈❞❙ ❛♥❞ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❤♦❧❡✳ ■ ❡①♣❧♦r❡

t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ♦✛ ❛❢t❡r ✐✲❩♥❖ s♣✉tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✶ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥ ▼♦✲✵✹ ✳
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■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ❡✈❡♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ✐s s♣✉t✲

t❡r❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❢✮ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❧❛②❡rs ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❤♦❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡

♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❢✮ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛s

✈❛r✐❛t✐♦♥ ▼♦✲✵✺ ♦❢ ❉✲✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷✳

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❣r❡ss ❝❛♥ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ✉♥✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❈■●❙ ♦r ❩♥❖✿❆❧ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐❢

t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✐③❡ ♦r ❢♦r♠ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ✐s t♦ ❣❛✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭❜✮ ✲ ✭❢✮ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✈❡r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡rs ❜❡❝❛✉s❡ ■ ❛ss✉♠❡

❛♥ ✉♣✇❛r❞s ❞✐r❡❝t❡❞ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✉♣✇❛r❞s

❞✐r❡❝t❡❞ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r t♦ ❜❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛t t❤❡

s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈■●❙ ❛♥❞ ❈❞❙ ❧❛②❡rs ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❡ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡ ✲ t❤✐s ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② ✐❢

t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥✳

✸✳✷✳✹ P✶ ❙❝r✐❜✐♥❣

❲✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ▼♦ ✇❛s s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧❛s❡r ❢r♦♠ s✉❜str❛t❡ s✐❞❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss✱ ❛s t❤❡ ❣❧❛ss ✐s tr❛♥s♣❛r❡♥t

❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λ = 532 ♥♠ ❬✹✶❪✱ ❛♥❞ ✐rr❛❞✐❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

❣❧❛ss ❛♥❞ ▼♦✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s t♣✉❧s❡ = 300− 800 ♣s ❛t ❛ ❢❡❡❞ r❛♥❣❡

♦❢ vP✶ = 1− 2 ♠✴s✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐s oP✶ ≈ 20% ❛t ❛ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t

wP✶ ≈ 45 ➭♠✳

■♥ ❬✹✷❪ t❤❡ ❧❛s❡r s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ st❡♣s✿

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦ ✜❧♠ ❛❜s♦r❜s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧

❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ st❡❡♣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞

st❡♣✱ t❤❡ st❡❡♣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❛✉s❡s ❧♦❝❛❧ ♠❡❧t✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r✳

■♥ ❛ t❤✐r❞ st❡♣✱ t❤❡ str❛✐♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✉❜str❛t❡✴✜❧♠ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❧❡❛❞s t♦ ❢r❛❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼♦ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ✐s ❛❜❧❛t❡❞✳ ❆♥② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧❛s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭λ✱ t♣✉❧s❡✱ vP✶✱ oP✶✱ wP✶✮ ❝❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t

▼♦ ❧❛s❡r s❝r✐❜✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ❞✐s❝✉ss t❤r❡❡ P✶ ❞❡❢❡❝t s♦✉r❝❡s ✭✐✲✐✐✐✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧

♣r❛❝t✐❝❡✳ ✭✐✮ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦✈❛❜❧❡ ♣❛rts✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❧❡♥s❡s ❢♦r

❧❛s❡r ❣✉✐❞✐♥❣✳ ■❢ t✐❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ❞✉❡ t♦ ♠♦t✐♦♥ ✭❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥✮ ❝❛✉s❡s

t❤❡ ❧❡♥s❡s t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❧❛s❡r ❢♦❝✉s ❝❛♥ ❜❡

❧♦st✳ ✭✐✐✮ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❢♦r P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ✐♥ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡

♥♦t ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❡❛♥✲r♦♦♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ❝♦st r❡❛s♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♣♦❧❧✉t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❧❡♥s❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❝❛✉s❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢

t❤❡ ❧❡♥s❡s✱ ✜♥❛❧❧② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s ✇❡❧❧✳ ✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡



✸✳✷✳ ❈■●❙ ❚❍■◆ ❋■▲▼ ▼❖❉❯▲❊ P❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✷✸

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r❡❡ st❡♣ P✶ ❧❛s❡r ❛❜❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✹✷❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡

❢r❡❡ ❧✐❣❤t ♣❛t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✴▼♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ✐❢ ✐t ❧♦❝❛❧❧② ❢♦r♠s ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r t❤❡

❧❛s❡r ❜❡❛♠✳

✭❛✳✶✮ ✭❛✳✷✮ ✭❛✳✸✮

▼♦

❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
●❧❛ss

❧❛s❡r ❜❡❛♠

✭❜✳✶✮ ✭❜✳✷✮ ✭❜✳✸✮

▼♦

❜✉❜❜❧❡
●❧❛ss

❧❛s❡r ❜❡❛♠

✭❝✳✶✮ ✭❝✳✷✮ ✭❝✳✸✮

▼♦
●❧❛ss

❧❛s❡r ❜❡❛♠
s❝r❛t❝❤

✭❞✳✶✮ ✭❞✳✷✮ ✭❞✳✸✮

▼♦
●❧❛ss

❧❛s❡r ❜❡❛♠
s❝r❛t❝❤

✭❡✳✶✮ ✭❡✳✷✮ ✭❡✳✸✮

▼♦

❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
●❧❛ss

❧❛s❡r ❜❡❛♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ P✶ ❞❡❢❡❝ts ❞✉❡ t♦ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ ♦r ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥
s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ❢♦r ❝❛s❡s ✭❛✮✲✭❡✮✳ ❙❡❝♦♥❞
❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❚❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ P✶ ❧✐♥❡s✳ ✭❛✮ ❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❣❧❛ss✳ ✭❜✮ ❇✉❜❜❧❡ ✇✐t❤✐♥
❣❧❛ss✳ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ s❤♦✇ s❝r❛t❝❤❡s ✇✐t❤✐♥ ♦r ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ✭❡✮ ❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❣❧❛ss✳



✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❖❘■●■◆❙ ❖❋ ❈■●❙ ❉❊❋❊❈❚❙

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✭❛✳✶✮ s❤♦✇s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤♦✇ ❛ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐s ❡✐t❤❡r ❛❜s♦r❜❡❞✱ s❝❛tt❡r❡❞✱ r❡✲

✢❡❝t❡❞ ♦r ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ✭❛✳✷✮ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡

♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❛✳✸✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛s❡r ❧✐♥❡ ✐♥✲

t❡rr✉♣t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ▼♦✲✵✶ ✲ ▼♦✲✵✺ ✱ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣❧❛ss ✇❛s❤✐♥❣ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛✲

t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦❛t ❣❧❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✹✸❪✳ ❇✉❜❜❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❢✉rt❤❡r

♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✳✶✮✲✭❜✳✸✮✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❜✉❜❜❧❡s ✐♥ ✢♦❛t

❣❧❛ss ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✹✸❪ ✇❤❡r❡ ❜✉❜❜❧❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❣❛s❡s ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❜❛t❝❤ ♠❡❧t✐♥❣✱ ♦r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❛t❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐♥ t❤❡ ✢♦❛t ❣❧❛ss

♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s❝r❛t❝❤❡s ♦♥ ♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r

❜❡❛♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✳✶✮✲✭❝✳✸✮✳ ❙❝r❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ✢♦❛t ❣❧❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✹✸❪

♦r ❞✉r✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ■♥ ✭❝✳✶✮✲✭❝✳✸✮ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣

❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ✐♥t❡rr✉♣t t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ s❝r❛t❝❤ ✐♥ ✭❞✳✶✮✲✭❞✳✸✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♦❜st❛❝❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

♣r❡✈❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❜② ❣❧❛ss ✇❛s❤✐♥❣ ✐s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss s✉r❢❛❝❡ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❡✳✶✮✲✭❡✳✸✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ✭❡✳✸✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ str✐♣❡✲❧✐❦❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡

s✉❜str❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ♦♥ ♣♦❧❧✉t❡❞ r♦❧❡s✳

❉✲✷✿ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❢❡❝t t❤❛t ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■t ♦❝❝✉rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡❢❡❝t s♦✉r❝❡s ✭✐✮✲✭✐✐✐✮✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ ❉✲✷ ♦♥ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡s ✐s s❤♦✇♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❜② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✲✷ ✐♥ ❊▲

❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✷✳

✸✳✷✳✺ ▼♦ ❲❛s❤✐♥❣

❆❢t❡r P✶ s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ✇❛s❤❡❞ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❞❡♠✐♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❧✐♥t✲❢r❡❡

❜r✉s❤❡s✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♣♦❧❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ▼♦ s♣❧✐♥t❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❛t❡❞

❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❬✹✹❪✳

✸✳✷✳✻ ❈■●❙ ❆❜s♦r❜❡r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳

❈♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❈✉✱ ■♥✱ ●❛ ❛♥❞ ❙❡ ❛r❡ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

❬✶✶✱ ✹✺✱ ✹✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✳ ❆

❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ♣❤②s✐❝❛❧✱ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥

❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳



✸✳✷✳ ❈■●❙ ❚❍■◆ ❋■▲▼ ▼❖❉❯▲❊ P❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✷✺

❋♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐t ✐s r❡❧❡✈❛♥t t❤❛t ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❝♦❛t✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s

❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❝❛rr✐❡r ✇❤✐❝❤

♣❛ss❡s t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐t✳ ❚❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❛❧❧♦✇s t♦ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✻✵ ➦❈ ❬✹✸❪ ❛s t❤❡ s♦❢t ❣❧❛ss ✐s

❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❢❛❧❧ ❞♦✇♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✉♣ t♦ ✼✵✵ ➦❈ ✇❤✐❝❤ ❤❛s

❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❦❡② t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❧❛②❡r ✭❜♦t❤ ❧❛t❡r❛❧❧②

❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✮ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ VOC ❬✹✺❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣

❝♦❛t✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ✐s ❤❡❧❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ s♦✉r❝❡s✮ ❞♦❡s

♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❉✲✸✿ ❆❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞❡❜r✐s ♦❢ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡

✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s

❢r♦♠ t❤❡ ❈✉ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦st ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹

s❤♦✇s ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t✇♦ ❈✉✲r✐❝❤ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✶✵✵
➭♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t✇♦ ❈✉✲r✐❝❤ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✭❞❡❢❡❝t ❉✲✸✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❢❛❧❧❡♥ ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ ❣❧❛ss s✐❞❡✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❊❉❳ ♠❛t❡r✐❛❧

❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐t ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❈✉✳

❚❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ❧✐❦❡ ✇❛t❡r ❞r♦♣s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ▼♦

❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ✭②❡❧❧♦✇ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ♣r♦✈✐❞❡s ❣r♦✉♥❞ ❢♦r s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥

t❤❛t t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❧❡❛st ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t

♦❢ ▼♦ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✷✽✾✻ ➦❈ ❬✹✼❪✮ ❛s ✐t ♦❜✈✐♦✉s❧② ♣❡♥❡tr❛t❡s t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r✳ ■ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡

❛♥② ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞✳ ■♥

❈❤❛♣t❡r ✼✳✻ ■ s❤♦✇ ❤♦✇ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

❉✲✹ ❍♦❧❡s ✐♥ ❈■●❙ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs ❛r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝t t❤❛t ■ ✐♥✈❡st✐✲

❣❛t❡ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❉✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥

✭▼♦ ♦r ❣❧❛ss s♣❧✐♥t❡rs✮ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs✳

❆ss✉♠✐♥❣ ✉♣✇❛r❞s ❞✐r❡❝t❡❞ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐t ❜❡❢♦r❡ ❢♦r

❉✲✶✮✱ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳



✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❖❘■●■◆❙ ❖❋ ❈■●❙ ❉❊❋❊❈❚❙

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ▼♦

❈■●❙
❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ▼♦

❈❞❙ ❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ▼♦

✐✲❩♥❖ ❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ▼♦

❩♥❖✿❆❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ❤♦❧❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❣r❡❡♥ ❝♦❧♦✉r ✭❞❡❢❡❝t ❉✲✹✮✳ ✭❛✮ ❍♦❧❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ♥❛♠❡❞
❛s ❈■●❙✲✵✻✳ ✭❜✮ ❍♦❧❡ ✐♥ ❈■●❙ ❛♥❞ ❈❞❙ ❧❛②❡r✱ ♥❛♠❡❞ ❛s ❈■●❙✲✵✼✳ ✭❝✮ ❍♦❧❡ ✐♥ ❈■●❙✱
❈❞❙ ❛♥❞ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r✱ ♥❛♠❡❞ ❛s ❈■●❙✲✵✽✳ ✭❞✮ ❍♦❧❡ ✐♥ ❈■●❙ ❛♥❞ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs✿
❈■●❙✲✵✾✳ ❙✐t✉❛t✐♦♥s ✭❛✮✲✭❝✮ r❡♣r❡s❡♥t s❤✉♥t ♣❛t❤s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥
t❤❡ ✐s♦❧❛t✐♥❣ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❛♥❞ ✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs✳ ▲❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♥♦t ❞r❛✇♥ t♦ s❝❛❧❡ ❢♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r t❤❛t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡

❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ❈■●❙ ❧❛②❡r ✐❢ ✐t ✐s ❤❡❛t✲r❡s✐st❛♥t ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❜♦✈❡ ✻✵✵ ➦❈ ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥

❉✲✶✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ♦✛ ❛❢t❡r

❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐s s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♥❛♠❡ ❢♦r t❤✐s

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✲✹ ✐s ❈■●❙✲✵✻ ✳

■❢ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❛✮ r❡♠❛✐♥s ❞✉r✐♥❣ ❈❞❙ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❇❉✮ ❛s ✇❡❧❧

✭s❡❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❛❞❤❡s✐♦♥ ✐♥ ❉✲✶✮✱ t❤❡♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ■

st✉❞② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ♦✛ ❛❢t❡r ❈❇❉✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞

s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❈■●❙✲✵✼ ♦❢ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ❉✲✹✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❜✮ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❧❧ ♦✛ ❛❢t❡r ❈❇❉✱ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡

❧❛②❡r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❈■●❙✱ ❈❞❙✱ ❛♥❞ ✐✲❩♥❖ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥

✭❝✮ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ♦✛ ❛❢t❡r ✐✲❩♥❖ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷ ✉♥❞❡r ❈■●❙✲✵✽ ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥

♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❞✮ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡

t❤❡ ❈■●❙✱ ❈❞❙✱ ✐✲❩♥♦✱ ❛♥❞ ❩♥❖✿❆❧ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❛❧❧ ❧♦❝❛❧❧② ♠✐ss✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ■ st✉❞② ✇✐t❤ ♠②

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❈■●❙✲✵✾ ♦❢ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ❉✲✹ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦✇♥ ✜❣✉r❡s ♦♥❧② s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts

▼♦✲✵✶ ✲ ❈■●❙✲✵✾ ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❛❧✐t② ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❤♦✇♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❣❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤✉♥t ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲❩♥❖✴❈❞❙ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳



✸✳✷✳ ❈■●❙ ❚❍■◆ ❋■▲▼ ▼❖❉❯▲❊ P❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✷✼

✸✳✷✳✼ ❈❞❙ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❇❛t❤ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥

❆♣❛rt ❢r♦♠ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♥✲t②♣❡✱ t❤❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤

❝❛rr✐❡r ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❈■●❙ ✜❧♠s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❛✐r s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❧✐❢❡t✐♠❡ τ❈■●❙✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪ t❤❛t st♦r✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡

❛❢t❡r ❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ✷✹ ❤♦✉rs r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❢r♦♠ τ❈■●❙ = ✶✵✵ ♥s t♦ τ❈■●❙ = 2 ♥s✳

❚❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪ ❜② ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ s✉r❢❛❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

❤✐❣❤ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥ ❈■●❙ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜②

❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❈❞❙ ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❢t❡r ❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪

t❤❛t ❈■●❙ s✉r❢❛❝❡ ♣❛ss✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞✱ t❤❡

♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❢♦r ♠♦♥t❤s ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❧✐❢❡t✐♠❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳

❉✉r✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❉❇✮ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥t♦ ❛ t❛♥❦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✲

t❛✐♥s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤✐♦✉r❡❛✱ ❈❞ s❛❧t ❛♥❞ ❛♠♠♦♥✐❛✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡✐r

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡✐r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❦ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣✉r♣♦s❡ ❛r❡

❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❙♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦❢ ❈❇❉✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❈❇❉ ♦❢ ❈❞❙ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❈✉■♥✵✳✼●❛✵✳✸❙❡2 ❬✹✾❪✳

❙♦✉r❝❡s ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ P✉r♣♦s❡

❋♦r♠✉❧❛

t❤✐♦✉r❡❛ ❙❈✭◆❍2✮2 ✵✳✶✷ ♠♦❧✴▲ s✉❧❢✉r s♦✉r❝❡

❈❞ s❛❧t ❈❞✭❈❍3❈❖❖✮2 ✵✳✵✵✶✸ ♠♦❧✴▲ ❝❛❞♠✐✉♠✲❛♠♠♦♥✐❛

❛♠♠♦♥✐❛ ◆❍3 ✶✳✵ ♠♦❧✴▲ ❝♦♠♣❧❡① ❛s

❝❛❞♠✐✉♠ ♣r❡❝✉rs♦r

❚❤✐♦✉r❡❛ ✐s ✉s❡❞ ❛s s✉❧❢✉r ✭❙✮ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❝❛❞♠✐✉♠ s❛❧t ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♠♦♥✐❛ ❢♦r♠ ❝❛❞♠✐✉♠✲

❛♠♠♦♥✐❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♦♥s ❛s ❝❛❞♠✐✉♠ ♣r❡❝✉rs♦rs ❬✶✶❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛✲

❜❧❡ ✸✳✷✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛♥❦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬✹✾❪

❈❞(◆❍3)
2+
4 + ❙❈(◆❍2)2 + 2❖❍− → ❈❞❙+ ❈◆2❍2 + ✹◆❍3 + 2❍2❖. ✭✸✳✶✮

❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t T ≈ 60➦❈ ❛♥❞ ♣❍ ≈ 11 ❬✹✾❪✳ ❚✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❣r♦✇t❤

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✾✱ ✺✵❪✿ ✭✐✮ ❆t♦♠ ❜② ❛t♦♠ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r ♦♥

t❤❡ ❈■●❙ s✉r❢❛❝❡✳ ✭✐✐✮ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ✸✵ s❡❝✲

♦♥❞s t❤❡r❡ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦ ❈❞❙ ❧❛②❡r ❣r♦✇t❤✳ ■♥st❡❛❞✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ◆❛2✴◆❛❖❍✱

◆❛2❈❖3 ❛♥❞ ●❛2❖3 ❛r❡ r✐♥s❡❞ ♦✛ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛♥❦ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r ❣r♦✇t❤

st❛rts ❛❢t❡r t = 30 s ❛♥❞ ❛❢t❡r t = 60 s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞✉❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ❣r♦✇♥

❈❞❙ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ v❈❞❙ = 0.3 ♥♠✴s

❛♥❞ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ❛❢t❡r t = 300 s ❛t ❛ ❈❞❙ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✵ ♥♠✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥
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❬✺✶✱ ✺✷❪ t❤❛t t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇♥ ❈❞❙ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉♣ t♦ ✶✵ ✪✱ ❛♥❞ ✐♥ ❬✺✸❪

t❤❛t ❙❡ ❛♥❞ ■♥ ❛t♦♠s ❛♣♣❡❛r t♦ ❞✐✛✉s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❈❞❙✳

❍♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❈❞❙ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡r ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ❛❞❤❡s✐♦♥

t♦ t❤❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r✐♥s✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❈❇❉✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✉♣✇❛r❞s

❞✐r❡❝t❡❞ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❈■●❙

❈❞❙

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❈■●❙✐✲❩♥❖

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❈■●❙

❩♥❖✿❆❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ❤♦❧❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈■●❙
❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❜r♦✇♥ ❝♦❧♦✉r✳ ✭❛✮ ❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈❞❙
❜✉✛❡r ❧❛②❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❜✮ ✐✲❩♥❖ ❛♥❞ ✭❝✮ ❩♥❖✿❆❧ ❧❛②❡rs✱ ✐❢ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❧❧
❞♦✇♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ▲❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♥♦t ❞r❛✇♥ t♦ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r t❤❛t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈❞❙

❧❛②❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❛✮ r❡♠❛✐♥s ❛❢t❡r ❈❇❉✱ s✐t✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞

✭❝✮ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✸✳✷✳✽ ■♥tr✐♥s✐❝ ❩♥❖ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❩♥❖ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ✐s s♣✉tt❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❡r❛♠✐❝ t❛r❣❡t ❛t ❛ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢

❛❜♦✉t ✶✸✳✺✻ ▼❍③ ❬✶✶❪✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts✱ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛s

s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ✉♣✇❛r❞s ❞✐r❡❝t❡❞ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❈❞❙

✐✲❩♥❖

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ❈❞❙❩♥❖✿❆❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ❤♦❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t❛♠✲
✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈❞❙ ❧❛②❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✭❛✮ t♦ ❡✐t❤❡r ♦♥❧② ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r ♦r ✭❜✮ t♦ ❤♦❧❡s
✐♥ ❜♦t❤ ✐✲❩♥❖ ❛♥❞ ❩♥❖✿❆❧✳ ▲❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♥♦t ❞r❛✇♥ t♦ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ■ ✐❧❧✉str❛t❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡

❈❞❙ ❧❛②❡r✳ ■❢ t❤❡② ♣❡rs✐st ❞✉r✐♥❣ ✐✲❩♥❖ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ t❤❡♥ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r r❡s✉❧ts✱ ❛s
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❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❛♥❣❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✳✷✮✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✭❜✳✶✮ ✐s

❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊❉❳ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❜✳✷✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✉♥❣st❡♥ ✭❲✮ s✐❣♥❛❧ ❡①❝❡❡❞s

t❤❡ ♠♦❧②❜❞❡♥✉♠ ✭▼♦✮ s✐❣♥❛❧✳

❚♦ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❛t t✉♥❣st❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇❡❛r

❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧❧② ❛s❝❡rt❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❊▼ ❛♥❞ ❊❉❳ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡

s♣♦ts ♦r str❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t t♦♦❧ ♣r❡ss✉r❡ pt♦♦❧✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡

t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✷ ❛♥❞ ✸✳✶✸✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r✐❣❤t ❜r❛♥❝❤ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✾❪ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ pt♦♦❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ pt♦♦❧ ♦❢ t❤ r✐❣❤t ❜r❛♥❝❤ ✐s ❞r❛✇♥ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✼✱ ✺✽❪ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ pt♦♦❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s

❛❞❤❡s✐♦♥ ❛s ✇❡❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤✐❣❤ ❝✉tt✐♥❣ s♣❡❡❞ v ✭✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤✮ ❛♥❞

✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦♦❧ ❝♦♥t❛❝t ♣r❡ss✉r❡ p❚♦♦❧ ✭✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❜r❛♥❝❤✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦

❞❡❢❡❝t✐✈❡ P✷✴P✸ s❝r✐❜✐♥❣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ p❚♦♦❧✱❛♣♣❧✐❡❞ t②♣✐❝❛❧❧②

❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ p❚♦♦❧✱♠✐♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ✲ ✸✳

■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲✺ ♦♥ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡s ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❜②

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐ts ❞❡t❡❝t✐♦♥

❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✹✳

✸✳✷✳✶✵ ❩♥❖✿❆❧ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥

❚❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t ❧❛②❡r ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡tr♦♥ s♣✉tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❡r❛♠✐❝ ❩♥❖✿❆❧

t❛r❣❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❉❈ ♠❛❣♥❡tr♦♥ s♣✉tt❡r✐♥❣ ❬✼✹✱ ✼✺❪✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥ 2 ✇t✪ ❆❧2❖3

❬✼✻❪✳ ❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✷✳✶✱ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❧✐❣❤t tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥✲

❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❍♦❧❡s ✐♥ ❩♥❖✿❆❧ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r ❛s s❤♦✇♥

s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✐s ♦♥❧② s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡

s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❜✉t ♥♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❈♦♥t❛♠✐✲

✭❞❂✶✵ ➭♠✮

♥❛t✐♦♥
♦♥ ✐✲❩♥❖

❩♥❖✿❆❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡
②❡❧❧♦✇ ❝♦❧♦✉r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❧❛②❡r✳ ▲❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♥♦t ❞r❛✇♥ t♦ s❝❛❧❡
❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳







❈❤❛♣t❡r ✹

❊▲ ✫ ❉▲■❚ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✧❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ■ ✉s❡

✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✿ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❊▲✮

❛♥❞ t❤❡ ❞❛r❦ ❧♦❝❦✲✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❉▲■❚✮✳✧

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❞✉str② ♣❛rt♥❡rs✳ ■♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠♦❞✉❧❡✬s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ❛s J✲V ❝✉r✈❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✽✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✸✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✇❡❧❧ st❛♥❞❛r❞✐s❡❞ q✉❛❧✐t②

❝♦♥tr♦❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠♦❞✉❧❡ ❢✉❧✜❧s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡s ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ J✲V ❝✉r✈❡ ✇❤❛t

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥ ✐s✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✬s ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✷✳✷✱ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮ ✐s r❡✲

❞✉❝❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝❛♥ ❜❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❝❡❧❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ✭❜② P✶ ❛♥❞ P✸ ❧✐♥❡s✮✱

✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❧❛s❡r ❡❞❣❡ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r s✐♠♣❧② ♦❤♠✐❝✲❧✐❦❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ■t ✐s

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥ ✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✐ts ♦❝❝✉r✲

r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❛t P✷ ♦r P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ♦❝❝✉r✱ ♦♥❡

❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛✈❡r✳ ❇♦t❤ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ❝❛♥

❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ❛s t❤❡② ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻

❛♥❞ ✼✱ ❜♦t❤ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ♠♦st❧② ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚

♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡❢❡❝t ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❊▲ ❛❧❧♦✇s ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥❧✐♥❡ ✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❢❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❊▲ t❡st ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞

❜② ❡❛❝❤ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ✭✐✳❡✳ ❝♦♥t❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡

✸✼



✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❊▲ ✫ ❉▲■❚ ▼❊❆❙❯❘❊▼❊◆❚❙

t❛♣❡✱ ❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♠❡r ❢♦✐❧✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥❞ st✐❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❣❧❛ss✱ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❜♦①✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦sts✳

❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ✭❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡ t✐♠❡

♦❢ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❜♦✉t ✷✹ s❡❝♦♥❞s✮ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❧✐♥❡

q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✉❛❧❧② ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✤✐♥❡ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r②

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s✳

✹✳✷ ❙❛♠♣❧❡ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈■●❙ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♦❢ ✸✵ ① ✸✵ ❝♠2 ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ n❝❡❧❧s = 69 ❝❡❧❧s✱ ❛ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤

♦❢ w❝❡❧❧ = 4 ♠♠ ❛♥❞ ❛ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ l❝❡❧❧ = 300 ♠♠✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜♥✐s❤❡❞

✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ✐♥ ❛ ❈■●❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ❆❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ❛❢t❡r

t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❧❡❢t ♦✉t ❢♦r t❤❡ ✉s❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s t♦

❜❡ ❝✉t ♦✉t ❢r♦♠ ❛ ✇❤♦❧❡ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✷✵ ① ✻✵ ❝♠2 ❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❣❧❛ss

✭t❤❡ s✉❜str❛t❡✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝✉t✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❝❡❧❧ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦♥t❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛

❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ t❛♣❡✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ t❛♣❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

t♦ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✲♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲✉♥✐ts ✭❙▼❯✮ ✐♥ ❢♦✉r✲t❡r♠✐♥❛❧ s❡♥s✐♥❣ ♠♦❞❡✳

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❧✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❊①♣♦s✉r❡ t♦ ❧✐❣❤t ❝❛♥

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❊▲ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐❣❤t s♦❛❦✐♥❣ ♦♥ ❊▲ ✐♠❛❣❡✳ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛❢t❡r ✹✽
❤♦✉rs ♦❢ ❧✐❣❤t s♦❛❦✐♥❣ ❛t ✽✵✵ ❲✴♠2 ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❲❤✐t❡ s♣♦t ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♣❛rt ❞✐s❛♣♣❡❛rs
❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❧✐❣❤t s♦❛❦✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ t❤❛t ❞❡❢❡❝ts✱ ♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧ ❧❛②❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

❛r❡ ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❧✐❣❤t s♦❛❦✐♥❣ ✭▲❙✮ t❤❛♥ ❛❢t❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ t❤❡ ❜r✐❣❤t

s♣♦t ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ✭❛✮ ❜❡❢♦r❡ ▲❙ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛❢t❡r ▲❙ ✐♥ ✭❜✮✳ ❆s ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ t♦

❤❛✈❡ ❛s ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡❢❡❝ts ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞

❜❡❢♦r❡ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✹✳✸ ❊❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡

❊❧❡❝tr♦ ✲ ▲✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✭❊▲✮ ✐s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✭❤❛✈✐♥❣ ♣✲t②♣❡ ❛♥❞

♥✲t②♣❡ ❝♦♥t❛❝ts✮ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② st✐♠✉❧❛t❡❞ ✭❡❧❡❝tr♦✮✱ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t r❛❞✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥



✹✳✸✳ ❊▲❊❈❚❘❖▲❯▼■◆❊❙❈❊◆❈❊ ✸✾

♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✭❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②

j❊▲ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛r❣❡

❝❛rr✐❡rs r❡❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐s

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✬s ❜❛♥❞ ❣❛♣ E● ✭t❤✐s ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❡❧❧✬s ♦♣❡r❛t✐♥❣

♠♦❞❡✮✳ ❋♦r ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡s t❤✐s ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② E●✱ ❈■●❙ ≈ 1.15 ❡❱✳

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛r❣❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡

✭❈❈❉✮ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ✈✐s✉❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✬s r❛❞✐❛t✐✈❡

❧✐❣❤t ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦s r❡❧✐❛❜❧② ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛r❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❊❉s✮ s✉❜♦♣t✐♠❛❧

❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡rs ❬✼✾✱ ✽✵❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✸✳✶ ■ s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊▲ ✐♠❛❣❡s✳

✹✳✸✳✶ ❊▲ ❇❛s✐❝s

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✽✵❪ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐✲

♥❡s❝❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✭♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝

♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❤②s✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦

♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❬✽✵❪ ❜②

φ❡♠(E) = Q❡(E)φ❜❜(E)

[

❡①♣

(

qV

k❇T

)]

, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ φ❡♠(E) ✐s t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ Q❡(E) ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❡①t❡r♥❛❧

q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ φ❜❜(E) ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞②✱ q ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②

❝❤❛r❣❡✱ V ✐s t❤❡ ♣✲♥✲❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡✱ k❇ ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ T ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ φ❜❜(E) ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

φ❜❜(E) =
2πE2/(h3c2)

❡①♣(E/k❇T )− 1
, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ c ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ■♥ ❛♥ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t s❡t✉♣ t❤❡ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ♣❧❛②s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ❛s ✐t r❡❝♦r❞s φ❡♠(E)✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣

t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ s❡♥s✐t✐✈✐t② Q❝❛♠(E) ♦❢ t❤❡ ❈❈❉

❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✹✳✶✮✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r ♦♥ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✱ ②✐❡❧❞s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ S❝❛♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛ ♣✐①❡❧ ❬✽✶❪

S❝❛♠(r) =

∫

Q❝❛♠(E)φ❡♠(E, r)dE = ❡①♣

(

qV (r)

k❇T

)∫

Q❝❛♠(E)Q❡(E, r)φ❜❜(E)dE. ✭✹✳✸✮

S❝❛♠(r) ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② Q❝❛♠(E) ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②

Q❡(E, r) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② φ❜❜(E) ❝❛♥
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❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❊q✳ ✭✹✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❜②

V (r) =
k❇T

q

{

❧♥ {S❝❛♠(r)} − ❧♥

[∫

Q❝❛♠(E)Q❡(E, r)φ❜❜(E)dE

]}

✭✹✳✹✮

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ V (r) ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❡♥t ♣✐①❡❧✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❤❡r❡ r r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛r❡❛ A(r) s❡❡♥ ❜② ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ V (r) ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ A(r)✳ ❋r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❈■●❙ ❝❡❧❧s ❬✽✷❪ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t

λ ≈ 300 ♥♠ − 1200 ♥♠ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ E✶ ≈ 1.03 ❡❱ t♦ E✷ ≈ 4.13 ❡❱

❢♦r ❊q✳ ✭✹✳✹✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

V (r) = ∆V (r) + V♦✛s❡t, ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ ∆V (r) = k❇T
q
❧♥ (S❝❛♠) ❛♥❞ V♦✛s❡t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✭❛ss✉♠✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠✲

♣❧✐❝✐t②✱ t❤❛t Q❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ r✮ ❬✽✶❪✳

✹✳✸✳✷ ❊▲ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❊✐t❤❡r ❛ ❤♦✉s✐♥❣ ♦r ❛ ❞❛r❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s

✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❡t✉♣ ❢r♦♠ ❛♠❜✐❡♥t ❧✐❣❤t ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡✲♠❡❛s✉r❡✲

✉♥✐t ✭❙▼❯✮✱ ✇❤✐❝❤ s❡ts J❊▲ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s V❊▲✱ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥✲♠❛❝❤✐♥❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡

✭❍▼■✮ ✭❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✱ s❝r❡❡♥ ❛♥❞ ✐♥♣✉t ❞❡✈✐❝❡s✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡

T✐♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s s❡t ✈✐❛ t❤❡ ❍▼■✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❞❛t❛ ✐s r❡❛❞ ♦✉t ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡

s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡

❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ t❛♣❡s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ♦❢

t❤❡ s♦✉r❝❡✲♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲✉♥✐ts ✭❙▼❯✮ ✐♥ ❢♦✉r✲t❡r♠✐♥❛❧ s❡♥s✐♥❣ ♠♦❞❡✳
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✐✲❩♥❖
❈❞❙

▼♦
●❧❛ss

❈■●❙

❩♥❖✿❆❧
≈

≈

❍✉♠❛♥✲▼❛❝❤✐♥❡✲■♥t❡r❢❛❝❡ ✭❍▼■✮

❙♦✉r❝❡✲▼❡❛s✉r❡✲❯♥✐t ✭❙▼❯✮

V❊▲

s❡t J❊▲

❈♦♥❞✉❝t✐✈❡❋❧✉① φ❡♠(E)

Tint
❘❡❛❞ ♦✉t
r❛✇ ❞❛t❛

✫ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

✭s❛♠♣❧❡s✮

t❛♣❡
❊
▲

❈
❛♠

❡r
❛

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❊▲ s❡t✉♣✳ ❋♦r t❤❡ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛ ❝❤❛r❣❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ✭❈❈❉✮
❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✸✵✵✵ ① ✸✵✵✵ ♣✐①❡❧✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
❈❈❉ ❝❤✐♣ ✐s ❝♦♦❧❡❞ ✺✵➦ ❈ ❜❡❧♦✇ ❛♠❜✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J❊▲ ✐s s❡t ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ Tint ✐s s❡t ✈✐❛ t❤❡ ❍▼■✳

✹✳✸✳✸ ❊▲ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t Pr❛❝t✐❝❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s

✇♦r❦✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛t ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J❙❈ ≈ 29 ♠❆✴❝♠2 ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳

❚r❛♥s✐❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✽✸❪ ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ st❛t✐❝

st❛t❡ ❢♦r ❞V/❞t = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❝❤❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s ❛❢t❡r ❜✐❛s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛ ❞❛r❦✲❢r❛♠❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝❛♠❡r❛ s❤✉t✲

t❡r✳ ❉❛r❦✲❢r❛♠❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ❬✽✹❪✳ ❚❤❡

t❡r♠ ✧❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t✧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝✉rr❡♥t t❤❛t ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ ♣❤♦t♦s❡♥s✐t✐✈❡ ❝❛♠❡r❛ ♣✐①❡❧s

❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r♠❛❧

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ♦r ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s♦r ❝r②st❛❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡r♠❛❧

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs t❤❡ ❈❈❉ ❝❤✐♣ ✐s ❝♦♦❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ✺✵➦ ❈

❜❡❧♦✇ ❛♠❜✐❡♥t✳
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❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ 3× 3 ♣✐①❡❧ ❜✐♥♥✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✾ ♣✐①❡❧ ♦♥ t❤❡ ❝❤✐♣ ❛r❡

❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ S t♦ ♥♦✐s❡ N r❛t✐♦ ❙◆❘ = S/N

❛❧❜❡✐t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ T = 6 s❡❝ ❢♦r ❛❧❧ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳

✹✳✹ ❉❛r❦ ▲♦❝❦✲■♥ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

❊❛❝❤ ❜♦❞② ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T > −273.15 ➦❈ ❡♠✐ts ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡r✲

♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✹✳✶✮✳ ❚❤❡ t❤❡r✲

♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❝❛♠❡r❛s t❤❛t ❛r❡

s❡♥s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ■❘ r❛♥❣❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ♦r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❝❝✉r

❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ■ ❞♦♥✬t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❜✉t ❢♦❝✉s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s r♦✉❣❤❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ P = JU = J2R✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡

❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ✭✐✮ t❤❡ s❤❡❡t r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t✴❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ❧❛②❡r

✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✉♥❡✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ✭✐✐✮ s❤✉♥t r❡s✐st❛♥❝❡s Rs❤✉♥t ❛♥❞

t❤❡ ♣♦✇❡r P = J2Rs❤✉♥t t❤❛t ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ s❤✉♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ✭✐✮ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛♥

✐♥❤❡r❡♥t ❡✛❡❝t✱ ✭✐✐✮ ♣♦✐♥ts t♦ ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ t❡r♠ ❞❛r❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s ♥♦t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥❢r❛r❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❢♦r ❜♦t❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞

❛♥❞ ♥♦t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✽✺❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✹✳✶ ■

✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ✐♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳

✹✳✹✳✶ ■♥❢r❛r❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❇❛s✐❝s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❉▲■❚ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥ ♦❜❥❡❝t✬s t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❬✽✻❪✳ ❊q✳ ✭✹✳✷✮ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ P❧❛♥❝❦✬s ❧❛✇ ❬✽✼❪ ❢♦r ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

B❜❜
υ (T ) =

2hυ3

c2
1

exp
(

hυ
k❇T

)

− 1
, ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ B❜❜
υ ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❛♥❞ υ = c/λ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡

❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✇❡r P❜❜✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❡❛ A ✐♥t♦ ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛❜♦✈❡ A✱

❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛♥❝❡ B❜❜
υ ♦✈❡r ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s υ ❛♥❞ ❜♦t❤



✹✳✹✳ ❉❆❘❑ ▲❖❈❑✲■◆ ❚❍❊❘▼❖●❘❆P❍❨ ✹✸

t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡ φ ❢♦r ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❢♦r t❤❡

❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✇❡r P❜❜ ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞②

P❜❜(T ) = A

∫

∞

0

dυ

∫ π/2

0

cos (θ) sin (θ) dθ

∫ 2π

0

dφ B❜❜
υ (T ) = AσT 4. ✭✹✳✼✮

❊q✳ ✭✹✳✼✮ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙t❡❢❛♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❧❛✇ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❙t❡❢❛♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t

σ ≈ 5.67 ① 10−8 ❏s−1♠−2❑−4✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✼✮ t♦ ❛ r❡❛❧ s♦❧❛r ❝❡❧❧✱ ❛♥ ❡♠✐ss✐✈✐t②

εr❡❛❧ ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

Pr❡❛❧(T ) = εr❡❛❧AσT
4, ✭✹✳✽✮

✇✐t❤ εr❡❛❧ < 1 = ε❜❜✱ ✇❤❡r❡ ε❜❜ ✐s t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞②✳ Pr❡❛❧ ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② t❤❛t

❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡s t❤❛t ♦♥❡ ✐s ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇ ♦♥❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

✐♥❢r❛r❡❞ ✭■❘✮ r❛♥❣❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❊q✳ ✭✹✳✽✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② t♦ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣♦✇❡r

♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❝❧♦s❡ t♦ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❊q✳ ✭✹✳✽✮ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r✱ ❛s ❤❛s ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✽✽❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ s❧♦♣❡✳ ❚❤✉s✱ s♠❛❧❧ ∆T ❛r♦✉♥❞ r♦♦♠

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛✉s❡ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ∆Pr❡❛❧ ✇❤✐❝❤ ❛❣❣r❛✈❛t❡s t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦✐s❡

❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥❢r❛r❡❞

t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✹✳✷✳

✹✳✹✳✷ ▲♦❝❦✲✐♥ ❇❛s✐❝s

❋♦r ❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✉♥❞❡r t❡st ✭❉❯❚✮✱ ❛ st✐♠✉❧✉s

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❉❯❚✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐s ✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ❛ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ F ✭t✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❜❛s✐❝❛❧❧② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ✭✐✮ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s

t❤❡ ✧tr✉❡✧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❉❯❚✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥

❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦✐s❡ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✭❆❈✮ ❧✐❦❡

st✐♠✉❧✉s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✲ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ t❤❛t ✲ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✲

❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❚❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇s t♦ s✉♣♣r❡ss ❛♥② s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❤❛s ♥♦t t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❢r❡q✉❡♥❝②

❛♥❞✱ t❤✉s✱ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡t❡❝t ♦♥❧② t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ s✐❣♥❛❧ S ♦❢ t❤❡ ❉❯❚ ❬✽✻✱ ♣✳ ✶✺❪✳ ■♥ ✐ts

s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

S =
1

t✐♥t

∫ t✐♥t

0

F (t)K(t)dt, ✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❉❯❚ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✱ F (t) ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❉❯❚ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦✐s❡✱ tint ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ K(t) ✐s ❛
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s②♠♠❡tr✐❝ sq✉❛r❡ ✇❛✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

K(t) =







+2, ❢♦r 0 ≤ t < T
2
✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ T

−2, ❢♦r T
2
≤ t < T ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ T.

✭✹✳✶✵✮

❊q✳ ✭✹✳✾✮ ②✐❡❧❞s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t✐♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❞❡♣✐❝ts ❛♥

❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ✭r❡❞✮ st✐♠✉❧✉s s✐❣♥❛❧ E(t)✱ t❤❡ ✭♦r❛♥❣❡✮ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✭❜❧✉❡✮ r❡s♣♦♥s❡

F (t) ❛♥❞ t❤❡ ✭❣r❡❡♥✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ K(t)✳

✵
✶
✷
✸
✹
✺
✻
✼
✽

✶❚ ✷❚ ✸❚

❙
✐❣
♥
❛
❧
❬❛
✳✉
✳❪

st✐♠✉❧✉s E(t)

♥♦✐s❡

F (t) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦✐s❡

✲✷
✲✶
✵
✶
✷
✸
✹

✵ ✶❚ ✷❚ ✸❚ ✹❚

❙
✐❣
♥
❛
❧
❬❛
✳✉
✳❪

❚✐♠❡ t

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ K(t)

S = 1
4T

∫ 4T

0
F (t)K(t)dt = 0.5

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❱✐s✉❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆ st✐♠✉❧✉s E(t) ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✶
❝❛✉s❡s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❉❯❚✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
s✐❣♥❛❧ F (t)✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ F (t) ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ K(t)✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❊q✳ ✭✹✳✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥❛❧❧② ②✐❡❧❞s S = 0.5 ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts ❛s ❉❈ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❉❯❚✬s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❧♦❝❦✲✐♥ s②st❡♠s ✉s❡ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♥♦✐s② r❡s♣♦♥s❡ F (t) ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞

❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✲❞✐❣✐t❛❧✲❝♦♥✈❡rt❡r ✭❆❉❈✮ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs F❥✱ ❛♥❞ ❛ s❡r✐❡s

♦❢ ♥✉♠❜❡rs K❥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❞✐❣✐t✐③✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s② r❡s♣♦♥s❡ F (t) ✐s f❢r ✇❤✐❝❤

✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s✉❛❧❧② ✜①❡❞✳ ❆

❞✐❣✐t✐③✐♥❣ ❡✈❡♥t ✐s s②♥♦♥②♠♦✉s ✇✐t❤ r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ n ❧❛❜❡❧s

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦r❞❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ N ❧❛❜❡❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡r✐♦❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s N = 4
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❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ T ❧❡♥❣t❤✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✳✶✵✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s✉♠

S =
1

nN

N
∑

i=1

n
∑

j=1

K❥F✐✱❥, ✭✹✳✶✶✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t n ① N ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

r❡s✉❧t ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜② n ① N ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r ❊q✳ ✭✹✳✶✶✮ t❤❡ ❞✐❣✐t✐③✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦

t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ K(t)✳ ◆♦♥✲s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❬✽✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❜❡st s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❉❈

s✐❣♥❛❧s ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ N ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡ ❬✽✻✱ ♣✳ ✶✼❪✳

■♥ ♠♦❞❡r♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② s❡t✉♣s✱ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥sK(t) ❛r❡ ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡

❛ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡✲✇❛✈❡ K(t)

❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✳✶✵✮ ❬✽✻✱ ♣✳ ✶✼❪✳ ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❣❛r❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♦♥❧② t❤❡

❜❛s✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ F (t) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❤❛s ❛ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ✐ts st✐♠✲

✉❧✉s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❜❡

r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t φ ❜❡t✇❡❡♥ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❜♦t❤ ❛♠♣❧✐✲

t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❉❯❚ s✐❣♥❛❧✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs K❥ ❛r❡

✉s❡❞✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs K✵➦
❥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

K✵➦
❥ = 2 s✐♥

(2π(j − 1))

n
✭✹✳✶✷✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs K ✲✾✵➦
❥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦s ❢✉♥❝t✐♦♥

K ✲✾✵➦
❥ = −2 ❝♦s

(2π(j − 1))

n
, ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ✧✵➦✧ ❛♥❞ ✧✲✾✵➦✧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✷ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✹✳✶✶✮ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ S ❝❛♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✧✐♥✲♣❤❛s❡✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t S✵➦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

S✵➦ =
1

nN

N
∑

i=1

n
∑

j=1

K✵➦
❥ F✐✱❥ ✭✹✳✶✹✮

❛♥❞ t❤❡ ✧q✉❛❞r❛t✉r❡✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ φ = −90➦✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

S✲✾✵➦ =
1

nN

N
∑

i=1

n
∑

j=1

K ✲✾✵➦
❥ F✐✱❥. ✭✹✳✶✺✮

❆ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❛❧❣❡❜r❛✐❝ s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✸✮✱ ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
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S✲✾✵➦ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✺✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❈ s✐❣♥❛❧ S ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r ❢♦r♠❡❞

❜②

S = S✵➦ − ✐S✲✾✵➦ = S✵➦ + ✐S✾✵➦, ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ S✵➦ ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ S✲✾✵➦ ✭♦r S✾✵➦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✳ ■♥ ❬✽✽❪ ✐t ✐s

❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❛t

S✵➦ = A cos(φ) ✭✹✳✶✼✮

S✲✾✵➦ = A sin(φ) ✭✹✳✶✽✮

❢♦r ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ S ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

A =

√

(S✵➦)2 + (S✲✾✵➦)2 ✭✹✳✶✾✮

❛s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ φ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❛r❝t❛♥❣❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ S✵➦ ❛♥❞ S✲✾✵➦✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t φ✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❝❛❧❝✉❧❛t❡ Sψ ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ψ ❜②

Sψ = A cos (ψ − φ) . ✭✹✳✷✵✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❦✲✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f❧♦❝❦✲✐♥✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② fs ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②

t❤❡ ✜①❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ r❛t❡ f❢r✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♣❡r ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

f❧♦❝❦✲✐♥ =
fs
n

=
1

T
. ✭✹✳✷✶✮

❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❊q✳ ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✹✳✶✸ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❉❯❚✳ ❆

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs K✵➦
❥ ❛♥❞ K ✲✾✵➦

❥ ❢♦r st❡♣✲❧✐❦❡ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✽❪✳ ❆❧s♦ ✐♥ ❬✽✽❪ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ S✹✺➦ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ♦♥❡

❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✽✽❪ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥

r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ st✐♠✉❧✉s ✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡s t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ φ = 45➦ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② S✹✺➦ ✐s t❤❡

str♦♥❣❡st ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ S✹✺➦ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ■ ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r ❉▲■❚

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✹✳✹✳✸ ❍❡❛t ❉✐✛✉s✐♦♥

❆s t❤❡ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡t❡❝ts t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤❡r❡

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❧♦❝❛❧ s❤✉♥ts✮ ❞✉❡ t♦ ♣♦✇❡r ❞✐s✲

s✐♣❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❤♦✇ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤✉♥ts✮✳
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❱❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇r❡✐t❡♥st❡✐♥ ❬✽✻❪ ❛♥❞ ❙✐❡❣❧♦❝❤

❬✽✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ■ ♦♥❧② ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❬✽✻✱ ✽✽❪ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥t ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❤❡❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❤❡❛t s♦✉r❝❡

✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥❛♠❡❞ f❧♦❝❦✲✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡

❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥❛♠❡❞ w❧♦❝❦✲✐♥ = 2πf❧♦❝❦✲✐♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❤❡❛t ✇❛✈❡ ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡

✐♥t♦ x✱ y ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ❤❡❛t s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡

❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆T ❜❡t✇❡❡♥

❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭x✱ y✱ z✮ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✽✽❪

Λ2

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

∆T = i∆T, ✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ i∆T ✐s ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✳ Λ ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❣✐✈❡♥ ❜②

Λ =

√

λ

ρc♣πf❧♦❝❦✲✐♥
, ✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ρ ✐s t❤❡ s♦❧✐❞✬s ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ c♣ ✐s t❤❡ s♦❧✐❞✬s s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t

❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ Λ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ✇❛✈❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

❊q✳ ✭✹✳✷✷✮✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ f❧♦❝❦✲✐♥✳ ❋♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f❧♦❝❦✲✐♥ ❂ ✶ ❍③ ✲ ✶✵ ❍③✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐✲

❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡s ✭❬✽✽❪✱ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✹✳✺✮✱

t❤✐s ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ✐s str♦♥❣✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r

t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❉▲■❚ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s Λ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❛ ♣✐①❡❧✱

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ Λ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❛ ♣✐①❡❧✱ ❛ ❜❧✉rr✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t

s✐❣♥❛❧ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡✳

✹✳✹✳✹ ❉▲■❚ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❊✐t❤❡r ❛ ❤♦✉s✐♥❣ ♦r ❛ ❞❛r❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❡t✉♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❊▲

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✱ t❤❡ s♦✉r❝❡✲♠❡❛s✉r❡✲✉♥✐t ✭❙▼❯✮✱ ✇❤✐❝❤ s❡ts J❉▲■❚ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s V❉▲■❚✱

✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥✲♠❛❝❤✐♥❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❍▼■✮ ✭❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✱ s❝r❡❡♥

❛♥❞ ✐♥♣✉t ❞❡✈✐❝❡s✮✳ ❚❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f❧♦❝❦✲✐♥ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡✲♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲✉♥✐t ✭❙▼❯✮

❛♥❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s s❡t ✈✐❛ t❤❡ ❍▼■✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❞❛t❛ ✐s r❡❛❞ ♦✉t ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧

♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ t❛♣❡s

♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❙▼❯ ✐♥ ❢♦✉r✲

t❡r♠✐♥❛❧ s❡♥s✐♥❣ ♠♦❞❡✳
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✐✲❩♥❖
❈❞❙

▼♦
●❧❛ss

❈■●❙

❩♥❖✿❆❧

≈
≈

❍✉♠❛♥✲▼❛❝❤✐♥❡✲■♥t❡r❢❛❝❡ ✭❍▼■✮

❙♦✉r❝❡✲▼❡❛s✉r❡✲❯♥✐t ✭❙▼❯✮

V❉▲■❚

s❡t J❉▲■❚ ✇✐t❤ f❧♦❝❦✲✐♥

❈♦♥❞✉❝t✐✈❡■rr❛❞✐❛♥❝❡ εr❡❛❧σT
4

flock−in
❘❡❛❞ ♦✉t
r❛✇ ❞❛t❛

▲♦❝❦✲✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✮

✭s❛♠♣❧❡s✮

t❛♣❡

■❘
❉
▲
■❚

❈
❛♠

❡r
❛

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉▲■❚ s❡t✉♣✳ ❋♦r t❤❡ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ✭■❘✮ t❤❡r✲
♠♦❣r❛♣❤② ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✽✽ ① ✷✽✽ ♣✐①❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②
J❉▲■❚ ✐s s❡t ❜② ❛ ❙▼❯ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✴✈♦❧t❛❣❡ ✐s
r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❢♦✉r✲t❡r♠✐♥❛❧ s❡♥s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t✴✈♦❧t❛❣❡ ✐s ♣✉❧s❡❞ ✇✐t❤ f❧♦❝❦✲✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✲
✜❣✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍▼■✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ■❘ ❝❛♠❡r❛ r❡❝❡✐✈❡s f❧♦❝❦✲✐♥ ❛s tr✐❣❣❡r s✐❣♥❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s②♥❝❤r♦♥✐③❡ f❧♦❝❦✲✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡ fs ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
r❛✇ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ❛r❡ r❡❛❞ ♦✉t ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✹✳✷✳

✹✳✹✳✺ ❉▲■❚ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t Pr❛❝t✐❝❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f❧♦❝❦✲✐♥ ♦♥ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❙✐❡❣❧♦❝❤ ❬✽✽❪✳ ❚❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s

❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠② ♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❛❝t✐❝❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✹✳✷✶✮✱ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② fs ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛♠❡r❛s

t❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡ f❢r ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✮✱ ❛ ❤✐❣❤ ❧♦❝❦✲✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f❧♦❝❦✲✐♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥

❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ s❛♠♣❧❡s✳ ❆ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ s❛♠♣❧❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣♦♦r s✐❣♥❛❧

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ T ✳

❙✐❡❣❧♦❝❤ ❬✽✽❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

f❧♦❝❦✲✐♥ < 1 ❍③ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ n✱ ❛♥❞ ✱t❤❡r❡✲

❢♦r❡✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❤♦rt❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ❞✉❡ t♦ ❤❡❛t



✹✳✹✳ ❉❆❘❑ ▲❖❈❑✲■◆ ❚❍❊❘▼❖●❘❆P❍❨ ✹✾

s♣r❡❛❞✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉❯❚ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f❧♦❝❦✲✐♥ ❛ str♦♥❣ ❜❧✉rr✐♥❣ ❛t ❞❡❢❡❝ts ♦❝❝✉rs ✐♥

t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r f❧♦❝❦✲✐♥ > 10 ❍③✿ t❤❡ ❙◆❘ r❡❞✉❝❡s ❞✉❡ t♦ ❛ ♣♦♦r

s✐❣♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ T ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞✉❡ t♦ ❧❡ss ❤❡❛t s♣r❡❛❞✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❙✐❡❣❧♦❝❤ ❬✽✽❪ s✉❣❣❡sts ♠♦❞❡r❛t❡

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s 1❍③ ≤ f❧♦❝❦✲✐♥ < 10 ❍③ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❜♦t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❙◆❘ ❛♥❞ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ❢♦r f❧♦❝❦✲✐♥ > 10 ❍③✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❙◆❘ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡❞✉❝❡s

t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ❛s ❧❡ss ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡r✐♦❞s N ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡✳

❋♦r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❛s♦♥s ■ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ♠② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t f❧♦❝❦✲✐♥ = 1 ❍③ ❢♦r ❛

♥✉♠❜❡r n = 196 ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❬✽✽❪ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ n > 100 ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞

❤❡r❡❜②✳ ❆❧❧ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ S✹✺➦ s✐❣♥❛❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥

❬✽✽❪✳ ■ ❝❤♦s❡ N = 500 ❧♦❝❦✲✐♥ ♣❡r✐♦❞s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s✉✣❝✐❡♥t ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❜② N ① n✱ ❛♥❞ ■

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✧♦♥✲t❤❡✲✢②✧ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r

♠♦r❡ t❤❛♥ N = 200 r❡❝♦r❞❡❞ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡s ✲ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t N ✐s ❝❤♦s❡♥ s❛❢❡❧②✳ ■ ✉s❡

s✐♥❡✴✲❝♦s✐♥❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs K✵➦
❥ ❛♥❞ K ✲✾✵➦

❥ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✹✳✷✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J❉▲■❚✳

❚❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J❙❈ ≈ 29 ♠❆✴❝♠2 ✇❛s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❚r❛♥s✐❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❥✉♥❝t✐♦♥

r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✽✸❪✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❞V/❞t = 0✳

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❛s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❧✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✸✳✸✳ ❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛ ❞❛r❦✲❢r❛♠❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✸✳✸✳

❆ s♦❢t✇❛r❡✲❜❛s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❛r❦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐①❡❧s ❤❛❞ t♦ ❜❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s t❤❡ ✉s❡❞ ■❘ ❝❛♠❡r❛ ✇❛s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❞❛r❦ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♣✐①❡❧ ❝♦rr❡❝✲

t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜②

S❝♦rr❡❝t❡❞ =
1

8

8
∑

i=1

S✐, ✭✹✳✷✹✮

✇❤❡r❡ S❝♦rr❡❝t❡❞ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♣✐①❡❧ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ S✐ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♣✐①❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

❡✐❣❤t ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣✐①❡❧✳





❈❤❛♣t❡r ✺

◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧

✧❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s

✇♦r❦✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭◆❙▼✮ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈♦❧t❛❣❡s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❛❧s♦ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳✧

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭◆❙▼✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡✱ s✐♠✉❧❛t❡ ✈❛r✐♦✉s ♦♣❡r✲

❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✭❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❜✐❛s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦✮✱ ❛♥❞

s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳ ◆❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②

❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐♥✲✜❧♠ ♠♦❞✉❧❡s

❬✽✺✱ ✾✵✕✾✷❪✳

■ ✉s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞r❛✇ ❝✉rr❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞

✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞r❛✇ ✈♦❧t❛❣❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦ts✮ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❝r✐❜✐♥❣

❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ◆❙▼ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ✐♥t♦ t❤❡

♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✬s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ ❡✳❣✳

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② η ♦r ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ V❖❈✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✻✮ ❛♥❞ ♦❢ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳✷✮ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦

❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❞❥✉st ❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ t❤❡ s❤✉♥t r❡s✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ❛♥❞ t❤❡

s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❡♥❡✜t ❛s ✐♥ ❝♦♥tr❛st

❛♥② s❡t ♦❢ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦sts✳

❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙▼ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

♦❢ ✐ts ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

✺✶



✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ◆❊❚❲❖❘❑ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ▼❖❉❊▲

✺✳✷ ◆❡t✇♦r❦ ❈✐r❝✉✐t

❚❤❡ ◆❙▼ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❚❈❖ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t✱ ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ❛t ❡✈❡r② s❡❣♠❡♥t ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✭❈❤❛♣t❡r ✷✳✷✳✷✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ◆❙▼ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡r ✷✳✸✮ ♦❢ t❤❡ ❈■●❙

♠♦❞✉❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✭❛✮ ✐❧❧✉str❛t❡s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞

✭❜✮ ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❙▼✳

❚❈❖

▼♦

❧❡❢t ❝❡❧❧ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ r✐❣❤t ❝❡❧❧

✐✲❩♥❖
❈❞❙

❧❡❢t ❝❡❧❧ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ r✐❣❤t ❝❡❧❧

❈■●❙

▼♦

❚❈❖✭❩♥❖✿❆❧✮

❉

❉

R▼♦

J♣❤

R❙

R❈

R❚❈❖

RP

R❚❈❖ R❙ R❈

RP

R▼♦

J♣❤

✭❜✮

✭❛✮

RP✸

RP✶

RP✸

RP✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ◆❙▼ ♠♦❞❡❧s ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡✳ ✭❛✮ ▲❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝✲
t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡✳ ✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ◆❙▼ t❤❛t ❤❛s t✇♦ r♦✇s ❛♥❞ s✐① ❝♦❧✉♠♥s ✇❤✐❝❤
❢♦r♠ t✇❡❧✈❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ❢♦r t❤❡

s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❬✾✸❪ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st❛♥❝❡

RP✱ t❤❡ s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ R❙✱ t❤❡ ❞✐♦❞❡ D✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ❞r✐✈✐♥❣ J♣❤✳ ❚❤❡

r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚❈❖ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② R❚❈❖ ❛♥❞

R▼♦✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t r❡s✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ P✷ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✾✮✱

✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤ R❈✳ ❚❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ P✶ ✭✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝ts✮ ❛♥❞ P✸ ✭✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❈❖ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t✮ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤ RP✶✱ ❛♥❞ RP✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ▼❛♥③
❈■●❙ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ●♠❜❍✳

P❛r❛♠❡t❡r ❙②♠❜♦❧ ❱❛❧✉❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡

❙❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j❙❈ ✷✾✵ ❆♠−2 ♠❡❛s✉r❡❞

❚❈❖ r❡s✐st✐✈✐t② ρ❚❈❖ ✼✳✵ ① 10−5 Ω♠ ♠❡❛s✉r❡❞

▼♦ r❡s✐st✐✈✐t② ρ▼♦ ✺✹ ① 10−9 Ω♠ ♠❡❛s✉r❡❞

❈■●❙ s❡r✐❡s r❡s✐st✐✈✐t② ρ❈■●❙✱ s❡r ✻✳✵ ① 10−5 Ω♠2 ♠❡❛s✉r❡❞

❈■●❙ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st✐✈✐t② ρ❈■●❙✱ ♣❛r ✵✳✶✶ Ω♠2 ♠❡❛s✉r❡❞

P✸✲❚❈❖ ✐s♦❧❛t✐♦♥ r❡s✐st✐✈✐t② ρP✸ ✷✳✵ ① 1010 Ω♠ ♠❡❛s✉r❡❞

P✷✲❈❡❧❧ ❝♦♥t❛❝t r❡s✐st✐✈✐t② ρ❈ ✺✳✵ ① 10−7 Ω♠2 ♠❡❛s✉r❡❞

P✶✲▼♦ ✐s♦❧❛t✐♦♥ r❡s✐st✐✈✐t② ρP✶ ✷✳✵ ① 1010 Ω♠ ♠❡❛s✉r❡❞

✺✳✸ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦✬s ❙②st❡♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s

✺✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ◆❙▼ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝✐r❝✉✐t ✐♥t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❙❖❊✮✳ ❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r

♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❙❖❊ ❛♥❞ s❤♦✇s ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳

ϕ✵

J▼

R▼✱▼♦

J♣❤✷ J♣❤✶

R▼✱❚❈❖R❚❈❖

R▼♦

R❙✷ R❙✶

RP✷ RP✶

ϕ✶

ϕ✷ϕ✸

ϕ✹ϕ✺

ϕ✻ϕ✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ s❡❣♠❡♥ts✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡♥tr❛♥❝❡✴❡①✐t r❡s✐st❛♥❝❡s R▼✱❚❈❖ ❛♥❞ R▼✱▼♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss ❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜♦① ❛t t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ0 ✐s ❣r♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ J▼ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹

r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ◆❙▼ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❙❖❊ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s

✐ts ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐rst✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
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❛s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝✐r❝✉✐t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ■ s❤♦✇ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✺✳✸✳✷ ❙t❛♥❞❛r❞ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ Pr♦❝❡❞✉r❡

❆♣♣❧②✐♥❣ ❑✐r❝❤❤♦✛✬s ❝✉rr❡♥t ❧❛✇ ✭❑❈▲✮ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❖❊

−
ϕ1 − ϕ2

R▼✱❚❈❖
+ J▼ = 0

−
ϕ2 − ϕ3

R❚❈❖
−

ϕ2 − ϕ4

R❙✶
+

ϕ1 − ϕ2

R▼✱❚❈❖
= 0

−
ϕ3 − ϕ5

R❙✷
+

ϕ2 − ϕ3

R❚❈❖
= 0

−
ϕ4 − ϕ6

RP✶
− J✵✶

(

❡①♣

(

q (ϕ4 − ϕ6)

nkBT

)

− 1

)

+ J♣❤✶ +
ϕ2 − ϕ4

R❙✶
= 0

−
ϕ5 − ϕ7

RP✷
− J✵✷

(

❡①♣

(

q (ϕ5 − ϕ7)

nkBT

)

− 1

)

+ J♣❤✷ +
ϕ3 − ϕ5

R❙✷
= 0

−
ϕ6 − ϕ7

R▼♦
+ J✵✶

(

❡①♣

(

q (ϕ4 − ϕ6)

nkBT

)

− 1

)

− J♣❤✶ +
ϕ4 − ϕ6

RP✶
= 0

−
ϕ7

R▼♦
+ J✵✷

(

❡①♣

(

q (ϕ5 − ϕ7)

nkBT

)

− 1

)

− J♣❤✷ +
ϕ5 − ϕ7

RP✷
= 0,

✭✺✳✽✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

g(ϕ) = 0. ✭✺✳✾✮

❊q✳ ✭✺✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✾✹❪

ϕ(ν+1) = ϕ(ν) − J
−1
❥❛❝

(

ϕ(ν)
)

g
(

ϕ(ν)
)

, ✭✺✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ν ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞❡① ✧❥❛❝✧ ❢♦r ❜❡tt❡r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❋♦r t❤❡ ❙❖❊ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✾✮ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

J❥❛❝ (ϕ
ν) =

















∂g1
∂ϕν

1

∂g1
∂ϕν

2

· · · ∂g1
∂ϕν

✼

∂g2
∂ϕν

1

✳ ✳ ✳ · · · · · ·
✳✳✳ · · ·

✳ ✳ ✳ · · ·
∂g✼
∂ϕν

1

· · · · · · ∂g✼
∂ϕν

✼

















✭✺✳✶✶✮

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s n3 ❧♦♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥ts✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❧♦♥❣

♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t ♠❡❛♥s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦♥❡ ✈❡❝t♦r ❡❧❡♠❡♥t ❬✾✹❪✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛s ✐t ✐s

r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❡✐t❤❡r s♦❧✈❡

J❥❛❝

(

ϕ(ν)
)(

ϕ(ν) −ϕ(ν+1)
)

= g
(

ϕ(ν)
)

✭✺✳✶✷✮
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♦r

J❥❛❝

(

ϕ(ν)
)

ϕ(ν+1) = J❥❛❝

(

ϕ(ν)
)

ϕ(ν) − g
(

ϕ(ν)
)

. ✭✺✳✶✸✮

■♥ ❜♦t❤ ❊q✳ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✸✮ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ ❛❢t❡r ✐t

❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡rt❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s ✉s✉❛❧❧②

❤✐❣❤❧② s♣❛rs❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❊q✳ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✸✮

t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭●❊▼✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦

❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❬✾✺❪✳

✺✳✸✳✸ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❆♣♣r♦❛❝❤

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ■ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ ♦✉t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

❛ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡✳

ϕ✵

J▼

R▼✱▼♦

R▼✱❚❈❖R❚❈❖

R▼♦

ϕ✶

ϕ✷ϕ✸

ϕ✹ϕ✺

V❙✷J❙✷ V❙✶J❙✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✬s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❜② ❛ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡
r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❡r s❡❣♠❡♥t ❜② ♦♥❡✳

❚❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✬s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐ts ❜② t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡s V❙✶ ❛♥❞ V❙✷ r❡❞✉❝❡s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❡r s❡❣♠❡♥t ❜② ♦♥❡✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❈▲ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❖❊

−
ϕ1 − ϕ2

R▼✱❚❈❖
+ J▼ = 0

−
ϕ2 − ϕ3

R❚❈❖
+

ϕ1 − ϕ2

R▼✱❚❈❖
+ J❙✶ = 0

+
ϕ2 − ϕ3

R❚❈❖
+ J❙✷ = 0

−
ϕ4 − ϕ5

R▼♦
− J❙✶ = 0

−
ϕ5

R▼✱▼♦
+

ϕ4 − ϕ5

R▼♦
− J❙✷ = 0

ϕ2 − ϕ4 = V❙✶

ϕ3 − ϕ5 = V❙✷.

✭✺✳✶✹✮
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■♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✹✮ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
ϕ①−ϕ② ❛t r❡s✐st♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ❝✉rr❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② J❙✶✱ J❙✷ ❛♥❞ J▼✱ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✴❝✉rr❡♥t
s♦✉r❝❡s✳ ❊❛❝❤ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♥♦❞❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭▼◆❆✮ ❬✾✻✱ ✾✼❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦
❤❛♥❞❧❡ ❝✉rr❡♥t✴✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡✐r ◆♦rt♦♥✬s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆♦rt♦♥✬s t❤❡♦r❡♠ ❬✾✽❪✳ ❊q✳ ✭✺✳✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s



























−1/R▼✱❚❈❖ 1/R▼✱❚❈❖ 0 0 0 0 0

1/R▼✱❚❈❖ −1/R❚❈❖ − 1/R▼✱❚❈❖ 1/R❚❈❖ 0 0 +1 0

0 1/R❚❈❖ −1/R❚❈❖ 0 0 0 +1

0 0 0 −1/R▼♦ 1/R▼♦ −1 0

0 0 0 1/R▼♦ −1/R▼✱▼♦ − 1/R▼♦ 0 −1

0 +1 0 −1 0 0 0

0 0 +1 0 −1 0 0





















































ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4

ϕ5

J❙✶

J❙✷



























=



























−J▼

0

0

0

0

V❙✶

V❙✷



























✭✺✳✶✺✮

❛♥❞ ❊q✳ ✭✺✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❛s































· · · · · ·

· · · · · ·

Y · · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · ·
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ · · ·
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳































































ϕ

J❙

































=

































−J▼

0

0

0

0

V❙

































✭✺✳✶✻✮

❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ [Y ] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❞♦ts

r❡♣r❡s❡♥t ❡✐t❤❡r ✵✱ ♦r ✲✶✱ ♦r ✰✶✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ [ϕ] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥♦❞❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥

[J❙] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❝✉rr❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

❝✉rr❡♥t J▼ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ [V❙] ❝♦♥t❛✐♥s

t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✈♦❧t❛❣❡s✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ν = 0 ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✈♦❧t❛❣❡s V ν=0
❙ = V ▼PP✱ ✇❤❡r❡

V▼PP ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ▼PP✳ ❚❤❡ ❙❖❊ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●❊▼ ❛♥❞ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

❬✾✾✕✶✵✶❪✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤

✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ ν✱ ♥❡✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ϕν ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t ❝✉rr❡♥ts Iν❙ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦

V ν+1
❙ =

nk❇T

q
log

(

J♣❤ − Jν❙ − (V ν
❙ + Jν❙R❙) /RP

J0
+ 1

)

, ✭✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡ J0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ❊q✳ ✭✺✳✶✼✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✈♦❧t❛❣❡s

V ν+1
❙ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ ν+1✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐♦❞❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ V ν

❙

❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❤✉❣❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ Jν❙✳ ❚❤✐s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✴❝✉rr❡♥t

st❡♣ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳
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✺✳✹ ❊✣❝✐❡♥t ▼❛tr✐① Pr♦❝❡ss✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ■ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡s✿ ✭✐✮ ■ ✉s❡

s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✭✐✐✮ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s✐♥❣ ❛

s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s ❛ s✐③❡ ❤✐♥t✳ ❚❤❡ s✐③❡

❤✐♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ■ ✉s❡ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✼✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❛❧❧ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛tr✐① ❡♥tr✐❡s✮ ❛r❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t♦♦✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✻✮ ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ■ s❛✈❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♦♥❧②

t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt✳ ❚❤✐s ❜♦t❤ s❛✈❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❧❧ ♠❛tr✐① r❡❧❛t❡❞

♦♣❡r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✺✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ s❤♦✇s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❙▼ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❜❧✉❡ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❧❡❢t ②✲❛①✐s✮ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡s

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ r✐❣❤t ②✲❛①✐s✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ①✲❛①✐s✳

❆ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♣❡r ❝❡❧❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s

♠❛①|ϕ(ν+1) −ϕ(ν)| ≤ 1 ➭❱ ✭✺✳✶✽✮
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✶✵

✶✵✵
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❡
r❛
t✐
♦
♥
s

❚
✐♠

❡
❬s
❡
❝❪

◆✉♠❜❡r n ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s

✐t❡r❛t✐♦♥s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥

✜t✿ f(n) = 8.95 · 10−5 · n1.08

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❙▼ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡
♠♦❞✉❧❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s n✳ ❇❧✉❡ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❘❡❞ ❝✐r❝❧❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ✜tt❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ✜t s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ s❝❛❧❡s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
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❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ✜tt❡❞ ✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ r✐❣❤t ②✲❛①✐s✮ ❜②

f(n) = a · nb

= 8.95 · 10−5 · n1.08

✭✺✳✶✾✮

✐♥ ❣♥✉♣❧♦t ❬✶✵✷❪✳ ❆s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t ✭❈P❯✮✱ ❛

❧✐♥❡❛r s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s b = 1✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧t ♦♥❡

❝❛♥ ♦❜t❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✜tt✐♥❣ s❤♦✇s t❤❛t ♠② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤✐s ♦♣t✐♠✉♠

✇✐t❤ b = 1.08✳

❋♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢

♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r b ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❧✐❦❡ b = 2..3 ✐♥ ❬✶✵✸❪ ❛♥❞ b = 2

✐♥ ❬✻❪✳ ❚❤✉s✱ ♠② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✸✳✸✱ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐①

♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✹✱ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛s ✐t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ s❧♦♣❡ ♦❢ b = 1.08 ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥

♦♥❡ ❈P❯ ❝♦r❡✳

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐❢ ❡✳❣✳ ❛ s❡✈❡r❡ s❤✉♥t ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞✱ ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✺✳✶✵✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ◆❙▼ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❢r♦♠ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ t♦ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ s❡❣♠❡♥ts✳

✺✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✸✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳✸✱ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r✐s❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❙❖❊✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧❡❛❞ t♦ ❙❖❊s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s n✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❡r s❡❣♠❡♥t ❢r♦♠ t❤r❡❡ t♦ t✇♦✱ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣❡r

s❡❣♠❡♥t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❙❖❊ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼◆❆✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡

ϕ(ν+1) = g(ϕ(ν)) ✭✺✳✷✵✮

❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ϕ(0)✱ ϕ(1)✱ ϕ(2)✱ ✳✳✳ t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ϕ(ν+1) ≈ ϕ(ν)✳

▼② ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st ✇❛s t♦ tr② ♦✉t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❝♦✉♥ts✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❡st ❛r✐s❡❞ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❝❈❛❧❧❛ ❬✾✹❪✳ ▼❝❈❛❧❧❛ ❞✐s❝✉ss❡s ❞✐✛❡r❡♥t

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❙❖❊s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥ts✳ ❍❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❛t

❊q✳ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✸✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦st❧② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❍❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❡①♣❧❛✐♥s✱ t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

✭●❊▼✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✸✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛s t❤❡

❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t ♦❢

Υ❏❛❝✱●❊▼ = m❏ ·

(

n3

3
+ n2 −

n

3

)

✭✺✳✷✶✮
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❢♦r m❏ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❊q✳ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✸✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✉s❡s ❛ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ❛ t♦t❛❧ ❧♦♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t ♦❢

Υ▲❯ =
n3

3
+m▲❯ · n2 −

n

3
✭✺✳✷✷✮

❢♦r m▲❯ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▼❝❈❛❧❧❛ ❛❧s♦ ❝❧❛✐♠s t❤❛t ♠❛tr✐① ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s✱ ❧✐❦❡ ❡✳❣✳ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r ♣✐✈♦t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥ts✱ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

❊q✳ ✭✺✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✷✮✳

❚❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r s❝❛❧✐♥❣ ■ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ♠② t♦♦❧ ✇✐t❤ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ s❝❛❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✺✳✷✷✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ❢❛❧❧s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧✲

②s✐s ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✶✵✮ ❛♥❞ s❝❛❧❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✺✳✼ ◆❡t✇♦r❦ ▼❡s❤ ❱❛r✐❛t✐♦♥

✺✳✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❞❡❢❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s✐③❡✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡s❤ ♠✉st

♣r♦✈✐❞❡ s❡❣♠❡♥t s✐③❡s ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

♥❡t✇♦r❦ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t② ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ ✭✐✮ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡❣♠❡♥t

s✐③❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥✳ P✐❡t❡rs ❬✻❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♠✉st ❜❡

♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ✭✐✐✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

t✐♠❡ ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❙❖❊ ❬✶✵✸✱ ✶✵✹❪✳

❆♥ ❡✈❡♥❧② s♣❛❝❡❞ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛s♣❡❝t ✭✐✮✱ ♣✉ts ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡s

❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❞✉❡ t♦ ❛s♣❡❝t ✭✐✐✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ♥♦t ❡✈❡♥❧② s♣❛❝❡❞ ❜✉t

♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ❧❡ss ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✳ ❋✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡

❞❡❢❡❝t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥② ♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡ss ❞❡♥s❡✳ ❍❡♥❝❡✱

■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ◆❙▼ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡s❤ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ✐ts s♠❛❧❧❡st s❡❣♠❡♥t ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t

♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❛ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ ♠❡s❤ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳

❆s ❬✻❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❛s♣❡❝ts ✭✐✮ ❛♥❞

✭✐✐✮✱ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✼✳✸ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✐t✳

✺✳✼✳✷ Pr❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ▼❡s❤ ❱❛r✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ♠❡s❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❞❡❢❡❝t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ r❡❝t❛♥❣❧❡s

s②♠❜♦❧✐s❡ s✐♥❣❧❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝♦❧♦✉r❡❞ s❡❣♠❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱ ❡✳❣✳ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛
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r❡❞✉❝❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡st

♠❡s❤ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❧✉❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛❧❧ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡❣♠❡♥t✳
❝♦❧✉♠♥s

r♦
✇
s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ Pr❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡st
s❡❣♠❡♥ts ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ✐s ✐♥ ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
✐ts❡❧❢ ✭r❡❞ ❛r❡❛✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✻❪✳

❋✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱ ❜♦t❤ t❤❡ r♦✇ s✐③❡ ✭✈❡rt✐❝❛❧❧②✮ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ s✐③❡ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✮ ♦❢ t❤❡

s❡❣♠❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ t❡r♠ ✧♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❡s❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥✧ ❛s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ r♦✇s ❛♥❞

❝♦❧✉♠♥s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽

❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦t❤ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳
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r♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♠ ❂ ✶✵ r♦✇s ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❋✉rt❤❡r ❛✇❛② t❤❡ r♦✇ ❧❡♥❣t❤s ✐♥❝r❡❛s❡✳
✭❜✮ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ r♦✇ ❧❡♥❣t❤s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✭❛✮ m r♦✇s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✭✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ②❡❧❧♦✇ ❝♦❧♦✉r✮✳

❚♦ t❤❡ ❧❡❢t t❤❡r❡ ❛r❡ n r♦✇s ❛♥❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t k r♦✇s t♦ ❜❡ s❝❛❧❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦
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t❤❡ m r♦✇s✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ r♦✇s ❜❡❝♦♠❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

x1 = r♠✐♥ + r♠✐♥ · f
1 + r♠✐♥ · f

2 + ...+ r♠✐♥ · f
n−1 + r♠✐♥ · f

n

= r♠✐♥

(

1 +

n
∑

i=1

f i

)

, ✭✺✳✷✸✮

✇❤❡r❡ r♠✐♥ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r♦✇ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ f ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

x2 = r♠✐♥



1 +
k
∑

j=1

pj



 , ✭✺✳✷✹✮

✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤ l❝❡❧❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

l❝❡❧❧ = x1 + r♠✐♥(m− 2) + x2

= r♠✐♥

(

1 +
n
∑

i=1

f i

)

+ r♠✐♥(m− 2) + r♠✐♥



1 +
k
∑

j=1

pj



 . ✭✺✳✷✺✮

■❢ t❤❡ m r♦✇s ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ t❤❡♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✺✮

❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜②

l❝❡❧❧ = r♠✐♥

(

m+ 2
n
∑

i=1

f i

)

. ✭✺✳✷✻✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ◆❙▼ s✉♣♣♦rts t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛s ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥

❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✶✵✺❪✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✇s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✐s s❤♦✇♥

s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳

n

n
✲✶

✶

x1

m

✳✳✳ ✳✳✳

l❝❡❧❧

n

n
✲✶

✶

x1

n
✲✶

✶

x1

m

✳✳✳ ✳✳✳ n

n
✲✶

✶

x1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ Pr❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✇s✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✇ ❧❡♥❣t❤s ❢♦r t✇♦ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❞❡♥s✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
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❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r a ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

l❝❡❧❧ = 2ax1 − r♠✐♥f
n (a− 1) + a (m− 2) r♠✐♥

= r♠✐♥

[

2a

(

1 +
n−1
∑

i=1

f i

)

+ fn (1 + a) + a (m− 2)

]

. ✭✺✳✷✼✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✼✮ s❤♦✇ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣

❢❛❝t♦rs f ❛♥❞ p ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s m✱ n ❛♥❞ r♠✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡t ❜❡❢♦r❡

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛rt✳ ◆♦t❡ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♥✉♠❡r♦✉s t❡sts t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s m✱ n ❛♥❞ r♠✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❛♥❣❡s ♦❢ s❡t r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♥✉♠❜❡rs✳

❚❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s m✱ n ❛♥❞ r♠✐♥ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞

♠❡s❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡s ❢♦rm✱ n ❛♥❞ r♠✐♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♦♥ t❤❡ s❛❢❡ s✐❞❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♥✉♠❜❡r m ❢♦r r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥

❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡st s❡❣♠❡♥ts ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧② ✐♠♣❛✐rs t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✼✳✸ ❜r✐❡✢② s❤♦✇s ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ ❬✻❪✮ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡s❤✳

✺✳✼✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❡s❤ ❱❛r✐❛t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤❡s✿ ✭✐✮ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❜✲❣r✐❞s ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤✐♥❣✳ ❆ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✭✐✮ ✐s t❤❡ P❆❘❆▼❊❙❍ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭❢♦r t❤❡

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❋♦trtr❛♥ ✾✵✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✵✻❪✳ P❆❘❆▼❊❙❍ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

❝r❡❛t❡s ✧❣r✐❞s ✇✐t❤✐♥ ❣r✐❞s✧✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❜✲❣r✐❞s✱ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ♠❡s❤ ❞❡♥s✐✲

t✐❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣r✐❞s ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✭✐✐✮ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤✐♥❣✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P✐❡t❡rs ✐♥ ❬✻❪✱ r❡✜♥❡s t❤❡ ♠❡s❤ ❛t ❝❡rt❛✐♥

♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ♥❡✇ ❣r✐❞ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✮✱ ❡✳❣✳ P❆❘❆▼❊❙❍✱ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡

✐♥ ♦r❞❡r t♦ r✉♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❈P❯✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✐✮ ❝r❡❛t❡s ♦♥❧② ♦♥❡

♥❡✇ r❡✜♥❡❞ ❣r✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✐✮ ✐s

s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳
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✭❛✮ ✭❜✮

ϕ1 ϕ2

ϕ3 ϕ4

ϕ1 ϕ2

ϕ3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② P✐❡t❡rs ✐♥ ❬✻❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤
❤✐❣❤❡st ❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥ts ✸ ❛♥❞ ✹✱
❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥ts ✷ ❛♥❞ ✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍✐❣❤ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡r❡ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❝♦❛rs❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❛✮ ✇✐t❤ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❚❈❖ r❡s✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ∆ϕ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆❞❥❛❝❡♥t s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡

❤✐❣❤❡st ∆ϕ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❛✮ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

∆ϕ✸✲✹ = |ϕ✸ − ϕ✹| ❛♥❞ ∆ϕ✷✲✹ = |ϕ✷ − ϕ✹| ❛r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱

R✸✲✹ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥t ✸ ❛♥❞ ✹✱ ❛♥❞ R✷✲✹ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥t ✷ ❛♥❞ ✹ ❛r❡ r❡✜♥❡❞ ❡❛❝❤ ❜② t✇♦ r❡s✐st♦rs

✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✐♠✉❧❛t❡❞ ∆ϕ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✺✳✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊▲ ✫ ❉▲■❚ ■♠❛❣❡s

❊▲ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❊▲ ✐♥t❡♥s✐t② φ❊▲

φ❊▲(r) ∝ ❡①♣

(

qV♣✲♥
kBT

)

, ✭✺✳✷✽✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✹✳✶✮✮✳ ❚❤❡

❉▲■❚ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✹✳✼✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❙▼ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❝❛❧❧②

❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✱ ✐✳❡✳

P❉▲■❚ = P❚❈❖ + P❈■●❙ + P▼♦, ✭✺✳✷✾✮

✇❤❡r❡ P❚❈❖✱ P❈■●❙✱ ❛♥❞ P▼♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ❚❈❖ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t✱ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r

✇✐t❤ ❈❞❙✴✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r✱ ❛♥❞ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ♣r❡s❡♥ts ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ ■ s✐♠✉❧❛t❡

t❤❡ ❉▲■❚ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤r❡❡ s❡❣♠❡♥ts✱

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❝❡❧❧✳

❆❧❧ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ l✱ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss d❚❈❖ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ d▼♦ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦

❝♦♥t❛❝t✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐❞t❤s w1 6= w2 6= w3✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t② ♦♥❧② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s





✺✳✾✳ P❘❖●❘❆▼ ■▼P▲❊▼❊◆❚❆❚■❖◆ ✻✼

✺✳✾ Pr♦❣r❛♠ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ◆❙▼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P❨❚❍❖◆ ❬✶✵✼❪✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r P❨❚❍❖◆ ✇❛s t❤❡ ❛❝❝❡ss✐✲

❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ♠❛✐♥❧②

✐♥ ❋❖❘❚❘❆◆ ❬✶✵✽❪ ❛♥❞ ❈✴❆◆❙■ ❈✴❈✰✰ ❬✶✵✾❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ♥✉♠♣②✳❧✐♥❛❧❣✱ ✇❤✐❝❤ ■ ✉s❡

✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s [M ][x] = [z]✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❆P❆❈❑ ❬✶✶✵❪ ❧✐❜r❛r②

✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❋❖❘❚❘❆◆✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♣②s♣❛rs❡✳✉♠❢♣❛❝❦ ✭✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❯▼❋P❆❈❑ ❬✶✶✶❪✮

❛♥❞ t❤❡ ♣②s♣❛rs❡✳s✉♣❡r❧✉ ✭✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❙❯P❊❘▲❯ ❬✶✶✷❪✮ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ■ ✉s❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▲❯

❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✴❆◆❙■ ❈✴❈✰✰✳

✺✳✶✵ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ◆❙▼ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ◆❙▼ ✐♥ ❬✻❪✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥

❬✶✶✸✕✶✶✺❪✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✻❪ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❋✐rst✱ ❛ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② t❡st ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡ t✇♦ ❝❡❧❧ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ✭✐✮ ❢♦r✇❛r❞ ❜✐❛s ✉♥❞❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ✭✐✐✮ ✉♥❞❡r ❢♦r✇❛r❞ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r ❜♦t❤ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✿ ✭✐✮ R▼♦ < R❚❈❖✱ ✭✐✐✮ R▼♦ = R❚❈❖✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ R▼♦ > R❚❈❖✳

❚❤❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② t❡st ❤❛s s❤♦✇♥ s♦✉♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◆❙▼ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ t✇♦ ❝❡❧❧ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❢♦r✇❛r❞ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦

❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ◆❙▼ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②✳ ❆ ❞❡❢❡❝t✐✈❡

♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st❛♥❝❡ RP ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✾✾✳✾✾ ✪✳

P❛r❛♠❡t❡r ❙②♠❜♦❧ ❱❛❧✉❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡

❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ❈■●❙ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st✐✈✐t② ρCIGS,par ✵✳✶✶ Ω♠2 ♠❡❛s✉r❡❞

❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❈■●❙ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st✐✈✐t② ρCIGS,par ✶✳✶ ① 10−5 Ω♠2 ❛ss✉♠❡❞

❚❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ◆❙▼ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✼✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡s❤

❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠❡s❤❡s ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡s❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s
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s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡s❤✳

M1 M2

M3 M4

C1

A1,1 A1,2

A1,3 A1,4

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡s❤ ✐♥t♦ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡s❤✳ ❘❡❞ ❝♦❧♦✉r❡❞ ♠❡s❤
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts MS1 ✳✳✳ MS4 ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡s❤✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ❢♦✉r r❡❞ ❝♦❧♦✉r❡❞ s❡❣♠❡♥ts M1 −M4 ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ s❡❣♠❡♥ts

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t C1 ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ ❢♦✉r r❡❞ s❡❣♠❡♥ts M1 −M4✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕC1
✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ϕM1

− ϕM4
❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ M1 −M4 ✇✐t❤ C1✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

ϕC1
=

n
∑

i=1

(A1,i · ϕM✐
)

n
∑

i=1

A1,✐

, ✭✺✳✸✶✮

✇✐t❤ n = 4 ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✳ ❊q✳ ✭✺✳✸✶✮ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧

s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ◆❙▼ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❢

A ❂ ✹✵✵ ➭♠ ① ✹✵✵ ➭♠ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❥✉♥❝t✐♦♥

✈♦❧t❛❣❡ V♣✲♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❙▼ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s s❤♦✇s t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤ ♦❢

✸✳✽ ♠♠✳ ❚❤❡ ②✲❛①✐s s❤♦✇s t❤❡ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✸✵✵ ♠♠✳ ❚❤❡ ❛①❡s ❛r❡ ♥♦t ❞r❛✇♥ tr✉❡ t♦ s❝❛❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆V♣✲♥ ✐♥ ♣✲♥✲❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ◆❙▼✱ ❛❢t❡r r❡❧❛t✐♥❣ ❜♦t❤

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡s❤✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉✲

❡♥❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇❡❧❧ ❜② ♠② ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢

∆V♣✲♥ = 2.3 · 10−5 %✳ ❆t t❤❡ ❝❡❧❧ st❛rt ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤✱ ✇❤❡r❡ V♣✲♥ ✐s ❤✐❣❤❡st ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✱

t❤❡ ∆V♣✲♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ✸✳✺ ✪ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡♥❞ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤ ✉♣ t♦ ✶✳✺ ✪✳ ❚❤❡

r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❆t t❤❡

❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❤✐❧❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t♦ t❤❡

r✐❣❤t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s r❡❞✉❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ∆V♣✲♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❜✮✳

❍❡♥❝❡✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ∆V♣✲♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② s✐♠♣❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s❡✈❡r♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❤✉♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ RP ❜②

✾✾✳✾✾ ✪ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ∆V♣✲♥ = 2.3 · 10−5 % ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ∆V̄♣✲♥ = 0.4 % ♣r♦✈❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♠② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙▼✳
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❱
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❛
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✉
♥
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♦
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❱
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❛
❣
❡
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✷
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✹
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✉
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❝
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♦
♥
❱
♦
❧t
❛
❣
❡
❬✪

❪

∆ ❬✪❪

❲✐❞t❤ ❬♠♠❪

▲❡♥❣t❤ ❬♠♠❪

∆
♣
✲♥
✲❏
✉
♥
❝
t✐
♦
♥
❱
♦
❧t
❛
❣
❡
❬✪

❪

✵
✵✳✺
✶
✶✳✺
✷
✷✳✺
✸
✸✳✺
✹

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❙▼✳ ❋♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙▼✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✻❪ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✳ ✭❛✮
▼♦❞❡❧❧❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❢ ✹✵✵ ➭♠ ① ✹✵✵ ➭♠ s✐③❡ ❝❛✉s❡s ❛ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♣✲♥✲❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥
♠② ◆❙▼ t♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✺✷ ❱✳ ✭❜✮ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣✲♥✲❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ◆❙▼ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✳✺ ✪ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✵✳✹ ✪ ✐♥ t❤❡
❛✛❡❝t❡❞ ❝❡❧❧✳





❈❤❛♣t❡r ✻

■♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ▼❡❛s✉r❡❞✱ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t❡❞

❉❡❢❡❝ts

✧❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳✧

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ■ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ■

❤❛✈❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✱ ■ ✜rst ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧②

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠ ✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ✇❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ♠❡❛s✉r❡

❛♥❞ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳

■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ▼♦✲✵✶✱ ▼♦✲✵✷✱ ▼♦✲✵✸✱ ▼♦✲✵✹✱ ❛♥❞ ▼♦✲✵✺ ✭s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✉♥❞❡r

❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✶ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ❈■●❙✲✵✻✱ ❈■●❙✲✵✼✱ ❈■●❙✲✵✽✱ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✾

✭s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✉♥❞❡r ❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✹ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❆s ❛❧❧ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧②

❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠✐ss✐♥❣ ❧❛②❡r✱ ■ ✐♠✐t❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❜② ♠❛♥✉❛❧❧② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❛②❡r✭s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥s ❢♦r t❤❡

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s✱ ❜✉t ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦♠❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r

str✉❝t✉r❡✳ ❆s ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷✳✶✱ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡

✐♥ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ✇❛② ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❛②❡r✭s✮ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛✈❡r✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t

t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ❧❛②❡r✭s✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛

s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ♣❛t❤✱ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ❞♦❡s✱ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥

♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ s❤✉♥t ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✐♥ ❊▲ ❛s

✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ■ ❞♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝t

❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✭❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✷ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ P✷ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts

✭❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✺ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✭❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✻ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❆❧❧ s❝r✐❜✐♥❣

❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ■ ✐♠✐t❛t❡

t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❜② ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳✷✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ♥❛♠❡❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P✶ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝t✱ ♦♥❧② ❜②

✼✶



✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ■▼P▲❊▼❊◆❚❊❉✱ ▼❊❆❙❯❘❊❉✱ ❆◆❉ ❙■▼❯▲❆❚❊❉ ❉❊❋❊❈❚❙

❊▲ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ■ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

t❤❡ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P✶ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ P✶ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛❜♥♦r♠❛❧

❝✉rr❡♥t ✢♦✇s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s✱ ■ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣

❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ◆❙▼✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ✇❡❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥

✈♦❧t❛❣❡s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❧✐❛❜❧❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❧❛t❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

✻✳✷ P♦✐♥t ❉❡❢❡❝ts

✻✳✷✳✶ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ P♦✐♥t ❉❡❢❡❝ts

❚❤r❡❡ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ✶✷✵ × ✻✵ ❝♠2 ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲

t❡r ✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❛s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛♥❞

❞❡❢❡❝ts ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✭s✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss s❡q✉❡♥❝❡

✇❛s r❡s✉♠❡❞✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t t②♣❡s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡✈❡♥❧② ♦♥

t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s✳

❆ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✺ ❝❡❧❧s ✇❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝r♦ss t❛❧❦ ❡✛❡❝ts✳

❆❢t❡r ✜♥✐s❤✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇❡r❡ ❝✉t ✐♥t♦ ♠✐♥✐✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ❛ s✐③❡ ♦❢ ✸✵ × ✸✵ ❝♠2 ❛♥❞ ♦❢ ✻✼ ❝❡❧❧s✱

❡❛❝❤ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✵✳✹ × ✸✵ ❝♠2 ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡❛s✐❡r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊▲

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❡✳❣✳ ❜② ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♣❛ss✐✈❡

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ❡①❤✐❜✐ts ♥♦ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛♥②

s❤✉♥t✳ ❚❤✐s ✐s s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❜❧❛❝❦ s♣♦ts ✐♥ ❛❧❧ ❊▲ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺✳ ❚❤❡ ♣r❡♣❛r❡❞

♠♦❞✉❧❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ s❤✉♥ts ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥

t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐s ♠♦st❧② ♣❛ss✐✈❡✳

■ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ❤♦❧❡ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ▼♦

❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✶ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛♥❞

✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✸ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✈❛r✐❛♥ts

▼♦✲✵✶ ✳✳✳ ▼♦✲✵✺✳ ■ ❧♦❝❛❧❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❡✈❡r② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡r s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r st❛❝❦ ❛❢t❡r ♣✐❡r❝✐♥❣ ✇❛s

✈❡r✐✜❡❞ ❜② ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳
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▼♦✲✵✶ ▼♦

●❧❛ss

❈■●❙ ❈❞❙ ✐✲❩♥❖
❩♥❖✿❆❧♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❣r❛✈❡r

▼♦✲✵✷ ▼♦

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❈■●❙

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❣r❛✈❡r ❈❞❙ ✐✲❩♥❖ ❩♥❖✿❆❧

▼♦✲✵✸
▼♦

●❧❛ss

❈■●❙ ❈❞❙ ✐✲❩♥❖
❩♥❖✿❆❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❣r❛✈❡r

▼♦✲✵✹
▼♦

●❧❛ss

❈■●❙ ❈❞❙ ✐✲❩♥❖
❩♥❖✿❆❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❣r❛✈❡r

▼♦✲✵✺
▼♦

●❧❛ss

❈■●❙ ❈❞❙ ✐✲❩♥❖ ❩♥❖✿❆❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❣r❛✈❡r

●❧❛ss

❩♥❖✿❆❧

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts✳ ▼♦✲✵✶ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼♦
❧❛②❡r ❛❢t❡r ▼♦ s♣✉tt❡r✐♥❣✳ ▼♦✲✵✷ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ ❛♥❞ ▼♦ ❧❛②❡r ❛❢t❡r
❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳ ▼♦✲✵✸ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙✱ ❈■●❙✱ ❛♥❞ ▼♦ ❧❛②❡r ❛❢t❡r
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼♦✲✵✹ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐✲❩♥❖✱ ❈❞❙✱ ❈■●❙✱ ❛♥❞ ▼♦
❧❛②❡r ❛❢t❡r ✐✲❩♥❖ s♣✉tt❡r✐♥❣✳ ▼♦✲✵✺ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ❛❧❧ ❧❛②❡rs ❛❢t❡r ❩♥❖✿❆❧ s♣✉tt❡r✐♥❣✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ❤♦❧❡ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❈■●❙

❧❛②❡r✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✹ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱

❛♥❞ ■ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✻ ❢♦r ✐ts ✈❛r✐❛♥ts ❈■●❙✲✵✻ ✳✳✳ ❈■●❙✲✵✾✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❉✲✶✱ ❢♦r ❉✲✹ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ✐s ✐♥t❛❝t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳
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❈■●❙✲✵✻
▼♦

●❧❛ss

❈■●❙ ❈❞❙ ✐✲❩♥❖
❩♥❖✿❆❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❣r❛✈❡r

❈■●❙✲✵✼
▼♦

●❧❛ss

❈■●❙ ❈❞❙ ✐✲❩♥❖
❩♥❖✿❆❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❣r❛✈❡r

❈■●❙✲✵✽
▼♦

●❧❛ss

❈■●❙ ❈❞❙ ✐✲❩♥❖
❩♥❖✿❆❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❣r❛✈❡r

❈■●❙✲✵✾
▼♦

●❧❛ss

❈■●❙ ❈❞❙ ✐✲❩♥❖ ❩♥❖✿❆❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss ●❧❛ss

❣r❛✈❡r

●❧❛ss

❩♥❖✿❆❧

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈■●❙ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts✳ ❈■●❙✲✵✻ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r ❛❢t❡r ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳ ❈■●❙✲✵✼ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❛♥❞
❈■●❙ ❧❛②❡r ❛❢t❡r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈■●❙✲✵✽ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐✲❩♥❖✱
❈❞❙✱ ❛♥❞ ❈■●❙ ❧❛②❡r ❛❢t❡r ✐✲❩♥❖ s♣✉tt❡r✐♥❣✳ ❈■●❙✲✵✾ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣✐❡r❝✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❧❛②❡rs
❛❜♦✈❡ t❤❡ ▼♦ ❛❢t❡r ❩♥❖✿❆❧ s♣✉tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣✐❡r❝✐♥❣ ❢♦r ❈■●❙✲✵✻ ✳✳✳ ❈■●❙✲✵✾ ✐s ❞♦♥❡ s♦❢t❡r
t❤❛♥ t❤❛t ❢♦r ▼♦✲✵✶ ✳✳✳ ▼♦✲✵✺ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ✉♥❞❛♠❛❣❡❞✳

✻✳✷✳✷ Pr❡✲❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ P♦✐♥t ❉❡❢❡❝ts

▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠② ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ♣✐❡r❝✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✇❛② ❜❡❝❛✉s❡

✭✐✮ t❤❡ t✐♣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛✈❡r ✐s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❣r❛✈❡r ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ♣r❡ss❡❞

♦♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ▼♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

str❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ■ ❛♣♣❧② ❛

♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr② t❤❛t ■ r❡❝♦r❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❧❡ ■ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤♦s❡

❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡ ❧❡❛st ❢r♦♠ t❤✐s ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡q✉✐r❡s ❢♦✉r

st❡♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

✶✵✵ ➭♠ ✶✵✵ ➭♠

A❞❡❢❡❝t

✶✵✵ ➭♠

A❝✐r❝❧❡ = A❞❡❢❡❝t

✶✵✵ ➭♠

A♦✉t

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❣❧❛ss s✐❞❡ ♦❢
❛ ▼♦✲✵✸ ❞❡❢❡❝t ❜❡❢♦r❡ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❉❡❢❡❝t ❝♦♥t♦✉r ✐s ♠❛r❦❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ❛♥❞
♠❛ss ♣♦✐♥t ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ✭❝✮ ❈✐r❝❧❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠❛ss ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t
❛r❡❛✳ ✭❞✮ ❖♥❧② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♠❛r❦❡❞✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ f ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ A♦✉t ✐♥
❞✮ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ A❞❡❢❡❝t ✐♥ ✭❜✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✭❛✮ s❤♦✇s ❛ ▼♦✲✵✸ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ❛♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss s✐❞❡✳ ■♥ ✭❜✮

■ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ❛♥❞ ♠❛ss ♣♦✐♥t ♦❢ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝t ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢

❛✉t♦♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❆■P✮ ✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ■♠❛❣❡❏ ❬✶✶✻✱ ✶✶✼❪✳ ❚❤❡ ❆■P ♠❛r❦s t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❝❛t❡s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ❜♦❞②✳ ■♥

✭❝✮ t❤❡ ❆■P ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t ♠❛ss ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛r❡❛

❡q✉❛❧s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ A❞❡❢❡❝t✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❆■P ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ✐♥ ✭❞✮ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❛r❡❛ A♦✉t t❤❛t ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❛r❡❛ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ❜②

f = A♦✉t/A❞❡❢❡❝t✳ ❉❡❢❡❝ts ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐❢ f ≥ 30 ✪✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❛t❛ s❡t ♦❢

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❋✐❣✳ ✻✳✹ ❡①❡♠♣❧✐✜❡s ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥s ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥

❛❝t✉❛❧❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

✾✵ ➭♠

f = 9%

✾✵ ➭♠

f = 22%

✾✵ ➭♠

f = 30%

✷✺✵ ➭♠

f = 50%

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ✭❛✮
❛♥❞ ✭❜✮✱ ❜✉t ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✹✱ t❤❡ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ t♦

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛✳ ❆s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛✈❡r ♣r♦❞✉❝❡s ♦♥❧② ❢♦r s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛s ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱

t❤❡ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛s✱ ♥❛♠❡❧② s♠❛❧❧ ♦♥❡s

✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✵ ➭♠✳



✼✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ■▼P▲❊▼❊◆❚❊❉✱ ▼❊❆❙❯❘❊❉✱ ❆◆❉ ❙■▼❯▲❆❚❊❉ ❉❊❋❊❈❚❙

✻✳✷✳✸ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✳ ✻✳✺ ❞❡♣✐❝ts ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② ♦♥❡ ❞❡❢❡❝t s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ▼♦✲✵✶ ✳✳✳ ❈■●❙✲✵✾✳ ❋♦r ❡❛❝❤

❞❡❢❡❝t s❛♠♣❧❡ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ ❛♥ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ❝✉rr❡♥t ❜✐❛s ♦❢

j = 2.5 ♠❆✴❝♠2 ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ✐s s❤♦✇♥✳

✭❛✮ ✭❢✮

✺✵✵ ➭♠

▼♦✲✵✶

✹ ♠♠

▼♦✲✵✶

✷✺✵ ➭♠

❈■●❙✲✵✻

✹ ♠♠

❈■●❙✲✵✻

✭❜✮ ✭❣✮

✺✵✵ ➭♠

▼♦✲✵✷

✹ ♠♠

▼♦✲✵✷

✷✺✵ ➭♠

❈■●❙✲✵✼

✹ ♠♠

❈■●❙✲✵✼

✭❝✮ ✭❤✮

✺✵✵ ➭♠

▼♦✲✵✸

✹ ♠♠

▼♦✲✵✸

✷✺✵ ➭♠

❈■●❙✲✵✽

✹ ♠♠

❈■●❙✲✵✽

✭❞✮ ✭✐✮

✺✵✵ ➭♠

▼♦✲✵✹

✹ ♠♠

▼♦✲✵✹

✷✺✵ ➭♠

❈■●❙✲✵✾

✹ ♠♠

❈■●❙✲✵✾

✭❡✮

✺✵✵ ➭♠

▼♦✲✵✺

✹ ♠♠

▼♦✲✵✺

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❉❡❢❡❝t ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ▼♦✲✵✶ ✳✳✳ ❈■●❙✲✵✾ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❊▲ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t j = 2.5 ♠❆✴❝♠2 ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤r❡❡ ❞❡❢❡❝t
❝❛t❡❣♦r✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥t✿ ❚❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ▼♦✲✵✶✱ ▼♦✲✵✷✱
▼♦✲✵✺✱ ❈■●❙✲✵✻✱ ❈■●❙✲✵✼✱ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✾✱ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛t ❛❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛❝t✐✈❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛r❡❛✳ ❙❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▼♦✲✵✸ ✇✐t❤ ✐ts
❧♦❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❉❡❢❡❝ts ▼♦✲✵✹ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✽ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛t❡❣♦r② ❛s
✈❡r② ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ s❤✉♥ts t❤❛t ❞❛r❦❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❝t✐♦♥✳



✻✳✷✳ P❖■◆❚ ❉❊❋❊❈❚❙ ✼✼

■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲

✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❝✐r❝❧❡✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜②

❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♣❛ss✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❛r❡❛ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ♥♦ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛♥② s❤✉♥t✳

❋♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ▼♦✲✵✶ ✳✳✳ ▼♦✲✵✺✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣✐❝t✉r❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss

s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ❞✐s♣❧❛②s ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡s ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r✱

♥❛♠❡❧② ❈■●❙✲✵✻ ✳✳✳ ❈■●❙✲✵✾✱ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦ ♣r❡s❡♥t✱ ♣✐❝t✉r❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧♠ s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡

❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❤✐❣❤❡r r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ▼♦ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t❤❛♥ ❛t t❤❡ ❈■●❙ ❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛ ✐♥

t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳

❚❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t ❛ ❜✐❛s ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ j = 2.5 ♠❆✴❝♠2 ✭♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛r❡❛✮✳ ❚❤❡

❞❡❢❡❝t ❛r❡❛s ❢♦r ▼♦✲✵✶ ✳✳✳ ▼♦✲✵✺ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢♦r ❈■●❙✲✵✻ ✳✳✳ ❈■●❙✲✵✾✳ ❚❤✐s ✐s

❜❡❝❛✉s❡ ♠♦r❡ ♣r❡ss✉r❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣✐❡r❝❡ t❤❡ ▼♦✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r

❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❛r❡❛s ❢♦r ▼♦✲✵✶ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳ ❚❤❡

t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ▼♦✲✵✶ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛s ✐s t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ s❧✐♣♣❡r② ❝♦♥t❛❝t ✇❤❡♥

♣r❡ss✐♥❣ ❛ ♠❡t❛❧ ❣r❛✈❡r ♦♥t♦ ❛ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ✭▼♦✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ✐♥ ♠② s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ t♦

❛ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r❝❡ ✐♥t♦ ❛ ❤♦❧❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ▼♦✲✵✷ ✳✳✳ ▼♦✲✵✺✱

✇❤❡r❡ ❢✉rt❤❡r ❧❛②❡rs ❛r❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ▼♦✳

❋✐❣✳ ✻✳✺ r❡✈❡❛❧s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✿ ❚❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❝t

t②♣❡s ▼♦✲✵✶✱ ▼♦✲✵✷✱ ▼♦✲✵✺✱ ❈■●❙✲✵✻✱ ❈■●❙✲✵✼✱ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✾✱ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡

♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ▼♦✲✵✸✱ ✇❤✐❝❤

s❤♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✉t ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ s❤✉♥t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺ ✭❝✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❝r❛t❝❤

t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ▼♦✲✵✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ✐s

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝r❛t❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✐♥❛❝t✐✈❡ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

❊▲ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✐s ✈✐s✐❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ▼♦✲✵✹ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✽ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ s✉❝❤

s❡✈❡r❡ s❤✉♥ts t❤❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❛r❦❡♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤♦✇♥ ✐♠❛❣❡

s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺ ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡

✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❞❡❢❡❝t ❝❛t❡❣♦r② ✭♥♦ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝t

❛t ❛❧❧✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❞❡❢❡❝t ❝❛t❡❣♦r② ✭❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝t ✐s s♦ str♦♥❣ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❡❧❧ ✐s ❞❛r❦❡♥❡❞✮✳

❖♥❧② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❢❡❝t ❝❛t❡❣♦r② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛② ♣❧❛② ❛ s♠❛❧❧ r♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞

s❧✐❣❤t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦❡♥❡❞ ❛r❡❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐ts❡❧❢✳

✻✳✷✳✹ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❘❡s✉❧ts

❲❤✐❧❡ ❋✐❣✳ ✻✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ♦♥ t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

❞❡❢❡❝t ❛r❡❛s✱ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊▲ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❢❡❝t

❛r❡❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛t✐♦ Savgdef /S
avg
ref ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss ∆V ❛r❡

s❤♦✇♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛✳
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▼♦✲✵✶▼♦✲✵✷❈■●❙✲✵✻

❈■●❙✲✵✼

▼♦✲✵✸
❈■●❙✲✵✽

▼♦✲✵✹

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ▼♦✲✵✺ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✾ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❢♦r♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❝t✐✈❡ s♦❧❛r

❝❡❧❧ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ■ ❞♦

♥♦t s❤♦✇ t❤❡♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳ ❲✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ Savgdef /S
avg
ref ≈ 1 ❛♥❞ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss ♦❢ ∆V ≈ 0✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts

▼♦✲✵✺ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✾ ❛r❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ▼♦✲✵✷✱ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ■ s❤♦✇ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙✴✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❡❢❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❋✐❣✳ ✻✳✺✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❢❡❝t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✱ t♦♦✳ ❆❧❧ ❆■P

♣r❡s❡❧❡❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ▼♦✲✵✶✱ ▼♦✲✵✷✱ ❈■●❙✲✵✻✱ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✼ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼♦✲✵✺ ❛♥❞

❈■●❙✲✵✾✮ s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❤❛r❞❧② ❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ t❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② ♦❢

❤❛r♠❧❡ss ❞❡❢❡❝ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ▼♦✲✵✸ ❝❛✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▲

s✐❣♥❛❧ ❜② ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❛❧❢✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❢❡❝t ❝❛t❡❣♦r② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s

s❡♠✐✲❞❡tr✐♠❡♥t❛❧✱ ❛s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s

▼♦✲✵✹ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✽✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❞❡❢❡❝t ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✈❡r② ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❞❡❢❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞❛r❦❡♥

♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

❞❡❢❡❝t t②♣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺✳

■ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ▼♦✲✵✹ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✽ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✇✐t❤

r❡❣❛r❞ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❈■●❙✱ ❈❞❙✱ ❛♥❞ ✐✲❩♥❖✳ ❋♦r ❜♦t❤ ▼♦✲✵✹ ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠✐ss✐♥❣ ▼♦✮ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✽

t❤❡ ❊▲ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛❜♦✉t ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ t♦ ✹✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss❡s ♦❢ ✸✵ ✕ ✹✵ ♠❱✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s❤✉♥ts t❤❛t ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝❡❧❧ ❛r❡❛ ✭❛s ♥♦t❡❞

❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ∆V ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss ♦✈❡r ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ✵✳✹ × ✹✳✽ ❝♠2✳ ■♥ ▼♦✲✵✹ t❤❡ ❞♦♣❡❞

❩♥❖✿❆❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞

❝❛✉s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s❤✉♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❈■●❙✲✵✽❀ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t

❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❩♥❖✿❆❧ ❛♥❞ ▼♦ ✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ▼♦✲✵✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❤✉♥ts ❛r❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s

s♦ s❡✈❡r❡ t❤❛t ❋✐❣✳ ✻✳✻ ❝❛♥♥♦t r❡s♦❧✈❡ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼♦✲✵✹ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✽✳ ❚❤✉s✱

t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❛s ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❛s ❞❡❢❡❝ts ❣❡t ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
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t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s✐st❛♥❝❡ ✐ts❡❧❢ ❛♥② ♠♦r❡✱ ❜✉t ❜② t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s❤❡❡t r❡s✐st❛♥❝❡s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ▼♦✲✵✸ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✼ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts

✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❈■●❙ ❛♥❞ ❈❞❙✳ ❚❤❡ ✐✲❩♥❖ ✐♥ ▼♦✲✵✸ ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠✐ss✐♥❣ ▼♦✮ s❤♦✇s ♦♥❧②

♠♦❞❡r❛t❡ s❤✉♥t ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ ❈■●❙✲✵✼✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼♦✲✵✸✱ ■

❛ss✉♠❡ t❤❛t ✢❛❦❡s ♦r r✐♠s ❛t t❤❡ r✉❣❣❡❞ ❜r✐♥❦ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦✈❡❞ ▼♦ ❛r❡ ♥♦t ❡❛s✐❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡

s♣✉tt❡r❡❞ ✐✲❩♥❖ ❛❧♦♥❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞♦♣❡❞ ❩♥❖✿❆❧ st✐❧❧ ♠❛❦❡s ❞✐r❡❝t ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t t♦ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦

❝♦♥t❛❝t✳ ❋✐❣✳ ✻✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ▼♦ ✢❛❦❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❛ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡

✭❙❊▼✮✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧② s♣✉tt❡r❡❞ ✐✲❩♥❖ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✈❡r t❤❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡

✢❛❦❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✢❛❦❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t

✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❩♥❖✿❆❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ▼♦✲✵✸✱ t❤❡ ✐✲❩♥❖ ✐♥ ❈■●❙✲✵✼ ✐s s♣✉tt❡r❡❞ ♦♥ ❛

❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ ▼♦ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s❤✉♥t ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❈■●❙✲✵✼✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t ✐✲❩♥❖ ❝❛♥ ♣r♦t❡❝t s♠♦♦t❤ ▼♦ s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♣❡❞ ❩♥❖✿❆❧✳

✶ ➭♠ ▼♦ ❧❛②❡r

▼♦ ✢❛❦❡

❣❧❛ss

❣❧❛ss

▼♦ ❜r✐♥❦

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ▼♦ ✢❛❦❡ ❛❢t❡r ❧♦❝❛❧ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼♦✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t
✐♥ ▼♦✲✵✸ t❤❡ ✺✵ ♥♠ t❤✐♥ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✈❡r ✢❛❦❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✵✵ ♥♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧② ♣r❡✈❡♥t ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ▼♦ ❛♥❞ ❩♥❖✿❆❧✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✢❛❦❡✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦✇♥ s❛♠♣❧❡ ♥♦ ❧❛②❡rs ✇❡r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛❢t❡r ▼♦ r❡♠♦✈❛❧✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ▼♦✲✵✷ ❛♥❞ ▼♦✲✵✸ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻ ②✐❡❧❞s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙

✐♥ ▼♦✲✵✷ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s❤✉♥t ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ▼♦✲✵✸✳ ■ s✉❣❣❡st t❤❛t ❞✉r✐♥❣

❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❇❉✮ ▼♦ ✢❛❦❡s✱ ❛♥❞ ❝❛✈✐t✐❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛r❡ ❧✐t❡r❛❧❧② ✢♦♦❞❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤✐♦✉r❡❛✱ ❈❞ s❛❧t ❛♥❞ ❛♠♠♦♥✐❛ ❬✶✶❪✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ✇❡❧❧

❝♦✈❡r❡❞ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✢❛❦❡s✮ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ✜❧❧❡❞ ✉♣ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛✈✐t✐❡s✮✳ ❚❤❡ st✐rr✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❈❞❙ ❣r♦✇t❤✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r

❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❧② ✐✲❩♥❖ s♣✉tt❡r✐♥❣

✭❧✐❦❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ▼♦✲✵✸✮ t❤❛t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✉s✱

✐♥ ▼♦✲✵✷ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐✲❩♥❖ ✐s s♣✉tt❡r❡❞ ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤❡r ✭♦r ❧❡ss ✉♥❡✈❡♥✮ s✉r❢❛❝❡ ❛t t❤❡ ▼♦ ❡❞❣❡s

✭t❤❛♥ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❈❞❙ ✐♥ ▼♦✲✵✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡✈❡♥t ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ♦❢

❩♥❖✿❆❧ ✇✐t❤ ▼♦✳



✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ■▼P▲❊▼❊◆❚❊❉✱ ▼❊❆❙❯❘❊❉✱ ❆◆❉ ❙■▼❯▲❆❚❊❉ ❉❊❋❊❈❚❙

▼② s✉❣❣❡st✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜② t❤❡ ❈❞❙ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐✲❩♥❖ ❧❛②❡r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ❈■●❙✲✵✻ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✼ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳ ❇♦t❤ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ❧❡❛❞

♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❤✉♥t ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ Savgdef /S
avg
ref ≈ 1 ❛♥❞ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss ♦❢ ∆V ≈ 0✳ ❆s t❤❡

▼♦ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② s♠♦♦t❤ ❢♦r ❜♦t❤ ❈■●❙✲✵✻ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✼✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❞❙ ❧❛②❡r ✐♥ ❈■●❙✲✵✻

❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈■●❙✲✵✼✳

✻✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐✲❩♥❖✴❈❞❙ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢

s❤✉♥ts ✐♥ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣

❝♦❛t✐♥❣ ❜② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❈❞❙ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ❢♦r ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ s❤✉♥ts ✐❢ r♦✉❣❤ ❡❞❣❡s ❧✐❦❡ ✐♥

❢❛✐❧✉r❡s ▼♦✲✵✶ ✳✳✳ ▼♦✲✵✺ ✭❞❛♠❛❣❡❞ ▼♦✮ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❡s t❤❡

s❤✉♥t ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✉tt❡r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐✲❩♥❖ ❧✐❦❡ ✐♥ ❈■●❙✲✵✼ ✭✐♥t❛❝t ▼♦✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳

✻✳✸ ❙❝r✐❜✐♥❣ ❉❡❢❡❝ts

✻✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞②s❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

❞❡❢❡❝t ♦r✐❣✐♥s ❢♦r P✶ ❞❡❢❡❝ts ✭❉✲✷✮✱ P✷ ❞❡❢❡❝ts ✭❉✲✺✮✱ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts ✭❉✲✻✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❈❤❛♣t❡rs ✸✳✷✳✹✱ ✸✳✷✳✾✱ ❛♥❞ ✸✳✷✳✶✶ ✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✶ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts t❤❡

✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐s ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇

❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ P✷ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❤❛s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳✸✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳✷ ■ ✜rst s❤♦✇ ❤♦✇ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆s ■ ❤❛✈❡ ❡①✲

♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✶✱ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ P✶ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❊▲ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s

✇❤② ■ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❉▲■❚ ♠❡s❛✉r❡♠❡♥ts ❤❡❧♣ t♦ ❞✐st✐♥✲

❣✉✐s❤ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡② ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P✶ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts✳

❚❤✉s✱ ■ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥

❈❤❛♣t❡rs ✻✳✸✳✹✳✶ ❛♥❞ ✻✳✸✳✹✳✷ ■ ♣r❡s❡♥t ❢♦r t❤❡ P✶ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ✜rst t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

◆❙▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♦r❞❡r s❡r✈❡s ❜❡st t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✇❤❛t ✐s

❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳







✻✳✸✳ ❙❈❘■❇■◆● ❉❊❋❊❈❚❙ ✽✸

✐♥t❡♥s✐t② ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡

❝✉rr❡♥ts ❞✐✈❡rt❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐t❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t✇♦ ❤❡❛t

❝❡♥tr❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✶ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝t ✐♥ t❤❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡✱ ■ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✻✳✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

✻✳✸✳✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P✶ ❉❡❢❡❝t

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t♦♣ ✈✐❡✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✭❛rr♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✭❛rr♦✇ ❝♦❧♦✉r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ❆✴♠✮ ✐♥ t❤❡

▼♦ ❛♥❞ ❚❈❖ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ◆❙▼ s❡❣♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❆✴♠2 ✈❡rt✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈■●❙ ❛♥❞ ❈❞❙✴✐✲

❩♥❖ ❜✉✛❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✷✾✮✱ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉▲■❚

s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✸✵✮✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❞✮✲✭❢✮ ✐♥ ❲✴♠2✳ ❆❧❧ ❣r❛♣❤s

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❛✮✲✭❢✮ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ✺✵ ♠♠ ♦❢ ✶✺✵ ♠♠ t♦t❛❧ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✐s ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❛✮ t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞

❝❡❧❧ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧ s②♠❜♦❧✐③❡s t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝t✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❝✮✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ t❤❡ ▼♦ ❝✉rr❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ✢♦✇ t♦✇❛r❞s

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❞❞ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤❡r ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❆t t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r

❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❯✲t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❯✲t✉r♥ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✶✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ❝♦♥tr❛sts t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ▼♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ϕ▼♦✱✶ ❛♥❞

ϕ▼♦✱✷✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝✉rr❡♥t ♦❝❝✉rs ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❡❞ ♣❛t❤ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r t♦t❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡

❣r❡❡♥ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❧② r❡s✐st✐✈❡ ✐✲❩♥❖ ❢♦r♠✐♥❣ R❙ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧♦✇ r❡s✐st✐✈❡

R▼♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ▼♦ s❤❡❡t r❡s✐st❛♥❝❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧✐♠✐ts t❤❡

r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ I❞❡❢❡❝t✱▼♦ ♦❝❝✉rs✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❜✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ♣❧✉s ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ r❡♠❛✐♥s ❞❛r❦ ❛s ✐t ✐s

❜②♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❜✮ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❡❧❧ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✾ ✭❜✮✳

■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❝✮ t❤❡ ❚❈❖ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤✉s ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝✉rr❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷✱ ✇❤❡r❡ ✭❛✮ ✐❧❧✉str❛t❡s

t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ I♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ I❞❡❢❡❝t✱❚❈❖ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

ϕ❚❈❖ ❛♥❞ ϕ▼♦ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ϕ❚❈❖ ❛♥❞ ϕ▼♦ ✐♥ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ ♣❛t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡

❡❧❡❝tr♦❞❡s ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r t♦t❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❣r❡❡♥ ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❚❈❖ s❤❡❡t r❡s✐st❛♥❝❡ ✜♥❛❧❧②

❧✐♠✐ts t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝✉rr❡♥t ♦❝❝✉rs✳ ❋♦r ❛ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ϕ❈ < 0✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ P✶ ❞❡❢❡❝t ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ϕ❈ > 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤②
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❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ✭❜✮ ❛♥ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ LP✸ = 20 ♠♠ ❢♦r t❤❡ P✸ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ❛ ❈■●❙ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤

L❝❡❧❧ = 230 ♠♠✳ ❚❤✉s✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉t♠♦st ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉▲■❚

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❜♦t❤ P✶ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts✮✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ❛♥❞

❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉t♠♦st ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ②✲❛①✐s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ✭❛✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦✉r ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ s❤♦✇s ✺✵ ♠♠ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ①✲❛①❡s s❤♦✇ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤r❡❡ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ s❤♦✇ t❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣♦✇❡r Pt❤ ✐♥ ♠❲✴♠♠2✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞

♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ▼♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ❛❜s♦r❜❡r✱ ❛♥❞ ❚❈❖ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❞✮✲✭❢✮ ❢♦r t❤❡ P✶

❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✭❞✮✲✭❢✮ ❢♦r t❤❡ P✸ ❞❡❢❡❝ts✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s✐❣♥❛❧ S❉▲■❚ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝❛❧✐❜r❛t❡❞

t♦ ♠❲✴♠♠2 ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✳

✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ P✶ ✭❜✮ ▼❡❛s✉r❡❞ P✶ ✭❝✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ P✸ ✭❞✮ ▼❡❛s✉r❡❞ P✸
❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡
LP✶ = 14 ♠♠ LP✶ = 14 ♠♠ LP✸ = 20 ♠♠ LP✸ = 20 ♠♠

Pt❤
[

♠❲✴♠♠2]

✵ ✹ ✽ ✶✷
x P♦s✐t✐♦♥ ❬♠♠❪

✶✷✺

✶✸✺

✶✹✺

✶✺✺

✶✻✺

✶✼✺

y
P
♦s
✐t
✐♦
♥
❬♠
♠
❪

✵✳✵✶

✵✳✵✷

✵✳✵✸

✵✳✵✹

✵✳✵✺

✵✳✵✻

S❉▲■❚

[❛✳✉✳]

✵ ✹ ✽ ✶✷
x P♦s✐t✐♦♥ ❬♠♠❪

♠✐♥

♠❛①

Pt❤
[

♠❲✴♠♠2]

✵ ✹ ✽ ✶✷
x P♦s✐t✐♦♥ ❬♠♠❪

✵

✵✳✵✺

✵✳✶

✵✳✶✺

✵✳✷

✵✳✷✺

✵✳✸

✵✳✸✺

S❉▲■❚

[❛✳✉✳]

✵ ✹ ✽ ✶✷
x P♦s✐t✐♦♥ ❬♠♠❪

♠✐♥

♠❛①

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ P✶ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ▼♦✱ ❛❜s♦r❜❡r✱ ❛♥❞
❚❈❖ ❧❛②❡rs✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✭❞✮✲✭❢✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ P✸
❞❡❢❡❝t ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✭❞✮✲✭❢✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✭❛✮ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ✶✹ ♠♠ ❧♦♥❣
P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ✐s s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥
✭❜✮✳ ■♥ ✭❝✮ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷✵ ♠♠ ❧♦♥❣ P✸ ❞❡❢❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ✭❞✮✳ ❚❤❡ ②✲❛①✐s ✐♥ ❛✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦✉r ✐♠❛❣❡s✳ ❇♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r j❉▲■❚ ❂ ✽✳✸ ♠❆/❝♠2✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❉▲■❚ ❝❛♠❡r❛ ✐s ♥♦t
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✐ts s✐❣♥❛❧ S❉▲■❚ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✳ ❚♦ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♣r❡tt② ♣r❡❝✐s❡❧② ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳



✾✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ■▼P▲❊▼❊◆❚❊❉✱ ▼❊❆❙❯❘❊❉✱ ❆◆❉ ❙■▼❯▲❆❚❊❉ ❉❊❋❊❈❚❙

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮ s❤♦✇ s❡✈❡r❛❧ ❞❛r❦ s♣♦ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥

y ≈ 165− 173 ♠♠ ❛♠♦♥❣ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❛♥❞ y ≈ 137 ♠♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❛❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡

❝❛♠❡r❛ s❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❈■●❙ s❛♠♣❧❡ ✐ts❡❧❢✳

❇♦t❤ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs✮

t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝t✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ♦♥❧②

t❤❡ t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳

❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❜✮ t❤❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛r❦❡♥❡❞ r❡❣✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✱ t❤❡② ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

♦❢ t❤❡ P✶✱ P✷✱ ❛♥❞ P✸ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s✐st❛♥❝❡s RP✶✱ R❈✱

❛♥❞ RP✸✱ t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t ✐♥

t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❛❞ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❢r♦♠ P✶ t♦ P✸ ❧✐♥❡ ✭❛♥❞

t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✮✱ ❛♣♣❡❛rs ❞❛r❦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❛r❦❡♥❡❞ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ❛♣♣❡❛rs ✇✐❞❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t tr② t♦ ♠❛t❝❤ s✐♥❣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❧✐❦❡ ρ▼♦✮ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❜✮ ❛s t❤✐s ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ✐♥ ❊▲ ✐♠❛❣❡

❛♥❛❧②s✐s ❬✽✶❪✳ ■♥st❡❛❞✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ P✸ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ✭❞✮ ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❉▲■❚ s✐❣♥❛❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ r❡♠❛✐♥s ❞❛r❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤✐s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

❝✉rr❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✭❡✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❚❈❖ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P✸ ❞❡❢❡❝t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s✱

✇❤❡r❡✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚❈❖ ❡❧❡❝tr♦❞❡ t❤❡ t✇♦ ❤❡❛t

❝❡♥tr❡s ♦❝❝✉r✱ ❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✭❢✮✳

❚♦ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ✈❡r② ✇❡❧❧ ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✻✳✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ P✶✱ P✷✱ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ■ ✜♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

♣❛tt❡r♥s ✐♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t t②♣❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ■ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❉▲■❚ ❜② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✐t

✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❛s t❤❡② ✉♥✐q✉❡❧② r❡s✉❧t ❢r♦♠ P✶✱ P✷ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts✳

❚❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❛t P✶ ❞❡❢❡❝ts ❜❛s✐❝❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ✐♥ t❤❡ ❉▲■❚

✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❝✉rr❡♥t ❢r♦♠

r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✮✱ ✇❤✐❧❡ P✸ ❞❡❢❡❝ts ❧❡❛❞ t♦ t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ✐♥ t❤❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡

r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ P✷ ❞❡❢❡❝t ❛❝ts ♦♥❧② ❛s ❛ ❝✉rr❡♥t ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✇❛❧❧

✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❉▲■❚ ❞❡❢❡❝t ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳



❈❤❛♣t❡r ✼

❉❡❢❡❝t ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✧❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡❢❡❝t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❊▲

❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳✧

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❤❛♣t❡r ✻ ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞

t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts

❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳

❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✭✐✮ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr②✱

✭✐✐✐✮ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✐✈✮ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ❲❤✐❧❡ ✭✐✮ ✐s ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❡❝❤♥✐❝❛❧

♠❡❛♥s✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✭✐✐✮✲✭✐✈✮✱ t❤❛t ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r✳

✼✳✷ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ P✶ ❉❡❢❡❝ts

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ P✶ ❧✐♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛s❡r s❝r✐❜✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞

♦♥ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ LP✶ = ✹✶✷ ➭♠✳ ❚❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❢r❛❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2

❛❜s♦r❜❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ t❤❡r♠❛❧

❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ α▼♦ = 5.2× 10−6 ❑−1 ❬✶✶✾❪ ❛♥❞ ❣❧❛ss ✇✐t❤ α❣❧❛ss = 9.1× 10−6 ❑−1 ❬✶✷✵❪✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❛✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✹✶✷ ➭♠✳

❚❤❡s❡ ❢r❛❝t✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ P✶

❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ LP✶ = 5 ♠♠ ✐s s❤♦✇♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶

✭❜✮✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✺ ♠♠✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ②✐❡❧❞s t❤❛t t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝t

❝❛✉s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝r♦ss✲t❛❧❦ ❡✈❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧ LP✶ ♦❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ➭♠✳ ❚❤❡ t✇♦ ❊▲ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶

✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ②✐❡❧❞

t❤❡ str✐❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ✐♥ ✭❜✮✳ ■ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡

✾✶



✾✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❉❊❋❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❆◆❉ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ P✶ ❢❛✐❧✉r❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢♦r ✭❛✮ LP✶ = ✹✶✷ ➭♠ ❛♥❞ ✭❜✮ LP✶ = ✺ ♠♠ ✐♥ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣❡ ✭r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❣❧❛ss s✐❞❡✮✱ ❊▲✱ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✭❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t
j ❂ ✽✳✸ ♠❆✴❝♠2✮ ✐♠❛❣❡s✳ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❜✮ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❧♦♥❣ LP✶✱ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✳ ✭❝✮
❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✐♥ ▼♦ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ✭❞✮ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♦❢ ❢♦✉r s✉❜s❡q✉❡♥t P✶ ❢❛✐❧✉r❡s
♦❢ LP✶ = ✺ ♠♠ ✭❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t j ❂ ✽✳✸ ♠❆✴❝♠2✮✳

❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❜✮ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✇✐t❤ ♠② ◆❙▼ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳✹✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶

✭❝✮ ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❢♦r ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ LP✶ = 14 ♠♠ ✭■

s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❧♦♥❣❡r P✶ ❞❡❢❡❝t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✮ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✢♦✇✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝❡❧❧ ❡❞❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝❛✉s❡ t❤❡ ❯✲t✉r♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤✐❣❤❡st

❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡❞❣❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✳
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❚❤❡ t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ ❉▲■❚ ❢♦r LP✶ < ✶✳✵ ♠♠ ❛s t❤❡ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥

❧❡❛❞s t♦ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❜❧✉rr✐♥❣ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ t✇♦ ❧❛t❡r❛❧ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ❛♣♣❡❛r ❛s ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② LP✶ > ✶✳✵ ♠♠✳

■♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t ✇❡ ✇♦r❦ ✐♥✱ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡s ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ♦♥ r♦❧❧s

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ r❛t❤❡r ❧♦♥❣ s♠✉❞❣❡s✳ ❚❤❡s❡ s♠✉❞❣❡s ❝❛♥ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣

❣❧❛ss s✐❞❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❬✹✷❪✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ P✶ ❧✐♥❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

t❤❡ s♠✉❞❣❡s s❡✈❡r❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥t P✶ ❧✐♥❡s ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❞✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▲

❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❢♦✉r ❛❞❥❛❝❡♥t P✶ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛❧❧ ♦❢ LP✶ = ✺ ♠♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚

♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ P✶ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉❜s❡q✉❡♥t

P✶ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛r❦❡♥❡❞ ❝❡❧❧s ✐♥ ❊▲ ❛♥❞ ♦❢ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡ ♣❛✐rs ✐♥ ❉▲■❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t P✶ ❢❛✐❧✉r❡s✳

✼✳✸ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ P✷ ❉❡❢❡❝ts

❋✐❣✳ ✼✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ P✷ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r ✭❛✮ LP✷ = ✹✺ ➭♠ ❛♥❞ ✭❜✮ LP✷ = ✸✵ ♠♠✳ ❚❤❡ ❊▲

❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷ ✭❛✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ P✷ ❞❡❢❡❝t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝t

❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ➭♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ P✷ ❞❡❢❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

♦❢ ♠♠✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷ ✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ♠✐ss✐♥❣ P✷ ❧✐♥❡ ❜❧♦❝❦s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇

❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ❜♦t❤ ✐♥ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❛t ❤❛s t♦ ✢♦✇

❛r♦✉♥❞ t❤❡ P✷ ❞❡❢❡❝t ❝❛✉s❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❊▲ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ♥❡❛r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❡❞❣❡s

✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷ ✭❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ P✷ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢♦r ✭❛✮ LP✷ = ✹✺ ➭♠ ❛♥❞ ✭❜✮ LP✷ = ✸✵ ♠♠ ✐♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱
❊▲✱ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ✭❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t j ❂ ✽✳✸ ♠❆✴❝♠2✮✳ P✷ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞
❛t ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❡♥tr❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✳ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞✴✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞
❢r♦♠ ✜❧♠ s✐❞❡✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❜✮ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ LP✷✳
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■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❊▲✱ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤r❡❡ P✸ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ✭❛✮ LP✸ = ✷✺ ➭♠✱ ✭❜✮

LP✸ = ✸✷✽ ➭♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ LP✸ = ✹ ♠♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❢t ❛♥❞

♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✱ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝t t❤❛t t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ s❤❡❡t

r❡s✐st❛♥❝❡ ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ P✸ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ➭♠✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ P✸ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢♦r ✭❛✮ LP✸ = ✷✺ ➭♠✱ ✭❜✮ LP✸ = ✸✷✽ ➭♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮
LP✸ = ✹ ♠♠ ✐♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❊▲✱ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ P✸ ❞❡❢❡❝t ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❝❡♥tr❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t j ❂ ✽✳✸ ♠❆✴❝♠2✳
▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞✴ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ✜❧♠ s✐❞❡✱ ❛♥❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❝✮ ✐s
❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ LP✸✳ ❖♥❧② ❢♦r LP✸ > ✶ ♠♠ t❤❡ P✸ ❞❡❢❡❝t ❝❛♥ ❜❡
r❡❧✐❛❜❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉▲■❚ ❜② t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ P✶ ❞❡❢❡❝ts t❤❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ❛♣♣❡❛r t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
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❋♦r P✸ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ➭♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸ ✭❜✮✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❝❛✉s❡s ✐♥ t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ❛ ❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❝r♦ss t❛❧❦ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝❡❧❧✳ ❚❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸ ✭❜✮ s❤♦✇s ♦♥❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥

s✐♠♣❧② ❜❡ ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ s❤✉♥t✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✱ ❛s ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✺✳ ❋♦r P✸ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

♦❢ ♠♠✱ ❛s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸ ✭❝✮✱ t❤❡ ❝r♦ss t❛❧❦ ✐♥ t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r ❛♥❞ ❛✛❡❝ts

❜♦t❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥✱

♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✸ ❞❡❢❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✻✳✸✳✹✳✷✳ ❚❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✲ ✼✳✸✱ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳



✾✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❉❊❋❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❆◆❉ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆

❉❡❢❡❝t ❉❡❢❡❝t ▼❡❛s✉r❡✲ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

t②♣❡ ❧❡♥❣t❤ ♠❡♥t

P✶ LP✶ < 1 ♠♠ ❖♣t✐❝❛❧ ❱✐s✐❜❧❡

❊▲ ✧❇r✐❣❤t✲❉❛r❦✲❇r✐❣❤t✧

❊▲ ♣❛tt❡r♥

❉▲■❚ ❖♥❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡

t♦ t❤❡ ❧❡❢t

LP✶ ≥ 1 ♠♠ ❖♣t✐❝❛❧ ❱✐s✐❜❧❡

❊▲ ✧❇r✐❣❤t✲❉❛r❦✲❇r✐❣❤t✧

♣❛tt❡r♥

❉▲■❚ ❚✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s

t♦ t❤❡ ❧❡❢t

P✷ LP✷ < 1 ♠♠ ❖♣t✐❝❛❧ ❱✐s✐❜❧❡

❊▲ ◆♦t ✈✐s✐❜❧❡

❉▲■❚ ◆♦t ✈✐s✐❜❧❡

LP✷ ≥ 1 ♠♠ ❖♣t✐❝❛❧ ❱✐s✐❜❧❡

❊▲ ❉❛r❦❡♥❡❞

♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧

❉▲■❚ ❉❛r❦❡♥❡❞

♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧

P✸ LP✸ < 100 ➭♠ ❖♣t✐❝❛❧ ❱✐s✐❜❧❡

❊▲ ◆♦t ✈✐s✐❜❧❡

❉▲■❚ ◆♦t ✈✐s✐❜❧❡

100 ➭♠ ❖♣t✐❝❛❧ ❱✐s✐❜❧❡

≤ LP✸ <

✶ ♠♠

❊▲ ✧❇r✐❣❤t✲❉❛r❦✧

♣❛tt❡r♥

❉▲■❚ ❖♥❡ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡

t♦ t❤❡ r✐❣❤t

LP✸ ≥ 1 ♠♠ ❖♣t✐❝❛❧ ❱✐s✐❜❧❡

❊▲ ✧❇r✐❣❤t✲❉❛r❦✲❇r✐❣❤t✧

♣❛tt❡r♥

❉▲■❚ ❚✇♦ ❤❡❛t ❝❡♥tr❡s

t♦ t❤❡ r✐❣❤t

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❋♦✉♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡s ❢♦r P✶✱ P✷✱ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ■ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡s ✇✐❧❧ ✈❛r② ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
❡❛❝❤ ❈■●❙ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✱ ❡✳❣✳ ♦♥ t❤❡ s❤❡❡t r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦ ❛♥❞ ❚❈❖ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳





✾✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❉❊❋❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❆◆❉ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆

r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡✱ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛rs ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡

❉▲■❚✳ ❇✉t ❛s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛ ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❉▲■❚ r❡s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡①❛❝t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❜✮ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡

♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡s ✼✳✹ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ s❤♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ▼♦✲✵✸ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✹✽ ➭♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

t②♣❡ ▼♦✲✵✹ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✹✶ ➭♠ t❤❛t ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ S❛✈❣
❞❡❢ /S

❛✈❣
r❡❢ ≈ 1 ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❛r❦❡♥❡❞ ❛r❡❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳

■ ✜♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ▼♦✲✵✷✱

▼♦✲✵✸✱ ▼♦✲✵✹✱ ❈■●❙✲✵✻✱ ❈■●❙✲✵✼✱ ❛♥❞ ❈■●❙✲✵✽ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚✱ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t

❢❡❛t✉r❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❤✉♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝t t②♣❡ ♦✈❡r❧❛② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳

✼✳✻ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉✲r✐❝❤ ❉❡❜r✐s

❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s✱ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✸ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ■❉ ❉✲✸ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❣✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✻✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ❞✐s❝✉ss ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❊▲ ❛♥❞

❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳

■ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❜r✐s

✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✭❛✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡✱ ✭❜✮ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦♥ ❛ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✳

❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❛✮ s♣❛♥s ✇✐t❤ ✐ts ✸ ♠♠ ❛❧♠♦st t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐❞t❤

♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts ❛ ✧❜r✐❣❤t✲❞❛r❦❡♥❡❞✲❜r✐❣❤t✧

♣❛tt❡r♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r ❛ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t✱ ❛s ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐t ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❜✮✱ ♦r

❛ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t✱ ❛s ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐t ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸ ✭❝✮✳ ❚❤✉s✱ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❛✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❤❡❛t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ s❤✉♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❉▲■❚ ♣❛tt❡r♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❜✮

❛♥❞ ❋✐❣✳ ✼✳✸ ✭❝✮ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❛✮

✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✱ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✱ ❛s ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❞❛r❦❡♥✐♥❣

❞✉❡ t♦ s❤✉♥ts✱ t♦♦✳ ❚❤❡ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❛✮ ❡✈❡♥ ✉♥✈❡✐❧s t❤❛t t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐s s♣r❡❛❞

♦✈❡r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ❛s t✇♦ ❞r♦♣s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ✭✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❊▲ ✐♠❛❣❡s✮ t♦

❞✐s♣❧❛② ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐♥ ❈✉■♥●❛❙❡2 ♠♦❞✉❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥

♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❬✶✷✶❪✳

❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❜✮ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡

❈✉ ❞r♦♣ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✵ ➭♠✱ ❛s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❜r✐s ✐s ❧♦❝❛t❡❞

❛❜♦✉t ✸✵✵ ➭♠ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡❜r✐s s✐③❡ ❛♥❞ ✐ts

♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❜✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r ❛

P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸ ✭❜✮✳ ❍❡r❡ ♦♥❧② ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ❛♥❞

❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✭❛✮ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡✱ ✭❜✮ ❧♦❝❛t❡❞
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ❉❡❢❡❝ts ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❝❛♥ ❜❡
❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✭❜✮ ✐s t♦♦ s✐♠✐❧❛r t♦ s♠❛❧❧ P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆❧❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss s✐❞❡✳ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❝✮ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢r♦♠
♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡❜r✐s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉rs ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣
▼♦ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳

❚❤❡ ♠♦st ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ❢❛❧❧s ♦♥t♦ ❛ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✱

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❉▲■❚

✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r s♠❛❧❧ P✶ ♦r P✸ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ✭❛✮

❛♥❞ ❋✐❣✳ ✼✳✸ ✭❜✮✱ ✐t ✐s t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮ t❤❛t ✉♥✈❡✐❧s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤❡

❧❡❢t ❝❡❧❧ s❤♦✇s ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ s❤♦✇s

❛ ❞❛r❦❡♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡❧❧ s❤♦✇s ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ❞❛r❦❡♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t

♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❊▲ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♣❛tt❡r♥ ■ ❛♣♣❧② t❤❡ ◆❙▼ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ t♦ ❜❡ ❛ s♦✉♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮✳

■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ ✭❛✮ t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛❢t❡r ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ ✭❜✮ ❛❢t❡r ❛❧❧ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❲❡ ❞r❛✇ t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡

t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❞❡❜r✐s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ♦♥ P✶ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡
s❤♦✇s t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✭❛✮ ❛❢t❡r ❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛❢t❡r ❛❧❧ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✲
♣♦s✐t❡❞✳ ✭❝✮ ■♥ t❤❡ ◆❙▼ t❤❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ✭❜✮ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ ✭r❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡s RP✱✶ ❛♥❞ RP✱✷✮ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ RP✶

✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛ P✶ ❞❡❢❡❝t✳ ✭❞✮ ❊▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❊▲ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮ ❢♦r
❛♥ ✐♥t❛❝t s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙✴✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❈✉ ❢❛❧❧s ♦♥t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ✐s st✐❧❧ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❈✉✱ ♦r t❤❡ ❈✉ ❢❛❧❧s ♦♥t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞

♦❢ t❤❡ ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❞❙✴✐✲❩♥❖

❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ s❤✉♥t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

■ ❞r❛✇ t❤❡ ❈❞❙✴✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ ✭❜✮ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡

t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s✱ ■ ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦ r❡❣❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r ✐♥t❛❝t♥❡ss ❜② ✈❛r②✐♥❣ ✐ts ❧♦❝❛❧

s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ◆❙▼✳
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❋✐❣✳ ✼✳✻ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ t❤❡ ◆❙▼✳ ❆t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✮ ■ ❧♦❝❛❧❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❛❝t ♣✲♥✲❥✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈✉✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s

✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ r❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡s RP✱✶ ❛♥❞ RP✱✷ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ❈✉

ρ❈✉ = 58.1 · 10✲✻ Ω♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✐st✐✈✐t② ρ❈■●❙✱♣❛r = 0.11 Ω♠ ♦❢ t❤❡ ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ❛❜✲

s♦r❜❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ t♦ ❝❛✉s❡ ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ♣❛t❤ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞

r✐❣❤t ❝❡❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❝✉rr❡♥ts I❞❡❢❡❝t✱✶ ❛♥❞

I❞❡❢❡❝t✱✷✳

❆s ■ ✇❛♥t t♦ r❡❣❛r❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✭♥♦ ♠❛tt❡r

t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞ ✐t ✐s ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ♦r ❈✉✮ ❜② t❤❡ ❈❞❙✴✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ■ ❧♦❝❛❧❧② ✈❛r② t❤❡

s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ ✭❝✮ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞✲

♣❛tt❡r♥❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡s R❙✱✶ ❛♥❞ R❙✱✷✳ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ r❛t✐♦s ❢r♦♠ R❙✱✶/R❙ ❂ R❙✱✷/R❙ ❂ ✵✳✵✶ ✳✳✳ ✶✳✵✱

✇❤❡r❡ R❙ ✐s t❤❡ ❜✉✛❡r s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢r❡❡ ❝❛s❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ♠♦❞❡❧ s❝❡♥❛r✐♦s ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡

❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ RP✶ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ❈✉ ρ❈✉ = 58.1 · 10✲✻ Ω♠✱

✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ▼♦ ❜❛❝❦

❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t r❡s✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉ ❛♥❞ ▼♦ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❣❧❡❝t

✐t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

❋✐❣✳ ✼✳✻ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❊▲ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❛t✐♦s R❙✱✶/R❙ ❂ R❙✱✷/R❙✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❊▲ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ ✭❞✮ ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❊▲ ✐♠❛❣❡ ✐♥

❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮ ❢♦r R❙✱✶/R❙ ❂ R❙✱✷/R❙ ≥ 0.5✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❢❛✐❧✲

✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐t❤♦✉t RP✶✱ ②✐❡❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❊▲ ✐♠❛❣❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮✱ ❛♥❞

✐♥st❡❛❞ ♦♥❧② s❤♦✇ ❧♦❝❛❧ ❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ s✐③❡✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❈❞❙✴✐✲❩♥❖ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❝♦✈❡rs t❤❡ ❞❡❢❡❝t

♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛r❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❝❡❧❧ ✐♥ ❊▲ t♦ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ t❤❡ ❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ❊▲ ❛s t❤❡ ▼♦

❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝❡❧❧ ✐s s❤✉♥t❡❞ ❛♥②✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ❝❛♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❜❡ ♥♦ ❝❤❛r❣❡

❝❛rr✐❡r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛♥ ❊▲ s✐❣♥❛❧✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ❤❛s ❢❛❧❧❡♥ ♦♥ ❛ P✶ s❝r✐❜✐♥❣

❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ✐♠❛❣❡s ❛❧✇❛②s s❤♦✇❡❞ ❛♥ ❊▲ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♣❛tt❡r♥ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t

✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮✳ ❚♦ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ✭❝✮ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ ✭❞✮ ❢♦r ❛♥ ❊▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ R❙✱✶/R❙ ❂ R❙✱✷/R❙ ≥ 0.5 ✐s ❛♥ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ t✇♦ s❤✉♥t✐♥❣

❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❡❛❝❤ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✱ ♣❧✉s ❛ P✶ ❢❛✐❧✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❡❧❧✱ ❝❛✉s❡❞

❜② t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s✳

✼✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤♦✇ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❢❡❝t t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳



✶✵✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❉❊❋❊❈❚ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❆◆❉ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆

❋♦r P✶ ❞❡❢❡❝ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✷✮✱ P✷ ❞❡❢❡❝ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✸✮✱ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✹✮

■ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t

❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ r❛♥❣❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡

r❡❧✐❛❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✷✮ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦

✐♥❛❝t✐✈❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛r❡❛ ✭▼♦✲✵✶✱ ▼♦✲✵✺✱ ❈■●❙✲✵✾✮✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ♣❛t❤s ✐♥ ❝❡❧❧s

✭▼♦✲✵✷✱ ▼♦✲✵✸✱ ▼♦✲✵✹✱ ❈■●❙✲✵✻✱ ❈■●❙✲✵✼✱ ❈■●❙✲✵✽✮✳ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✐s ♥♦t

♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❝❡❧❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮✱

❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❝❡❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✱ ❛s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❝✮✳ ❍❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ♦♥ ❛ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡

❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❞✐❛❣♥♦s❡❞✳

❚❤❡ s❤♦✇♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❣✉✐❞❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❛✉t♦♠❛t❡❞ s♦❢t✇❛r❡✲❜❛s❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ♦❢ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

s✐t❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✽

❘❡♣❛✐r ♦❢ ❉❡❢❡❝t✐✈❡ P✶ ❙❝r✐❜✐♥❣

✧❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ ▼♦ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛s ✐t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥❤❡r❡♥t❧②

❞✉r✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳✧

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧❛s❡r s❝r✐❜✐♥❣ ✐s t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❝r✐❜✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡

❝❤✐♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ❡❞❣❡s r❡q✉✐r❡s s❛❢❡t② ♠❛r❣✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t✐♥❣✱

t❤❡ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✶✷✷❪✳ ❲✐t❤ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤s ❢♦r ❈■●❙ ✐♥ t❤❡

r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✵ ✲ ✺✵ ➭♠✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t ✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡

s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❤❛s ❜❡❡♥

r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❜♦✉t ✸✵✵ ➭♠ ❬✶✷✸✱ ♣✳ ✸✵✶✲✸✵✷❪ t♦ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❜♦✉t ✶✽✵ ➭♠✳

❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐♥♥❡r ❧✐♥❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐♥❞♦✇s t❡♥❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧

♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ✐s✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

r❡q✉✐r❡❞ ❧❛s❡r ♣❡❛❦ ✢✉❡♥❝❡✱ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t str❡ss ✐♥ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❆r ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❝✉rr❡♥t ✭❉❈✮ ♠❛❣♥❡tr♦♥ s♣✉tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❛❧ ▼♦ t❛r❣❡t ❬✹✶❪✱ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✷✳✸✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ♦❢ ❛ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡✱ s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧

♦r ♣r♦❝❡ss ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡♥ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ➭♠ ❝❛♥ ❝❛✉s❡

s❡✈❡r s❤✉♥t✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ▼♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✳

❚❤✐s ✐s ♣r❡❝❛r✐♦✉s ❛s t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ s♣✉tt❡r❡❞ ▼♦ ❧❛②❡r ❛❧r❡❛❞② ♠❛❦❡ ✉♣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✪

♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦sts ❬✶✷✹❪✳

❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐❞t❤✳ ❲❤✐❧❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts

✐❞❡❛❧❧② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❛✐r t❤❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ■ ♣r❡s❡♥t t✇♦

✇❛②s ♦❢ P✶ ❞❡❢❡❝t r❡♣❛✐r✳ ❚❤❡ ✜rst ✇❛② ✐s ❛♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ■ ♠❡❧t ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t❡ t❤❡

▼♦ r❡♠♥❛♥t ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥s✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛② ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡s

✐♥ t❤❡ ▼♦ ❜② t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss✳ ❇♦t❤ ✇❛②s ❛r❡ ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞

❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✵✸



✶✵✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❘❊P❆■❘ ❖❋ ❉❊❋❊❈❚■❱❊ P✶ ❙❈❘■❇■◆●

✽✳✷ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❘❡♣❛✐r

✽✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝✉rr❡♥t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t♦ ❜♦t❤ ♠❡❧t ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❡✈❛♣♦r❛t❡ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ❛t

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ▼♦ ❜❛❝❦

❝♦♥t❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ♣r❡s❡♥t s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❡t✉♣ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥❞ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

r❡♣❛✐r ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣✳ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r t❡❝❤♥✐q✉❡

❛♥❞ s❤♦✇ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❈■●❙ ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳

✽✳✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s❡t ♦❢ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❢❡❝t s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤

s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ■ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝ts✳ ■ ♣❧❛❝❡ ❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡s

♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❣❧❛ss ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛♣❡s ❧♦❝❛❧❧② ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❧❛s❡r ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❣❧❛ss s✐❞❡ s❝r✐❜✐♥❣

❬✹✶✱ ✹✷❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡ ❜② ❝♦♥t❛❝t ♣✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡

r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ Vr❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦ r❡s✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t

♣✐♥s✱ ❛s ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✳

▼♦

❣❧❛ss ❣❧❛ssVr❡♣

R❞❡❢❡❝t

Q❞✐✛

Ir❡♣

Qr❡♣

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❙❡t✉♣ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ♦❢ P✶ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡ Vr❡♣ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡
▼♦ r❡s✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣✐♥s✳ ❚❤❡ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② Qr❡♣ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡♣❛✐r✱ ✇❤✐❧❡
Q❞✐✛ ❞✐✛✉s❡s ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ▼♦✳

✽✳✷✳✸ ❚❤❡♦r②

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ▼♦✬s st❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❢r♦♠ s♦❧✐❞ t♦ ❣❛s❡♦✉s✳

❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ■ ❡①♣❧❛✐♥ ♠② ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
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✽✳✷✳✸✳✶ ❈❤❛♥❣❡s ♦❢ ❙t❛t❡s

❚❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐❞❡❛❧✐s❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡

❛♥❞ ❢♦r♠s ✇✐t❤ ✐ts r❡s✐st✐✈✐t② ρr❡s t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡

R❞❡❢❡❝t = ρr❡s
w

hL
, ✭✽✳✶✮

❛s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✷✳

R❞❡❢❡❝t

Ir❡♣❛✐r

w

h

L

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ✐♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡
❜♦❞② ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t h✱ ✇✐❞t❤ w ♦❢ t❤❡ P✶ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ L ❛❧♦♥❣ t❤❡ P✶ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ❛ r❡s✐st❛♥❝❡ R❞❡❢❡❝t✳

❚❤❡ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② Qr❡♣ t❤❛t ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ R❞❡❢❡❝t✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✜♥❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ✐ts

♠❡❧t✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❏♦✉❧❡✬s ✜rst ❧❛✇

Qr❡♣ = I2r❡♣R❞❡❢❡❝ttr❡♣. ✭✽✳✷✮

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❤❡❛t ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ▼♦ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ s♦❧✐❞ t♦ ❧✐q✉✐❞✱ ❛♥❞

❡✈❡♥t✉❛❧❧② t♦ ❣❛s❡♦✉s✳ ❚❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ✐s ❤❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T✐♥✐t✐❛❧ ❂ ✸✵✵ ❑ t♦

✐ts ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t T♠❡❧t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❡♥❡r❣②

Qs♦❧✐❞ = mc♣ (T♠❡❧t − T✐♥✐t✐❛❧) , ✭✽✳✸✮

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ♠❛ss ❜②

m = ρ♠❛sshwL, ✭✽✳✹✮

❛♥❞ c♣ ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ▼♦✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② Q♠❡❧t ❝❛✉s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ t❤❡ ▼♦ st❛t❡ ❢r♦♠ s♦❧✐❞ t♦ ❧✐q✉✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

Q♠❡❧t = mH❢, ✭✽✳✺✮

✇❤❡r❡ H❢ ✐s t❤❡ ❤❡❛t ♦❢ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ▼♦✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♥❣ Q❧✐q✉✐❞✱ t❤❡ ▼♦ ❤❡❛ts ✉♣ t♦ ✐ts ❜♦✐❧✐♥❣ ♣♦✐♥t

T❜♦✐❧ ❜②



✶✵✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❘❊P❆■❘ ❖❋ ❉❊❋❊❈❚■❱❊ P✶ ❙❈❘■❇■◆●

Q❧✐q✉✐❞ = mc♣ (T❜♦✐❧ − T♠❡❧t) . ✭✽✳✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✈❛♣♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② Q❡✈❛♣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ▼♦✬s st❛t❡ ❢r♦♠ ❧✐q✉✐❞ t♦ ❣❛s❡♦✉s ❜②

Q❡✈❛♣ = mH❡, ✭✽✳✼✮

✇❤❡r❡ H❡ ✐s t❤❡ ▼♦✬s ❤❡❛t ♦❢ ❡✈❛♣♦r✐s❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ Qr❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Qr❡♣ = Qs♦❧✐❞ +Q♠❡❧t +Q❧✐q✉✐❞ +Q❡✈❛♣. ✭✽✳✽✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ▼♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ▼♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ρr❡s✱ ❞❡♥s✐t② ρ♠❛ss✱ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② c♣✱ ❤❡❛t ♦❢ ❢✉s✐♦♥ H❢✱ ❤❡❛t ♦❢
✈❛♣♦r✐s❛t✐♦♥ H✈✱ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t T♠❡❧t✱ ❛♥❞ ❜♦✐❧✐♥❣ ♣♦✐♥t T❜♦✐❧ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s♦✉r❝❡s✳

▼♦ P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡

ρr❡s 53.4× 10−9 Ω♠ ❬✶✶✾❪

ρ♠❛ss ✶✵✳✷✽ ❦❣·♠−3 ❬✶✷✺❪

c♣ ✷✺✵ ❏·❦❣−1·❑−1 ❬✶✷✺❪

H❢ ✸✳✾ ×105 ❏·❦❣−1 ❬✶✷✻❪

H❡ ✺✾✽ ❦❏·❦❣−1 ❬✶✶✾❪

T♠❡❧t ✷✽✾✻ ❑ ❬✶✷✺✱ ✶✷✼✕✶✷✾❪

T❜♦✐❧ ✹✾✶✷ ❑ ❬✶✶✾✱ ✶✸✵❪

✽✳✷✳✸✳✷ ❋✐rst ❖r❞❡r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

■♥ ♠② ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ■ ✜rst ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ❛♥❞ ✐ts

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ Q❞✐✛ = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ✐♥t♦ ✐ts

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② ✐s ♦♥❧② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t✳

❙❡❝♦♥❞✱ ■ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡ s♦ t❤❛t ■ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✳

❚❤✐r❞✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ♣❛ss❡s t❤❡ t❤r❡❡ st❛t❡s✿ s♦❧✐❞✱ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s❡♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ■ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✶✸✶❪ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❤❡❛t✐♥❣ ❬✶✸✷❪ ▼♦

♦①✐❞❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ✶✺ ✲ ✷✵ ♥♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▼♦

tr✐♦①✐❞❡ ▼♦❖3✱ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
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▼♦+ 3 ❖2 → 2 ▼♦❖3, ✭✽✳✾✮

❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② s✉❜❧✐♠❛t❡ ❛t T ≥ 600 ❑✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ♦①✐❞❡ ❧❛②❡rs ❢♦r♠ ❛t ♠♦st ♦♥❧② ✷✪ ♦❢

t❤❡ t♦t❛❧ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ❤❡✐❣❤t ♦❢ ✶ ➭♠ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✸✷❪ t❛❦❡s

❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ■ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t

❞✐r❡❝t s✉❜❧✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

❋♦✉rt❤✱ ■ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦✬s r❡s✐st✐✈✐t② ρr❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐❣✳ ✽✳✸

♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ρr❡s ❛s ❛ ❝✉r✈❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✸✸❪

❛♥❞ ❬✶✸✹❪✳

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✶✳✹

✵ ✶✵✵✵ ✷✵✵✵ ✸✵✵✵ ✹✵✵✵ ✺✵✵✵
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❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❬❑❪

▼♦ ♠❡❧t✐♥❣

♣♦✐♥t

▼♦ ❜♦✐❧✐♥❣

♣♦✐♥t

P✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✸✸❪ P✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✸✹❪

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ▼♦✬s r❡s✐st✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✸✸❪ ❛♥❞ ❬✶✸✹❪✳

❋✐❣✳ ✽✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡s✐st✐✈✐t② ρr❡s ♦❢ ▼♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ❜②

♠♦r❡ t❤❛♥ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ρr❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ρr❡s ❛t t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ■ r❡❢❡r t♦ ❬✶✸✺✕✶✸✾❪✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ■ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡s✐st✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜② ρs♦❧✐❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡✱

ρ♠❡❧t ❞✉r✐♥❣ ♠❡❧t✐♥❣✱ ρ❧✐q✉✐❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ ρ❡✈❛♣ ❞✉r✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜② Q❞✐✛ = 0✱ ■ ✇♦r❦ ✐♥ ♠② ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρr❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❬✶✸✸❪ ❛♥❞ ❬✶✸✹❪✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤

ρ̄s♦❧✐❞ = 0.4 ➭Ω♠ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡✱ ρ̄♠❡❧t = 0.9 ➭Ω♠ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❧t✐♥❣✱ ρ̄❧✐q✉✐❞ = 1.1 ➭Ω♠ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞

st❛t❡✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ ρ̄❡✈❛♣ = ρ̄❧✐q✉✐❞ = 1.1 ➭Ω♠ ❞✉r✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳

▼② ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♣❛✐r t✐♠❡ tr❡♣ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣❛✐r

❝✉rr❡♥t Ir❡♣✳ ❆s ■ ❛♣♣❧② ✐♥ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ Vr❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t

Ir❡♣ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ R❞❡❢❡❝t ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✶✮✱ ■ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡♣❛✐r t✐♠❡ tr❡♣ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣❛✐r

❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❏♦✉❧❡✬s ❧❛✇ ❜②
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tr❡♣ =
Lh

w

4
∑

✐❂✶

1

I2r❡♣✱✐

Q✐

ρ✐
, ✭✽✳✶✵✮

✇❤❡r❡ i = 1 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡✱ i = 2 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ i = 3 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡

❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ i = 4 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ♣❤❛s❡✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✽✳✸✮✲✭✽✳✼✮✳ ◆♦t❡

t❤❛t ❞✉❡ t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥st❛♥t r❡♣❛✐r ✈♦❧t❛❣❡ Vr❡♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ρr❡s ❞✉r✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r✱ t❤❡

r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣✱✐ ♠✉st ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r st❛t❡s ❜②

Ir❡♣✱✶ = Is♦❧✐❞, Ir❡♣✱✷ = Ir❡♣
ρ̄♠❡❧t

ρ̄s♦❧✐❞
,

Ir❡♣✱✸ = Ir❡♣
ρ̄❧✐q✉✐❞
ρ̄s♦❧✐❞

, Ir❡♣✱✹ = Ir❡♣
ρ̄❡✈❛♣
ρ̄s♦❧✐❞

.

✭✽✳✶✶✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠② ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐rs ♦❢ s❡✈❡♥ P✶ ❧✐♥❡ ✐♥✲

t❡rr✉♣t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 350 ➭♠✱ ✐s s❤♦✇♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹✳ ❋♦r r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②

s♠❛❧❧ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts Ir❡♣ < 0.8 ❆ ■ ♦❜s❡r✈❡ ❤✐❣❤ r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥s tr❡♣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡

r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts ❛s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② Qr❡♣ ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞

♠♦r❡ s❧♦✇❧② ✐♥ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♠❡❛♥s ♠♦r❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥t♦

t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ▼♦✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ Q❞✐✛ 6= 0 ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡♣❛✐r t✐♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♦♥❡

❢♦r Ir❡♣ ≤ 0.8 ❆✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❤✐❣❤❡r r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts Ir❡♣ ≥ 1 ❆ ■ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♠② ✜rst ♦r❞❡r

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts

♠❛❦❡ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ❞✐ss✐♣❛t❡ Qr❡♣ ❢❛st❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❧❡ss t✐♠❡ ❢♦r ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥t♦

t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ♠② ✜rst ♦r❞❡r

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ■ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡❢❡r r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥s ❛s s❤♦rt ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❍❡♥❝❡✱ ♠② ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t

Ir❡♣ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❤♦rt r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥ tr❡♣✳

✽✳✷✳✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✽✳✷✳✹✳✶ ❘❡♣❛✐r ❜② ❈♦♥st❛♥t ❈✉rr❡♥t

❋✐❣✳ ✽✳✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 350 ➭♠✱

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st❛♥t r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts Ir❡♣✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ❏♦✉❧❡✬s ✜rst ❧❛✇✱ t❤❡ r❡♣❛✐r

❞✉r❛t✐♦♥ tr❡♣ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✺ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣❡

✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡♣❛✐r❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✻✳

❋✐❣✳ ✽✳✻ ♣r❡s❡♥ts ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✺ ❛❢t❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r✳ ❚❤❡

s❤♦rt❡st r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡♣ ❂ ✵✳✵✻✽ s ✐♥ ✭❛✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s✉r✲
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✵✳✶

✶

✶✵

✶✵✵

✵✳✻ ✵✳✼ ✵✳✽ ✵✳✾ ✶ ✶✳✶ ✶✳✷ ✶✳✸

❘
❡
♣
❛
✐r
❚
✐♠

❡
t r
❡
♣
❬s
❪

❘❡♣❛✐r ❈✉rr❡♥t Ir❡♣ ❬❆❪

✶st ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✽✳✶✵✮

▼❡❛s✉r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r

r❡♣ ❞✉❡ t♦❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐✛

L = 350 ➭♠

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ❢♦r L ❂ ✸✺✵ ➭♠✳
❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡❧❧ ❢♦r r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts Ir❡♣ ≥
1 ❆✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛t s♠❛❧❧❡r r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts Ir❡♣ t❤❡ r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥ tr❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❤❡❛t
❞✐✛✉s✐♦♥ Q❞✐✛ ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥② ♠♦r❡✳

r♦✉♥❞✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ▼♦ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❧t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞

❛r❡❛ ✐s ❛❜♦✉t ❛s t❤✐♥ ❛s t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐ts❡❧❢✳

■♥ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❛r❡❛s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧② ❧❛r❣❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡♣❛✐r

❞✉r❛t✐♦♥s tr❡♣ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ Q❞✐✛ ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❜r✉♣t ❞✐sr✉♣t✐♦♥s ✐♥

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✶✳✹

✶✳✻

✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷ ✷✳✺ ✸ ✸✳✺ ✹ ✹✳✺

I r
❡
♣
❬❆
❪

tr❡♣ ❬s❪

Ir❡♣ = 1.23 ❆, tr❡♣ = 0.068 s

Ir❡♣ = 0.80 ❆, tr❡♣ = 0.456 s

Ir❡♣ = 0.74 ❆, tr❡♣ = 4.148 s

L❞❡❢❡❝t = 350 ➭♠

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❈♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t r❡♣❛✐r ♦❢ t❤r❡❡ P✶ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ L ❂ ✸✺✵ ➭♠✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts Ir❡♣ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥s tr❡♣✳
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✭❛✮

✶✵✵ ➭♠

Ir❡♣ ❂ ✶✳✷✸ ❆

tr❡♣ ❂ ✵✳✵✻✽ s

✭❜✮

✶✵✵ ➭♠

Ir❡♣ ❂ ✵✳✽✵ ❆

tr❡♣ ❂ ✵✳✹✺✻ s

✭❝✮

✶✵✵ ➭♠

Ir❡♣ ❂ ✵✳✼✹ ❆

tr❡♣ ❂ ✹✳✶✹✽ s

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② r❡♣❛✐r❡❞ P✶ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ L ❂ ✸✺✵ ➭♠ ❢r♦♠
❋✐❣✳ ✽✳✺✳ ❆ s❤♦rt r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡♣ ❂ ✵✳✵✻✽ s ❧❡❛❞s t♦ ❧❡ss ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s✉r✲
r♦✉♥❞✐♥❣ ▼♦ t❤❛♥ ❢♦r tr❡♣ ❂ ✵✳✹✺✻ s ❛♥❞ tr❡♣ ❂ ✹✳✶✹✽ s✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ✐♠❛❣❡s
♣r♦✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♣❛✐r✳

❋✐❣✳ ✽✳✺ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ▼♦ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡ ♥♦t ♦♥❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥

❜✉t ❛❧s♦ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥♦r♠❛❧ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡♣❛✐r ♣♦s✐t✐♦♥s✳

✽✳✷✳✹✳✷ Pr♦❝❡ss ❲✐♥❞♦✇

❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✽✳✹✱ ✽✳✺✱ ❛♥❞ ✽✳✻ ✇❡ ❡①tr❛❝t t❤❛t ❤✐❣❤❡r ❝♦♥st❛♥t r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts ❧❡❛❞ t♦ s♠❛❧❧❡r t❤❡r♠❛❧❧②

❛✛❡❝t❡❞ ❛r❡❛s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡♣❛✐r❡❞ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛✈❡rs✐✈❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ t❤❡r♠❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❛r❡❛s ❛t t❤❡ r❡♣❛✐r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡s❡ ③♦♥❡s

s♠❛❧❧ ❞✉❡ t♦ ❧♦ss ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛r❡❛✱ ♦r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦①✐❞✐s❡❞ ▼♦ ♦♥ t❤❡

❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛t ❛ ✜rst ❣❧❛♥❝❡ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♦♣t ❢♦r r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts ❛s ❤✐❣❤

❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡ ❤✐❣❤ r❡♣❛✐r ✈♦❧t❛❣❡s Vr❡♣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts ■ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛r❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ▼♦ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ❛r❡❛s t❤❛♥ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✻✳ ◆♦t❡

t❤❛t ■ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛r❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐t ✈✐s✉❛❧❧②✳ P❤②s✐❝❛❧❧②

✐t ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ Vr❡♣ t❤❛t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✱ ♥❛♠❡❧②

✸ ▼❱✴♠ ✐♥ ❛✐r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss ♦♥❧② ❢♦r t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧②
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❡
♣
❛
✐r
❈
✉
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❡
♥
t
I r
❡
♣
❬❆
❪

❉❡❢❡❝t ▲❡♥❣t❤ L ❬➭♠❪

Pr♦❝❡ss ✇✐♥❞♦✇

∆Ir❡♣ ≈ 1.5 ❆

E ≥ 3 ♠♠

tr❡♣ ≥ 30 s

❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ Pr♦❝❡ss ✇✐♥❞♦✇ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t✳ ●r❡❡♥ str✐♣❡❞ ❛r❡❛
r❡♣r❡s❡♥ts ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ tr❡♣ ≥ 30 s ❛s ❧♦✇❡r ♣r♦❝❡ss ❧✐♠✐t✱ ❛♥❞ r❡❞
❝❤❡q✉❡r❡❞ ❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥ts r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ E ≥ 3 ♠♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡
❛s ❤✐❣❤❡r ♣r♦❝❡ss ❧✐♠✐t✳ ■ ✜♥❞ ❛ ✉s❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✺ ❆✳

R = ρr❡sw/(hL)✳ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ♣r♦❝❡ss ❧✐♠✐ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

Ir❡♣✱♠✐♥(L) = 0.21 ❆ + L · 1.1
♠❆
➭♠

✭✽✳✶✷✮

Ir❡♣✱♠❛①(L) = 1.71 ❆ + L · 1.1
♠❆
➭♠

✭✽✳✶✸✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤ L

♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐♥❞♦✇✳ ❑♥♦✇✐♥❣

t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤ L✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ P✶ ❧✐♥❡s ❛s t❤❡ ❞❡❢❡❝t

♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❆s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♥t❛✐♥s

✶✸✻ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ✭❡❛❝❤ ♦❢ ✶✳✷ ♠ ❧❡♥❣t❤✮✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ❛ ❜♦tt❧❡ ♥❡❝❦ ❢♦r

t❤❡ r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ❜② ❛ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣✳

✽✳✷✳✹✳✸ ❘❡♣❛✐r ❜② ❈✉rr❡♥t ❘❛♠♣

❋✐❣✳ ✽✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ♦❢ t❤r❡❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ L ❂ ✹✵✵ ➭♠ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤✱

❜② ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❜② t✇♦ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t r❛♠♣s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣ ❤❛s ❛ s❧♦♣❡

♦❢ ✾✳✵ ❆✴s ❛♥❞ ✜♥✐s❤❡s r❡♣❛✐r ❛❢t❡r ✶✻✽ ♠s ❛t Ir❡♣✱t♦♣ ❂ ✶✳✹✽ ❆✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣ ❤❛s ❛

s❧♦♣❡ ♦❢ ✵✳✺✺ ❆✴s ❛♥❞ ✜♥✐s❤❡s r❡♣❛✐r ❛❢t❡r ✶✳✽✸ s ❛t Ir❡♣ ❂ ✶✳✶✶ ❆✳



✽✳✷✳ ❊▲❊❈❚❘■❈❆▲ ❘❊P❆■❘ ✶✶✸

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✶✳✹

✵ ✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵

I r
❡
♣
❛
✐r
❬❆
❪

tr❡♣❛✐r ❬s❪

Ir❡♣✱t♦♣ = 1.48 ❆, tr❡♣ = 0.168 s✱
∆I/∆t = 9.0 ❆✴s

Ir❡♣✱t♦♣ = 1.11 ❆, tr❡♣ = 1.83 s
∆I/∆t = 0.55 ❆✴s

Ir❡♣ = 0.84 ❆, tr❡♣ = 10.5 s

L❞❡❢❡❝t = 400 ➭♠

❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ❢♦r t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ P✶ ❞❡❢❡❝ts
♦❢ L ❂ ✹✵✵ ➭♠✳ ❈✉rr❡♥t r❛♠♣s r❡♣❛✐r ❞❡❢❡❝ts ❢❛st❡r ❛♥❞ ❛t ❤✐❣❤❡r Ir❡♣✱t♦♣✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t r❡♣❛✐r ✭❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✮ ✐s ❞♦♥❡ ❛t Ir❡♣ ❂ ✵✳✽✹ ❆ ❛♥❞ t❛❦❡s ✶✵✳✺ s✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r❛♠♣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r Ir❡♣✱t♦♣ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt❡r tr❡♣✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r s❤♦rt tr❡♣ ✭♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✮ ❜②

Qr❡♣ = R❞❡❢❡❝t

∫ t=tr❡♣

t=0
Ir❡♣ (t)

2dt ✭✽✳✶✹✮

■♥ ❊q✳ ✭✽✳✶✹✮ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② Qr❡♣ ✐s ❡❛r❧✐❡r r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r s❧♦♣❡s ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r

Ir❡♣✱t♦♣(t = tr❡♣)✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ▼♦ ✐s ✈✐s✉✲

❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✵✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r s❧♦♣❡s r❡♣❛✐r P✶ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❧❡ss ❤❡❛t

❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳

✭❛✮

✶✵✵ ➭♠

∆I ✴ ∆t ❂ ✵✳✺✺ ❆✴s ✭❜✮

✶✵✵ ➭♠

∆I ✴ ∆t ❂ ✾✳✵ ❆✴s

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✿ ▲❡ss ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❜② ❤✐❣❤❡r s❧♦♣❡ ✐♥ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣s✳ ❆s ❛ ❤✐❣❤❡r s❧♦♣❡ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ r❡♣❛✐r ❞✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❧❡ss ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ▼♦✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✾ ❢♦r t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ L ❂ ✹✵✵ ➭♠✳



✶✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❘❊P❆■❘ ❖❋ ❉❊❋❊❈❚■❱❊ P✶ ❙❈❘■❇■◆●

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ E ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ P✶ ❧✐♥❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐s❡❞✱ ❛s

Ir❡♣✱t♦♣ ♣❡r s❡ ❛❞❥✉sts t♦ L✳ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ Ir❡♣✱t♦♣ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✶ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s

❛♥❞ ❛ s❧♦♣❡ ♦❢ ✾✳✵ ❆✴s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✶✳✹

✵ ✵✳✵✺ ✵✳✶ ✵✳✶✺ ✵✳✷ ✵✳✷✺ ✵✳✸ ✵✳✸✺

I r
❡
♣
❛
✐r
❬❆
❪

tr❡♣❛✐r ❬s❪

L❞❡❢❡❝t = 400 ➭♠

tr❡♣ = 168 ♠s

L❞❡❢❡❝t = 300 ➭♠

tr❡♣ = 120 ♠s

L❞❡❢❡❝t = 145 ➭♠

tr❡♣ = 80 ♠s

∆I
∆t ❂ ✾✳✵ ❆

s

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶✿ ❈✉rr❡♥t r❛♠♣s ♣❡r s❡ ❛❞❥✉st Ir❡♣✱t♦♣ t♦ L ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ Qr❡♣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ Ir❡♣✱t♦♣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤ L✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣s ❢r❡❡s

♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t ♥✉♠❜❡r ♣❡r P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✱ ❛s ■

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✽✳✷✳✹✳✹ ❘❡♣❛✐r ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❋❛✐❧✉r❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ s❤♦✇ ❤♦✇ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣s ❛❞❥✉st t❤❡ r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❢❡❝ts ♣❡r P✶

s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✱ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r t✇♦ P✶ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✷✳ ❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡

♦❢ ❛ P✶ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❞❡❢❡❝t✳ ◆♦t❡

t❤❛t ❡❛❝❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r

t❤❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s ❛r❡

L = 280 ➭♠ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t✱ L = 580 ➭♠ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ❞❡❢❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

❞❡❢❡❝ts ✐s ✶✻ ♠♠✳

■♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❢♦r t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝ts ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞

s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

t❤❛t t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ s♣❧✐ts ✉♣ ✐♥t♦ I✶ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ I✷ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✐❣❤t

❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② R❉✶ ❛♥❞ R❉✷✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼♦ s❤❡❡t r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❜②

R▼♦✱✶ ✳✳✳ R▼♦✱✹✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡

I1
I2

=
R▼♦✱✷ +R❉✷ +R▼♦✱✸

R❉✶
. ✭✽✳✶✺✮

❍❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s✱ R❉✶ ❛♥❞ R❉✷ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t❛❝t ♣✐♥s ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❞❡❢❡❝t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s
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R❉✱✐ << R▼♦✱❥ ❢♦r i = 1, 2 ❛♥❞ j = 1...4✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t

I1 >> I2 ✭✽✳✶✻✮

❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t ✐s r❡♣❛✐r❡❞ ✜rst✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t ✐♥

❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❝✮✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✐❣❤t ❞❡❢❡❝t ❜❡❝♦♠❡s I✷ = Ir❡♣ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♣❛✐r❡❞ P✶ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❞✮✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❡✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ r❡♣❛✐r t✐♠❡ tr❡♣ ≈

82 ♠s✳ ❆ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ♦❢ Ir❡♣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t ✐s r❡♣❛✐r❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡

r❡♣❛✐r ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❞❡❢❡❝t t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛❜r✉♣t❧② st♦♣s ❛t t = tr❡♣✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ♦❢ Ir❡♣ ❛❢t❡r t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧

r❡s✐st❛♥❝❡ Rt♦t ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❜✮✱

❜❡❢♦r❡ r❡♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t✱ ❤❛s ❛ t♦t❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢

Rt♦t✱✉♥r❡♣ = R▼♦✱✶ +
R❉✶ (R▼♦✱✷ +R❉✷ +R▼♦✱✸)

R❉✶ +R▼♦✱✷ +R❉✷ +R▼♦✱✸
+R▼♦✱✹, ✭✽✳✶✼✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❝✮ ❛❢t❡r t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t ❤❛s ❛ t♦t❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢

Rt♦t✱r❡♣✱❉✶ = R▼♦✱✶ +R▼♦✱✷ +R❉✷ +R▼♦✱✸ +R▼♦✱✹, ✭✽✳✶✽✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ Rt♦t✱✉♥r❡♣ < Rt♦t✱r❡♣✱❉✶✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ δt✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛

t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❢r♦♠ t− t♦ t+ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ r❡♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t ❛t t = tr❡♣✱❉✶ ❜②

t− = tr❡♣✱❉✶ − δt/2 ✭✽✳✶✾✮

t+ = tr❡♣✱❉✶ + δt/2, ✭✽✳✷✵✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡♣❛✐r ✈♦❧t❛❣❡ Vr❡♣ ♦❢ ♦✉r ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❜②

Vr❡♣
(

t−
)

= Vr❡♣
(

t+
)

= Vr❡♣ (tr❡♣✱❉✶) . ✭✽✳✷✶✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ❢♦r t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ r❡♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t

Ir❡♣
(

t−
)

=
Vr❡♣ (tr❡♣✱❉✶)

Rt♦t✱✉♥r❡♣
> Ir❡♣

(

t+
)

=
Vr❡♣ (tr❡♣✱❉✶)

Rt♦t✱r❡♣✱❉✶
, ✭✽✳✷✷✮

✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ❜♦t❤ t❤❡ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ♦❢ Ir❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❛♠♣✬s s❧♦♣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❡✮ ❛❢t❡r

t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❛✐r❡❞✳

■t ❛❝t✉❛❧❧② ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡❢❡❝t ✐s r❡♣❛✐r❡❞ ✜rst✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧✇❛②s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ s♠❛❧❧❡r r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✇❛s r❡♣❛✐r❡❞

✜rst ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s s♦✉♥❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡ ✇❛s r❡♣❛✐r❡❞ ✜rst ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

❣❡♦♠❡tr✐❡s✮✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ Ir❡♣ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✭❡✮ ✇♦✉❧❞ ❧♦♦❦ s✐♠✐❧❛r✳
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❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t❛❝t ♣✐♥ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t s♠❛❧❧ ♠❡❛♥s ❦❡❡♣✐♥❣ Vr❡♣ s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡r❡✲

❢♦r❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛♥❣❡r ♦❢ ❛r❝✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✐♥❧✐♥❡ r❡♣❛✐r s❡t✉♣ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

❝♦♥t❛❝t ♣✐♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ▼♦ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝✲

t✐✈❡❧② ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❛r❝✐♥❣ ❡✛❡❝t✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡❧✐❛❜❧② ②✐❡❧❞s ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥② ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧✿ ✐❢ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

r❡♣❛✐r❡❞✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❛✐r❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ Ir❡♣✳

✽✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛♥❞ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❛r✲

❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♣❛✐r ❢❛✉❧t② P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣s✱ ❛ r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss ✐s r❡❛❧✐s❡❞ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❝♦♥st❛♥t❧② r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s st❛t✐st✐❝❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛✛❡❝t❡❞ P✶ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♦r s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✽✳✸ ❚❤❡r♠❛❧ ❘❡♣❛✐r

✽✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ▼♦ ❧❛②❡r ❛r❡ ❤❡❛t❡❞ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t

✼✵✵◦❈✳ ■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ✇✐t❤✐♥ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ♠❛♥✐❢❡st ❛ ❢r❛❝t✉r❡ ❛❢t❡r

❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❢r❛❝t✉r❡ ✐s ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■

❞✐s❝✉ss t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥✱ ❛♥❞ ■ ♣r❡s❡♥t ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢r❛❝t✉r❡s ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss ✐♥ t❤❡

▼♦✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s ■ ♣r❡s❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ♦❢ P✶ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ ■ s❤♦✇

❤♦✇ t❤❡ ❢♦✉♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r✳

✽✳✸✳✷ ❙tr❡ss ❛♥❞ ❙tr❛✐♥ ❚❤❡♦r②

❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ▼♦✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ▼♦ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡

t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ t❡st ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡

str❡ss✲str❛✐♥ t❡sts ♦❢ ▼♦ ❛♥❞ ✢♦❛t ❣❧❛ss ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s

♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▼♦ ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛s ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳✸✳✸✳



✶✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❘❊P❆■❘ ❖❋ ❉❊❋❊❈❚■❱❊ P✶ ❙❈❘■❇■◆●

■♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞ ✐s t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❡♥s✐❧❡✲t❡st

♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❬✶✹✵✕✶✹✷❪✳ ❋♦r ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛ str❡ss✲

str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❞r❛✇♥✳ ❚❤❡ str❡ss σ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

σ =
Ft❡♥s✐❧❡

A
, ✭✽✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Ft❡♥s✐❧❡ ✐s t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❢♦r❝❡ ♦♥t♦ ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ A ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s t❡st❡❞✳ ❚❤❡

str❛✐♥ ♦r ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ǫ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ǫ =
∆L

L0
, ✭✽✳✷✹✮

✇❤❡r❡ ∆L ✐s t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✬s ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ L0 ✐s ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❆ t❡st s♣❡❝✐♠❡♥

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❛r❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✳

L0

A0

✭❛✮

A1

∆L0−1

A2

A3

A4

A5

❙tr❛✐♥ ǫ

❙t
r❡
ss

σ

∆σ

∆ǫ

ǫ❋

r❡✈❡rs✐❜❧❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

◆❖◆

♥❡❝❦✐♥❣

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮

✭❡✮

✭❢✮

✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮

✭❢✮

✭❛✮

✭❜✮

r❡✈❡rs✐❜❧❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

E = ∆σ
∆ǫ

σ❯❚❙

σ❢
σ②✐❡❧❞

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ str❡ss✲str❛✐♥✲t❡st✳ ❆ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s str❡ss❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛✮ ✲ ✭❢✮✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t str❡ss✲str❛✐♥✲❞✐❛❣r❛♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt
❬✶✹✸❪✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❡ str❡ss σ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ǫ✳ ❚❤❡

s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣✉r❡ t❡♥s✐❧❡ ❢♦r❝❡ Ft❡♥s✐❧❡ ❬✶✹✹❪✳

P♦s✐t✐♦♥ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ L0 ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❇❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡r❡ ✐s

t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss σ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ str❛✐♥ ǫ✳ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r



✽✳✸✳ ❚❍❊❘▼❆▲ ❘❊P❆■❘ ✶✶✾

s❧♦♣❡ E✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❬✶✹✺❪✱ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♦♥ ❜②

E =
∆σ

∆ǫ
. ✭✽✳✷✺✮

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♦♥ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛

A0 < A1 < A2✳

❆t ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❝✮ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❧✐♠✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❧✐♠✐t

✐♥ ✭❝✮✱ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ ✭❛✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥② str❡ss ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝

❧✐♠✐t ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ✐t t♦ ❞❡❢♦r♠ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧②✳

P♦✐♥t ✭❝✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ σ②✐❡❧❞✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ str❡ss

s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ ♣♦✐♥t ✭❝✮ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✽✳✶✸✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭✐t ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ s♠❛❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ǫ✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✭✐t

✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✮ ■ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡

②✐❡❧❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ r❡❢❡r t♦ ❬✶✹✻❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳

❋r♦♠ ♣♦✐♥t ✭❞✮ t♦ ✭❡✮ t❤❡ str❡ss r✐s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❜✉t t❤❡ s❧♦♣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛

♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♣♦✐♥t ✭❡✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ ✭❞✮ t♦ ✭❡✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ✭❡✮ ✐s

❝❛❧❧❡❞ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ σ❯❚❙✳ ❚❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❝✮ t♦ ✭❡✮ ✐s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ A3 = A4 = A5✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ σ❯❚❙ ✐♥ ✭❡✮ ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ A ❞❡❝r❡❛s❡s

♦♥❧② ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡

♣❤❛s❡ ❢r♦♠ ✭❡✮ t♦ ✭❢✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥❡❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ str❡ss r❡❞✉❝❡s s❧✐❣❤t❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡❝❦✐♥❣ ♣❤❛s❡✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❬✶✹✸✱ ✶✹✺❪✳ ❆t ♣♦✐♥t ✭❢✮ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜r❡❛❦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

str❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ str❡ss σ❢✳

❇♦t❤ t❤❡ str❛✐♥ ǫ♣❡r♣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ ✭♣✉❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✮

❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ ǫ♣❛r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ str❡ss✲str❛✐♥ t❡sts ❬✶✹✷❪✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢

t❤❡ t✇♦ str❛✐♥s

ν =
ǫ♣❡r♣
ǫ♣❛r

✭✽✳✷✻✮

✐s ❝❛❧❧❡❞ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ν✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ǫ♣❡r♣ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ❢r♦♠ A0 t♦

A5 ✭✜rst ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ♥❡❝❦✐♥❣ r❡❣✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ str❛✐♥ ǫ♣❛r ❝❛✉s❡s ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠ L0 t♦ L5✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ str❡ss✲str❛✐♥ t❡sts ❢♦r

❞❡♣♦s✐t❡❞ ▼♦ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ✢♦❛t ❣❧❛ss ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✳
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✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str❡ss✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ǫ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥t♦ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s

s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜②

ǫ❣❧❛ss✲① = ǫ❣❧❛ss✰① = ǫ❣❧❛ss✲② = ǫ❣❧❛ss✰② = ǫ❣❧❛ss ✭✽✳✸✷✮

ǫ▼♦
✲① = ǫ▼♦

✰① = ǫ▼♦
✲② = ǫ▼♦

✰② = ǫ▼♦ ✭✽✳✸✸✮

ǫ❣❧❛ss = ǫ▼♦. ✭✽✳✸✹✮

❲❡ ♥❡❣❧❡❝t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❬✶✹✸✱ ♣✳ ✸✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥s ǫ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜②

ǫ❣❧❛ss = α❣❧❛ss∆T +
σ❣❧❛ss

E❣❧❛ss
− ν❣❧❛ss

σ❣❧❛ss

E❣❧❛ss
✭✽✳✸✺✮

ǫ▼♦ = α▼♦∆T +
σ▼♦

E▼♦
− ν▼♦ σ

▼♦

E▼♦
. ✭✽✳✸✻✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✽✳✸✶✮✱ ✭✽✳✸✺✮✱ ❛♥❞ ✭✽✳✸✻✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✽✳✸✹✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ str❡ss❡s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡

❣❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ❜②

σ❣❧❛ss =
∆TE▼♦

(

α▼♦ − α❣❧❛ss
)

E▼♦

E❣❧❛ss (1− ν❣❧❛ss) + A❣❧❛ss

A▼♦ (1− ν▼♦)
✭✽✳✸✼✮

σ▼♦ =
∆TE❣❧❛ss

(

α❣❧❛ss − α▼♦
)

E❣❧❛ss

E▼♦ (1− ν▼♦) + A▼♦

A❣❧❛ss (1− ν❣❧❛ss)
. ✭✽✳✸✽✮

❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✐s d❣❧❛ss = 3 ♠♠ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ▼♦ ✐s d▼♦ = 500 ➭♠✱ ❤❡♥❝❡A▼♦/A❣❧❛ss ≈ 0

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦ str❡ss ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r ♦♥t♦ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡✳ ■♥✲

s❡rt✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α▼♦ = 5.2× 10−6 ✶✴❑ ❬✶✶✾❪ ❢♦r ▼♦ ❛♥❞ α❣❧❛ss = 9.1×10−6

✶✴❑ ❬✶✷✵❪ ❢♦r ✢♦❛t ❣❧❛ss ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✽✳✸✽✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss σ▼♦ ✐♥ t❤❡

▼♦ ❧❛②❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ∆T ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ▼♦✬s ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ σ▼♦
②✐❡❧❞ ≈ 0.62 ●P❛ ❬✶✹✼❪ ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②∆T = 350 ❑✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ❛♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✹ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ σ▼♦
❯❚❙ ≈ 0.76 ●P❛ ❬✶✹✼❪ ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②∆T = 400 ❑✱

✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡s ❧✐❦❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❝❛✉s❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ∆T ≈ 650 ❑ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

σ▼♦
❈■●❙ ≈ 187% σ▼♦

②✐❡❧❞ ≈ 152% σ▼♦
❯❚❙. ✭✽✳✸✾✮

■♥ r❡❛❧✐t② t❤❡ str❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♦ ✐s ❧❡ss ❞✉❡ t♦ ✇❛r♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ str❡ss

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❬✶✶✱ ✶✹✸❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t

t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ▼♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❤❛♠♣❡rs t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤
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❙
tr
❡
ss
σ
❬●
P
❛
❪

∆T ❬❑❪

σ▼♦
②✐❡❧❞

σ▼♦
❯❚❙

σ▼♦

σ▼♦
❈■●❙ ❞✉r✐♥❣

❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻✿ ❋✐rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss σ▼♦ ✐♠♣♦s❡❞
❜② t❤❡ ❣❧❛ss ♦♥t♦ t❤❡ ▼♦ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ σ▼♦

②✐❡❧❞ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ∆T = 350 ❑✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ σ▼♦

❯❚❙ r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡s ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ∆T = 400 ❑✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❈■●❙ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t❛❦❡s
♣❧❛❝❡ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ∆T = 650 ❑ ✇✐t❤ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼♦ ❛♥❞ ❈■●❙ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❢♦r t❤❡

❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✱ ♥❛♠❡❧② ✇❛r♣✐♥❣ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r

❧❛②❡r✱ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ✐♥t❛❝t ▼♦ ❧❛②❡r ♠❛② s❤♦✇ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜✉t ♥♦t ❢r❛❝t✉r❡s✱ ❛s

❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✹✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ ❧✐♥❡s t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛s ❛ t❤✐♥ ❜♦♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣

t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ▼♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❜② ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ♦r❞❡r ❜♦t❤ ❧♦♥❣❡r✱ ♥❛♠❡❧② ✶✳✷ ♠ ✈❡rs✉s

s♦♠❡ ➭♠✱ ❛♥❞ ✇✐❞❡r✱ ♥❛♠❡❧② ✹ ♠♠ ✈❡rs✉s ❛❜♦✉t ✺✵ ➭♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t

✐♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ t✇♦ ▼♦ ❝❡❧❧ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❝❛♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡ss ♦♥ ❛

✜❣✉r❛t✐✈❡❧② ✈❡r② ✇❡❛❦ ❜♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❢r❛❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s ♦✉r

❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇✳

✽✳✸✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣

❚❤❡ P✶ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ■ s❤♦✇ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✉♣ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

✶✵✵ ➭♠ ♦❝❝✉r ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s❝r✐❜✐♥❣

❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶ ♠♠ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss s✐❞❡ ✇❤✐❝❤

❛❜s♦r❜s t❤❡ ❧❛s❡r ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❣❧❛ss s✐❞❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❬✹✶✱ ✹✷❪✳ ❇❡s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❈■●❙ ♠♦❞✉❧❡s ✇❡r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡

❬✸✸❪✳

❚❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❊▲✱ ✇❤❡r❡ ❛❢t❡r ❜✐❛s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣❛✉s❡ ♣❡r✐♦❞

✇❛s ❦❡♣t ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❊▲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥t✐❧ δV/δt ≈ 0✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡t❛✲

st❛❜❧❡ tr❛♥❝✐❡♥❝❡s ❬✽✸❪✳









✽✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ✶✷✼

♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❚❤❡ r✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦r❞

♦♥❧② t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ▼♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢r❛❝t✉r❡ ✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛r❦ s✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❖✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ②✐❡❧❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✇✐❞t❤ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s s✉✣❝✐❡♥t ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹ ➭♠✳

❚❤✉s✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ tr❡❛t♠❡♥t t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❧❛②❡r

❛❧❧♦✇s ✉s t♦ t❤❡r♠❛❧❧② r❡♣❛✐r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦♥❣❡r P✶ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❛❜♦✉t ✶ ♠♠ ✈❡rs✉s

✼✵ ➭♠✳

✽✳✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜② ❢r❛❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳

❆ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣

❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ❛s ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ▼♦✳

■ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r ♦✉r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t r❡♣❛✐r ♦❢ P✶ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ♦❢

✉♣ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✼✵ ➭♠ ❧❡♥❣t❤✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♦❧✐♥❣✮ r❛♠♣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐s✐♥❣ ❈■●❙ ❧❛②❡r ❛♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ♦❢ P✶ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s

♦❢ ✉♣ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶ ♠♠ ❧❡♥❣t❤✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❛t ♠❡❛♥ ❢r❛❝t✉r❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹ ➭♠ ❝❛♥ s✉✣✲

❝✐❡♥t❧② ✐♥s✉❧❛t❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ▼♦ ❜❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

P✶ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐❞t❤✱ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡

❛❝t✐✈❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳

✽✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ P✶ ❞❡❢❡❝ts✿ ❛ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

r❡♣❛✐r✳

❚❤❡ ❢♦rt✉♥❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡

❞✉r✐♥❣ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✉♣ t♦ L❞❡❢❡❝t ≈ 60 ➭♠✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳✸✳✻ ■ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ❈■●❙ ❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ s❝r✐❜✐♥❣✱ ✐s t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ❝❛♥ r❡♣❛✐r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❧♦♥❣❡r P✶ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✭✶ ♠♠ ✈❡rs✉s ✻✵ ➭♠✮✱ ♠♦st

❧✐❦❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈■●❙ ❧❛②❡r ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ r❡♣❛✐r ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐s❡s t❤❡ ▼♦

✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡rs ✽✳✸✳✺ ❛♥❞ ✽✳✸✳✻✮✳



✶✷✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❘❊P❆■❘ ❖❋ ❉❊❋❊❈❚■❱❊ P✶ ❙❈❘■❇■◆●

■ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ r❡♣❛✐r ♦❢ P✶ s❝r✐❜✐♥❣

❧✐♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶ ♠♠ ❧❡♥❣t❤✱ ♠❛❦❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛ r❡♣❛✐r

t♦♦❧ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❡✳

❚❤❡ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡s t❤❛t ■ ♦❜s❡r✈❡ ❛r❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹ ➭♠ ✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡

P✶ ❧❛s❡r ❧✐♥❡s ❛r❡ ♦❢ ✹✺ ➭♠ ✇✐❞t❤✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❢r❛❝t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❧❛s❡r ❧✐♥❡s

♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ❛s ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▲ ✐♠❛❣❡s

♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✽✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ P✶ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❛❞ ❛r❡❛ ❧♦ss ♣❡r s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝✉rr❡♥t Ir❡♣ ✐s

❞r✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝t ✉♥t✐❧ t❤❡ ▼♦ r❡♠♥❛♥t ✐s ♠❡❧t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r

✇♦r❦s ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s ✉♣ t♦ L❞❡❢❡❝t ≈ 1 ♠♠✱ t♦♦✳

▼② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t r❛♠♣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶✮ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

r❡♣❛✐r ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② s❡❧❢✲❛❞❥✉st❡❞ ❤✐❣❤❡st r❡♣❛✐r ❝✉rr❡♥t Ir❡♣✱t♦♣✳

❆ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ✐s t❤❛t ❢♦r Ir❡♣ > 0 ❆ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐❢

t❤❡r❡ ❛r❡ P✶ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❛❧❧✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ P✶ ❧✐♥❡s t❤❡② ❛r❡✱ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❝✉rr❡♥t ❜r❡❛❦

❞♦✇♥s✱ ❤♦✇ ♠✉❝❤ P✶ ❞❡❢❡❝ts ♣❡r P✶ ❧✐♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❛✐r❡❞✳



❈❤❛♣t❡r ✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

■ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ❛s ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t♦♦❧s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✈❛r✐♦✉s ❞❡❢❡❝ts t❤❛t

❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ▼② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞❡❢❡❝ts s❤♦✇s

t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡❢❡❝t ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❛

r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥s✐❣❤t ✐s t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦

❞❡s✐❣♥ ❢✉t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❜♦t❤ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t❤❡

♠♦❞✉❧❡ ♥❡❡❞s ♦♥❧② t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ♦✈❡r❧❛②❡❞✳ ❚❤❡ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠✐♥✉t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞s t❤❡

❝✉rr❡♥t ❈■●❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡ t✐♠❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ❛ ♠✐♥✉t❡✱ ✐s ♥♦ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r ❛ q✉❛❧✐t②

❝♦♥tr♦❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤

r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❛t❝❤ t❤❛t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡ ♥❡①t ❝♦♥s❡q✉❡♥t st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s❝❛♥s t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡❢❡❝t ♣❛tt❡r♥s✳

■ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❝r✐❜✐♥❣ t♦♦❧ ❝♦♥t❛❝t ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ P✷ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇❡❛r ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❣r❛✈❡r t✐♣ ✇✐t❤ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❙❊▼✮ ❛♥❞

❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲r❛② ✭❊❉❳✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❝r✐❜✐♥❣ t♦♦❧

❝♦♥t❛❝t ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❛❝t♦r ✷✲✸ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

r❡q✉✐r❡❞✳ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❛♣♣❧② t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥t❛❝t ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❣r❛✈❡r ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥t❛❝t t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✇❛✈✐♥❡ss

♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✇❛r♣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙

❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥t❛❝t t♦♦❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇❡❛r ♦❢ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛✈❡rs✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❧❡❛❞ ❡✈❡♥ ❡❛r❧✐❡r t♦ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ P✷ ❛♥❞ P✸ s❝r✐❜✐♥❣✱ ✐❢

t❤❡ ❣r❛✈❡r ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥ t✐♠❡✳

▼② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❈❞❙

❧❛②❡r ❝♦✈❡r ❡❛s✐❧② r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s ♦r ✜❧❧ ✉♣ ❝❛✈✐t✐❡s ❧✐❦❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ▼♦ ♦r t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ❈❞❙ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛t❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉r❢❛❝❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s♣✉tt❡r❡❞ ✐✲❩♥❖ t♦

❢♦r♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ✉♥❜r♦❦❡♥ ❧❛②❡r t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❩♥❖✿❆❧ ❛♥❞ ❈❞❙✱ ♦r ❜❡t✇❡❡♥

❩♥❖✿❆❧ ❛♥❞ ▼♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❈■●❙

♠♦❞✉❧❡s st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❊▲ ✐♠❛❣❡s r❡✈❡❛❧

♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ♠❛② ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦

✶✷✾



✶✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❖❯❚▲❖❖❑

✈♦❧t❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡✐r ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ✇❡❧❧ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐✲❩♥❖✴❈❞❙

❜✉✛❡r ❧❛②❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s

♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❈❞✲❢r❡❡

❜✉✛❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛❧s♦ s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❞❡❢❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤ L❞❡❢❡❝t ♦❢ P✶✱ P✷✱ ❛♥❞ P✸ ❞❡❢❡❝ts str♦♥❣❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ s❝r✐❜✐♥❣

❞❡❢❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞❡❢❡❝t

❣❡♦♠❡tr②✱ s❤✉♥t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦✐♥t

❞❡❢❡❝t t②♣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝t r❡s✐st✐✈✐t②✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t r❡s✐st❛♥❝❡✳ ■♥

❊▲ ❛♥❞ ❉▲■❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧② ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛

r❡❧✐❛❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥❧② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✐♥❛❝t✐✈❡ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡

❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ s❤✉♥t✐♥❣ ♦♥❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈✉✲r✐❝❤ ❞❡❜r✐s ♥♦t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr② ❜✉t

✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ♦r ♦♥ t❤❡ P✶ ❧✐♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐ts r❡❧✐❛❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

▼② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

♦❢ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❞✉r❛t✐♦♥ t s❝❛❧❡s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s n t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜② t ∝ n1.08✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r

✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ✉s❛❣❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡

✉s❛❣❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ r✉♥t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♠② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✻❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t✇♦ ✇❛②s t♦ r❡♣❛✐r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ P✶ ❧✐♥❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝✲

tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❈■●❙

❝♦✲❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡

♣r♦✈❡♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❤❡❛t❡❞ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ P✶ ❞❡❢❡❝ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

✐♥❤❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✇♦r❦s ♦♥❧② ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s ✉♣ t♦ L❞❡❢❡❝t ≈ 60 ➭♠ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐✲

❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐s✐♥❣ ❈■●❙ ❧❛②❡rs ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t✮✱ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ✇♦r❦s ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s

❡✈❡♥ ✉♣ t♦ L❞❡❢❡❝t ≈ 1 ♠♠ ✭❤❡r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐s✐♥❣ ❈■●❙ ❧❛②❡r ✐s ♠✐ss✐♥❣✮✳ ▼② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡

t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ②✐❡❧❞ t❤❛t ❢r❛❝t✉r❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✹ ➭♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♥s✉❧❛t❡ t❤❡ ▼♦ ❜❛❝❦

❝♦♥t❛❝ts ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t P✶ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✺ ➭♠ ❝❛♥ ❜❡

❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❛❞ ❛r❡❛ ❧♦ss ♣❡r s❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡

t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r✱ ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❧t✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡

▼♦ r❡♠♥❛♥t ❛t t❤❡ P✶ ❞❡❢❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r

②✐❡❧❞ t❤❛t ✐t ✐s ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ❧❡♥❣t❤s ✉♣ t♦ L❞❡❢❡❝t ≈ 1 ♠♠ ❛s t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧

r❡♣❛✐r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱ ❧♦❝❛t✐♥❣ ❛✛❡❝t❡❞

s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ♣❡r ❛✛❡❝t❡❞ s❝r✐❜✐♥❣ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ ✇❤✐❝❤

❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ r❡♣❛✐r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡♣❛✐r ❤❛✈❡

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥❧✐♥❡ r❡♣❛✐r t♦♦❧ ✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱

❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ P✶ s❤✉♥t ♣r❡✈❡♥t✐♦♥✳



▲✐st ♦❢ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❏♦✉r♥❛❧s

✶
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❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❞♦♥❡ ❛s ▲❯ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❬✾✾✕✶✵✶❪ ✇❤✐❝❤ ■ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ♠② ◆❙▼✱ t♦♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐ts ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛

♠❛tr✐① M ∈ R
3①3✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
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











x1

x2

x3






=







z1

z2

z3







t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠② ◆❙▼ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✭❆✳✶✮ ✇✐t❤ t✇♦

❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s [L1] ❛♥❞ [L2]✳ ❚❤❡ ✜rst ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

[

L1

] [

M
] [

x
]

=
[

z(2)
]

✭❆✳✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❞❡t❛✐❧







1 0 0

−l
(1)
21 1 0

−l
(1)
31 0 1













m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33













x1

x2

x3






=







z
(1)
1

z
(2)
2

z
(2)
3













m1
11 m

(1)
12 m

(1)
13

0 m
(2)
22 m

(2)
23

0 m
(2)
32 m

(2)
33













x1

x2

x3






=







z
(1)
1

z
(2)
2

z
(2)
3







[

M2

] [

x
]

=
[

z(2)
]

✭❆✳✸✮

❛♥❞ ②✐❡❧❞s ❛ ♠❛tr✐① [M2] ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇ ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❡♥tr② ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ r♦✇✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
[

L2

] [

M2

] [

x
]

=
[

z(3)
]

✭❆✳✹✮

✶✸✺



✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❞❡t❛✐❧







1 0 0

0 1 0

0 −l
(2)
32 1













m1
11 m

(1)
12 m

(1)
13

0 m
(2)
22 m

(2)
23

0 m
(2)
32 m

(2)
33













x1

x2

x3






=







z
(1)
1

z
(2)
2

z
(3)
3













m1
11 m

(1)
12 m

(1)
13

0 m
(2)
22 m

(2)
23

0 0 m
(3)
33













x1

x2

x3






=







z
(1)
1

z
(2)
2

z
(3)
3







[

M3

] [

x
]

=
[

z(3)
]

✭❆✳✺✮

❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s [L1] ❛♥❞ [L2] ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

❢❛❝t♦rs li,j ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

li,j =
mi,j

mj,j
✭❆✳✻✮

■♥ ❊q✳ ✭❆✳✺✮ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛♥ ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① [U ] ❜②

[

M3

]

=







m1
11 m

(1)
12 m

(1)
13

0 m
(2)
22 m

(2)
23

0 0 m
(3)
33






=
[

U
]

=







u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33






✭❆✳✼✮

❛♥❞ ❊q✳ ❆✳✼ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜②

x3 =
1
u33

z
(3)
3

x2 =
1
u22

[

z
(2)
2 − u23x3

]

x1 =
1
u11

[

z
(1)
1 − u13x3 − u12x2

]

✭❆✳✽✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① M ∈ R
n①n ❛s

xi =



























1
ui,i

·

[

z
(i)
i −

n−1
∑

i

ui,i+1 · xi+1

]

, ❢♦r i < n

1
ui,i

· z
(i)
i , ❢♦r i = n

✭❆✳✾✮

❚❤❡ t✇♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ❆✳✷ ❛♥❞ ❊q✳ ❆✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜②

[

L1

] [

L2

] [

M
]

=
[

U
]

✭❆✳✶✵✮

❇r✐♥❣✐♥❣ ❜♦t❤ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✇✐t❤

[

L
]

=
[

L−1
1

] [

L−1
2

]

✭❆✳✶✶✮



②✐❡❧❞s
[

M
]

=
[

L
] [

U
]

✭❆✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐ts ♥❛♠❡✿ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ ❛ ▲❯✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ [M ] ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱

t❤❡♥ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

[

L
] [

y
]

=
[

z
]

✭❆✳✶✸✮

[

U
] [

x
]

=
[

y
]

✭❆✳✶✹✮

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r [x]✳ ❊q✳ ✭❆✳✶✸✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❊q✳ ✭❆✳✶✹✮ ✐♥

❜❛❝❦✇❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✜♥❛❧❧② ②✐❡❧❞s t❤❡ ✈❡❝t♦r [x] ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝✉rr❡♥ts Iik ♦❢ ♠② ◆❙▼✳

❚❤❡ ♠❛tr✐① [y] ✐s ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② s♦❧✈❡ ❢♦r [x]✳

❚❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t♦ s❛② ❛❜♦✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥ ③❡r♦ ♣✐✈♦ts akkk
❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♣✐✈♦t✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❇✉t ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❣♦ ❢❛r ❜❡②♦♥❞

t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❬✾✾✕✶✵✶❪✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❉✳ ▼✳ ❈❤❛♣✐♥✱ ❈✳ ❙✳ ❋✉❧❧❡r✱ ❛♥❞ ●✳ ▲✳ P❡❛rs♦♥✱ ❏✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ✷✺✭✺✮✱ ♣❛❣❡ ✻✼✻✕✻✼✼✱ ✶✾✺✹✳

❬✷❪ ❆✳ ▲✉q✉❡ ❛♥❞ ❙✳ ❍❡❣❡❞✉s✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❲✐❧❡②✱ ✷♥❞

❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✶✶✳

❬✸❪ P✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❉✳ ❍❛r✐s❦♦s✱ ❘✳ ❲✉❡r③✱ ❲✳ ❲✐s❝❤♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ▼✳ P♦✇❛❧❧❛✱ P❤②s✐❝❛ ❙t❛t✉s ❙♦❧✐❞✐

✭❘❘▲✮ ✽✭✸✮✱ ♣❛❣❡ ✷✶✾✕✷✷✷✱ ✷✵✶✹✳

❬✹❪ ▼✳ ❆✳ ●r❡❡♥✱ ❑✳ ❊♠❡r②✱ ❨✳ ❍✐s❤✐❦❛✇❛✱ ❲✳ ❲❛rt❛✱ ❛♥❞ ❊✳ ❉✳ ❉✉♥❧♦♣✱ Pr♦❣✳ ✐♥ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s

✷✷✭✼✮✱ ♣❛❣❡ ✼✵✶✕✼✶✵✱ ✷✵✶✹✳

❬✺❪ ❆✳ ❈❤✐r✐❧➔✱ P✳ ❘❡✐♥❤❛r❞✱ ❋✳ P✐❛♥❡③③✐✱ P✳ ❇❧♦❡s❝❤✱ ❆✳ ❘✳ ❯❤❧✱ ❈✳ ❋❡❧❧❛✱ ▲✳ ❑r❛♥③✱ ❉✳ ❑❡❧❧❡r✱

❈✳ ●r❡t❡♥❡r✱ ❍✳ ❍❛❣❡♥❞♦r❢❡r✱ ❉✳ ❏❛❡❣❡r✱ ❘✳ ❊r♥✐✱ ❙✳ ◆✐s❤✐✇❛❦✐✱ ❙✳ ❇✉❡❝❤❡❧❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ◆✳ ❚✐✇❛r✐✱

◆❛t✉r❡ ▼❛t❡r✐❛❧s ✶✷✭✶✷✮✱ ♣❛❣❡ ✶✶✵✼✕✶✶✶✶✱ ✷✵✶✸✳

❬✻❪ ❇✳ ❊✳ P✐❡t❡rs✱ ■❊❊❊ ❏✳ P❤♦t♦✈♦❧t✳ ✶✭✶✮✱ ♣❛❣❡ ✾✸✕✾✽✱ ✷✵✶✶✳

❬✼❪ ❚✳P✳ ❙❡✇❛r❞ ❛♥❞ ❚✳ ❱❛s❝♦tt✱ ❍✐❣❤ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ▼❡❧t Pr♦♣❡rt✐❡s ❉❛t❛❜❛s❡ ❢♦r Pr♦❝❡ss ▼♦❞❡❧✐♥❣✳

❲✐❧❡②✱ ❍♦❜♦❦❡♥ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ✷✵✵✻✳

❬✽❪ ❑✳ ❖r❣❛ss❛✱ ❍✳ ❲✳ ❙❝❤♦❝❦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ❲❡r♥❡r✱ ❚❤✐♥ ❙♦❧✐❞ ❋✐❧♠s ✹✸✶✲✹✸✷✱ ♣❛❣❡ ✸✽✼✕✸✾✶✱ ✷✵✵✸✳

❬✾❪ ❏✳ ▼❛❧♠strö♠✱ ❙✳ ❙❝❤❧❡✉ss♥❡r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❙t♦❧t✱ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ✽✺✭✶✸✮✱ ♣❛❣❡ ✷✻✸✹✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✵❪ ▼✳ ●❧♦❡❝❦❧❡r ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❙✐t❡s✱ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❧✐❞s ✻✻✱ ♣❛❣❡ ✶✽✾✶✕✶✽✾✹✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✶❪ ❘✳ ❙❝❤❡❡r ❛♥❞ ❍✳ ❲✳ ❙❝❤♦❝❦✱ ❈❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s✳ ❲■▲❊❨✲❱❈❍✱ ❲❡✐♥❤❡✐♠✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✷❪ ❲✳ ◆✳ ❙❤❛❢❛r♠❛♥✱ ❘✳ ❑❧❡♥❦✱ ❛♥❞ ❇✳ ❊✳ ▼❝❈❛♥❞❧❡ss✱ ❏✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ✼✾✭✾✮✱ ♣❛❣❡ ✼✸✷✹✕✼✸✷✽✱

✶✾✾✻✳

❬✶✸❪ ❙✳ ❍✳ ❲❡✐ ❛♥❞ ❆✳ ❩✉♥❣❡r✱ ❏✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ✼✽✭✻✮✱ ♣❛❣❡ ✸✽✹✻✕✸✽✺✻✱ ✶✾✾✺✳
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