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1. Einleitung

In dieser Arbeit behandle ich Boltzmanngleichungen im frithen Universum, welche ben&tigt werden,
um die Evolution des Universums zu beschreiben. Dabei betrachte ich zwei getrennte Probleme: Die
Beschreibung der kosmischen Hintergrundstrahlung mit Polarisation und die Leptogenese mit Fla-
voureffekten. Beide Beschreibungen gehen iiber klassische Boltzmanngleichungen fiir Teilchendichten
hinaus; die Verteilungsfunktion wird zu einer Matrix verallgemeinert.

Die polarisierten Boltzmanngleichungen der Photonen zur Berechnung der Hintergrundstrahlung
leite ich in einer gekriimmten Raumzeit aus der Hamilton-Entwicklung einer Dichtematrix ab. Die
Gleichungen, welche in der Literatur nur in erster Ordnung bekannt waren, werden dann bis zur
zweiten Ordnung in kosmologischer Storungstheorie (der Entwicklung um das homogene isotrope Uni-
versum) entwickelt. Diese Priizision ist notig, um den Untergrund zur B-Polarisation erster Ordnung
aus unterdriickten Tensorfluktuationen zu bestimmen.

In der Leptogenese reicht es aus, Raumzeiteffekte in fithrender Ordnung zu betrachten. Lokale Ef-
fekte spielen keine Rolle, die Expansion des Universums muss jedoch beriicksichtigt werden. Zur syste-
matischen Herleitung der Gleichungen mit Flavour, wird der CTP-Formalismus verwendet, in welchem
die Evolutionsgleichungen aus den Schwinger-Dyson-Gleichungen des konturgeordneten Propagators
hergeleitet werden. Dieser Ansatz ist deutlich allgemeiner als eine klassische Boltzmanngleichung, z.B.
treten in den Gleichungen Gedéchtniseffekte auf. Die Evolution des Systems héngt nicht nur von
dem aktuellen Zustand ab, sondern von der gesamten Geschichte des Systems. Durch Anwendung der
Gradientenentwicklung erhélt man Quantenboltzmanngleichungen, welche Flavour auf eine natiirliche
Weise beschreiben.

AuBlerdem untersuche ich die Kadanoff-Baym-Gleichungen eines skalaren Feldes, ohne die Annahme
der approximativen Translationsinvarianz, und entdecke neue spektrale Schalen, welche die nichtloka-
le Teilchen-Antiteilchen-Flavourkohiirenz beschreiben. Im Operatorformalismus zeigt sich, dass diese
Schalen fiir geflavourte Squeezed-States tatséichlich benttigt werden. Ich leite ihre Evolutionsgleichun-
gen her, welche auf Quantenskalen oszillieren.

Diese Gleichungen werden zur Beschreibung des frithen Universum benétigt, welches fiir das Verstéand-
nis der Physik von entscheidender Bedeutung ist. Zur Ubersicht stelle ich hier kurz die Entwicklung
unseres Universums dar.

Nach unserer Vorstellung entsteht das Universum durch einen Urknall, gefolgt von einer Phase der
exponentiellen Expansion, der Inflation. Diese 16st folgende Probleme:

1) Flachheitsproblem: Das Universum heutzutage ist sehr flach. Um dies ohne Inflation zu rea-
lisieren, miisste das Universum zu frithen Zeiten eine deutlich kleinere Kriimmung, von der
GroBenordnung K = 10754, gehabt haben; ein unnatiirlich kleiner Wert. Eine exponentielle
Expansion gliattet das Universum nachtréglich und 16st so das Fine-Tuning-Problem.

2) Horizontproblem: In der kosmischen Hintergrundstrahlung finden sich nur kleine Fluktuationen
von der Gréfienordnung 10~°; auf groBen Skalen ist die CMB homogen. Das Problem ist, dass nur
relativ kleine Gebiete der heute sichtbaren CMB zur Zeit der Entkopplung kausal verbunden
waren, also keine grofiriumige Thermalisierung des Plasmas stattgefunden haben kann. Die
Inflation 16st dieses Problem, indem sie ehemals kausal verkniipfte Gebiete durch die Expansion
stark vergrofiert.

Das einfachste Inflationsszenario ist die Slow-Roll-Inflation mit einem skalaren Feld ®, welches die

Eigenschaft: p + 3p < 0 < V(®) > (%2)? erfiillt. Ein Feld, dessen potentielle Energie die kinetische

Energie iibersteigt, erzeugt eine beschleunigte Expansion des Universums. Dies gilt fiir ein Feld, welches
in einem sehr flachen Potential langsam , herunterrollt®.
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Die restlichen Eigenschaften des Inflatons und das genaue Modell der Inflation sind weitgehend
unbekannt. Die Messung von Inflationsparametern, zum Beispiel die Amplitude der primordialen Gra-
vitationswellen, ist daher fiir das Versténdnis des Universums wichtig.

Ca. 10732 Sekunden nach dem Urknall endet die Inflation und das durch die Expansion stark
abgekiihlte Universum heizt sich durch Zerfille des Inflatons wieder auf. Die Quantenfluktuationen
des Inflatonfeldes induzieren kleine Anisotropien in das sonst hochgradig homogene Universum, welche
noch heute in der Hintergrundstrahlung zu sehen sind.

In unserem Universum finden wir heute fast keine Antimaterie mehr; es existiert eine deutliche
Materie-Antimaterie-Asymmetrie. Aus Symmetriegriinden wére allerdings ein ausgeglichenes Verhélt-
nis von Materie und Antimaterie zu erwarten. Um die Asymmetrie zu erkldren, miissen im frithen
Universum, nach der Inflation, Prozesse existieren, welche Materie gegeniiber Antimaterie bevorzu-
gen. Der genaue Mechanismus, welcher zur Erzeugung der Asymmetrie fiihrt, ist unbekannt, es gibt
allerdings verschiedene Szenarien. Die bedeutendsten sind die elektroschwache Baryogenese [55] 51, [14]
und die Leptogenese [32] [83]. In dieser Arbeit gehe ich in Kapitel [ auf die Leptogenese ein, in welcher
Zerfiille von schweren rechtshindigen Majorananeutrinos im frithen Universum einen Uberschuss an
Materie erzeugen. Dabei behandle ich insbesondere Flavoureffekte, welche je nach Energieskala der
Leptogenese eine wichtige Rolle spielen und bisher nur in gewissen Grenzfillen verstanden sind.

In der nachfolgenden Epoche kiihlt sich das Quark-Gluon Plasma durch die Expansion des Uni-
versums ab. Innerhalb der ersten Sekunde nach dem Urknall binden sich Quarks und Gluonen zu
Baryonen und Mesonen; ein Plasma aus leichten Atomkernen, Elektronen und Photonen entsteht.

Ca. 397.000 Jahre nach dem Urknall, wenn die Temperatur weit genug gesunken ist, bilden sich
aus dem ionisierten Plasma neutrale Atome. Das Universum wird transparent fiir Photonen, welche
seit der Rekombination fast ohne Wechselwirkungen durch das Universum propagieren. Heute bilden
diese Photonen die kosmische Hintergrundstrahlung (CMB). Die CMB erméglicht detaillierte Riick-
schliisse iiber das Universum nach der Rekombination. Vor der Rekombination liefert sie allerdings
kaum Informationen, da diese durch die hiufigen Stéfe der Photonen im geladenen Plasma verloren
geht. In Kapitel 2l und Bl arbeite ich an einer Methode, welche es ermoglicht in der kosmischen Hinter-
grundstrahlung die Effekte primordialer Gravitationswellen zu messen und so neue Einsichten iiber die
Inflation zu erhalten. In erster Ordnung kosmologischer Stérungstheorie wird B-Polarisation nur durch
Gravitationswellen induziert [79], allerdings existiert ein Untergrund aus Prozessen zweiter Ordnung,
zu deren Berechnung die polarisierten Boltzmanngleichungen zweiter Ordnung benétigt werden. Diese
leite ich in dieser Arbeit her und entdecke bislang unbekannte Quellterme im Stofiterm, welche von
mir numerisch ausgewertet werden.

Die weitere Evolution des Universums wird schliefSlich von der dunklen Materie, welche den Grofteil
der im Universum vorhandenen Materie ausmacht, und im spéteren Verlauf von der dunklen Energie
bestimmt, die zu einer beschleunigten Expansion des Universums fiihrt.

In dieser Arbeit leite ich in Kapitel Bl die Gleichungen, welche die Evolution der kosmischen Hinter-
grundstrahlung beschreiben, her. Numerische Losungen werden in Kapitel 3] berechnet. Das Ziel der
Rechnungen ist es, den Einfluss von primordialen Gravitationswellen auf die kosmische Hintergrund-
strahlung und den Untergrund aus Quellen héherer Ordnung zu berechnen.

In Kapitel @] beschiiftige ich mich mit dem Einfluss von Flavoureffekten auf die Leptogenese, bei-
spielsweise dem Effekt der Flavouroszillationen, ausgehend von dem Formalismus aus [10], welcher zu
einer geflavourten Beschreibung verallgemeinert wird.

In Kapitel B verallgemeinere ich schlielich die in der Leptogenese verwendete Methode des CTP-
Formalismus und entdecke weitere Losungen, welche die nichtlokale Teilchen-Antiteilchen-Kohérenz
beschreiben.
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Die kosmische Hintergrundstrahlung besteht aus Photonen, welche seit der Rekombination bis heute
fast ohne Wechselwirkungen durch das Universum propagieren. Ca. 397.000 Jahre nach dem Urknall,
wenn das Universum eine Temperatur von 3000K hat, binden sich Elektronen und Protonen zu neu-
tralen Atomen. Das Universum, welches vorher mit geladenen Teilchen gefiillt war, wird neutral und
damit transparent fiir Photonen. Heute kénnen die Photonen, welche zuletzt wiahrend der Rekombi-
nation gestreut haben, gemessen werden und erlauben uns Einblicke in das Universum zu fritheren
Zeiten.

In fithrender Ordnung ist die CMB eine homogene und isotrope Schwarzkorperstrahlung mit einer
Temperatur von 2.725K £ 0.001K, 1965 entdeckt von Penzias und Willson [65]. Damit liefert sie als
isotrope Strahlung ein starkes Argument fiir die Entstehung des Universums durch einen Urknall.

1992 wurden durch den COBE Satelliten kleine Fluktuationen in der Hintergrundstrahlung gemes-
sen [27], welche, abgesehen von dem grofien durch Translation verursachten Dipol, von der Grofien-
ordnung 10~° sind. Diese Anisotropien kénnen im Rahmen der Inflation durch Quantenfluktuationen
des Inflatonfeldes erkliart werden. Die Messungen der Fluktuationen in Kombination mit anderen kos-
mologischen Messungen ermoglichen es, viele kosmologische Groflen genau zu bestimmen, darunter
unter anderem die Hubble-Konstante und die Anteile der verschiedenen Spezies am Universum.

Die Polarisation der Hintergrundstrahlung, welche durch theoretische Rechnungen vorhergesagt
wird, wurde von DASI entdeckt [28]. Heute wird sie in mit WMAP und PLANK in groer Genauigkeit
vermessen [25 26]. Die Polarisation wird in zwei Moden zerlegt, in die E-Polarisation, welche ein
Gradientenfeld ist, und die B-Polarisation, einem Rotationsfeld. Messungen der E-Polarisation sind in
guter Ubereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage. Von besonderem Interesse ist aber auch die
B-Polarisation, die in fithrender Ordnung nur durch primordiale Gravitationswellen induziert wird [45].
Daher kann das Spektrum der wihrend der Inflation erzeugten Gravitationswellen aus einer Messung
der B-Polarisation rekonstruiert werden. Bis heute wurde aber noch keine B-Polarisation gemessen,
was darauf hindeutet, dass primordiale Gravitationswellen unterdriickt sind.

Neben der Polarisation ist auch die Abweichung von der gaufischen Verteilung der Fluktuationen
interessant. Genau wie die Messung der B-Polarisation wiirde eine Messung der Non-Gaussianity neue
Informationen iiber die Inflation liefern. In erster Ordnung kosmologischer Stérungstheorie gibt es
keine Quelle, welche Abweichungen vom gaufischen Spektrum erzeugt und eine gemessene Abweichung
entspricht der primordialen Stérung aus der Inflation.

Da sowohl das primordiale Spektrum der Gravitationswellen, als auch die Non-Gaussianity der
primordialen Spektren klein ist, reicht eine Rechnung erster Ordnung in den Abweichungen vom
homogenen Universum nicht aus. Als Untergrund kénnen Effekte zweiter Ordnung, welche ebenfalls B-
Polarisation oder Non-Gaussianity aus dem nicht unterdriickten skalaren Spektrum erzeugen, relevant
sein. Deshalb berechne ich in diesem Kapitel die vollstdndigen Gleichungen zweiter Ordnung, um
den Untergrund fiir zukiinftige Messungen der B-Polarisation und Non-Gaussianity zu bestimmen.
Dazu verwende ich die kosmologische Stérungstheorie, eine Entwicklung um das homogene Universum,
beschrieben in Abschnitt 2.1l Die Kapitel bis 241 stellen die Rechnungen und Ergebnisse aus der
Publikation [7] dar, welche zusammen mit Koautoren versffentlicht wurde. Die Boltzmanngleichung
besteht aus einem Propagationsterm, berechnet in Abschnitt und einem Stofiterm, berechnet in
Abschnitt 2.41 In Abschnitt leiten wir aus den Verteilungsfunktionen das experimentell messbare
Cj-Spektrum her. Die benotigten Gleichungen der iibrigen Spezies werden in Kapitel angegeben.

Zeitgleich wurden analoge Gleichungen auch in [69] hergeleitet. Die Ergebnisse der Rechnungen
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stimmen iiberein und liefern so einen unabhéngigen Test der Resultate.

2.0.1. Konventionen

In den Rechnungen treten verschiedene Indizes auf. Um Verwechslungen zu vermeiden, verwenden wir
die folgenden Konventionen: Allgemeine Indizes werden mit griechischen Buchstaben p, v, ... von 0 bis
3 bezeichnet, Indizes im lokalen Inertialsystem mit grofien lateinischen Buchstaben A, B, ... =0,1,2,3
und rdumliche Indizes mit ¢, j,... = 1,2,3. Zusétzlich verwenden wir kleine lateinische Buchstaben
a,b,... = 1,2 auch um die Basis der Polarisationsvektoren zu bezeichnen. Um Verwechslungen der

Impulse zu vermeiden nennen wir den kovarianten Impuls P* und den Impuls im lokalen Inertialsystem

.

Wir verwenden die Vorzeichenkonvention (+, —, —, —) fiir die Metrik im lokalen Inertialsystem. Das
inertiale Beobachtersystem ist durch die Vierbeine aus Anhang [A ] definiert. Es gibt zwei freie Pa-
rameter fiir die Wahl des Beobachtersystems, die Orientierung 6, und die Beobachtergeschwindigkeit
U;. Wir fixieren die Orientierung, indem wir §; = 0 wihlen und in das Beobachterruhesystem U; = 0
gehen.

2.1. Einleitung

2.1.1. Das homogene und isotrope Universum

Wir beginnen zunéchst mit der Beschreibung des homogenen isotropen Universums, dem Ausgangs-
punkt der kosmologischen Stérungsrechnung. Das homogene Universum ist bereits eine gute Nidherung,
da durch die Inflation Inhomogenititen ausgewaschen werden und die einzigen Abweichungen durch
die Quantenfluktuationen des Inflatons induziert werden. Daher ist die CMB in fithrender Ordnung
homogen und isotrop. Materie klumpt durch Gravitation lokal, aber auch die Verteilung der Materie
im Universum ist noch heute auf groffen Skalen (> 100Mpc) homogen.

Die Forderung nach Homogenitét und Isotropie schrinkt die Wahl der Metrik stark ein. Die allge-
meine Metrik, welche die Forderungen erfiillt, ist die Friedmann-Robertson-Walker-Metrik (FRW):

dr?

2 _ 2 2 2902 | 2029712
ds® = a(n) <d77 —|—m+r df” 4 r*sin Gdgb), (2.1)

mit der konformen Zeit n (dn = %) und dem Skalenfaktor a(n). K beschreibt die Kriitmmung des
Universums. Da alle bisherigen Messungen auf keine, oder sehr kleine Kriimmungen des Raumes
hindeuten, wird im Folgenden immer K = 0 verwendet.

Die Einsteingleichung

1
R, — ig”VR =Gy =87GTy, (2.2)

lasst sich, mit Hilfe der FRW-Metrik und dem homogenen isotropen Energie-Impuls-Tensor
T,u,l/ = P(SMO(SVO + PYij (23)

umschreiben zu den beiden Friedmanngleichungen:

81Ga> Q, Q
H? = =H2 (= 4+ 2 4 Qprd? 2.4
: O (2 ). (2.0
. ArGa?
He = ————(p+p) (2.5)

Dabei ist g, der metrische Tensor, R, der Ricci-Tensor und R der Riemann-Skalar. v;; sind die
rdumlichen Komponenten der Metrik; H. = ¢ ist der mitbewegte Hubbleparameter. Die Dichte wird
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mit p bezeichnet, der Druck mit p. Die Anteile der verschieden Spezies relativ zur kritischen Dichte
des Universums (p. = %) sind durch Q; = % gegeben.

Die Friedmanngleichungen (Z4) beschreiben die Evolution des Universums in fithrender Ordnung
und deuten, mit den gemessenen Parametern, auf ein flaches und durch dunkle Energie exponentiell
expandierendes Universum hin.

2.1.2. Kosmologische St6rungstheorie

Zur Beschreibung der Fluktuationen der kosmischen Hintergrundstrahlung reicht das homogene Uni-
versum aus Abschnitt 2Tl nicht aus. Wir bendtigen kleine Stérungen der Homogenitéit und Isotropie
in der FRW-Metrik.

Es gentigt allerdings nicht, nur die FRW-Metrik zu storen, da in einer gestorten Raumzeit auch die
Verteilung der Materie und Strahlung vom homogenen Fall abweichen muss. Dies erreichen wir, indem
wir analog einen gestorten Energie-Impuls-Tensor definieren.

Die gestorte Metrik lautet:

ds* = a(n)*((1 4 24)dn® + 2B;dndz’ — [(1+ 2D)d;; + 2E;;]dx*da’). (2.6)

Dies ist die allgemeinste Storung der FRW-Metrik. Insgesamt haben wir zehn neue Parameter ein-
gefiihrt, zwei durch die beiden skalaren Storungen A und D, drei durch die vektorielle Stérung B; und
fiinf durch den symmetrischen spurfreien Tensor E;;. In Analogie dazu erhalten wir fiir den gestorten
Energie-Impuls-Tensor ebenfalls zehn neue Parameter. dp und dp als skalare Stérungen von Dichte
und Druck, v; als vektorielle Storung, welche die mittlere Teilchengeschwindigkeit beschreibt, und
Y;; als anisotroper Spannungstensor. Im Gegensatz zu den Parametern des homogenen Universums
konnen diese Storungen explizit von der Raumkoordinate und der Orientierung abhéngen, da sie die
Homogenitét und Isotropie brechen.

Der Energie-Impuls-Tensor lautet:

Tl“’ = (p +p)u,uul/ — PYpv + Z;w ) (27)

mit der inhomogenen Dichte p, dem inhomogenen Druck p und der Vierergeschwindigkeit u, welche
durch

p = p+op,
p = P+op,
u = 1(1—A—B-vi—&—lv-vi)
a K2 21 )
) 1 .
u = =0
a

definiert sind.

Wir arbeiten in der konformen Newton-Eichung, in welcher die Vektormoden der Metrik B; trans-
versal sind und die Tensorkomponenten E;; transversal und spurfrei sind.

Per Annahme sind die Stérungen der Metrik klein und wir definieren mit ihnen die kosmologische
Storungsrechnung. Terme nullter Ordnung sind homogen und isotrop, Terme erster Ordnung weichen
linear von der Homogenitéit und Isotropie ab. Die Ordnung in kosmologischer Stérungstheorie wird
mit einem oberen Index in runden Klammern dargestellt, mit der Zerlegung a = a(® +a® +a@ + . ..
fiir beliebige Grofien a.

Die gestorte Metrik und den inhomogenen Energie-Impuls-Tensor kénnen wir analog zu Abschnitt
21Tl in die Einsteingleichung einsetzen und erhalten die Metrikgleichungen erster Ordnung (siehe
Gl. 2162)).

Wiéhrend die Einsteingleichung (Z2)) die Evolution der Metrikfluktuationen aus den Materie- bzw.
Strahlungsfluktuationen bestimmt, ben6tigen wir auf der anderen Seite noch die Boltzmanngleichung,
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welche die Evolution der Materie im inhomogenen Universum beschreibt:

d 0 dat 9 dp' 9

F(.p) = 2 Cli . pl, 28)

mit der gestorten Phasenraumverteilungsfunktion f(x,p) = f(|p|) + 6 f(z,p).

e Die rechte Seite der Gleichung ist der StoBterm. Dieser beschreibt Anderungen der Verteilungs-
funktion f einer Teilchenspezies durch Stéfle mit den Teilchen des Plasmas. In den Stofiterm
geht nur der Wirkungsquerschnitt der betrachteten Streuung ein. Effekte der Metrik sind nur auf
kosmologischen Skalen relevant und kénnen auf der Skala einer Wechselwirkung vernachléssigt
werden.

e Die linke Seite besteht aus einer totalen Zeitableitung. Die Ableitungen %: und %1‘ beinhalten

die Effekte des gekriimmten Raumes und beschreiben die Anderung der Verteilungsfunktionen
durch Diffusion in einer expandierenden Raumzeit.

Einstein- und Boltzmanngleichung bilden ein geschlossenes Gleichungssystem, in welchem die Ent-
wicklung der Anisotropien vollstdndig beschrieben werden kann.

Eine explizite Herleitung der Boltzmanngleichung folgt in Kapitel 24l und orientiert sich an [7].

2.1.3. Polarisation der Hintergrundstrahlung

Die CMB enthélt mehr Information als nur die Intensitéits- bzw. Temperaturfluktuationen, da die
Photonen zusétzlich eine Polarisation tragen. Wir verallgemeinern die klassische Boltzmanngleichung
der Intensitédt auf eine polarisierte Quantenboltzmanngleichung. Aus den iiblichen Stokesparamter zur
Beschreibung von Polarisation leiten wir durch eine Multipoltransformation die Polarisationsmoden
E und B ab (siehe Kapitel Z22Z7)). In erster Ordnung stellt sich dabei heraus, dass die B-Polarisation
nur eine einzige Quelle hat, die Tensormoden F;; der gestérten Metrik. Da bis heute allerdings keine
B-Polarisation gemessen wurde, miissen diese sehr klein sein. Es ist wahrscheinlich, dass mogliche
Effekte zur B-Polarisation in zweiter Ordnung von &hnlicher Gréflenordnung sind, wie der Anteil
aus den primordialen Tensorfluktuationen in erster Ordnung. Deshalb ist es wichtig, alle moglichen
Quellen zweiter Ordnung fiir die B-Polarisation zu berechnen, um eine genaue Messung der primor-
dialen Gravitationswellen zu ermégliche. Es sind folgende Quellen der B-Mode in héherer Ordnung
bekannt:

e Der wichtigste Beitrag ist das Weak-Lensing [57]: E-Polarisation wird durch die Propagation der
Photonen in einem lokal gekriimmten Universum in B-Polarisation konvertiert. Zur Berechnung
wird keine kosmologische Stérungstheorie benttigt; es existiert ein alternativer Formalismus, in
welchem der Ablenkungswinkel als klein angenommen wird. In der Stérungstheorie tritt dieser
Effekt erstmalig in der zweiten Ordnung auf, da sowohl die Metrikstérungen, als auch die E-
Polarisation mindestens von erster Ordnung sind.

e Der zweite bekannte Beitrag ist die Induktion von B-Polarisation durch Metrikfluktuationen
zweiter Ordnung. Dieser wird in [60] und [74] untersucht.

e Der letzte Beitrag stammt aus Stofitermquellen und beschreibt die Erzeugung von Polarisation
durch Comptonstreuung. Er wird in dieser Arbeit in Kapitel Bl und in [8] untersucht.

1Die Einsteingleichung fiir die Tensorkomponenten der Metrik ist eine Wellengleichung, daher der Name Gravitations-
wellen

10
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2.2. Herleitung der polarisierten Quantenboltzmanngleichungen

Wir beschrieben die Polarisation der Photonen mit Hilfe einer Matrix aus Phasenraumverteilungs-
funktionen fw(x)‘,qi). Diese ist so definiert, dass €“é"*fw(x>‘,qi) d3p/(27)® die Anzahltdichte der
Photonen mit Impuls p und Polarisation € ist.

Mit fw als Funktion des mitbewegten Impulses ¢' = ap’, ist die ungestorte Bose-Einstein-Verteilung
f,ﬂﬁ) in einem homogenen expandierenden Universum zeitunabhéngig, da sich die Expansion im ho-
mogenen Universum nur durch die Rotverschiebung der Moden &uflert. Diese Eigenschaft nutzen wir
aus, indem wir die Verteilungsfunktionen als Funktion des mitbewegten Impulses betrachten.

Die Phasenraumverteilung ist durch den Erwartungswert (A,(x)A,(y)) des Strahlungsfeldes defi-
niert. In Lorentzeichung folgt wegen A*, =0

Pﬂfuu(x)\vqi) = Puflw(x)\vqi) =0 (2'9)

und f#,, wird in Abwesenheit von Stéflen paralleltransportiert:

D . N A
ﬁfuu = Cul/[f]a (2.10)
mit der kovarianten Ableitung entlang der Photontrajektorie D/DA und dem Stofiterm C‘l“,[ f ]. Die
Phasenraumverteilung im lokalen Inertialsystem ist durch die Vierbeine [e 4]* definiert:

= leal*les]” fAP. (2.11)

f;w ist aber noch eichabhéngig und transformiert unter Eichtransformationen mit fuv — f,“, +a,P,+
Bv P, fir beliebige «,, f,. Diese Eichabhéngigkeit ist nicht verwunderlich, da die Beschreibung als
4 x 4 Matrix zu viele Freiheitsgrade fiir masselose Photonen aufweist. Um eine physikalische Vertei-
lungsfunktion zu erhalten, zerlegen wir den Viererimpuls in

P* = Ee)" — [ei]*p" = E (u* —nt), (2.12)

mit u* = [eg]* der Vierergeschwindigkeit des lokalen inertialen Beobachters, E der Energie, die durch
diesen Beobachter gesehen wird und

i
b=le " =, 2.13
w = e L (213)
der Richtung des Photon-Dreierimpulses. Es gilt u,n* = 0 und n,n* = —1. Wir definieren den Tensor
Duv = —Guw + Uplly — Nyuny, (2.14)

welcher die Komponenten transversal zur Beobachtergeschwindigkeit und der Photongeschwindigkeit
herausprojiziert:

uﬂpuu - UVP,W — nup;w - nupuy =0. (2.15)
Jetzt definieren wir die physikalische Phasenraumverteilung durch

fuv =0, 0, frwr, (2.16)

welche orthogonal zu P, u* und n* ist und keine Eichfreiheit mehr besitzt. Im Beobachterruhesystem

ist dies effektiv eine 3 x 3 Matrix, da dort f%9 = f0 = fi0 = O gilt. AuBlerdem ist diese Matrix

orthogonal zum Photon-Dreierimpuls und liefert so die iibliche Beschreibung von masselosen Photonen.
Wir wenden D/DA auf (2I6) an und erhalten aus 210)

’ ' D / uA ~
p,uu by afu’u’ = pﬂﬂ by CWV’ [f]v (217)

wobei wir verwendet haben, dass p,, und fW orthogonal zu P* sind.
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

Die Gleichungen bilden ein geschlossenes System fiir die Phasenraumverteilung, falls der projizierte
Stoterm C,,, [f] = p,* p,” Cprr[f ] nur von f und nicht von f abhéngt.
Im Folgenden verwenden wir eine Polarisationsbasis €/ (a = 1,2), welche orthogonal zu P* und u*

ist und definieren
=" fa€te. (2.18)
a,b

Die Diagonalen von f,; sind dabei die Verteilungsfunktion der beiden Polarisationsmoden €; und es,
die Nebendiagonalen beschreiben deren Korrelationen.

2.2.1. Propagation polarisierter Photonen

Die Boltzmanngleichung fiir f,; in einer Polarisationsbasis, welche im Beobachterruhesystem definiert
ist, erhalten wir, indem wir Gl. (2I7) mit e/e;” multiplizieren und (ZI8) einsetzen. Der Propagati-
onsterm lautet dann

€t Pun'Pov 1 Z feacst' e (2.19)
c,d

Die Wahl der Polarisationsbasis spielt eine entscheidende Rolle. Wenn é* in Richtung der Photonfel-
damplitude in der Lorentzeichung liegt, wird é* entlang der Photontrajektorie parallel transportiert
[59]. Dies gilt auch fiir den projizierten Vektor e# = p* , ¢ in dem Sinne, dass bei festem Photonimpuls
p*, De” /DA = 0 gilt. Wir kénnen eine Basis aus zwei parallel transportierten Polarisationsvektoren e
w'ahlen in welcher die Berechnung von (2I9) besonders einfach wird. Die korrespondierenden Vekto-
ren €2 im Beobachterruhesystem sind durch e = [e4]*e2 gegeben, welche neben dem Impuls auch von
der Postlon z in der Raumzeit abhéngen. Die transversale Polarisationsbasis wird also kontinuierlich
rotiert, wihrend das Photon durch die Raumzeit propagiert.

Anstelle dessen ist es auch moglich, eine feste Basis ¢2 im Beobachterruhesystem zu wihlen, welche
nicht von der Raumzeit, sondern nur vom Impuls abhéngt. In dem Fall ist die kovariante Ableitung
entlang des Pfades, welche auf den Polarisationsvektor wirkt, durch

. De
Can"py

dq® Oet
d\ 9¢

= [eP]uleal”, P ean el + €aa—y (2.20)

gegeben, wobei der erste Term auf der rechten Seite beschreibt, dass e in der festen Basis nicht
parallel transportiert wird und der zweite, dass der Photonimpuls sich entlang des Pfades dndert.

Die Bedingung u,e” = P,e# = 0 erfordert €2 = 0 und n - €, = 0 im Beobachterruhesystem. Wir
benutzen ein sphérisches Koordinatensystem mit

n = (sin cos ¢, sin 0 sin @, cos 9) ,
ep = (cos B cos ¢, cos §sin p, —sin ) ,

e, = (—siny,cosp,0). (2.21)
Aus dieser Basis konstruieren wir die beiden zirkularen Polarisationsvektoren

€L = —%(eg + iey), (2.22)

welche die geforderten Bedingungen erfiillen. Mit der konformen Zeit z° = 7 erhalten wir aus (ZI9)
die polarisierte Boltzmanngleichung;:

afab idajl afab quz afab 8 * c
on T PO AN 0w  POdx \og | ag f°b+ b’“a 9 o

1

5o Canlf], (2.23)

i p *k *x k
+ [ez]u [ek]'u;l/ ﬁ (eaiec fcb + €bi€cfac) = P
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2.2. Herleitung der polarisierten Quantenboltzmanngleichungen

mit Cop[f] = efje;”Cp[f], dem prOlelerten Stofiterm in der Polarisationsbasis, gegeben durch Gl. (2:45]).
Die Terme [¢’],, [ex]"., 1120 (€ai€:F fop + €5;€5 fac) wiirden verschwinden, wenn wir eine parallel transpor-
tierte Polarisationsbasis gewahlt hitten (siehe auch [21]).
Fiir unpolariserte Strahlung (fop = dap f) konnen die Terme aus (Z23]), welche explizit von den
Polarisationsvektoren abhéngen, vernachlissigt werden. Dies gilt wegen
Oeb* Dek 0

€ak (7 a i + € bk 8qa 87ql (Eakezk) = 07 (224)

mit eakezk = 0gp und

[e'] [er]™.y (cai€s” + €i€n) = eai€r”™ ([€'], [ex]”),, = 0. (2.25)

s

Damit reduziert sich Gl. ([2:23) fiir unpolarisierte Strahlung auf die bekannten Standardgleichungen
[44].

Aus demselben Grund sind die Terme, welche explizit von den Polarisationsvektoren abhéngen,
von mindestens zweiter Ordnung. Das liegt daran, dass dg’/dX und [e'], [ex]*,, in Gl ([Z23) beide
von mindestens erster Ordnung sind, da sie die Isotropie brechen. In einer Rechnung erster Ordnung
darf f,; in Kombination mit diesen Termen gleich dem ungestérten fég) gesetzt werden, welches aber
diagonal ist, weshalb die Terme wie oben gezeigt verschwinden. In zweiter Ordnung sind diese Terme
allerdings vorhanden und miissen in der Rechnung beriicksichtigt werden.

2.2.2. Vereinfachungen zur zweiten Ordnung

Die Gleichungen kénnen zur zweiten Ordnung weiter vereinfacht werden. Im Folgenden zeigen wir,
dass die Terme, welche durch die Wahl einer festen Polarisationsbasis entstehen (links vom Gleich-
heitszeichen in der zweiten Zeile von Gl. ([223), in zweiter Ordnung verschwinden, falls in erster
Ordnung Vektor- und Tensorfluktuationen unterdriickt sind.

Nach Gleichung ([2:23) besteht der entsprechende Term aus dem Produkt von

cai€F f4) + epel f1D (2.26)
und

0!
; n | P 1
('], L))" [130} = 5 (0B —0BY) —m (0.E —oBL ) +.... (2:27)

Die restlichen Terme sind proportional zu ¢; oder g; und verschwinden nach Multiplikation mit einem
Polarisationvektor aus (Z.26]).

In der Newtoneichung verschwinden Bgl) und EZ(J), wenn es keine Vektor- und Tensorstérungen

erster Ordnung gibt und die Terme liefern keinen Beitrag. Im Allgemeinen ist BZ-(I) der Gradient
einer skalaren Funktion, wenn es keine Vektormoden gibt, weshalb die Rotation von Bfl) in (221)
verschwindet. Genauso gilt in Abwesenheit von Tensorstérungen El(j1 ) = (0;0; — 6;;0%) B, weshalb

w (BB = OED) = (0 — nyy) 2B (2.28)

nach Multiplikation mit einem Polarisationsvektor verschwindet. Das heif3t, dass es in zweiter Ordnung
keinen Unterschied macht, ob man eine feste Basis fiir die Polarisationsvektoren wihlt, oder eine
Paralleltransportierte, solange Tensor- und Vektormoden in erster Ordnung unterdriickt sind. Die
bisherigen Messungen deuten auf unterdriickte Vektor- und Tensormoden hin, weshalb wir diese im
Folgenden in erster Ordnung vernachléssigen und als Gréfen zweiter Ordnung auffassen.

Da die zusétzlichen Terme aus der Wahl der Polarisationsbasis bis zur zweiten Ordnung verschwin-
den, verwenden wir die feste zirkulare Polarisationsbasis ([2:22)). Dies ist praktisch, da keine Orts-
abhéngigkeit in den Polarisationvektoren auftritt.
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

2.2.3. StoBterm

Um den polarisierten Stofiterm zu erhalten, berechnen wir die Quantenzeitentwicklung einer Einteil-
chendichtematrix. Dazu verwenden wir einen Formalismus fiir Neutrinomischung in einem Medium
[81], welcher in [54] auf polarisierte Thomson-Streuung angewandt wurde. Ein allgemeinerer Ansatz,
welcher hohere Mehrteilchenkorrelationen beriicksichtigt, wird in [63] verwendet.

Wir entwickeln den Photonfeldoperator im lokalen Inertialsystem:

Z/ . 32p (7P aq(p)ea(p) + e al (p)es(p)) - (2.29)

Als Basisvektoren verwenden wir die zirkularen Polarisationsvektoren €1. Die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren folgen den iiblichen Kommutationsrelationen:

[aa(p).a}(®)] = day (2m)32p°6® (p — p') = 6 6(p — p'). (2.30)

Die Dichtematrix ist durch den Erwartungswert <a£ (p)aq(p')) gegeben. Wegen der rdumlichen Homo-
genitidt und Isotropie, welche angewendet werden darf, da Korrekturen aus den Metrikstérungen auf
den mikroskopischen Skalen der Stéfle vernachléssigbar sind, gilt

(@} (P)aa(p)) = 6(p — 1) pas(t, p). (2.31)

Mit dem Anzahloperator
E 2.32
Z :I:‘/ B) 32p (p)aa(p), ( )

erhalten wir unter Verwendung von (Z3T])
N =) =V [ @t (2.33)

weshalb wir puy(t,p) als Phasenraumverteilungsfunktion fy,(2*,q" = ap’) identifizieren. Da St&Be auf
Lingenskalen stattfinden, welche klein gegeniiber den kosmologischen Skalen sind auf denen fy, (2, ¢*)
variiert, kann die rdumliche Abhéngigkeit der Verteilungsfunktion im Stofiterm vernachléssigt werden.
Die Zeitentwicklung der Dichtematrix erhalten wir aus der Heisenberg-Gleichung fiir den Operator
Day(p) = a} (p)aa(p):
d
dt
Wir zerlegen den Hamiltonoperator in einen freien Anteil Hy und einen wechselwirkenden Anteil H;.
Im Wechselwirkungsbild erhalten wir zur zweiten Ordnung in H; [81]:

Day =i [H, Dyy). (2.34)

202 60(0) Gopnlt.) = HI0). Don(t.0)) = [ ([0 =), (0. Dunft. ). (235)

Die elementare Wechselwirkung Hqep wiirde zur vierten Ordnung benétigt werden, um Compton-
streuung zu beschreiben. Wir arbeiten aber in einer effektiven Theorie, in der H; durch

(=) / dtHi(t) = # / d*zd*y T(Hqep(r)Hqep (y)) (2.36)

gegeben ist. Nach einer kurzen Rechnung erhalten wir analog zu [54]

Hit) = > / [dp][dp'][dg)[dq] (27)°5) (' + p' — g = p) @ TP

a,a’,s,s’

x M (pa; gs — p'a’;q's') @l (¢")al, (") aa (p)avs(q)- (2.37)
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2.2. Herleitung der polarisierten Quantenboltzmanngleichungen

a und o sind die Elektronerzeugungs- und Vernichtungsoperatoren; [dp] ist das Integralmaf (2:;73’;1)0.

q steht hier nicht fiir den mitbewegten Photonimpuls, sondern bezeichnet in diesem Abschnitt den
Elektronimpuls. Das Matrixelement fiir Comptonstreuung y(p,a) + e~ (q,s) = v(p',a’) + e (¢, ') ist
gegeben durch

— g/_‘_ﬁ'*'me g/_ﬁl""me
M(pa;qs — pla’s¢'s') = € alq, ¢ fg,(p/)m 7o (p)+ ;Za(p)m 75 (0| u(g, s).
(2.38)
Es gilt die niitzliche Relation
M(pa;qs — p'a’;q's") = M*(p'd’; ¢'s" — pa; gs). (2.39)

Der erste Term ([H(t), Dap(t,p)]) in (Z35]) verschwindet; fiir den Term zweiter Ordnung in Hy benoti-
gen wir Erwartungswerte von vier Photon-Opertoren. Durch Stofle entstehen Korrelationen zwischen
den beteiligten Teilchen, wir nehmen aber an, dass diese auf Zeitskalen zwischen zwei Comptonstreuun-
gen durch Thermalisierung wieder zerfallen. Mit dieser Annahme lassen sich alle hoheren Korrelationen
durch die Einteilchenkorrelationen ausdriicken:

(al (@) aa(@)al, (0)ap()) = 8(q—p")ar (al, (¢ )as(p)) + (al, (a")al, (1)aa(@)as(p))
— 8(q — p')ay (al, (¢")as(p)) + (al, (¢)aa(a)){a), (0)as(p)) + (al, (¢ )as(p)) (), (1) aa(q))

= 0(q—")(d" = p)pvar (P) Var + pav (@)] +(q — ¢)0(p — D) paar (@) por (P)- (2.40)

Fiir die Elektronen sind die entsprechenden Ausdriicke einfacher, da wir annehmen, dass ihre Dichte
hinreichend klein ist, um quadratische Terme zu vernachléssigen:

<O‘Z’ (q/)as(Q)O‘i/ (p/)ar(p» — 5(q_p/)5r’s<a1'(q/)O‘T(p» = 5(q_p/)5(q/_p)5sr’5rs/ %ge(ql)7 (2.41)

mit g.(q), der Dichte iiber beide Elektronpolarisationen summiert.
Nach Berechnung des Erwartungswertes in ([2.35]) verbleibt das Zeitintegral

t
/ dt! et (@0 =a" =) (2.42)
0
Die Zeitskala einer Interaktion ist viel kiirzer als die Zeit zwischen zwei Stoflen. Dies ermdoglicht es
uns, die obere Grenze der Zeitintegration gegen unendlich zu schieben. Das Integral ergibt dann

1

£iPV o mo(q" +p"° = ¢° = p°). (2.43)

Der imaginére Principal-Value-Beitrag kann vernachlissigt werden, da er zu einem Selbstenergiebei-
trag dquivalent ist. Nun muss nur noch pp, durch fu; ersetzt werden und wir erhalten aus (2.30])

d
2p" - fan(p) = 2Caw|f], (2.44)
mit dem Stofiterm
_ 1 dp’ dq dq’ 45(4) N T2
Calf] = 4 / (27)32p/0 (27)32¢0 (2)32¢"° @m0 (g +p—q —P) IM [N ww

X {ge (q/)f)\’w’ (p/) |:6a/\ (5wb + .fwb(p)) + 6wb(6a)\ + fa)\ (p)):|

=500 B o) + 8t 0] v+ i 41 (2.45)
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

Dabei haben wir die spingemittelte Comptonamplitude eingefiihrt:

_ 1
M 3w = 3 > M(pigs = p'Niq's ) M* (pw;qs — pw'id's). (2.46)

s,s’

Dies ist der Stoterm, der auf der rechten Seite der Boltzmanngleichung ([2.23]) verwendet werden muss.
Mittelt man iiber die Photonpolarisationen, erhélt man den bekannten unpolarisierten Stoffterm.

Der Stofiterm l&sst sich in einen Gewinn- und Verlustterm zerlegen, in denen die erwarteten Bose-
Faktoren auftreten. Es gibt allerdings, im Vergleich zu den Rechnungen in [54] und [69], welche auf
[71] basieren, Abweichungen im Verlustterm. Die Herleitung erfolgt dort durch eine Superposition
reiner Polarisationszusténde, allerdings ist der Verlustterm nichtlinear und das Superpositionsprinzip
darf nicht angewendet werden. Es stellt sich heraus, dass die Differenzen in der zweiten Ordnung
kosmologischer Storungstheorie fiir die frequenzintegrierten Resultate, welche zur Berechnung des Cj-
Spektrums (siehe Gl. (ZI571)) verwendet werden, keine Rolle spielen. In héheren Ordnungen erwarten
wir allerdings Abweichungen.

2.2.4. Fouriertransformation und Multipolentwicklung

Um die partiellen Differentialgleichungen zu vereinfachen, fithren wir eine Fouriertransformation des
Ortes und eine Multipolzerlegung der Impulsrichtung durch. Wir definieren

3
Alx) = / (gﬂl)cg e*® Ak). (2.47)

In zweiter Ordnung treten Produkte von Grofien erster Ordnung auf, welche nach der Fouriertrans-

formation eine Faltung bilden. Wir fithren die Kurznotation

Afk)B(k) = [ éf) / é; (20)5) (k — Ky — k) A(ka) B(k) (2.48)

ein.
Die Multipolzerlegung ist definiert durch

fab ﬁ,k q Z Z 21+1 fab lm(nak7Q) 1/lm( ) (249)

=0 m=—1

/2l +1
fab lm('r]a k Q) - Z /dQ Ylm ) fab(na k) qn), (250)

mit den Spinorkugelflichenfunktionen Y;? (n) (siche Anhang (A2)), welche aufgrund der Rotations-
eigenschaften, die wir im Folgenden diskutieren, verwendet werden miissen.
Die zirkularen Polarisationsvektoren (Z22)) transformieren unter einer Rotation des Koordinaten-
systems um die Achse der Photonpropagation mit dem Winkel AW mit
€_ =t B,y (2.51)

a=

also wie Spin +1 GréBen. Die Phasenraumverteilungsfunktion f% ist invariant, so dass aus der Defi-
nition

19 = ZE“‘ €} fab (2.52)

folgt, dass fi4+ und f__ ebenfalls invariant sind, wéhrend die Verteilungsfunktionen

flog =2 iy (2.53)
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2.2. Herleitung der polarisierten Quantenboltzmanngleichungen

transformieren wie Spin +2 Gréflen. Um Multipolkoeffizienten zu erhalten, welche keinen Spin tragen,
verwenden wir in (2:49) und (Z350) zur Multipolzerlegung die entsprechenden Spinorkugelflichenfunk-
tionen mit entgegengesetztem Spin.

In der zirkularen Basis lautet die Relation zwischen Stokesparametern und den Helizitdtskompo-

nenten
fr+ fe- > ( fr=»rf fo—ifu )
ab = frnd . . 2.54
Jav <f—+ J— fo+ifv fi+fv (2:54)
Wir verwenden nun Spinorkugelflichenfunktionen mit passendem Spin und definieren aus den linearen
Moden Q und U die neuen Polarisationsmoden E und B.

fI,lm = \/m/dg}/lm fI( )
fvim = il\/T/dQYz:n(")fv(n),
JEAm TifBim = \W/dgyﬂ* fo(n) £ifu(n)]. (2.55)

fr beschreibt, als Summe iiber fy, und f__, die Photondichte gemittelt iiber beide Photonpolari-
sationen. fy, die Differenz zwischen den Komponenten f__ und fy,, ist die zirkulare Polarisation.
Die beiden linearen Polarisationen bilden die E- und B-Polarisation, wobei die E-Polarisation ein
Gradientenfeld auf der Kugel ist und die B-Polarisation ein Rotationsfeld. Beide Moden sind durch
die Verwendung der spingewichteten Kugelflichenfunktionen, im Gegensatz zu den Moden Q und U,
invariant unter Rotationen um die Achse der Photonpropagation. Die Verbindung dieser Moden zu
den Helizitdtskomponenten ist gegeben durch

fX,lm = UX;[ab]fab,lm ) (256)

mit [ab] einem kombinierten Index, welcher die Werte ++, ——, +—, —+ annimmt und X = I,V, E, B.
Ux[ap) und die inverse Matrix U[;;]_ « sind gegeben durch

i1 0 0 1 -1 0 0
i 0 0 . 1 1 0 0
Ux;lab) = 0 0 % % J Ulab);x = 0 0 1 —i (2.57)
0 0 —5 5% 0o 0 1
Fiir die Matrix U gilt die niitzliche Relation:
U[ab] x = U[ba] x =2Ux a) (2.58)

Durch Verwendung der Multipole nehmen die Impulsableitungen in ([2.23]) eine einfache Form an, da die
Abhéngigkeit der Impulsorientierung in den Kugelflichenfunktionen isoliert wird. Fiir die Ableitung
der Polarisationsvektoren erhalten wir mit Gl. ([2:22))

Dek i
» e €oriOhes 2.59
Cok aq* q:qtaunﬂ oi%h ( )
mit dem oberen (unteren) Vorzeichen fiir b = ¢ = + (b = ¢ = —). Diese Terme ergeben in Kombi-

nation mit den Richtungsableitungen der Kugelflichenfunktionen, unter Verwendung von (A9), die
spinerhthenden und -senkenden Operatoren 0, und d5. Wir erhalten:

afab Oek* o Oe ]Z _ 8fab 2i€w’ 0 fie
og € “’fazﬂ” wag = g T\~ 0 )

| 4w s Ofabim & 1 fabim (4 s 4 iF s
- Z (_Z)l 20 +1 {)/lm g(] S ﬁ% (6—68}/lm + 6+88)/l'm) : (260)
lLm

17



2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

Hier sieht man, wie die Impulsableitungen mit den Ableitungen der Polarisationsvektoren zusam-
mengefasst werden, welche dann in die Ableitung nach dem Betrag ¢ und die Operatoren 05 und
d zerfallen. In dieser Form ist es offensichtlich, dass jeder Term einen wohldefinieren Spin hat und
keine unphysikalischen Mischungen des Spins auftreten, da die Polarisationsvektoren passend mit den
Operatoren J, und 9, kombiniert werden. Dies ist wichtig, um kovariante Gleichungen aufzuschreiben,
welche die I-Mode mit den Polarisationsmoden E und B verbinden. Mit dem passenden s erhalten wir,
wie beabsichtigt Multipolkomponenten, welche keinen Spin mehr tragen. Die auftretenden Ableitungen
der Spinorkugelflichenfunktionen kénnen nach (AI0) berechnet werden.

2.3. Entwicklung des Propagationsterms zur zweiten Ordnung

Nachdem wir die Boltzmanngleichung hergeleitet haben, beginnen wir nun mit der Entwicklung zur
zweiten Ordnung in kosmologischer Storungstheorie. Diese Genauigkeit wird bendtigt um den Un-
tergrund zu unterdriickten Effekten erster Ordnung, wie z.B. B-Polarisation aus Tensormoden oder

Abweichungen von der Gauflverteilung der Spektren, prizise bestimmen zu kénnen. Mit den Verein-
fachungen aus Kapitel [Z2Z2] erhalten wir in erster und zweiter Ordnung

i e (0) 1)
o . 4 1dg'|"" ¢ Ofyy _[1
{317 * aF 6m1} f“b {PO d)\} q 0q | PO Can[f] ) (2.61)
9,4 s P of) L[ L dd W (o) Lo det ‘Efm
877 aF 81’1 ab PO axl PO d)\ a 7 €ak a i Jecb bk aq,L ac

i1(2) i (0 (2)

1 d 0 1

U fav _ —Culfl| . (2.62)
PO d) q Oq P

wobei wir verwendet haben, dass

1 dx* P? q

= L _ A 2.63

PYd\x P aFE ( )
in nullter Ordnung gilt. Der Propagationsterm beschreibt nicht nur Photonen, sondern ist vollig all-
gemein gehalten, so dass er auch fiir Baryonen und kalte dunkle Materie verwendet werden kann.
Fiir Photonen liisst er sich, durch Anwendung der Relation E = |p| = |g|/a = q/a und ¢*/q = n’,
weiter vereinfachen. Um die Ergebnisse allgemein zu halten, benutzen wir diese Vereinfachung aber
noch nicht. Gleichung (261 ergibt die linke Seite der Boltzmanngleichung erster Ordnung. Durch die
Fouriertransformation wird 9/dx% durch ik® ersetzt. Die Gleichungen zweiter Ordnung enthalten aber
Produkte von Groflen erster Ordnung. Diese werden durch die Fouriertransformation zu Faltungen

1M
(siche Gl. (248))). Zum Beispiel ergibt der Term [%} 6f;f aus Gl. (2.62):

pi (1) 9w pi (1) PE TP 1)
{PO] éfxz - |:P0:| (kl)Zkgfab)(kQ) /(2 ) |:PO:| (k k/) k/zf(l)(k/) (2.64)

2.3.1. Impulsableitungen

Um (2562) zu berechnen, miissen wir den kovarianten Impuls durch den mitbewegten Impuls aus-
driicken. Mit Hilfe der Vierbeine aus (AJ) und der Relation P* = [e4]*p” erhalten wir

FE 3A%2  ¢'B;
PP = Z(1-A+=—— """ 4 ... 2.65
a( T3 oE >’ (2:65)

; qi 3D2 qk
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2.3. Entwicklung des Propagationsterms zur zweiten Ordnung

zur zweiten Ordnung. Dies ergibt in erster Ordnung den Zusammenhang

Ll D S TGS (1))
[PO} =L (A DWY . (2.67)
Die Ableitung dq’/d\ entlang der Teilchenbahn in Gl. (Z.61)) folgt aus der Geodiitengleichung:
dp’ d([ei]ﬂpu) 3[6i]u i )
= = pvpr 1, (=T% PYPP) = [e'],.,.P"P". 2.68
d\ d\ oV +[6 ]P‘ ( vp ) [e L’q ( )
Mit Gl. ([Z366]) erhalten wir schlieflich
1 dg’ - dq’ _da a dp’ . N S 5

= Hc ql +a [el]u;l/ (269)

POdx  dn  dn? T Poax po

wobei H. = a~'da/dn der konforme Hubble-Parameter ist. Die Ableitung verschwindet offensichtlich
in nullter Ordnung; in den folgenden Ordnungen gilt:

i7(1) i g%
1 dg . . J .
[PO qu] = —aE§AD _gpW 4 —qa?E (6jk o'W — 5, akD(”) : (2.70)
i i1(2) i 27102 2
1 E .. . Jo. E . . E® — ;
q[ Odq] __a qza"A(z)—qD(Q)—QEZ-(;)‘*‘LQZB?)‘FMQZHCBZ@
q | PO d\ q q q qa
+ a qzazA(l) <A(1) + D(l)) +2q D(I)D(l) (271)
q

Dabei bezeichnen wir die Ableitung nach der konformen Zeit mit einem Punkt und die rdumliche
Ableitung mit 9° = 9/9x".
2.3.2. Multipoltransformation

Um die Multipolzerlegung von ([Z61) und (Z62) zu erhalten, setzen wir (Z49) fiir die Phasenraum-
verteilungen ein. Der Richtungsvektor n und die Polarisationsvektoren € werden ebenfalls in Ku-
gelflichenfunktionen zerlegt:

n' = Zé-:n ?HWH n'n’ = XOJ \% 4m YOO + ZXQJm \) ?}/QWH

i i dr i ;AT
€& = me 3 Yl—i—n17 € = — ng ?}/lm1 (272)

Die Multipolkoeffizienten &, (fiir m = 0, £1), Xf)j = %5“ und Xéjm (fiir m = 0, £1, +2) kénnen explizit
berechnet werden und sind in Gleichung (A3]) angegeben. Fiir Vektoren V und spurfreie symmetrische
Tensoren T definieren wir sphérische Komponenten mit

Vig = i3, Viey = F 5 (i FiVa),
3 .
T[O] = —§T33, T[i1] = i\ﬁ(TllS + ZT23)7

1
T[ﬂ:2] == %

Dann ist die Kontraktion eines Vektors oder Tensors mit den Multipolkomponenten des Richtungs-
vektors gegeben durch

(T11 — T22 + 2iT12). (273)

X;‘inﬂj = —amTjy), (keine Summe iiber m) (2.74)
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

mit qp = %, Q41 % und oy = 1. Nachdem wir diese Ersetzungen durchgefiihrt haben, ist die
Abhéingigkeit von v allein durch Kugelfliichenfunktionen gegeben. Mit Hilfe von Gl. (A5]) werden

diese zu einer einzigen Kugelflichenfunktion zusammengefasst. Jetzt kann der Operator

L=i ,/z”l/dQYl (2.75)

problemlos angewandt werden, wodurch (261]) und ([262) auf die Im-Multipolkomponenten projiziert
werden. Zuletzt transformieren wir noch von der Helizitidtsbasis in die Stokesparameterbasis und
erhalten die gesuchten Propagationsterme.

>l

2.3.3. Free-Streaming-Term

Wir beginnen mit den drei Raumzeitableitungstermen in (2.62]), welche nach Fouriertransformation
zu

€]

af? iq-k P
g;b - & 1) und [ PO} () ik, £ (ko) (2.76)
werden. Die Multipoltransformation der Zeitableitung ist trivial
ory | _ o
L [ 877 = fab lm( ) (277)

Fiir die anderen Terme verwenden wir die Methode aus Kapitel 2:3.21 Wir entwickeln ¢* = ¢gn® und

fég) in Multipolkomponenten und fassen die sphiirische Abhiingigkeit, nach Gl. ([(AF]), in einer einzigen
Kugelflachenfunktion zusammen:

q-k ) _ i . 7@
aT fab = Z 5 \/7Y1m2k _Z 2l +1 ab l1m1 llml
l1,m1
3 qk[mz] / ll“
ma=—1 ll,ml 2l1 +1 L= ”1 1] S, M

X\/211+1( L o1 )( 1 1L
2L +1 -s 0 =S my mg M

Nun ist es einfach, den Operator L aus (Z270) anzuwenden, welcher L = [ und M = m setzt. Um die
Summen mit den Kronecker-Symbolen zu kontrahieren, formen wir die Summationen um:

) Vi IS (). (278)

o) 1 +1 L 00 L+1 L

ZZZZZZZZ (2.79)

l1=0my1=—Iy L=|l; —1]| M= L=01,=|L—1| M=—Lmi=—1;

und erhalten

. 1 I+1 I
iq-k (2) qk[m2] 1 l I 1 (2)
L{ oF } z Z Z 0 —s mi Mo m fab, llml( ),

mo=—1 li=[l—1] m1=—I1

(2.80)
mit der Kurznotation my = m—my in Analogie zu der Kurznotation der Faltungen. Der erste Clebsch-
Gordan-Koeffizient verschwindet fiir S # s, was es erméglicht, die Summe {iber S auszufiihren. s ist
fiir ab = ++, —— durch Null gegeben, fiir ab = £F nimmt es die Werte s = +2 an. Aufgrund der
Eigenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten tragt im ersten Fall nur [ = [ £+ 1 zur Summe bei,
wéhrend fiir die Nichtdiagonalen ab = £F auch I; = beitréigt. Gl. (Z80) reproduziert den bekannten
Free-Streaming Term erster Ordnung.
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2.3. Entwicklung des Propagationsterms zur zweiten Ordnung

Der unterschiedliche Spin der +— und —+ Komponente fiihrt zu einer Mischung der E- und B-
Polarisation in der Stokesparameter-Basis. Die Gleichungen der E- und B-Polarisation bestehen aus
einer Summe bzw. einer Differenz der +— und —+ Komponenten (sieche Gl. 256). Aufgrund des
entgegengesetzen Spins dieser Komponenten treten in der Summe oder Differenz Clebsch-Gordan-
Koeffizienten mit entgegengesetzen m-Eintrigen aus Gl. (280) auf. Fiir diese gilt die Relation:

(iD-cmn( L) e

Bis auf dieses Vorzeichen sind die Vorfaktoren von fy_ und f_, in Gl. (280) identisch. Ist [y +1 —1
gerade, unterscheiden sich diese also nicht und es tritt keine Mischung in der IVEB-Basis auf. Ist
l1+1—1 aber ungerade, erhalten wir in der Summe oder Differenz ein zusétzliches relatives Vorzeichen,
welches die E-Mode fg 1m = %(f+_7lm+f_+,lm) in —¢ mal die B-Mode —ifp im = %(er_Jm —fotim),
oder umgekehrt, umwandelt.

Um die Gleichungen in der IVEB-Basis kompakt aufzuschreiben, definieren wir die Mischungsmatrix
HXY (l) mit

1 0 O 0
. 0 1 0 0 .
Hxy(l) =6xy fiir I gerade, Hxy(l) = 0 0 0o ; fiir [ ungerade  (2.82)
0 0 —1 0
und
Fy=1 " r=Ly (2.83)
X7 e X=EB ' '

Wir benutzen (Z56]) und erhalten:

Cliak o] ! qk[m2] li Z L1 o1
aE X a Fx 0 Fx mi Mo m

mo=—1 1= ‘l 1‘777,1—7l1

<D Hiy (i +1=1) /37,0, (R). (2.84)
Y

Die Mischung zwischen der E- und B-Polarisation ist in der Summe iiber Y enthalten, welche aufgrund
der einfachen Struktur der Matrix Hxy fiir Y = I,V trivial ist (es tritt in dem Fall keine Mischung
auf). Fir Y = E, B und gerades Argument /; + 1 — [ ist die Matrix ebenfalls diagonal, fiir ungerades
Argument erzeugt Hxy die benétigte Mischung der Moden.

AuBlerdem tritt die Mischung nur fiir nichtskalare Moden auf. Ist k in z-Richtung orientiert, trigt
in der Summe, wegen dem Vorfaktor k2, nur ms = 0 bei. In dieser Orientierung sind skalare Moden
durch m = 0 gegeben. In Gl. (Z84)) tritt also der Clebsch-Gordan-Koeffizient

h 1 1
(410 a5
auf, welcher fiir ungerades [; + 1 — [, also genau dann wenn Mischung auftreten wiirde, verschwindet.
Der letzte Term aus (2.70]) ldsst sich analog berechnen. Mit ([2.67) erhalten wir

L

[PO](ZI)Q)Z/{Q F P (k)| = (A(l) _D(1)>(k:) {“’ k2 o } (2.86)

Die Faltung ist hier nach (248)) implizit geschrieben. Durch Anwendung des L-Operators ergibt dies
Gleichung (ZR0) mit den Ersetzungen k™2l — k[l und £ llml( )= 4 llml( 2).
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

Auch hier gibt es eine Umwandlung von E- in B-Polarisation. Der Term beruht auf der Metrikstérung
A und D und wird Time-Delay genannt [43]. Das Besondere an diesem Term ist, dass er sogar fiir
skalare Moden zu einer Mischung der Polarisationen fiihrt. Die EB-Mischung ist in beiden Termen
mit der Struktur

(lll)(lll)5 ><1><2m may =0
2.0 2)\m my m TR w20+ 1Em) I Em) my = 1

(2.87)
verbunden. Es stellt sich die Frage, warum bei gleicher Struktur, in Gl. [284) keine Mischung fiir
skalare Moden auftritt. Der Unterschied liegt in dem relevanten Wellenvektor. In Gl. (Z84) ist dies
klm2] wihrend in (Z.80) k:g”z] vorkommt. Im ersten Fall kann das Koordinatensystem immer so rotiert
werden, dass nur my = 0 beitrigt (wie vorher gezeigt). Dies ist im Time-Delay-Term wegen dem
Faltungsintegral iiber ko nicht moglich. Fiir me = 0 erhalten wir das bekannte Ergebnis, dass skalare
Moden (m = 0 in dieser Basis) nicht mischen, wihrend im Time-Delay-Term immer auch ms # 0
benétigt wird, weshalb auch skalare Moden mischen, solange die Metrikstérungen A und D nicht
verschwinden.

Fassen wir die Terme zusammen erhalten wir insgesamt:

9 R 1 L1
87] le Z Z Z (FX OFX>(Wi1 ma m)

mo=—1 [ =|l— 1|m17—l1

X ZHXY h+1-1)

[m
f&?ml<k>+(z4“>—D<l>)<k>qk2 fmxkz)]. (2.88)

2.3.4. Impulsableitungsterme

Nun berechnen wir die Zerlegung der Terme mit einer Impulsableitung dq’/d\ aus (Z.62). Mit (Z70)
und (Z60) ist der erste Term gegeben durch:

. 1 %
L1V (ory) oy £ )
PO d) dq W dgi b bk@z
o0 ll

= (71)2 Z (,Z‘)h 2l1411{|:aEzn k:A ( )+D(1)(k1)} 1imy 4 fabllml( 2)

l1:O mlzfll

al. i q .. 1 3 s i X s
+ [q@k’lA(l)(kl) — aE@k;lD(l)(kl)] 7 (€L0:Y7,,, +€,0.Y ) féb llml(kg)} (2.89)

Wieder driicken wir n und die Polarisationsvektoren € nach (272]) durch Kugelflichenfunktionen aus.
In Verbindung mit den spinerhdhenden und -senkenden Operatoren verwenden wir die Relation:

1
ik (68,5, +€.8.Y ) =— 3 k[’”?]\/g([l VLY 4+ s Vsl Yt ), (2.90)

ma=—

wobei wir die Ableitungen der Spinorkugelflichenfunktionen nach Gl. (A10) berechnet haben. Wir
fassen alle Kugelflichenfunktionen unter Verwendung von Gl. (A.]) zusammen und wenden den Ope-
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2.3. Entwicklung des Propagationsterms zur zweiten Ordnung

rator L (siehe Gl. (Z73)) an

. 1 11
L[Gl. (IEQI)} b= —D(l)(kl)(I* fab, lm Z Z Z < me ™M >

ma=—1 I, =[l-1| mi=—l

ll 1 l aF [ma2] (1) 0 (1)
NEr e

i (o ) (L )

k[mz] |: p A(l)(k1) qED(l)( )] fabl1m1( )} (2.91)

Auch hier tritt, wie im Time-Delay-Term, eine Mischung zwischen E- und B-Polarisation auf. Die
letzten beiden Zeilen dieser Gleichung, aus der Richtungsableitung der Photonfluktuation, sind die
Weak-Lensing-Terme zur zweiten Ordnung [57]. Mit £(s), dem Ausdruck in geschwungenen Klammern
in der dritten Zeile von (ZAI), gilt x(—2) = (—1)*+171k(2) analog zu der Relation der Clebsch-
Gordan-Koeffizienten aus ([2-8T)). Deshalb kann auch hier die Mischungsmatrix Hxy verwendet werden.
In der IVEB-Basis erhalten wir schliellich

L{Gl. (I?EQI)}X = —D(l)(kl)qé% Xm Z lii Z " < 7712 Tf’L )
1

mo=-—1 h= |l 1|m1:_

l1 1 l aF [ma] 4(1) « 0 (1)
X { ( Fy 0 Fy > (—q) kAW (kq) ;ny(h-i-l—l)qaq Y,llml(kQ)

1 . L1 . L 1
+ﬁ {[ll]FX ( Fx—1 1 Fx )"‘Ul]FX ( Fx+1 -1 Fx )}

[m ] 1 4 1 * (1)
’ [ p AW (ky) — aED( )(k1)] zy:HXY(ll +1=10) fyim, (k )} (2.92)
Die restlichen Terme der linken Seite der Boltzmanngleichung stammen aus Gl. (Z7T)):

{1 dg' }(2) g ofY a7

dq ’

(2.93)

i J
—|x Y——E(z)qq 5,
PO d)\ q Oq [ * q b4

q2

wobei X und Y; die g-unabhingigen, bzw. die Terme linear in ¢° darstellen. Die einzige g-Abhingigkeit
in diesen Termen ist explizit polynomial gegeben. Da der hochste Term quadratisch ist, tragen in der
Multipolentwicklung nur [ = 0,1, 2 bei. Der quadratische Term ergibt

J 47T 47
E<2>qq [4m Z X, Yoma L 1/ Z mE[(i Yams (2.94)

mg——? mg——2

mit 272), Z74) und der Spurfreiheit von E;;. Die iibrigen Terme sind unproblematisch und wir
erhalten:

1 dg® ¢ 9
POar| ¢ Oq

{ =D (k) + 2DW (k) DD (k) | 610

all | o, . [m (2 ¢ 2
= [—zk[ JA®) (k) + ikl™ A (&y) (A(1>(k2) + D(U(kQ)) + B2 (k) + H, (1 - a2E2) B[(m)](k)} S
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

(0)

5(2) af;
— o 52 (k) 612}5@(] S (2.95)

Die Transformation in die IVEB-Polarisationsbasis entspricht aufgrund der einfachen Struktur ledig-
lich der Vertauschung &, — dx7.

Die Boltzmanngleichung fiir f)(?)lm(k:) zur zweiten Ordnung ist durch die Summe von Gl. (2388,
[2392) und ([Z95) gegeben. Der fehlende Stofiterm wird im folgenden Kapitel berechnet. Fiir Photonen

kénnen wir noch die Vereinfachung aF/q = 1 verwenden, wodurch der Term proportional zu H, in
der zweiten Zeile von Gl. (Z95]) verschwindet.

2.4. Entwicklung des StoBterms zur zweiten Ordnung

In diesem Kapitel berechnen wir die Entwicklung des Stofiterms. Zuerst entwickeln wir ([2:45) zur zwei-
ten Ordnung, dann wenden wir den Operator (2.75]) an, welcher die Multipolkomponenten herauspro-
jiziert. Dabei folgen wir der Rechnung aus [22], verallgemeinert auf polarisierte Verteilungsfunktionen.

2.4.1. Nichtrelativistische Entwicklung

Die letzten Wechselwirkungen der kosmischen Hintergrundstrahlung mit Elektronen stammen aus der
Zeit der Rekombination, wenn das Universum eine Temperatur von ca. 1eV hat. Die Elektronen sind
dann bereits nichtrelativistisch mit thermischen Geschwindigkeiten von

lal | JTe 1073, (2.96)
Me Me
Wir fiihren eine Entwicklung der Streumatrix in dieser Gréfle durch und zéhlen diese, aufgrund der
ghnlichen Groflenordnung, wie die Entwicklung in kosmologischer Storungstheorie.
Die Elektronen sind zur Zeit der Rekombination im thermischem Gleichgewicht und hinreichend
verdiinnt, um sie mit einer Maxwell-Boltzmann Verteilung zu beschreiben:

2 \*? _(a=mve?
ge(q)—ne(mT) e” Tmele (2.97)

T., ve und n, sind die Elektrontemperatur, die mittlere Geschwindigkeit und die Anzahldichte. Mit
der Ionisationsquote =, und der Baryondichte p, kann n. zur ersten Ordnung durch

M M
ne = n(® <1 n {‘Spb} n [6%] +> (2.98)

Pb

berechnet werden. dz. stellt eine Korrektur aus der gestorten Rekombinationsgeschichte dar, welche
in der Rechnung zweiter Ordnung bendétigt wird, wie in [80] diskutiert. In unseren Gleichungen ver-
nachléssigen wir diesen Effekt, da §z. nur zu einer Korrektur des Stoffterms erster Ordnung fithrt und
keine neuen Effekte zweiter Ordnung erzeugt. Aus einer inhomogenen Stérung der Rekombination
kann allerdings in Kombination mit dem Stofiterm erster Ordnung trotzdem B-Polarisation induziert

werden.
!

= q+p— p folgt.
, wihrend fiir die masselosen Photonen

Das ¢'-Integral in (245) wird mithilfe der Deltafunktion geldst, woraus q
Die Elektronimpulse sind von der Ordnung |q| ~ (m.T.)"/?
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p,p’ ~ T gilt. Dies erlaubt die Entwicklungen

gd)=gp+q-p') = glq [1 - (p*p/)m(jjf mev) (p2mf7:)2
RYCETEr N
56+~ %) = o+ Bla)— ¥~ Blp+a—p) = 6(p—p) + ELIIRET)
T =) e S e
mit p = |p|, p’ = |p’| und der Abschiitzung
E(q)— E(q') = 2?71 _ 2(17:@ _ _Q(pn;p’) B (P;j@’f N i/; < T.. (2.100)

Die vernachléssigten Terme in ([2:99) sind von der Ordnung (2.96).

Setzt man diese Approximationen in nullter Ordnung in den Stofiterm (Z45]) ein, verschwindet er
wie erwartet unabhéngig vom Matrixelement. Deshalb reicht es aus, das Compton-Matrixelement bis
zur ersten Ordnung zu entwickeln. Die Entwicklung von (2.40) ergibt:

% 2
M2, = 247m20r ( Soavew + 28, +0 (4 2.101
| M [55 ww 7TmeUT< 0,A\ + s LA we + m2 , ( )
mit
Soavew = €x(p)- € (p)€;(p) e (P), (2.102)
i * *7 €y’ p, P 7 6:; p 'p/

Siavww = €xp)- €y (p') {Ew (p) % + €. (p') (]92}

« i (@) P Lo, ep)p
+€,(p) - € (P) {6,\(17) % + e (p) (p),} (2.103)

und o = 8ma?/(3m?) der Thomsonrate. Aufler in g.(q) ist die Abhiingigkeit von g jetzt polynomi-
al gegeben und das Integral iiber g in ([ZZ43) kann durch Momente der Elektronverteilungsfunktion
berechnet werden:

/ﬁge(q) X {1; q"; q’q]} =N, X {1; mevy; meT 0" —&—mivévg . (2.104)

2.4.2. Entwicklung von C[f ]

Wir setzen die nichtrelativistische Entwicklung in den Stofterm (245) ein und integrieren iiber die
Elektronimpulse. Dabei geben wir die Ergebnisse als Koeflizienten des Gewinnterms (2.45]) und der
Differenz zwischen Gewinn- und Verlustterm an:

. (@)
G = { 3w ) [Fur (O + Fan®)) + 8unOar + Furw)]}

GL(Ai))\’ww/ =2 6a)\6wb f)(\ti)/ (p/) - 5)\’w’ [5a)\f4fjb) (p> + 6bec(Li\) (p):| . (2105)

Dies vereinfacht die Rechnung, da die Differenz der Terme nur noch linear in der Phasenraumver-
teilungsfunktion ist, wihrend Gewinn- und Verlustterm selber quadratisch sind. Auflerdem tritt in
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

den meisten Termen nur die lineare Kombination von Gewinn- und Verlustterm auf; der quadratische

Term GE\i;\/ww/ wird sogar nur in nullter Ordnung benétigt.
Wir zerlegen den Stofiterm in folgende Bestandteile:

3
Calf] = ZneUT/ dp'p’ / (1 +cp @ 4 c? + 0(2) + B+ 0(2)] g (2.106)
0 a

wobei ' der Winkel des gestreuten Elektronimpulses p’ ist. Die Zerlegung beinhaltet den Term erster
Ordnung

o(p—1p
C((l? = SO,)\)\’ww’ |:(S(p — p/> GL(I) + 'Uél) . (p — p/) % GL(O):| (2107)
p AN ww’
(Summationen iiber A, N, w,w’ implizit) und die Terme zweiter Ordnung
Sy = Soanww 8(p — p) GLE, 0 (2.108)
d(p—1p
) = Soanvww v - (p—p) % —p) aLl,.., (2.109)

op’

dé(p i
C(AQ2)7ab = SO,)\/\’ww’ U((zl) . (p - p/) (ap) GL)\)\’UJUJ’ + Sl AN ww’ 6([) P ) (1) GL)\l)?/ww/ 5 (2110)

2 1 20%(p —¢) ~r0
'Ew)ab = SO,)\)\/ww’ 5 |:'Ug1) N (p - p/):| T GL&)?/WW/

/
+ S{,)\)\’ww’ ’U(g ) (p p ) (1)2 %(app) GLE\O)?’ww’ , (2111)
@ _ (p—p)(p—V) ;0  ,@—p) 0 .
cK,ab - SO)\/\ ww 2me ( ap GL)\A’ww’ 2 ap/ G)x)\’ww/ (2 2)
Psp—p) 0
+Te ap/2 GLA)\’ww/
; ) ds(p —pf
+ Si,)\)\’ww’ (anip) <5(p 7p/) Gg\o)\)’ww’ +Te % GLE\O)?/UJUJ/> : (2113)

Nach einigen partiellen Integrationen kann das Integral iiber p’ mit Hilfe der Deltafunktionen aus-
gefiithrt werden. Wir definieren den Integraloperator

1 [ sy
= — dp'p’ 2.114
o /0 p'p / el R (2.114)
so dass 3
Calf]= 3NeoT P X I[c(l) + 0(2) 4@ + 0(2) + 2 + 0(2)] b (2.115)
gilt. Der Term erster Ordnung ergibt nach partieller Integration
(1) aqy (1) (0) 0 ~pO
Ile “b} 2 / A7 S0’ {GLHD p vél) (n— 2n/ ) GL\p P’ ng (n - n) ? GL [p=p AN we!
(2.116)

Nach Integration iiber die Deltafunktion gilt p’ = pn’; der Index “p = p’” bedeutet, dass féz) (p') =

féz) (pn/) in (ZI08) verwendet werden muss. Aufgrund der Isotropie und Homogenitit hingt die
Verteilungsfunktion nullter Ordnung nicht vom Impuls ab und ist unpolarisiert. Deshalb gilt

(0)
[Zh N o e,
P=P | x N ww! ap p=p

= 20420000 pTIp (2.117)

:| AN ww!
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Gleichung [2.IT6]) wird mit So AV we aus Gl EI02) zu

! .
165 = 5ot | ‘f{zeg(n)egﬂ(n) {ej’f(n’)eil(n’) 0, (om)
7
i 3f(0)
“ofD () G e (') p L
i *J *k AW / Ky (1) K} (1) 2.118
ex(n)ef (n) e (n)ex (n') [daxfoy (P) + 0w fox (P)| ¢ - (2.118)

Die Winkelabhéngigkeit ist in den beiden hinteren Termen explizit durch Polarisationsvektoren gege-
ben und kann daher ausintegriert werden. Mit

Qf Qf 2
/ ‘i eF ()l (n') = / %[5“ k] = 2 6 (2.119)
vy vy

*7

und €} (n)e:’(n) = ), erhalten wir das Ergebnis

2 8f(0) b dQy’ 4 *j *1 j
=210 daneo® p I [ ) ) [l () 10, om)] - (2220)

Diese Gleichung ist identisch zu dem polarisierten Stofiterm erster Ordnung [12, [44].

An diesem Term erkennt man die Notwendigkeit der Multipolzerlegung. Das verbleibende Rich-
tungsintegral lduft {iber die Verteilungsfunktion, welche wir berechnen wollen. Durch Anwendung
der Multipoltransformation wird die Winkelabhéngigkeit in den Kugelfliichenfunktionen isoliert und
die Integration kann ausgefiihrt werden. Der Nachteil der Methode ist allerdings die Erzeugung der
Boltzmannhierarchie in den Multipolen.

Die Terme zweiter Ordnung kénnen analog berechnet werden, sind aber komplizierter, insbesonde-
ren wenn S} benétigt wird. Der Term quadratisch in den Verteilungsfunktionen wird nur in nullter
Ordnung benétigt. Dann gilt

1 2
Tiew) = =3 fa)

GO, = 28urdudre FO ) [1 + f}o)(p)] (2.121)
Als Ergebnis erhalten wir fiir die integrierten Terme zweiter Ordnung
2 dsy’ i *J * j
eyl = —5a (0)+ / = Ca(n)e’ (n) [l () 12, (om)] (2.122)
2 2 8f(o) (p)
e, = —3 dapm vf)pfaT7 (2.123)
2 v ;o
1) = 3neol )+ [T (n) [exf )l () 12 (om)|
. 9
X {Sﬁ-jklvél)m — gikgit [vél) (mn—2n)+ 01 . (n—n) pap] } , (2.124)
(0) 2 £(0)
(2) _ 2 2, 2 | 0f1 () 2 w2, 1 2], 20°f1 " (p)
Ieypal = dab [3")2 ) "‘g("'”é )) :|p8p+6ab Bvé ) +§(n‘vé N2 p o2
. i 1 . . 82 (0)
—ea(n)e’ (n) 75 o p? T‘;IQ : (2.125)
@ 1 _ 25 )4 (0) ATe  »p (0) 011" ()
I[CK,ab] = 3%» me 1 (P)(1+f1 (P))+ E+E(1+2fl (P)) pr

+

(0)
Epz *f;” (p) }7 (2.126)

Me Op?
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

wobei 57", der Matrix S} nwer Ohne Polarisationsvektoren entspricht:
Si?,lijkl — 51k (6jm7’ll + 5lmn/j) + 5jl (5lmnk + 6kmn/i) . (2127)

2.4.3. Fourier- und Multipoltransformation

Nun miissen wir nur noch den Multipolzerlegungsoperator ([2.75) anwenden, um die finalen Gleichun-
gen zu erhalten. Mit der Entwicklung der Vorfaktoren 1/P°% aus (Z23)) und der freien Elektrondichte
ne aus (2I00) ergibt die Boltzmanngleichung

3% (k) +... =L Lglo Cx[f}] = %L {Cx[f}(”} = gng%m x 1[] (k) (2.128)
in erster Ordnung und
e )+ oo = L] g Cxlfl] = 5 L [Cxl1®] + 5 A0 L [exlr1]
— gngo)aTa X {f {cg) +c? 4 szj +c? 4 cﬁ?)}x(k)
n (A(l) n [‘;’:’r) 4 [6;6} m)(kl) f[cﬁ?](ksg)} (2.129)

in zweiter Ordnung. Wir haben (ZI15) fiir den Stofiterm und (298) fiir die Elektrondichte verwendet,
sowie E = p eingesetzt, was die Gleichung fiir Photonen vereinfacht. Dies ist keine Einschrinkung,
da der StoBterm explizit nur fiir Photonen gilt. Auierdem haben wir den Operator I[...] = L[I|.. ]]
definiert.

Die Fouriertransformation des Stofiterms ist trivial, da keine riumlichen Ableitungen auftreten. Wie
auf der linken Seite erhalten wir aus Produkten von Gréfien erster Ordnung Faltungen. Im Folgenden
vernachlassigen wir die Abhéingigkeit vom Wellenvektor k, k; und ko um die Notation kompakt zu
halten; im konkreten Fall ist immer klar welcher Wellenvektor verwendet werden muss.

Zuletzt miissen wir die Multipolzerlegung von (Z120) und (ZI122) — ([Z126) durchfithren. Mit (Z49)

fiir SU)J, (pn') erhalten wir nach Anwendung von L (Z73]) folgende Winkelintegrale

i 1 X .
Qi = = [ A2 ) () i (). (2.130)

Die Matrizen Q% werden als Losung dieses Integrals definiert. Sie sind nur fiir [ < 2 von Null ver-
schieden. Mit Gl. (257 definieren wir in der Stokesparameterbasis

Q?;,lm = Ux [a] Q[ab],im (2.131)

in Analogie zu Gl. (250)) fur die Phasenraumverteilungsfunktionen. In der IVEB-Basis verschwinden
die @-Matrizen fiir X = B bei beliebigen Werten von [. Die restlichen )-Matrizen sind explizit in
(A14) angegeben. Die Spur

ije yid L«
tr (le,lmQCdvl’m/) = Qan,lchde’m’ = § wt(zb);cd 5”/577””' ) (2132)

welche in den Gleichungen benétigt wird, ist diagonal in den Multipolindizes und definiert die w-
Symbole. Analog gilt in der IVEB-Basis

WS 610G (2.133)

Wl

t _ 0 ol =
tr (QX,lmQY,l’m’ =Wxm%yrm =
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2.4. Entwicklung des Stofiterms zur zweiten Ordnung

mit der Definition o l
Wxy = U;(;[ab] UY?[Cd]wflb);cd' (2134)

Fast alle wgé)y verschwinden; wng), = wﬁ% = —4/3/50 ist das einzige nichtdiagonale w-Symbol, welches

Polarisation beinhaltet. Die nicht verschwindenden w-Symbole sind in (AI5) angegeben.

Mit den Definitionen (ZI30) und ([ZI32) erhalten wir aus (ZI20):

2 f 1
I:CEE?} - g {_fts.lln)lm(p) - 6ab6l1 v [) ]p Ia ( ) + QMZ(J?;w/)\’f)(\}z)’,lm(p)} . (2135)

Die Transformation auf die Stokesparameterbasis ist gegeben durch Ux [4y I [c(l)] up Wir verwenden

! 1 1
UX,[ab]Wéa);wwf,(\/w/,zm( ) = Ux fab U[ba] X Wg()/Y'U[w/l,v g )\’w’]Ylem( p)

2Ux fati Uty 0 5oy Ui Us v Pt (P) = 285 x0 @y Oy Fi2),, (0)

= 2wg?y o () (2.136)
und erhalten
. 2 o0
IeY] = 3 {— O (0) = 81810 pf’ap(m + Wl ) b (2.137)

Der Stoterm erster Ordnung ([Z-I128]) ist identisch zu dem bekannten Resultat [44]. Durch die Kopplung
zwischen E- und I-Mode in wxy, wird die Erzeugung von E-Polarisation durch Thomson-Streuung
beschrieben.

Bei den Termen zweiter Ordnung gehen wir dhnlich vor. Die ersten beiden, T [cf)ab] und [01(;2()11)] haben
dieselbe Struktur wie der Term erster Ordnung und koénnen direkt aus diesem aibgeleitet werden:

2 1
I[C(ﬁ)x] = g{— §<2,)lm(p)+w§()y ffl)m(p)}y (2.138)
(0)
s, 2 @ Of (p)
Iey x] = —§5X1511vey[m]p7€9p : (2.139)

Der komplizierteste Term ist [ [cgi’ab] aus Gl. (Z124). Mit den Q-Matrizen und w-Symbolen erhalten
wir

1
s (2 2
1)y = 5 Z Z i)

l 1 [ [ 1
x{<mz Lo A ) S0
+

o1 O g 9 L)
Hyv(Li+1-10)(2 —
- ( Fy 0 Fy )WXZ zv(h+ ) ( lelml( )+p8p Y.y (P)
gm0 1 1L
2+1\ m —m2 ™M Fx 0 Fx

9
xZHXz (+1—1)wi) <lelm1( ) + ry (yfl)lml(p)>}

Y, Z p
+1

>y Z ”123 I, ()

mo=—1 [;= ‘l 1‘7711:711

OJ\[\D
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

”le 2+ 1 (z 1L)(l1L>
2L +1)Q2L+1)\ m —ma M Fx 0 Fx

L=|l—1| M=—L
* 1)j ¢k e ik (1)3 k ij%
xHy,(l+1-1L) [Ue Ema Q2 QY1 m, T Ve Z,LM Yllml

I1+1
[2041 (1, 1 L L 1 L
+ Z Z 2L+1(m1 mo M)(Fy 0 Fy)

L=|l,—1| M=

X [vgl)kfgm gflmQZ oo + 080 Z)g*lm z LM} Hzy(hi+1-1L) } (2.140)

Die Struktur des Terms ist undurchsichtig; einige Eigenschaften lassen sich aber einfach ableiten. Da
die @-Matrizen und die w-Symbole fiir [, [, L > 2 verschwinden und die auftretenden Clebsch-Gordan-
Koeffizienten nur benachbarte Momente koppeln, muss I [C(AZS), ] fiir I > 3 verschwinden. Dariiber
hinaus gibt es, wenn man die Terme explizit berechnet, eine Kopplung zwischen I- und E-Mode, aber
zusétzlich auch eine direkte Kopplung zwischen I- und B-Polarisation. Diese direkte Kopplung tritt

in zweiter Ordnung nur in diesem Stofitermbeitrag auf.
Die letzten beiden Terme [ [0(2) ] und I [C(I?)ab] sind relativ einfach, da sie nur von der ungestorten

vv,ab
Phasenraumverteilung abhingen. Wir erhalten
2 of” 2
Il i?x} = 3{5X1pflap(m [5lo5mov£1)
1
_ (1) O 1 1 1 11 1
Z 1Ue,[m1]ve,[m2]z (ml mo m)(O 0 0
mi1,ma=—
o210 2
+5XIPZT@ {51057710 vt
21:1(1) W a1 1 1 11 1
- - v i
m1m2:712 e,[m1] “e,[ma2] mi Mo m 0O 0 O
1 i i yigE > (0)(13)
2l+1ﬁvg1> 021)3Q§7lmp2817132 7 (2.141)
(0)
@ 1 _ 25 o sos ) AD L)y q 4 0) AT. | 4 90 of; " (»)
Tejx] 5 0x1000mo § = f17 @) (LS () + | o= +me( +2f0 ) [P
T. 200" ®)
—p—=— . 2.142
* me op? ( )

Damit haben wir die polarisierten Boltzmanngleichungen zweiter Ordnung fiir Photonen hergeleitet.

2.5. CPB-Spektrum der B-Polarisation

Zum Vergleich mit diversen Experimenten benotigen wir das C2Z-Spektrum der B-Polarisation. Dieses
berechnen wir nun aus den Multipolkomponenten fx i, .
Wir beschreiben die kosmische Hintergrundstrahlung mit der Phasenraumverteilungsfunktion

far(n,2,0) = 0ap 117 (0) + 1 (0 2,0) + £3 (n,2,0) + .., (2.143)

welche wir um die unpolarisierte homogene Schwarzkorperstrahlung f 1(0) (q) entwickelt haben. Wenn

wir im expandierenden Universum mitbewegte Impulse ¢ = gn verwenden, ist f I(O)(q) zeitunabhingig
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2.5. CPB-Spektrum der B-Polarisation

und entspricht einer Schwarzkorperverteilung mit der heutigen Temperatur des Universums Ty. Wir
definieren die Matrix der Temperaturfluktuationen ©,,(n, x, g) durch

fatn = o () 1], 21

wobei die ,,Eins®“ in den eckigen Klammern und im Argument der Exponentialfunktion als 2 x 2 Ein-
heitsmatrix aufgefasst werden muss. Wir entwickeln die Temperaturstérung bis zur zweiten Ordnung:
O, x,q) =0, x,n) +0D(n,z,q) +....

Der Begriff der Temperaturfluktuation ist dabei leicht missversténdlich, da fu(n, z, @) im Allgemei-
nen keine Bose-Einstein-Verteilungsfunktion mehr ist, da ©(n, ¢, ¢) von der Photonenergie g abhiingt.
In erster Ordnung kosmologischer Stérungstheorie ist 6(1)(7], x,n) allerdings unabhéngig von g und
das Spektrum entspricht einem Schwarzkorperspektrum mit positions- und richtungsabhéngiger Tem-
peratur, wiahrend es sich in zweiter Ordnung lediglich um ein verzerrtes Schwarzkorperspektrum han-
delt.

Unser Ziel ist es Observabeln aufzuschreiben, welche unabhéngig von g sind und als Tempera-
turstorungen interpretiert werden kénnen. Um dies zu erfiillen, definieren wir die Photonenergiedichte
normalisiert auf die ungestorte Energiedichte:

_ [ da@® far(n. z. qn)
[ dag® £ (q)

Wenn die Photonen unpolarisiert sind und wir ein Schwarzkérperspektrum mit Temperatur 7'(n, x, n)
annehmen, ist A(n, z,n) durch

Agp(n, z,m) (2.145)

4
W} =(1+06(mnzmn)! (2.146)

N
mit der Temperatur verbunden. In zweiter Ordnung erhalten wir aber Korrekturen aus der Im-
pulsabhéngigkeit der Verteilungsfunktion. Fiir impulsabhéngige Storungen zweiter Ordnung und ein
Schwarzkorperspektrum erster Ordnung erhalten wir zur zweiten Ordnung die Matrixgleichungen

AVmz,n) = 400 (nz,n),
@) 5? (1) 2
A® @) = 487 mz,n)+6[00 0 2,n)] (2.147)
mit ©
_ [dag® £\ (q) |0@ (n, &, qn) + g2 03 (2, qn)
0%, z,n) = M| 170 } (2.148)

[ dag® £ (q)

Dabei ist @(2) identisch zu ©®), wenn die Temperaturstorung unabhingig von q ist. Ansonsten ist @(2)
die Temperaturfluktuation eines Schwarzkorperspektrums, dessen Energiedichte der Energiedichte der
tatséchlichen Verteilungsfunktion zweiter Ordnung entspricht.

Wir definieren die Multipolkoeffizienten a;,, in der iiblichen Weise durch

—(2
am = alY + 0 + ... = /dQ(n) Y (n) [0 (o, 2o, 1) + 0 (0o, 20, m) + .. ] : (2.149)
unter Verwendung der dquivalenten Schwarzkorperverteilung .

Der Spin der spingewichteten Kugelflichenfunktionen muss entsprechend der Helizitdtskomponenten
gewihlt werden: s = 0 fiir die diagonalen Eintrdge ++, —— und s = £2 fiir ab = £F. B-Polarisation
wird in der zirkularen Basis durch /2 mal der Differenz der +— und —+ Komponenten gebildet und
wir definieren analog _

i
aBim = 5 (A4~ tm — Gt 1m) - (2.150)
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

Die Abwesenheit von B-Polarisation in erster Ordnung impliziert, dass die +— und —+ Komponenten

von féi) und 6(%) identisch sind, so dass ag)lm = 0 gilt. In zweiter Ordnung erhalten wir

1 ) " 24
o = z/ aQ(n) 5 V52 (0) AL (10, @0, m) = V2" (n) AP (10, 20, m)
L[ Pk gm, v | AT (2
= Z/ (271_)36 (—1) 011 AB lm(ﬂo,k) (2.151)

wobei wir in der letzten Zeile die Fouriermoden und Multipolkoeflizienten von Ag)(

in Abschnitt 2.2.4] verwendet haben.
Nun kénnen wir das B-Moden Spektrum C’IBB berechnen, welches durch das statistische Mittel

o, g, M), definiert

(aB7lma%7l,m/> = 5ll’5mm’ OIBB (2152)

definiert ist, wenn die Storungen des FRW-Hintergrundes in erster Ordnung rein skalar sind. Wir
verwenden Gl. (ZI5])) und die Definition

(A 1 (00, )AL (0, K)) = (2m)0) (e = W) P27, () (2.153)

u mm’

um den Erwartungswert aus Gl. (2.I52]) zu berechnen:

L PoE (k k). (2.154)

, b
. 0
a a Tom ! '
< B,lmAB 1'm > ( ) 2[ + 1 (2 + 1 / ll o

Das Powerspektrum von Ap héngt hier von der Richtung E ab, da es sich auf das fixierte Beobach-
terkoordinatensystem, in welchem wir die Helizitét definieren, bezieht. Wenn wir die Helizitétsachse
als k wahlen, erhalten wir anstelle dessen die einfache Gleichung

(AR 000, )AL (10, K)) i = Omms (27)363) (ke — k') P (k). (2.155)

Die Form der rechten Seite der Gleichung folgt aus der statistischen Isotropie und Homogenitét, bzw.
durch explizite Rechnung (siehe auch Kapitel B:2). Das Powerspektrum PI%B (k) héngt insbesondere
nur vom Betrag k = |k| ab.

Beide Powerspektren sind durch die Transformationen (ZI64) unter Rotation verbunden, woraus

PAE (k&) = il S B ) i 4 (2.156)

U, mm/’ 21+ 2l,+ 1 U'm/

folgt. Dies verwenden wir in Gl. ([2I54) zusammen mit der Orthogonalitéit der spingewichteten Ku-
gelflichenfunktionen, um das gewohnte Ergebnis

12 o0 PRE (k)
cpP=—= / dk k2 2.157
! 16 m:%:ﬂ (20 + 1)2 ( )

herzuleiten. Die Summe ist auf Werte |m| < 2, beschrinkt, da Ag??lm (k) in dem System, in welchem

E in Richtung der Helizitétsachse liegt, keine Quellterme fiir |m| > 2 enthilt. Die Summe liuft auch
nicht iiber m = 0, da es keine skalaren Beitrige zur B-Polarisation gibt.

2.6. Boltzmanngleichungen der verschiedenen Spezies erster
Ordnung

Zur Berechnung der CMB reichen die Photongleichungen nicht aus, da Wechselwirkungen mit den
anderen Spezies beriicksichtigt werden miissen, insbesondere Stoe mit dem Elektron-Baryon-Plasma.
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2.6. Boltzmanngleichungen der verschiedenen Spezies erster Ordnung

Zuséatzlich sind aber auch gravitative Wechselwirkungen relevant, so dass wir die Gleichungen der
dunklen Materie und der Neutrinos bendtigen, welche den Raum kriimmen und so indirekt mit den
Photonen wechselwirken.

In diesem Abschnitt geben wir alle Gleichungen an, welche zur Berechnung der B-Polarisation
benotigt werden. Dazu verwenden wir die energieintegrierten Gleichungen (ZI45]), da diese eine ein-
fache Form annehmen und zur Berechnung des CPB-Spektrums ausreichen.

Die Gleichungen erster Ordnung in konformer Newtoneichung lauten:

aﬁAIll)m )+ Z Fi) glglil ( )k[7n2]0$,llm +4510D(1)(k) +4511ik[m]A(1)(k)

—401 B{Y) (k) + 401200, (1) (K)
. 1
|n|{A§%2m< k) + 102 o (k) + 481101, (k) + 0o 05 (A7), (k) = VBAL,, (k >)},

0 . m - mo
7A(El,)lm<k)+2($z)Ag,)(lil)m( )k[ ApEi _ZAg,)lml(k) klm=1pol
+

87] mim mim

\[
=161 { = AL ()~ 83 (ALY 00 - VBAL, ) |.
88 g)lm + Z :FZ l:tl (k)k[mz]Drj?zﬁlm + Z‘A(El)lm (k)k[mz]DrOﬁl m
/r] 3 1 1

~1él{ - AS;,)lm(k:)}. (2.158)

Die Kopplungskoeffizienten C! ~und D%/

frediig myms> Welche in den Boltzmanngleichungen auftreten sind
gegeben durch

VIi+1Em)(+2+m)

C+,l _
m=+1l,m \@(21 + 3) ’
ol (I+1)2—m?
mm 20+ 3 ’
o-1 _ NI=1Fm)(IFm)
m=E1l,m ﬂ(Ql . 1) ’
2 —m2
-1 _
Conim 20—-1 7
20+1+m)(lFm)
Do _ \/
m=E1l,m + l(l T 1) ’
2m
Dol = 2.159
mom (l+1) ( )
Die daraus abgeleiteten Koeffizienten R 'm, und Kf,illmQ lauten:
R:me = (l + Q)O;rrzllm? R:nllm - (l - 1)Om1m7
K;rtllm = (l + 2)D:rr7,1lm? K;z’llm - (l - 1) nL1m7
Koty = =Dl (2.160)

Die Boltzmanngleichungen fiir masselose Neutrinos A,(/ll)m(k) sind identisch zu den Gleichungen fiir
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

A(Ifl)m(k), wenn der Stofiterm vernachlassigt wird. Baryonen und Elektronen bilden ein stark gekop-
peltes Fluid, mit den Parametern 5&1)(19) = [5pb/ﬁb}(1)(k) und ’US[)m](k), bestimmt durch
P 1
1 mq.[m], (1 :
8775,5 (k) — Zl(—n ikl (k) +3DW (k) = 0,
0 1 i || 1 1
(877 + Hc> o) (k) + ik AW (k) = - {4v§,[m] (k) — Aggm(k)} : (2.161)

mit R = 37,/ (47,).
Kalte dunkle Materie 5£1)(k) = [5pc/ﬁc](1)(k:), v((:l[)m]
Stofiterm. ’
Das Gleichungssystem ist zusammen mit den Einsteingleichungen der Metrikstorungen erster Ord-
nung geschlossen, welche die Form

(k) erfiillt die Gleichungen der Baryonen ohne

K2DW (k) 4+ 3HoDW (k) — 3HZ AWM (k) = 4nGa?6p™Y (),
Crkpmakma) (A + DW) (k) = 87Ga?an, 3 (k) (2.162)

annehmen. Wir haben die Gleichungen der nichtskalaren Metrikstérungen erster Ordnung nicht an-
gegeben, da wir annehmen, dass diese in erster Ordnung verschwinden. Die Dichtefluktuationen und
die anisotrope Spannung sind durch

5p(1) (k) = ﬁbézgl) + ﬁcégl) + ﬁ’yA(II%O + ﬁVAI(/%())O)
1 2 _ 1 .
me)](k) = 150, (p’YAg,%m + pVA(u,%m> (2.163)

definiert.

Erzeugung von B-Polarisation in erster Ordnung

Diese Gleichungen beschreiben die Evolution des inhomogenen Universums in erster Ordnung. Da
wir im folgenden Kapitel die Gleichungen zweiter Ordnung diskutieren, geben wir hier einen kurzen
Uberblick iiber die Effekte erster Ordnung, welche zu einer Erzeugung von Polarisation fiihren.

Die Evolution ldsst sich in zwei Regimes aufteilen: Das Tight-Coupling-Regime und das Free-
Streaming-Regime.

e Im Tight-Coupling, vor der Rekombination, werden die Gleichungen durch den Stofiterm domi-
niert. In Gl. (ZI58)) enthilt der Stofiterm jedes Moments Ax j,, den Term —|i|Ax iy,. Dieser
sorgt fiir eine Unterdriickung aller Moden wenn |4| grof ist. Fiir Ay gg wird der Term allerdings

durch den zweiten Beitrag zum unpolarisierten Stof3term 6l0AE,}()JO(k) aus Gl. (2I58) aufgehoben;
die Dipole A7 11 und v [, bilden ein stark gekoppeltes Fluid. Monopol und Dipol sind nicht
unterdriickt und fiithren im Tight-Coupling phasenverschobene Oszillationen aus. Alle anderen
Momente sind vor der Rekombination unterdriickt, insbesondere existiert keine Polarisation im
Tight-Coupling.

e Nach der Rekombination fillt die Reaktionsrate sehr schnell ab und der Stofiterm kann vollsténdig
vernachlassigt werden]. Dann wird die Evolution von den Free-Streaming-Termen der linken Sei-
te dominiert, welche Momente [ an ihre Nachbarn [ + 1 koppeln und nichtskalare E-Polarisation
in B-Polarisation, und umgekehrt, umwandeln. Aus dem Monopol und Dipol bilden sich so im
Laufe der Zeit immer hohere Momente, bis zu den Momenten der Ordnung [ ~ 1000, welche

2 Abgesehen von der spéter folgenden Reionisation, welche wir nicht betrachten.
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wir heute beobachten. Die Terme skalieren mit dem Wellenvektor k, fiir groflere Wellenvektoren
werden die hoheren Momente schneller generiert, so dass die heute gemessenen Moden [ zu einem
Wellenvektor k o [ korrespondieren.

Die einzige Moglichkeit B-Polarisation in erster Ordnung zu induzieren, ist durch die Umwandlung
von nichtskalarer E-Polarisation im Free-Streaming. E-Polarisation ist im Tight-Coupling unterdriickt,
sie ist allerdings im Stofiterm an den Quadrupol Aj s, gekoppelt. Wenn nichtskalare Moden der
unpolarisierten Strahlung existieren, erzeugen diese durch St68e nichtskalare E-Polarisation, welche
spéter im Free-Streaming in die gesuchte B-Polarisation konvertiert wird.

Dabei tritt allerdings ein Problem auf: Im Tight-Coupling ist sowohl der E-Quadrupol, als auch der
unpolarisierte Quadrupol, unterdriickt. Nach der Rekombination, im Free-Streaming, werden Quadru-
pole generiert, aber der Stoterm verschwindet und damit verschwindet auch die Kopplung zwischen
der E- und I-Polarisation. Die Induktion der E-Mode aus dem unpolarisierten Quadrupol ist also
nur wahrend der kurzen Zeit der Rekombination méglich, wenn die Gleichungen weder in der Tight-
Coupling-, noch in der Free-Streaming-Approximation behandelt werden kénnen.

Die adiabatischen Startwerte erster Ordnung sind rein skalar und die Metrikquellen A und D in-
duzieren durch die Quellterme 46;0D™ (k) und 46,15k AM (k) aus Gl. (ZI58) nur skalare Moden.
Die einzigen nichtskalaren Quellterme sind die Metrikquellen B; und E;;. Die Einsteingleichungen der
Tensorkomponenten sind einfache Wellengleichungen, weshalb diese auch Gravitationswellen genannt
werden. Sie induzieren einen nichtskalaren unpolarisierten Quadrupol, welcher wéhrend der Rekom-
bination an den E-Quadrupol koppelt. Dieser wird dann spéter im Free-Streaming in B-Polarisation
umgewandelt.

In erster Ordnung existieren keine weiteren Quellen fiir B-Polarisation, weshalb eine Messung der
B-Polarisation verwendet werden kann, um die primordialen Tensormoden der Metrikstérungen zu
rekonstruieren. Da diese klein sind, konnen Effekte zweiter Ordnung, welche B-Polarisation erzeugen,
von dhnlicher Ordnung sein. Im folgenden Kapitel berechnen wir daher Effekte, welche B-Polarisation
in zweiter Ordnung induzieren.

Die vektoriellen Moden B; werden in den meisten Szenarien nicht bevorzugt, weshalb wir sie nicht
naher diskutieren. Im Wesentlichen induzieren sie, wenn sie wahrend der Rekombination vorhanden
sind, B-Polarisation genau wie die Tensormoden.

Rotationseigenschaften der Multipolkomponenten

Wir 16sen die Gleichungen erster Ordnung fiir Wellenvektoren k, welche in der z-Richtung liegen
(k% = ik und k! = 0). Ohne Vektor- und Tensormoden verschwinden die m = +1, 42 Komponenten
fiir diese Wahl von k, was die Rechnung deutlich vereinfacht.

Die Losung fiir beliebige Orientierungen k kann aus der m = 0 Losung fiir k = kes durch Rotationen
generiert werden. Im Allgemeinen gilt fiir einen sphérischen Tensor T}, (k) von Rang ! fiir k = kk die

Relation
_ W) (po1y_ | 4T —m! (§
Tim(k) = mE/ Tim: (kes) D, (R™) = ST mg/ Ty (ke3) Y, ™ (k) , (2.164)

mit k = Res und D,(,l,)/m(R_l)m'm der Wignerfunktion der Rotation R~!, welche durch spingewichtete
Kugelflichenfunktionen ausgedriickt werden kann [29]. Da es keine Vektor- und Tensormoden erster
Ordnung gibt, trigt nur der m’ = 0 Anteil in der Summe aus Gl. [ZI64) bei.

Zusammen mit der Annahme der Isotropie kann diese Relation verwendet werden, um die kosmolo-
gischen Groflen erster Ordnung fiir beliebiges k aus der Rechnung mit einem festen k zu extrahieren.

Gleichungen des Baryon-Elektron-Fluids zweiter Ordnung

Die Einsteingleichungen zweiter Ordnung werden in der Rechnung der B-Polarisation aus Stofiterm-
quellen nicht benotigt. AuBer den Photongleichungen treten in zweiter Ordnung nur die Baryonglei-
chungen auf, welche durch Stofle an die Photonen gekoppelt sind (siehe Kapitel B)). Der Vollsténdig-
keit halber geben wir hier die die kompletten Gleichungen des Baryon-Elektron-Fluids in zweiter
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2. Boltzmanngleichungen zur Beschreibung der CMB Polarisation

Ordnung an. Die Fluidvariablen sind durch den Energie-Impuls-Tensor im lokalen Ruhesystem defi-
niert:

leal*leB]” Ty = (p + p)uaup — pnap + Xan

d*p pADB

TaB

mit der Phasenraumverteilung g(n, «, p), fiir welche wir die Maxwell-Boltzmann-Verteilung verwenden.
Die Vierergeschwindigkeit wird dann durch u? = (1/v/1 — v2,v) parametrisiert. Mit

To=p+pVP2+..., Tyu=—pvi+..., (2.166)
zur zweiten Ordnung in den Stérungen, erhalten wir die Gleichungen des Baryon-Elektron-Fluids:

B . :
g0 )= D0 (Dm0 (k) + 3D (k)

m=—1

- Z m( kUmgt ikl a® — D<1>)+2ik£m]D<1>)(k1)u<” ()

ev[_m]
m=—1

+ Z D" He vl (k)ull) (ks) = 6D (k) DD (ks) + 3D (kq )5, (ko)

m=—1

. 1
- _% >2 (Ul k) (4000, — AL ) (), (2.167)

m=—1
0 o
<8n+H )< @ = BE) (k) + k™A (k)
zk[ T4 (k1) (A® + DW)(ky) + DO )(kl) [ ](k2)

= > ok (Rl (k)

m/=—1
_ B, @ (2) W, o] (1) (1)
= 4R A g (k) = Ap 1 (R) + { AV + " (k’l)(‘we’[ (ko) = A 1, (k ))
—ol) )AL (ka)CrL, + 40 (kzl)Agfgo(kg)}. (2.168)

Die linke Seite wird aus den [ = 0 und [ = 1 Momenten der Boltzmanngleichung fiir massive Teilchen
(siehe Abschnitt[2:3)) berechnet. Da wir dort die mdglichen Vereinfachungen fiir Photonen nicht verwen-
det haben, sind alle Terme der linken Seite auch fiir massive Teilchen giiltig. Die rechte Seite wird aus
dem Stofiterm der Photonen abgeleitet. Wir verwenden die starken Kopplung zwischen Baryonen und
Elektronen durch Coulomb-Streuung und die Energie-Impuls-Erhaltung in der Compton-Streuung.
Die Gleichungen (Z.I67) und (2I68) stimmen mit den Ergebnissen aus Ref. [70] iiberein.
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3. Numerische Analyse der B-Polarisation in
zweiter Ordnung

3.1. Quellen fiir B-Polarisation in zweiter Ordnung

Nachdem wir die Boltzmanngleichungen in Kapitel [2] hergeleitet haben, berechne ich nun in diesem
Kapitel die relevanten Terme, welche zu einer Erzeugung von B-Polarisation fithren. Diese Beitrige
sind als Untergrund zur B-Polarisation aus primordialen Gravitationswellen relevant. In der Literatur
fehlt insbesondere der Beitrag der Stoitermquellen, welchen ich betrachte. Ich stelle die Ergebnisse
aus der Publikation [§] vor, welche zusammen mit Koautoren versffentlicht wurde.

Die Boltzmanngleichung der B-Polarisation kann direkt aus den Ergebnissen in Kapitel und
24 abgeleitet werden. Ohne Vektor- und Tensormetrikstorungen erster Ordnung, und daher mit

Ag)lm( , k) = 0 erhalten wir:

9 . m . m
%Ag?lm(k) + Z (:':Z)A(B?,)(lil)’ml (k) k[ 2]D’V:!V:{jll"l + ZA(E'2,)lm,1 (k) k[ Q]Dgnam
+

+ ik (A0 = DO (k) A, (Ra) KD

mim

e (3 (40— D) )+ kA0 ) ) A (k) DB

. 2 1 1
1] = A0+ oD )AL, ()DL

le(l)

-9 J[m ](kl)( I,2my fAE'2m )(kQ)D'rQn?m} (3.1)

Die Koeffizienten DY etc. sind in Gleichung [2.I59) angegeben und leiten sich aus Clebsch-Gordan-
Koeffizienten ab. Auflerdem schreiben wir die Summationen iiber m; implizit, mit der Annahme
mo = m —my. Gl. 1) und die entsprechenden Gleichungen der E-Polarisation, sowie der Intensitét
enthalten folgende Effekte:

e Die erste Zeile beschreibt die Propagation von Strahlung in einem homogenen Universum. Eine
Umwandlung zwischen E- und B-Polarisation ist nur fiir Vektor- und Tensormoden moglich,
fiir skalare Moden verschwindet die Kopplung dagegen (siehe Kapitel [Z3]). Auflerdem ist jeder
Multipol an seine Nachbarn gekoppelt, wodurch die Anregungen eines niedrigen Multipols im
Laufe der Zeit auf immer hohere Moden iibertragen werden. Dieser Effekt ist verantwortlich
fiir Multipole der Groflenordnung ! =~ 1000, welche heute beobachtet werden, obwohl zu frithen
Zeiten nur die niedrigsten Multipole [ = 0, 1,2 vorhanden sind. Um eine realistische Berechnung
der B-Polarisation zu erhalten, miissen diese Terme mitgenommen werden, da sie insbesondere
fir die Umwandlung von E- in B-Polarisation verantwortlich sind.

e Die folgenden Terme auf der linken Seite sind die Weak-Lensing- und Time-Delay-Terme. Die-
se beschreiben die modifizierte Propagation der Photonen in einem inhomogenen Universum.
Sie konnen skalare E-Polarisation erster Ordnung in B-Polaristion konvertieren und erzeugen
daher selbst in Abwesenheit von Vektor- und Tensormoden B-Polarisation. Der Effekt steigt
mit wachsendem Wellenvektor stark an und ist deshalb fiir grofle [ der dominante Beitrag zur
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3. Numerische Analyse der B-Polarisation in zweiter Ordnung

B-Polarisation [87]. In unserer weiteren Rechnung vernachlédssigen wir diese Terme, da wir an
den neuen Stoftermeffekten interessiert sind und nicht an méglichen Korrelationen zwischen den
Weak-Lensing und Stofitermeffekten.

e Die Gleichung fiir A I lm( ) enthilt Terme, welche Faltungen von Metrikstérungen sind, wie z.B.

AW (k1) DM (ko). AuBerdem treten die Metrikstérungen zweiter Ordnung A (k), B[(i)](k) und
()
E

[m]
che iiber Stofle in E-Polarisation konvertiert werden. Durch Free-Streaming kann nichtskalare
E-Polarisation dann in B-Polarisation konvertiert werden. Da es sich nicht um einen Stoflterm-
effekt handelt, vernachléssigen wir ihn im Folgenden. Der Effekt wurde bereits teilweise in [60]

untersucht.

(k) auf. Diese Terme induzieren Vektor- und Tensormoden der Intensitétsstérungen, wel-

e Die rechte Seite von Gl. (8] ist der Stoiterm zweiter Ordnung. Der erste Term ist ein allgemei-

ner Unterdriickungsterm, welcher alle Moden auf den Gleichgewichtswert zwingt und Polarisa-
tion unterdriickt. Zusétzlich gibt es eine Vielzahl an Termen, welche Faltungen iiber Photonver-
teilungsfunktionen und Elektrongeschwindigkeiten sind. Diese Terme sind fiir die Berechnung

der StoBtermeffekte wesentlich. Auch die Stoftermquellen fiir A I, lm( ), Ag)lm( k) und v( [)m](k)
miissen mitgenommen werden, da sie iiber die Free-Streaming-Terme und iiber den Stoﬁterm zZu
einem Gleichungssystem gekoppelt sind. Wir verwenden deshalb den kompletten Stoiterm mit

einer Ausnahme: [0z, /x.]("), die Storung der Rekombination, wird vernachlissigt.

Nachdem wir die fiir uns relevanten Terme isoliert haben, erhalten wir die Gleichungen:
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3.2. Lésung der Gleichungen
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mit R = 3py/(4p). Fiir die Elektrongleichungen haben wir dieselben Approximationen verwendet

und die Metrikstérung B[(z)] vernachlassigt. Aufgrund der Konsistenz miissen auch Produkte von Me-

trikstorungen erster Ordnung vernachléssigt werden, da B[( ] in der Einsteingleichung selbst durch

Faltungen von Metrikstorungen erster Ordnung angeregt wird. Die volle Gleichung fiir v( [)m] und die

Baryondichte 5l§ ) = = [6pp/ pb]( ) ist in Abschnitt 0 angegeben. Gl. (B:2) bis (335]) bilden zusammen
mit den Gleichungen erster Ordnung ein gesehlossenes System von Differentialgleichungen. Die Verein-
fachungen sind in dem Sinne systematisch, dass im Grenzfall (|| — 0), alle Groflen zweiter Ordnung
verschwinden; wir uns also wie beabsichtigt nur auf Stoitermeffekte beschrianken.

3.2. Losung der Gleichungen

In diesem Abschnitt entwickeln wir eine Methode, welche geeignet ist die Boltzmanngleichung nume-
risch zu 16sen. Dabei stellen sich folgende Probleme:

1) Die Gleichungen bilden ein unendlich grofies System von gekoppelten Differentialgleichungen,
das zur numerischen Behandlung trunkiert werden muss.

2) Die Quellterme aus Grofien erster Ordnung und die Anfangswerte sind statistische GréBen. Um
die Gleichungen numerisch zu behandeln, miissen wir Gleichungen fiir die nicht statistischen
GroBen ableiten, an denen wir interessiert sind, wie z.B. das CPB-Spektrum in Gl. (ZI57).

Diese Probleme sind bereits aus erster Ordnung bekannt; wir betrachten die Ansétze erster Ordnung
und verallgemeinern diese, um sie auf die zweite Ordnung anwenden zu koénnen. Dazu entwickeln
wir eine neue Methode, in welcher Greenfunktionen verwendet werden, um den statistischen und
analytischen Teil der Rechnung zu separieren. Dies kombinieren wir mit der Line-Of-Sight-Integration,
welche in erster Ordnung verwendet wird um die Boltzmannhierarchie zu 16sen.
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3. Numerische Analyse der B-Polarisation in zweiter Ordnung

Die Evolution der CMB lésst sich in zwei Phasen unterteilen, dem Tight-Coupling vor der Re-
kombination und dem Free-Streaming nach der Rekombination. Im Tight-Coupling ist |4| dominant,
woraus die Tight-Coupling-Unterdriickung aller hohen Multipole folgt. Die Photonen sind stark an
das Elektron-Proton Plasma gekoppelt, sdmtliche Polarisation ist unterdriickt [7].

Nach der Rekombination kann der Stofterm vernachlissigt werden. Dann sind die Free-Streaming-
Terme relevant. Diese erzeugen aus den kleinen Multipolen sukzessive héhere Moden und wandeln
nichtskalare E-Polarisation in B-Polarisation um.

Die Physik, welche zur Erzeugung von Polarisation im Stoffterm relevant ist, spielt sich, analog zur
ersten Ordnung, komplett in der kurzen Ubergangsphase wihrend der Rekombination ab. Dann bricht
die Unterdriickung der hoheren Moden und der Polarisation zusammen. Aus den Stotermquellen
wird Polarisation induziert, welche im folgenden Free-Streaming-Regime in B-Polarisation konvertiert
werden kann.

Um die Notation kompakt zu halten, fiihren wir folgende Kurznotation fiir die Gleichungen (B2)) -
B3) ein:
AR + kCpn AR = —|i|(AD) — um AR — 5,,). (3.6)

Die auftretenden Indizes sind Multiindizes mit n = (X, l,m,), wobei X = I, E, B, v, zwischen den
Photonpolarisationen und der Baryongeschwindigkeit unterscheidet; [ und m sind die Multipolindizes.
Wir schreiben die Summen nicht explizit aus; es muss iiber doppelte Indizes summiert werden. Der
Wellenvektor k wird in z-Richtung gelegt, was die Gleichungen vereinfacht und eine unkomplizierte
Zerlegung in Vektor- und Tensorkomponenten erlaubt. Die Abhéngigkeit der Grofien von k wird in
der Notation unterdriickt.

Gl. (B8] gilt in dieser Form nicht fiir Elektronen (sieche Gl. (8.3])), weshalb sie nicht fiir n = (v, 1m)
verwendet werden darf. Die Multiindizes, iiber welche summiert wird, laufen aber auch iiber v,.

Die Matrix C,,, enthilt die Free-Streaming-Terme, welche | an [ + 1 koppeln, und so zu einer
Anregung der hoheren Moden fithren. Auch die Umwandlung zwischen E- und B-Polarisation fiir
Vektor- und Tensormoden wird iiber C,,,, vermittelt.

Der erste Teil des Stoflterms —|/$|A$L2) fiihrt zu der Tight-Coupling-Unterdriickung. Im frithen Uni-

(2)
n

versum, wenn |4| grof} ist, induziert ein Moment A;,’ einen Gradienten, welcher dieses Moment wieder

déampft. Fiir einige Terme existieren aber Gegenterme gnmAgs) + .S, welche die Unterdriickung aufthe-
ben. ¢y, ist nur fiir den Monopol, den Dipol und den Quadrupol von Null verschieden. Beim Monopol
der Photonen und Baryonen wird die Unterdriickung exakt durch ¢,,, aufgehoben. Photon- und Ba-
ryondipol bilden ein stark gekoppeltes Fluid. Eine Linearkombination der Dipole ist im Tight-Coupling
normal unterdriickt; die linear unabhéngige Kombination kann sich frei entwickeln und verhélt sich im
Tight-Coupling wie ein einzelner Freiheitsgrad. Der Quadrupol A x 2, ist ebenfalls unterdriickt, da ¢,
den Gegenterm nicht aufhebt, sondern nur abschwicht. Es existiert aber eine im Tight-Coupling nicht
verschwindende Quelle S,,, so dass ein kleiner Quadrupol auch im Tight-Coupling existiert [7, [69] [6].
Die Struktur der Terme fiihrt aber nur auf einen unpolarisierten Quadrupol; Polarisation existiert
auch in zweiter Ordnung nicht im Tight-Coupling [7].

Die Quelle S, besteht aus Faltungen von Gréflen erster Ordnung. Im Gegensatz zu den Metrikquellen
erster Ordnung fiir die niedrigen unpolarisierten Momente, gibt es im Stofiterm zweiter Ordnung
Quellen zu jedem [, insbesondere aber auch einen direkten Quellterm fiir B-Polarisation in Gl. ([8.4):

V6
SB,lm = 612?”.«8[)7”2] (kl)Aggml (kQ)D'??ﬁm Tt (37)

Diese direkte Kopplung stellt eine zusiitzliche Quelle fiir B-Polarisation, alternativ zur Umwandlung
von E-Polarisation im Free-Streaming, dar. Sie ist aber gegeniiber den indirekten Quellen nicht be-
vorzugt, da die Umwandlung der nichtskalaren Polarisationsmoden im Free-Streaming durch die lange
Propagationszeit sehr effektiv ist.
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3.2. Lésung der Gleichungen

3.2.1. Line-Of-Sight-Integration

Die Berechnung der Photonpropagation von der Rekombination bis heute stellt ein grofles Problem
dar, da hohe Multipolmomente [ in der Boltzmannhierarchie angeregt werden. Diese kann daher nicht
bei einem kleinen Moment trunkiert werden, was die Rechnung numerisch aufwendig macht. In erster
Ordnung wird zur Losung der Gleichungen, anstelle der numerischen Berechnung aller Momente, die
Line-Of-Sight-Methode verwendet [78], 45]. Das Line-Of-Sight-Integral 16st die Gleichung

A, + kCom Ay = —|i| Ay + pus (3.8)

mit der Free-Streaming-Matrix Cp,,, aus Gl. (B.0) und der Summe iiber alle Quellen p,,. Die Losung
der Gleichung lautet

Ap(no) = /Ono dn e_ﬁ(n)jnm (k(no —m))pm(n), (3.9)

wobei die Free-Streaming-Funktionen j,,, Kombinationen aus sphérischen Besselfunktionen und Cleb-
sch-Gordan-Koeflizienten sind:

. b @l DL+ 1) .
junla) = it B DCOEL e Gt =)
A m
ln 11 Im Ly
. ( e ) ( s ) (3.10)

Die Mischung der Polarisationsmoden ist in der Matrix Hxx: (siehe Gl. (Z282])) enthalten; eine Her-
leitung der Losung ist in Anhang [Bl angegeben.
Wir vergleichen Gl. [B:6) mit Gl. (3.8)) und interpretieren alle zusétzlichen Terme aus Gl. (B.6])

als Quelleterme fiir die Line-Of-Sight-Integration: pn, = |#|(Sn + cumA%). Damit erhalten wir die
Integralgleichung

AP (o) = /Ono dn |~ () ™" jrm (K (110 = 7)) (S + Smp D) (7). (3.11)

Der Stofitermbeitrag der Gegenterme gmpAz(,Q)(n) verhindert eine einfache Losung dieser Gleichung,

da er das gesuchte A}(}z) (n) enthilt, wodurch eine Integralgleichung vorliegt. ¢, verschwindet aber fiir

I, > 2, so dass es ausreicht, eine explizite Losung fiir A,(,Q) (n) mit I, < 2 zu berechnen. Auflerdem ist die
Visibility-Function |&|e™" aus der Line-Of-Sight-Integration scharf um die Rekombination lokalisiert,
weshalb wir die explizite Losung fir A](f) (n) nur zu frithen Zeiten n < 500 Mpc/c benotigerl]. Mit
dieser Losung konnen dann, durch die Line-Of-Sight-Integration, alle hoheren Moden zu spéteren

Zeiten generiert werden.

3.2.2. Lo6sung mit Greenfunktionen

Um eine Losung zur Zeit der Rekombination herzuleiten, verwenden wir Greenfunktionen. Die An-
fangswerte der Gleichungen sind die stochastischen Quantenfluktuationen des Inflatonfeldes. In erster
Ordnung fiihrt dies nicht zu Problemen, da die Gleichungen linear in den statistischen Anfangsbedin-
gungen sind. Es ist also moglich, nicht statistische Transferfunktionen zu berechnen, welche spéter
mit den statistischen Fluktuationen multipliziert werden. Diese Zerlegung kann in zweiter Ordnung
nicht mehr verwendet werden, da die Quellen Faltungen der statistischen Fluktuationen enthalten.
Die Gleichungen besitzen also nicht nur statistische Anfangswerte, sondern auch statistische Quellter-
me. Greenfunktionen fithren aber ebenfalls zu einer Zerlegung zwischen dem statistischen und dem
analytischen Anteil der Gleichungen.

IWir bezeichnen die konforme Zeit mit Einheiten Mpc/c, aber setzen ¢ = 1 in den Gleichungen.

41



3. Numerische Analyse der B-Polarisation in zweiter Ordnung

Gl. (B4) ist linear in den GroBlen zweiter Ordnung, weshalb wir sie in der Form

AP () = Apm (AR () + 00 (n) (3.12)

parametrisieren kénnen, wobei A,,,,, neben der Free-Streaming-Matrix C,,, auch den Unterdriickungs-
und Gegenterm aus dem Stofiterm enthélt: A, = |£|(Snm —0nm ) —kChm. Die Quelle ist gegeben durch
on = |K|Sn. Es ist moglich, die Elektrongleichung ([B5]) in derselben Weise aufzuschreiben. Wegen der
verdnderten Struktur A,,, kann die Line-Of-Sight-Integration nicht angewandt werden; die Losung
der Gleichung kann aber, unter Ausnutzung der Linearitét, durch Greenfunktionen angegeben werden:

n
Af)(ﬂ) :Gnm(nanini)Ag) (Mini) +/ dﬁ/ Gnm(ﬂ,n/)ﬂm(n'% (3.13)

Nini
wobei die Greenfunktion G,.m(n, 1) = Grm(n,m')0(n —n') die Gleichung

angnm(na 77/) = Anp(n)gpm(na 7]/) + 6nm6(77 - 77,) (3~14)

16st. Die Differentialgleichung, welche die Greenfunktionen bestimmt, enthélt keine statistischen Grofien
mehr, da die statistischen Quellen durch einfache Deltafunktionen ersetzt werden und die Startwerte
verschwinden.

Gnm(n,n') kann durch lésen der Gleichung

aUGnm(nan/) = Anp(n)Gpm(n,n,) (315)

fiir n > 7’ mit Anfangswerten G (n',7') = 6pm berechnet werden, wodurch die Verwendung der
Deltafunktionen in einer numerischen Rechnung vermieden wird.

Die Greenfunktionen kénnen verwendet werden, um beliebige Multipolmomente zu beliebigen Zeiten
durch einfache Integration zu berechnen. Wegen der groflen freien Propagationszeit, von der Rekombi-
nation zur heutigen Zeit, werden aber sehr viele Multipole benétigt, weshalb dies numerisch aufwendig
ist. Fiir die Integration zu spiiten Zeiten verwenden wir deshalb die Line-Of-Sight-Integration (BITI)
und bestimmen nur die Losung zu frithen Zeiten und niedrigen Multipolen (I < 2) mit den Green-
funktionen. Durch Kombination beider Methoden erhalten wir:

1o
Ag) (no) = / dn |’%(n)|€_ﬁ(n)jnm(k(770 —1)) [Cmpqu(na77ini)A¢(12)(77ini)
MNini
n
4 / 0 ongd(1 — 1) + 1501 SmapGloa (1:1)) Sal)]. (3.16)
Nini

Abgesehen von A((IZ) (Mini) hiingt nur die Quelle S, (n’) von den statistischen Anfangswerten ab, wihrend
die Evolution durch die nicht statistischen Funktionen j,,, und G, beschrieben wird.

3.2.3. Powerspektrum

Gl. (BI6]) vereinfacht sich weiter, wenn die Anfangsbedingungen Ag2) (Mini) verschwinden. In Abschnitt
3.3.2] stellen wir fest, dass dies fiir die nichtskalaren Moden m = 41,+£2 der Fall ist und nur diese
werden in Gl. (ZI57) bendotigt.

Um das CPB-Spektrums zu bestimmen, berechnen wir die Zweipunktfunktion

(AP (k,10) AS* (K 10))

ini ini

1o o ,
- / dn/ d77/ ‘H(n)HKJ(n/)‘ e—fi(n)—*’v(n )jnm(k(no - n))jn’m’ (k(770 - 77/))
n n' ) .
x / dns / 4 (Bung (1 — 1) + 1501 [SmpGipa (1, 11))
MNini Ui

ini

% (B0 = 14) + 500wy G (1) ) (S (s ) S5 (K, (3.17)
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3.2. Lésung der Gleichungen

wobei Gleichung [B2I) k¥ = k' im Integrand impliziert.
Die Korrelation der Quellterme (S, (k,71)S},(k',7})) beinhaltet nur Groflen, die in erster Ordnung

bekannt sind: Das primordiale Potential ®(k) = A" (k,ni,;) und die Transferfunktionen T),. Die
Quelle S, (k) ist gegeben durch

d3k
Sn(kan) == /(271-)13quAél)(klvn)Agl)(kQ,T])
P11 (1) 1)
= | @ K T (k)T (2, ) @ (R ) (R2), (3.18)

mit Koeffizienten KP?, welche aus den Stofitermen zweiter Ordnung (Gl. (32)) bis [BH)) abgeleitet

n o

werden. Da die Quellen aus Faltungen iiber Groflen erster Ordnung bestehen, wird in Gl. BI7) die
Vierpunktfunktion des primordialen Spektrums bendtigt. Mit der Annahme, dass die primordialen
Fluktuationen ®(k) gaufiverteilt sind, gilt:

(D (k) (k) & (I @ (5))
= (@(k1)D(kz)) (D" (k) D" (k) + (D (R )" (K1)} (ko) @* (K)
(D (k)" (k) (D (kz) " (k)
= (2m)° (Po (k1) Pa ()6 (k)5 (k)

P (k1) Po (k2) |8 (kb1 — K1) (ks — k) + 6@ (k1 — k5)6) (k2 — k)| ), (3.19)

mit Py dem primordialen Powerspektrum (®(k)®*(k')) = (27)30®) (k — k') Py (k). Fiir k # 0 oder
k' # 0 erhalten wir

(D (k1) (k2) @ (1)@ (I5)) = (27)° o (k1) P (k2)0™ (ks — ') |89 (oy — K1) + 6 (kr — )| (3.20)

und der Erwartungswert der Quellen lautet:

d3ky
(2m)3
x [T;Wkl, T (ko) Ty (e )Ty (o)

(Sulk )Lk 1) = @mP 6@k — k) / Pa (k) Pa (o) KPTK,0

+ T (k)T (oo, )T (e VT (en ') | (3.21)

Mit Gl. BI7) und Gl. BZI) kénnen wir das CPE-Spektrum nach Gl. (ZI51) berechnen, ohne die
groflen Multipole explizit numerisch zu berechnen und erreichen eine effektive Zerlegung zwischen den
nicht statistischen Differentialgleichungen und der Berechnung von Erwartungswerten iiber statisti-
schen Grofien.

3.2.4. Non-Gaussianity

Die Methode kann analog auf die Non-Gaussianity angewendet werden. In erster Ordnung wird in der
Evolution keine zusétzliche Non-Gaussianity induziert und das Bispektrum der CMB liefert das pri-
mordiale Bispektrum. Dies gilt in zweiter Ordnung nicht mehr, da nichtlineare Terme Non-Gaussianity
induzieren, auch bei verschwindendem primordialem Bispektrum. Wir betrachten die Dreipunktfunk-
tion

(AnAnd) = (APADALY +sym., (3.22)

n m
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3. Numerische Analyse der B-Polarisation in zweiter Ordnung

welche fiir gaufische Fluktuationen verschwinden muss. Wir ersetzen die Gréfien erster Ordnung durch
Transferfunktionen und berechnen die GroéBen zweiter Ordnung nach Gl. BI6]):

(AP (e, o) AWV (K, o) A (K" o)) = TV (k! o) TV (K o)

70
></ dn il fm (k0 = 1)) | SmpGpg (0, Tini ) (AP (R, mint ) (K ) B (K))
n

ini

+ /77 dn’ (Omqd(n = n') + |51 |SmpGrpq(n,7')) <5q(k,n’)‘b(k’)@(k")>}- (3.23)

ini

Mit Gl. (BI8) und der Berechnung der Vierpunktfunktion analog zu Gl. (819) folgt

(Sn(k, )oK )p(K")) = (2m)°6 (k + k' + k") Pa (k') Pa (k") KD
X [ngl)(_k/, n/)Tq(l)(_kllv 77,) + ngl)(_k//, nl)Tq(l)(_kla n/)i| ) (324)

Wie gezeigt, wird durch Quellen zweiter Ordnung, welche Faltungen iiber Verteilungsfunktionen ers-
ter Ordnung sind, Non-Gaussianity induziert, auch wenn angenommen wird, dass das primordiale
Spektrum gaufiverteilt ist.

Alle benétigten Groflen sind aus der ersten Ordnung bekannt; unsere Methode kann problemlos
auf die Berechnung der Non-Gaussianity angewandt werden. Die explizite Berechnung des messbaren
Bispektrums aus diesen Erwartungswerten ist in Anhang [C] angegeben.

3.3. Numerische Rechnungen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die numerischen Methoden und Schnitte, welche verwendet wer-
den, um die Zweipunktfunktion (BI7) und das Spektrum CPP aus Gl. (ZI57) zu berechnen. Die
benétigten Transferfunktionen erster Ordnung werden in Abschnitt [3:3.1] berechnet. Die Anfangswer-
te der Fluktuationen werden in Abschnitt bestimmt. In Abschnitt B33] beschéftigen wir uns
mit den Greenfunktionen und diskutieren Closing-Relations, welche verwendet werden, um diese ef-
fektiv zu berechnen. Die Quellen der modifizierten Line-Of-Sight-Integration werden schlieflich in
Abschnitt B.3.4] diskutiert; in Abschnitt und testen wir die numerischen Parameter, um
sicherzustellen, dass wir alle relevanten Effekte beriicksichtigt haben.

Die Ergebnisse verwenden ein ACDM-Modell mit masselosen Neutrinos und Teopr = 2.726 K|
Hy = 70km/(s Mpc), sowie Qcpm = 0.245, Qparyon = 0.045 und Q2 = 0.71. Wir benutzen ein skalen-
invariantes primordiales Powerspektrum Pg (k) = 27%(9/25)A% /k3 mit Amplitude A% = 2.41x 1079,
Zur Berechnung der Rekombination verwenden wir RECFAST [(7] mit einer Heliummassenfraktion
Y, = 0.24. Unsere Rechnung beschrankt sich auf Effekte im frithen Universum, spéte Effekte wie der in-
tegrierte Sachs-Wolfe-Effekt (ISW) und Reionisation werden vernachlissigt. Stofitermeffekte zu frithen
Zeiten und der frithe ISW-Effekt werden bis = 500 Mpc/c berechnet und danach vernachliissigt. Die
Rekombination findet bei 7o = 286.7 Mpc/c statt; dem Median der Visibility-Function.

3.3.1. Transferfunktionen erster Ordnung

Die Transferfunktionen werden durch die Losung der Boltzmanngleichung erster Ordnung, mit nicht
statistischen Anfangsbedingungen, berechnet. Daher kénnen Standardmethoden zur Lésung von ge-
koppelten Differentialgleichungen verwendet werden (z.B. aus der GNU Scientific Library [30]). Al-
ternativ kann auf diverse Programme, welche die erste Ordnung lésen, zuriickgegriffen werden, z.B.
CMBFAST [78], CAMB [58] oder CMBEASY [23]. Wir verwenden zur Berechnung der Transferfunktionen
einen eigenen Code, der mit CAMB verglichen wurde.
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3.3. Numerische Rechnungen

Die Transferfunktionen, welche in den Stofitermquellen auftreten, werden nur zu frithen Zeiten
benétigt, wenn ihre Berechnung unproblematisch ist, da sich noch keine hohen Momente durch Free-
Streaming aufgebaut haben. Deshalb trunkieren wir die Boltzmannhierarchie bei [, und vernachléssi-
gen alle weiteren Momente. [..; sollte so gewéhlt sein, dass das entsprechende Moment selber noch
nicht angeregt wird. Die einfache Methode des Abschneidens lisst sich durch Closing-Relations weiter
verbessern, wie in Abschnitt genauer diskutiert.

Die Berechnung der Neutrino-Transferfunktionen ist deutlich problematischer, da Neutrinos nicht
an die Elektronen gekoppelt sind. Photonen beginnen mit dem Free-Streaming erst wenn die Re-
aktionsrate klein ist, wihrend in der Neutrino-Hierarchie sofort hohere Multipole angeregt werden.
Deshalb muss fiir die Neutrinos [.,+ wesentlich gréfler gewéhlt werden.

3.3.2. Anfangsbedingungen

Wir nehmen an, dass die primordialen Fluktuationen erster Ordnung adiabatisch sind und berechnen
die Startwerte der skalaren Stérungen bei a;,; = 107°¢ (entspricht ni,; = 0.464 Mpc/c) tief in der
Strahlungséra [62]:

2 py
Tf‘l)(k) = Tél)(k) =1, Tg)(k;) __ (1 4= p ) ’
3

b 1) 1) 3.0 3
Té(b (k) = T(;(c (k) = ZTéI,oo (k) = ZTéu),oo(k) = Bk
7O () =T (k) = 1T(l) &) — 1T(1) K — k .
i (8) =Tl () = 3740 (8) = 37800 (F) = g (3.25)

Fiir die Neutrinos verwenden wir zusétzlich einen initialen Quadrupol Tgu) Lo (k) = 2k?/(3HE), welcher
allerdings bei n,; sehr klein ist, da fiir alle relevanten Wellenvektoren &/ HC (Mini) < 1 gilt.

Da wir in Gl. (ZI57)) nur Vektor- und Tensorstérungen (m = £1,£2) benétigen, reicht es aus, die
Anfangswerte der Vektor- und Tensormoden in zweiter Ordnung zu berechnen. Wir kénnen annehmen,
dass es keine unabhiingigen Anfangsbedingungen fiir die Gréflen zweiter Ordnung gibt, da diese in
die Anfangswerte erster Ordnung absorbiert werden kénnen. Da die Einsteingleichungen aber auch
Zwangsgleichungen liefern, konnen Anfangswerte, welche sich aus den Startwerten erster Ordnung
quadriert berechnen, auftreten. Z.b. ist tief in der Strahlungsira, wenn k/He < 1 erfiillt ist, die
Energiedichtefluktuation durch

5p
7

gegeben. Diese Relation impliziert einen nicht verschwindenden Startwert fiir die Stérungen zweiter
Ordnung, welcher nicht in die Anfangswerte erster Ordnung absorbiert werden kann.

In den Gleichungen, die wir fiir m = £1,42 l6sen, tritt die Energiedichte allerdings nicht auf,
weshalb wir deren Anfangsbedingung nicht benotigen.

Auch benétigen wir die Anfangsbedingung der m = +1 Komponenten der Elektrongeschwindigkeit
vé’z[)m] und des Photondipols nicht. Thre Anfangswerte sind mit der Metrikstorung B[(i)] verkniipft. Da

wir in dieser Arbeit nicht die Effekte der Metrikfluktuationen berechnen, muss die Anfangsbedingung
der Dipole aufgrund der Konsistenz zu Null gesetzt werden. Im Tight-Coupling gibt es zusétzlich einen
nicht verschwindenden Quadrupol Af%m, welcher eine Anfangbedingung aus der quadrierten Elektron-
geschwindigkeit erhélt. Diese ist aber, zusétzlich zur zweiten Ordnung in kosmologischer Stérungstheo-
rie, mit (k/H¢c)? unterdriickt und kann problemlos vernachliissigt werden. In Kapitel zeigen wir,
dass Stofe den Quadrupol schnell auf seinen Gleichgewichtswert bringen, auch wenn der Startwert
auf Null gesetzt wird.

Alle restlichen Multipole sind Tight-Coupling unterdriickt. Eventuelle Anregungen zerfallen auf
kurzen Zeitskalen; die Startwerte konnen auf Null gesetzt werden.

= —2A® y 4H [AD)? (3.26)
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3. Numerische Analyse der B-Polarisation in zweiter Ordnung

Neutrinoanfangswerte werden in unserer Rechnung zweiter Ordnung nicht benétigt, da sie nicht an
Polarisation koppelrE.

Zusammenfassend kénnen wir die Gleichungen zweiter Ordnung mit allen Anfangswerten gleich Null
16sen, solange wir nur an der Erzeugung von B-Polarisation interessiert sind.

3.3.3. Berechnung der Greenfunktionen

Die Differentialgleichungen ([B.I5)) fiir die Greenfunktionen sind deutlich einfacher als die urspriing-
lichen Gleichungen zweiter Ordnung, da keine Faltungen mehr auftreten und die Gleichungen nicht
mehr statistisch sind. Thre Struktur &hnelt den Gleichungen erster Ordnung.

Die Greenfunktionen lassen sich in verschiedene Klassen einteilen, die sich qualitativ unterschei-
den. Alle Multipole, aufler Monopol, Dipol, Quadrupol und Elektrongeschwindigkeit sind im Tight-
Coupling stark unterdriicktd. Diese Eigenschaft fiihrt zu einer Unterdriickung der entsprechenden
Greenfunktion G, (n,1’), wenn 1’ vor der Rekombination liegt (aufler fiir n ~ n’). Dies erlaubt es
die r-Integration auf die Zeit um die Rekombination zu beschrinken, da nach der Rekombination der
Quellterm verschwindet und vor der Rekombination die Greenfunktion unterdriickt ist, sogar nach
einer Multiplikation mit der grofien Reaktionsrate |&|. Dieses Verhalten ist bereits von der Visibility-
Function |£|e™" bekannt, welche nur wihrend der Rekombination von Null verschieden ist.

Greenfunktionen, die nicht Tight-Coupling unterdriickt sind, kénnen zu numerischen Problemen
fithren, da sie die zu frithen Zeiten die grofie Quelle o, = |%|S,, in Gl. (BI3)) nicht unterdriicken. Vor
der Rekombination ist die Reaktionsrate |%| grof und kann mit dem numerischen Fehler von S, einen
grofen absoluten Fehler in o, ergeben. In linearen Kombinationen von Gréflen zweiter Ordnung, die
sich gegenseitig autheben, kann so ein grofier relativer Fehler entstehen. Genau dieses Problem tritt
fiir den Elektrongeschwindigkeits- und den Strahlungsdipol auf, welche beide im Tight-Coupling nicht
unterdriickt sind, in den Gleichungen aber in Kombinationen auftreten, welche sich im Tight-Coupling
beinahe autheben. Das Problem kann umgangen werden, indem wir eine Relation zwischen beiden ent-
sprechenden Quelltermen ausnutzen. Die Elektrongeschwindigkeitsquelle kann in zwei Terme aufgeteilt

werden: Einem Beitrag proportional zu der Photondipolquelle und dem verbleibenden Rest S, 1m,
in dem der Faktor |%| durch die im Tight-Coupling unterdriickte Kombination (41)21[)m] — Aglim>
aufgehoben wird. Wir verwenden die Zerlegung

1 ~
Sve,lm = *E SI,lm, + Sve,lm; (327)

mit

1 1 1 1
Socitm = 108" () (4010, (k) = AL, (k2)) (3.28)
Der erste Term auf der rechten Seite von Gl. (827 kann mit der Photonquelle in Gl. (31I3]) kombiniert
werden und wir erhalten
n
Agf) (77) = d77/ |K‘(77/)| (Gm(l,lm) (77, n/)SI,lm(n/) + Gnt(ve,lm) (777 n,)Sve,lm (77/))

MNini

+ > /77 dn’ [&(n")| Grp(n,1')Sp (')

alle anderen p ini

n ) 1
/ d77/ |K‘(77/)| (Gn,(I,lm) (777 77/) - @ Gn,(ve,lm) (77’ 77/)> Sl,lm(n/)
n

ini

n N
+/ dn (") Grwe 1m) (0,10") Sve1m (1)
Ui

ini

2Dies betrifft nur die GréSen zweiter Ordnung. Neutrinotransferfunktionen erster Ordnung kénnten in den Quellen
auftreten.

3Dieses trifft nicht fiir Neutrinos zu, welche nicht Tight-Coupling unterdriickt sind.

4Da wir nur StoBtermeffekte betrachten ist der Quellterm proportional zu der Reaktionsrate.
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Abbildung 3.1.: In gestrichelt (rot) die Greenfunktion G(g21),7,11)(500Mpc/c,n’) fir k =
0.02Mpc~!. Da der Dipol nicht Tight-Coupling unterdriickt ist, verschwindet die
Greenfunktion vor der Rekombination nicht. Nach der Rekombination verschwin-
det die Greenfunktion, da Ag2; und Ay nur im StoBterm gekoppelt sind. Die
durchgezogene (schwarze) Linie ist die kombinierte Dipol- und Elektrongreenfunk-
tion G (g 21),(1,11)(500 Mpc/c,n’) — ﬁG(E,gl),(vmn)@OO Mpe/c,n), welche zu frithen
Zeiten verschwindet.

. / dnf 507 Gop (i, 7)Sp () (3.29)

alle anderen p

Dort tritt zusammen mit der problematischen Quelle S; 1, die Kombination der Greenfunktionen
Gn,(1,1m) — ﬁGn}(ve’lm) auf, welche aber aufgrund der Struktur des Stoffterms zu frithen Zeiten
verschwindet. Die Rechnung ist numerisch deutlich stabiler, wenn wir nicht die Subtraktion von zwei
groflen Termen berechnen, sondern direkt die kombinierte Greenfunktion verwenden.

In Abb.[BJlist diese Kombination der Greenfunktionen dargestellt und die Unterdriickung zu friithen
Zeiten ist klar erkennbar.

Die restlichen Greenfunktionen, welche nach Multiplikation mit |#| nicht verschwinden, und da-
her zu numerischen Instabilitdten fithren kénnen, sind: Die Greenfunktion des Photonmonopols, die
Greenfunktion der Elektronrestquelle Suﬁ,1m und die Greenfunktionen der Quadrupole. Die Erste ist
unproblematisch, da der Monopol nicht an Polarisation koppelt, die Zweite multipliziert lediglich die
Restquelle ,S~'U571m, welche zu frithen Zeiten klein gegeniiber |4| ist. Die Greenfunktionen der Quadru-
pole sind fiir m = +1 mit einem Faktor |4| unterdriickt und verschwinden daher nicht in Kombination
mit dem |4| aus der Quelle, es tritt aber auch keine problematische groie Kombination auf. Die Green-
funktionen der Quadrupole sind fiir m = +2 exponentiell unterdriickt, da fiir Tensorstorungen keine
Kopplung an den nicht unterdriickten Dipol existiert. Die n’-Integration in Gl. (313]) kann daher fiir
|m| = 2 auf Zeiten um die Rekombination beschrinkt werden. Im Gegensatz dazu muss die Integration
fiir |m| = 1 bei 7,; beginnen und kann nicht abgeschnitten werden. Dieser Unterschied liegt an der
Existenz des Dipols im Tight-Coupling. Wird im Tight-Coupling ein Quadrupol angeregt, so wird
dieser in jedem Fall schnell unterdriickt werden. Fiir |m| = 1 koppelt der Quadrupol aber noch an
den Dipol und modifiziert diesen. Der Dipol selber ist nicht unterdriickt und nach der Rekombinati-
on entstehen aus dem modifizierten Dipol wieder hohere Multipole. So kénnen frithe Vektorquellen
in geringem Mafle beitragen, wihrend frithe Tensorquellen ausgewaschen werden, da es kein nicht
unterdriicktes Moment gibt, an welches sie koppeln kénnen.

Nach der Rekombination héingen die Eigenschaften der Greenfunktion von der Kopplung zwischen
beiden Momenten ab. Sind beide nur im Stoffterm gekoppelt, fallt die Greenfunktion nach der Rekom-
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Abbildung 3.2.: Greenfunktionen G (g 29) (g,22)(500 Mpc/c,n'), 10 X G (1 22),(E,22)(500 Mpc/c,n’) und
G(1,21),(B,21)(500 Mpc/c,n') (durchgezogen/schwarz, gestrichelt /schwarz und gepunk-
tet/orange) fiir k& = 0.03Mpc~ !, multipliziert mit |4(r')|. Die Multipolmomente
Ag om und Aj g, sind nur im Stofiterm gekoppelt. Wie erwartet fallt deren Green-
funktion schneller ab, als Greenfunktionen deren Momente im Free-Streaming-Term
gekoppelt sind. Die Greenfunktion des Quadrupols Ay »; ist zu frithen Zeiten nur mit
|#| unterdriickt und deshalb in Kombination mit || konstant. Die Visibility-Function
geteilt durch zwei ist in grau zum Vergleich dargestellt.

bination schnell ab; sind sie im Free-Streaming-Term gekoppelt, fithrt dies zu Oszillationen, da die
Free-Streaming-Terme benachbarte Multipole ineinander umwandeln. In Kombination mit |%(n’)| in
Gl. (BI6]) verschwinden allerdings alle Greenfunktionen nach der Rekombination, die nur im Stofiterm
gekoppelten allerdings mit einem zusétzlichen Faktor ||, wie in Abb. zu sehen.

Trunkierung der Hierarchie durch Closing-Relations

Genau wie die Gleichungen erster Ordnung, miissen die Gleichungen fiir die Greenfunktionen bei .,
trunkiert werden. Die einfachste Moglichkeit ist es, alle Momente mit [ > [ auf Null zu setzen.
Zu frithen Zeiten ist dies eine gute Ndherung, da hchere Momente erst im Laufe der Zeit angeregt
werden. Sobald aber das Moment [.,; angeregt wird, ist die Losung fehlerhaft. Das Moment [, + 1
kann nicht angeregt werden und die Riickkopplung auf das Moment [, wird vernachléssigt. Der
Fehler betrifft aber zunéchst nur Multipole nahe I.,;. Damit die niedrigen Momente ungenau werden,
wird genausoviel Zeit benotigt, wie es anfanglich gedauert hat das Moment [.,; aus diesen anzuregen.
Die Ergebnisse sind also auch noch einige Zeit nachdem 4;., angeregt wurde brauchbar.

Es muss also lediglich bei einem hinreichend groflen l..; trunkiert werden, so dass die niedrigsten
Momente, welche wir bendtigen, nicht davon beeinflusst werden. Als Abschétzung fiir l.u, bei gegebe-
nem Wellenvektor k und einer freien Evolutionszeit 7, kann ey & I+ k (1 — yec) /2 verwendet werden,
mit [ = 2 fiir die niedrigen Momente, an denen wir interessiert sind. Wenn k oder n grof sind, miissen
sehr viele Momente berechnet werden. Alternativ kénnen Closing-Relations angewendet werden, um
bei kleinerem I.,; genaue Ergebnisse zu erhalten [78].

Zur Herleitung dieser verwenden wir die Naherung, dass die Visibility-Function eine Deltafunktion
bei 7y ist. Dies erlaubt es uns, analytische Relationen zwischen den hoheren Multipolen herzuleiten.
In dieser Approximation ist die Reaktionsrate zu frithen Zeiten unendlich grof}; so dass aufgrund der
Tight-Coupling-Unterdriickung nur der Monopol und Dipol existiert. Nach der Rekombination ist die
Reaktionsrate Null und damit verschwinden auch alle Quellen. Die Free-Streaming-Losung Gl. (B.)
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gilt dann exakt und wir erhalten

Aximn) = 3 3 amume BHEDCLED 5 )

lo=0,1 X' 1 2l +1
I L I l i I «
X ( m 0 m ) ( FX/ 0 FX' ) HXX’(Z — ll — ZQ)AX’7l2m(77reC)- (330)

Aus dieser Relation leiten wir die Closing-Relations her. Das Ziel ist es, eine Gleichung aufzuschreiben,
welche das Moment [, als Funktion der néchsten niedrigeren Momente angibt.

Zunéchst leiten wir die Closing-Relations fiir unpolarisierte Strahlung Ay ;o und leyy = 9 her. Dazu
sind die folgenden Schritte nétig:

1) Wir schreiben Gl. (3.30) explizit fiir die zwei groiten Multipole kleiner lcue: Ax (g, —1)m und
AX (1.a—2)m auf. Wir bendtigen beide Gleichungen, um ein invertierbares Gleichungssystem mit
dem nicht verschwindenden Monopol und Dipol zu erhalten.

Arso Az 10 8j7 —9jo  17js AVET)
’ =M ’ = . . . ’ . 3.31
( Ar7o (n) Ar.00 (m0) Tj7 —8jo 1578 Ar1,00 (m0) (3.31)
Die Argumente der Besselfunktionen, welche immer k(1 — nyec) sind, werden in diesem Kapitel

unterdriickt. Fiir m # 0, existiert der Monopol (und der Dipol fiir m # 0,41) nicht. Anstelle
dessen verwenden wir dann die zwei niedrigsten existierenden Multipole.

2) Wir 1ésen die Gleichungen nach Monopol und Dipol auf, indem wir die Matrix M invertieren.
Danach verwenden wir Gl. 830) fiir Ax ., m und ersetzen den Monopol und Dipol mit der
inversen Matrix M ~! durch die hoheren Momente. Daraus erhalten wir die Closing-Relation:

1959 (—7j6 + 8js) + 1547 (958 — 10j10)

A = A
ro() 175 (—7jo + 8js) + 1677 (857 — 9jo) 00"
1959 (857 — 9j9) + 17js (—95s + 10j10)

17js (—=7j6 + 85s) + 1557 (877 — 9Jo)

A170(n)- (3.32)

3) In der Boltzmannhierarchie ersetzen wir nun Ax ;_..» durch die Closing-Relation und erhalten
so ein geschlossenes System von Differentialgleichungen fiir die Multipole bis Ax ., —1)m-

Fiir skalare Polarisationsmoden funktioniert das Verfahren analog, nichtskalare Polarisationsmo-
den mischen aber, weshalb E- und B-Polarisation nicht voneinder getrennt betrachtet werden kann.
In dem Fall setzen wir Ag; ., —1m und Ap; . —1m in Verbindung mit den beiden am schwéchsten
unterdriickten Polarisationsmoden im Tight-Coupling, Ag 2y, und Apg opm,:

(a5 Yo=ar( 35 ) w). (333)

AB,SnL AB,ZnL

cut

Aus dieser Gleichung erhalten wir die entsprechenden Closing-Relations fiir Polarisation, welche deut-
lich komplizierter sind, da Fx, in den Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus Gl. (8:30]), nicht verschwindet.
Fiir m = 2 erhalten wir explizit die Relation

Agsm 356 — s + Ko —5j7 + Lo Apom
7 = "1 - ary ’ 3.34
( ABam > () ( S5J7 — %jg %]6 - %Js + %jlo ABom (10) (3.34)

und fir m=1
AE gm \/7 ( 3j6 + Teds — 19410 —5j7 — 5Jo ) ( AE om )
’ V1o S - , , ’ . (335
( Apgm ) () 10 5j7 + 579 3j6 + %Js — %]10 AB.om (10) (3.35)
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3. Numerische Analyse der B-Polarisation in zweiter Ordnung

Durch Invertierung der Matrizen kénnen wir nun analog zum unpolarisierten Fall die Closing-Relations
fir Polarisation erzeugen. Dazu verwenden wir Gl. (330) fiir Ax;,,,m und ersetzten die polarisierten
Quadrupole durch die invertierten Relationen (B.34]) und (335]). Als Beispiel geben wir hier die Closing-
Relation fiir Agge an. Das Argument der Besselfunktionen wird mit @ = k(1 — 7ec) abgekiirzt und
unterdriickt. Es taucht in der Closing-Relation aber polynomial auf, da zur Vereinfachung Relationen
der Besselfunktionen untereinander verwendet wurden.

171
Apga(n) = {m [(x6 — 122% 4+ 19042%)52 — (142 — 4042® + 571202) 657
(2% — 1927 — 336022 + 428400) jﬂ Apsa(n)
19

BT {(xﬁ — 522 — 4762%)52 — 14(2° — 562° — 1020z)j6j7

(2% — 592 — 6022 — 107100) j?] A pso (77)}
/{(gc6 — 72t + 7842%)52 — 14(2® — 112® + 1680z) 77
+(2® — 142* — 73522 4+ 176400) j?} (3.36)

Die Giite der Approximation hingt von der Breite der Visibility-Function ab, bzw. davon, dass die
Quellen nur wéhrend einer kurzen Zeit relevant sind. Dies ist fiir Photonen, welche durch Stofleffekte
dominiert werden, eine gute Abschiitzung. Neutrinofluktuationen werden aber durch Metrikquellen
iiber einen langen Zeitraum induziert, weshalb Closing-Relations dort nicht angewandt werden kénnen.
Wir benétigen Neutrinos aber nur in erster Ordnung, so dass alle Greenfunktionen mit Closing-
Relations berechnet werden kénnen.

In der Berechnung der Greenfunktionen trunkieren wir bei I,y = 9, mit den Closing-Relations

AI,Qm(n) = hII,Sm(k(n - nrec))AI,Sm(n) + hII,7m(k(77 - nrec))AIJm(n)'
AE,gm(U) = hEE,Sm(k(n - nrec))AE,Sm(n) + hEB,8m(k(77 - nrec))AB,Sm(n)~
AB,9m (77) = hBE,Sm(k<77 - nrec))AE,Sm (77) + hBB,Sm(k<77 - nrec))AB,Bm(n)~ (337)

Im Allgemeinen sind die Koeffizienten hxy,;» Kombinationen aus sphérischen Besselfunktionen wie
in Gl. 332); fiir m # 0 bzw. fiir Polarisation kénnen diese aber deutlich komplizierter werden (siche
Gl. (334))). Solange das Argument k(7 — nrec) klein ist, kann eine polynomiale Entwicklung verwenden
werden. Fiir gréflere Argumente beginnen die Closing-Relations zu oszillieren, wie in Abb. 53] zu
sehen. Fiir sehr grofle Argumente kann die geddmpfte Oszillation wieder vernachlissigt werden und es
konnen einfache Approximationen angewandt werden. Da die Funktionen relativ glatt sind und nicht
von der Kosmologie abhéngen, bietet es sich an sie durch eine interpolierende Funktion anzunéhern,
welche deutlich schneller numerisch ausgewertet werden kann.

Abbildung [B.4] zeigt, dass die Closing-Relations den Fehler deutlich reduzieren, fast ohne die CPU-
Zeit zu erhohen.

3.3.4. Quellterme und Integration

Um das C}-Spektrum zweiter Ordnung zu berechnen, sind acht Integrationen nétig: Zwei Zeitintegrale
aus der Line-Of-Sight-Losung, zwei Zeitintegrale aus der Greenfunktionsmethode, drei Faltungsinte-
grale {iber k; und ein k-Integral aus Gl. (2.I57)). Das Integral iiber den Winkel ¢ des Vektors k; kann
analytisch ausgewertet werden, die restlichen Integrale werden mit Monte-Carlo-Methoden berechnet.
Dabei miissen die Integrale bei geeigneten Werten abgeschnitten werden.

Die Integration iiber den Wellenvektor wird bei kp.x trunkiert. Je grofler kpax ist, desto mehr
Multipole miissen in den Transferfunktionen erster Ordnung und den Greenfunktionen mitgenommen
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Abbildung 3.3.: Die Funktion hy 7o (durchgezogen/schwarz) und hygo (gestrichelt/rot), welche in der

Closing-Relation [3.31) vorkommen.
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Abbildung 3.4.: Vergleich des absoluten Fehlers einer einfachen Trunkierung (gestrichelt) mit Closing-
Relations (durchgezogen) fiir A%)O (schwarz) und A%)O (orange); mit k = 0.1 Mpc™*
und eyt = 9. Es ist deutlich zu erkennen, dass die plosing—Relat1011s den Fehler
deutlich reduzieren. Fiir kleinere Wellenvektoren ist die Ubereinstimmung besser, aber
auch fiir grofle Wellenvektoren steigt der Fehler, im Gegensatz zu einer einfachen

Trunkierung, nicht exponentiell an.
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Abbildung 3.5.: Der k;-Integrand von (Sg 22(k,1)SE 90(K', 7)) (siehe Gl. (B.ZI)) integriert iiber k'.
In dem Faltungsintegral iiber k; haben wir die Winkelintegrale ausgefiihrt, die Am-
plitude k; aber nicht ausintegriert, sondern auf der Abszisse aufgetragen. Wir ver-
wenden 7 = 1’ = 290Mpc/c und (von oben nach unten im zweiten Maximum)
k= 0.02Mpct, k = 0.04Mpc™!, k = 0.06 Mpc™! und k& = 0.08 Mpc~!. Als pri-
mordiales Powerspektrum verwenden wir Pp(k) = 1/k%. Der Hauptbeitrag ist bei
k1 ~ k lokalisiert. Fiir k; grofler als k ist wird der Integrand durch das primordi-
ale Powerspektrum unterdriickt. Dies erlaubt einen Schnitt der k;-Integration bei kq
hinreichend grofler als k.

werden, da Free-Streaming linear mit dem Wellenvektor skaliert. Es stellt sich aber heraus, dass der
Integrand fiir k1 oder ko grofler als k& schnell abfillt und das Abschneiden der Integration unproblema-
tisch ist. Die k1-Abhéngigkeit des Integranden ist in Abb. dargestellt und die Unterdriickung fiir
grofle kp ist klar erkennbar. Diese stammt aus dem primordialen Powerspektrum im Erwartungswert
der Quellterme in Gl. (2. Da ky = |k — k;| gilt, ist der Integrand fiir grofe k; mit O(k; %) unter-
driickt. Mit kmax = 0.3 Mpc™! wird das Integral hinreichend genau berechnet (siehe Abschnitt [B:3.6)
und wir kénnen mit einer angemessenen Anzahl an Multipolen arbeiten. Die Grenzen der k-Integrale
hingen auch von den heute betrachteten Multipolen [ ab und sind giiltig fiir I < 2000. Héhere Multi-
pole korrespondieren zu gréfleren Wellenvektoren k& und damit héheren Grenzen fiir k.

Die meisten Zeitintegrale kénnen durch die Visibility-Function auf Zeiten um die Rekombination,
200 Mpc/c < n < 500 Mpce/c, beschrinkt werden. Dies gilt auch fiir Integrationen iiber Greenfunk-
tionen, welche im Tight-Coupling unterdriickt sind, wie in Kapitel diskutiert. Zur numerischen
Berechnung setzen wir aber, aufgrund der Terme, die zu frithen Zeiten nicht verschwinden, die un-
tere Grenze der Zeitintegrale auf 7;,;. Der adaptive Monte-Carlo-Algorithmus (VEGAS) [56] nimmt
automatisch weniger Punkte zwischen 7n;,; und 200 Mpc/¢, falls der Bereich nicht wesentlich beitréigt.
Die obere Grenze der Zeitintegrationen 7y ist problematischer, da eine hohere Wahl hier gleichzeitig
bedeutet, dass mehr Multipole benétigt werden. Um zu zeigen, dass ng = 500 Mpc/c ausreichend ist,
analysieren wir die Stabilitdt der Ergebnisse unter Variation der oberen Grenze 7 in Kapitel

In den Gleichungen treten Quellterme Sx ;, zu allen Multipolen auf. Es reicht aber aus, nur die
niedrigsten zu berechnen. Quellterme der héheren Moden [ > 3 basieren auf den Transferfunktionen
der Moden [ £ 1. Diese sind aber wihrend des Tight-Couplings unterdriickt und werden erst spéter
angeregt. StoBtermeffekte, welche mit || skalieren, sind aber zu spéteren Zeiten nicht mehr relevant.
Fiir typische Werte von k, erreicht der Oktopol sein erstes Maximum einige Zeit nach 7., so dass
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3.3. Numerische Rechnungen

X ‘ Tight-Coupling-Losung Numerischer Wert
I 8063 +9 8128 + 10
E 0 14.6 + 2.9
B 0 0.01 £0.02

Tabelle 3.1.: Vergleich der Tight-Coupling-Lésung mit dem numerischen Ergebnis fiir das Powerspek-
trum PayG) (k) mit k = 0.05Mpc™, 7 = 200 Mpc/c und Py (k) = 1/k%.

sein Beitrag zu den Stofftermeffekten klein ist. Quellen, welche nur auf dem Oktopol und hoheren
Moden basieren, kénnen typischerweise vernachliissigt werden. In Gl. (B.10) existiert eine zusétzliche
Unterdriickung der Polarisationsmoden, welche aus den Intensitétsquellen St ;. berechnet werden.
Da j,m keine Polarisationsmoden mischt, muss die Intensitétsquelle iiber eine Greenfunktionen aus
Gl. (3I8) an Polarisation koppeln. Die Greenfunktionen, welche I- und E-Polarisation mischen, sind
aber nur im Stoffiterm gekoppelt und verschwinden nach der Rekombination mit einem zusétzlichen
Faktor |4|, wie in Kapitel festgestellt. Deshalb sind diese Terme nach der Rekombination stérker
unterdriickt, so dass unpolarisierte Moden, die im Tight-Coupling klein sind (I > 2), fast keinen
Einfluss mehr haben.

Mit n; bezeichen wir den hochsten Quellterm, welchen wir noch mitnehmen; alle Quellen Sx ;.
mit [ > n; werden vernachléssigt. Aus der obigen Argumentation entnehmen wir, dass n; = 3 bereits
gute Ergebnisse liefern sollte, da Sx 3, die hochste Quelle ist, welche Quadrupole erster Ordnung
beinhaltet. Um sicher zu gehen, dass diese Approximation ausreichend ist, fithren wir in Kapitel
eine Variation in n; durch.

Alle Transferfunktionen und Greenfunktionen werden berechnet und fiir weitere Verwendung ab-
gespeichert. Im Integranden werden diese als Funktion der konformen Zeit und des Wellenvektors
benottigt. Wir interpolieren die Losungen auf einem Gitter mit nj Stiitzstellen und &dquidistantem
Gitterabstand in dem Wellenvektor von ko = 0, ..., kp,—1 = kmax und n, Zeitschritten ng = 7ini,

.oy Mna—1 = Nrs, welche im Skalenfaktor a dquidistant sind. So erhalten wir ein nj, x n, Gitter fiir die
Transferfunktionen und ein n; x n, X n, Gitter fiir die Greenfunktionen, welche zwei Zeitargumen-
te besitzen. In der weiteren Rechnung verwenden wir Splines um die Funktionen auf dem Gitter zu
interpolieren. Damit die Interpolation verléssliche Werte produziert, miissen die Gitterabstinde klein
gegeniiber der Skala, auf welcher die Funktionen variieren, sein. Um sicherzustellen, dass dies der Fall
ist, fithren wir in Kapitel eine Variation der Gitterabstéinde durch.

3.3.5. Test im Tight-Coupling-Regime

Im Tight-Coupling existieren analytische Losungen fiir die Quadrupole. Um die Methode zu testen,
versuchen wir diese numerisch zu reproduzieren. Im Tight-Coupling verschwindet die Polarisation
und der Photon-Quadrupol ist durch 10C:2, v (k:l)v(l) (k2) gegeben [7]. Tabelle B30 zeigt

mi,m~e,[m1] e,[ma]
die analytischen und numerischen Werte des Tensor-Powerspektrums P;;g )(k) fiir k = 0.05 Mpc™*
bei der konformen Zeit n = 200 Mpc/c. Das primordiale Powerspektrum wurde als Pg(k) = 1/k3
angenommen.

Die polarisierten Moden sind auch in der numerischen Rechnung stark unterdriickt und der unpolari-
serte Quadrupol nimmt den korrekten Wert an. Die kleinen Abweichungen zwischen dem analytischen
Ergebnis und der numerischen Simulation liegen daran, dass die analytische Rechnung von einem un-
endlich grofilem || ausgeht, in der numerischen Rechnung aber der echte finite Wert verwendet wird.
Daher sind die numerischen Ergebnisse nicht Null, sondern nur stark unterdriickt. Die E-Polarisation,
welche direkt an den unpolarisierten Quadrupol koppelt, ist daher klein; die B-Mode, welche nur an
die bereits unterdriickte E-Mode koppelt, ist mit einer zusétzlichen Ordnung von k/|%| unterdriickt.
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Abbildung 3.6.: Abhéingigkeit der numerischen Ergebnisse von den Schnittparametern. Der Tensor-
beitrag (m = £2) des CPB-Spektrums fiir I = 100 (obere Spalte) und fiir [ = 1000
(untere Spalte) ist aufgetragen gegen (von links nach rechts) die Anzahl der Gitter-
punkte der konformen Zeit n, und des Wellenvektors ny, die Anzahl der Beriicksich-
tigten Quellterme n;, den Skalenfaktor as, ab welchem wir die Free-Streaming-Losung
verwenden, und die Trunkierung des Wellenvektorintegrals ky,.x. In jedem Bild ist die
Variation eines dieser Parameter gezeigt, wihrend die Anderen auf den Standard-
werten n, = ng = 100, n; = 3, n = 500 Mpc/c (entspricht ags = 0.002064) und
kmax = 0.3Mpc™! gehalten werden. Die gestrichelte Line entspricht dem Resultat,
wenn alle Parameter auf die Standardwerte gesetzt werden.

3.3.6. Numerischer Stabilitatstest

Der numerische Fehler ist durch den systematischen Fehler aus den angewandten Schnitten und dem
statistischen Fehler aus der Monte-Carlo-Integration gegeben. Fiir Letzteren gibt VEGAS eine verléss-
liche Abschétzung an. Um den systematischen Fehler zu bestimmen, variieren wir die Parameter der
Schnitte.

Diese sind: 75, kmax, Na, g und n;. GroBlere Werte dieser Parameter liefern bessere Ergebnisse,
kosten aber auch mehr CPU-Zeit. Um den besten Kompromiss zu finden, betrachten wir die Variation
des Ergebnisses mit den Parametern. Um einen Fehler im Prozentlevel zu erreichen, verwenden wir:
ng = ng = 100, n; = 3, N = 500 Mpce/c und kpax = 0.3 Mpe L.

Abbildung zeigt die Stabilitit des Ergebnisses der Tensorbeitriige (m = £2) zum Powerspek-
trum. Dort sehen wir, dass der Parameter ny fiir kleine [ den systematischen Fehler dominiert, wihrend
fiir grofle | hohere Quellterme wichtiger werden.

Ein Wert von [ entspricht einem typischen Wert in k, da die sphiirischen Besselfunktionen j;(k(no —
1)) im Line-Of-Sight-Integral verschwinden, wenn k(ny — n) < I gilt und fiir k(no — n) 2 [ oszillieren.
Der Hauptbeitrag des Integrals stammt deshalb aus der Region k(9 — n) ~ [. In unserem Fall gilt
No >> ns > 1, weshalb das Integral durch den Bereich k & [/ny dominiert wird.

Die Bedingung fiir effektives Free-Streaming || < k ist daher fiir grofles [ eher erfiillt als fiir ein
kleines {. Wir benétigen in der Rechnung fiir kleine [ also ein grofieres ng, da Stoéfe ldnger relevant
sind.

Mit steigendem [ wird das Free-Streaming effektiver und hohere Momente werden friither generiert.
Die hoheren Quellterme koénnen dann nicht mehr vernachléssigt werden, da die hcheren Transfer-
funktionen erster Ordnung bereits friith angeregt werden. Dies zeigt auch Abb. B.6] in welcher eine
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berechnet mit verschiedenen Werten von n;. Die grofiten Beitrige liegen in der Region
[ = 1000. AuBerdem zeigt das Vektorspektrum die charakteristische Struktur mit zwei

einzelnen Maxima.
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3. Numerische Analyse der B-Polarisation in zweiter Ordnung

Erhéhung von n; = 3 auf n; = 4 oder n; = 5 das Ergebnis fiir [ = 1000 signifikant &ndert, fiir [ = 100
aber invariant lisst. Abb. B 7] zeigt aber sowohl fiir Tensor-, als auch fiir Vektormoden, dass der Beitrag
zum CPB-Spektrum bei noch groBerem [ nicht weiter anwichst. Die Spektren fiir n; = 3 liegen fiir
alle [ nah an denen fiir n; = 4 und n; = 5, wohingegen n; = 2 zu klein ist, um die gesamten Multipole
bis [ &= 2000 zu beschreiben.

3.4. Ausblick

Das Hauptergebnis der Simulation ist das CPZ-Spektrum aus dem StoBterm zweiter Ordnung in
Abb. B8 Wie der Weak-Lensing-Beitrag, wichst auch der StoStermbeitrag stark mit [ an und erreicht
sein Maximum bei [ 2 1000. Bei ! < 200 sind die Tensormoden (|m| = 2) grofier als die Vektormoden
(Im| = 1), aber die Vektormoden wachsen stéirker mit  an und dominieren im Maximum bei [ ~ 1000.

Auflerdem hat der Vektorbeitrag in dieser Region ein charakteristisches doppeltes Maximum.
1

e,[m]
oder den Dipol Aglim (entspricht im Tight-Coupling bis auf einen Faktor der Elektrongeschwindigkeit)
quadratisch enthalten. Vernachlissigt man alle andern Beitrége in S;,, erhéilt man ein qualitativ &hn-
liches Bild. Das erste Maximum erreicht ca. 80% und das zweite Maximum 60% der Hohe der vollen
Rechnung aus Abb. B8l Dies zeigt, dass die Struktur der zwei Maxima mit der Elektrongeschwindig-
keit, beziehungsweise dem Photondipol, zusammenhéngt. Die Elektrongeschwindigkeit oszilliert vor
der Rekombination, die Frequenz héngt dabei von dem Wellenvektor k; bzw. ko aus der Faltung im
Quellterm ab. Fiir die Vektorbeitriage ist die Faltung durch die Region k; ~ k und k5 klein, oder
umgekehrt, dominiert. Mit ny ~ 14000 Mpc/c, entsprechen die I-Werte der Maxima | a~ 750 und
| ~ 1250, den Wellenvektoren k ~ 0.05 Mpc~! und &k ~ 0.09 Mpc~!. Fiir beide k-Werte erreicht die
Oszillation der Elektrongeschwindigkeit ein Extremum bei der Rekombination, wobei k ~ 0.09 Mpc ™!
genau eine Oszillation mehr als k ~ 0.05Mpc™' durchgefithrt hat. k& ~ 0.07 Mpc™', welches dem
Minimum bei [ = 1000 entspricht, ist genau eine halbe Phase verschoben. Im Tensorspektrum finden
wir diese Struktur hingegen nicht, da dort im Faltungsintegral auch die Region k; = ko beitridgt und
die Oszillationen ausintegriert werden.

Die Amplitude der stofiinduzierten B-Polarisation ist einige Ordnungen kleiner als das Weak-
Lensing-Signal. Im Vergleich zu primordialen Tensorstérungen ist der Effekt dquivalent zu einem
Tensor-to-Scalar-Ratio von 7 ~ 1076 bei [ ~ 200 und 2 - 10~% bei [ ~ 1000. Die Amplitude hingt
mit der relativ kurzen Zeitspanne der Rekombination, in welcher die Polarisation entsteht, zusammen.
Daher ist es denkbar, dass eine Hinzunahme der Reionisation den Effekt verstirken wiirde.

Vergleicht man das Stofitermspektrum mit dem Spektrum induziert aus Vektor- und Tensorme-
trikstérungen zweiter Ordnung [60], sieht man, dass beide Terme eine dhnliche Grofienordnung haben.
Die Metrikstorungen induzieren zunéchst nur unpolarisierte Fluktuationen, welche dann durch Stéfle
an E-Polarisation koppeln. Diese wird schliefilich durch Free-Streaming in B-Polarisation konvertiert.
Daher beruht auch dieser Effekt auf der kurzen Zeitspanne der Rekombination und ist von &hnlicher
Groflenordnung. Abgesehen vom dominanten Weak-Lensing sind diese beiden Beitrige der Untergrund
zu dem B-Spektrum aus primordialen Tensormetrikstorungen. Sie sind bei einem Tensor-to-Scalar-
Ratio von r < 1076...2-107% (je nach beobachtetem [) relevant.

Mogliche Erweiterungen der Rechnung sind:

Fiir [m| = 1 sind die Quellen S,, dominiert durch Terme, welche die Elektrongeschwindigkeit v

e Die Methode ldsst sich, wie in Kapitel B.2.4] gezeigt, problemlos auf die Berechnung der Non-
Gaussianity anwenden. Die Gleichungen fiir das messbare Bispektrum haben wir in Anhang [C]
hergeleitet.

e Wir planen zusiitzlich die Metrikeffekte zu simulieren, wodurch wir die Korrelation zu den Sto8-
termeffekten berechnen kénnen. In [61] wurden auerdem die Quellen aus dem Propagationsterm
zweiter Ordnung vernachléssigt, welche in unseren Rechnungen problemlos beriicksichtigt wer-
den konnen, da Metrikquellen zur selben Zeit wie Stofitermeffekte B-Polarisation induzieren.
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Abbildung 3.8.: Das CIBB—Spektrum fiir B-Moden aus Stofiquellen (gepunktet), verglichen mit dem
Spektrum aus primordialen Tensorstérungen mit einem Tensor-To-Scalar-Ratio von
r = 1076 (gestrichelt) und dem Weak-Lensing-Beitrag, bereinigt um einen Faktor
40 (durchgezogen). Gezeigt sind separat die Vektor- (jm| = 1) und Tensorbeitrége
(Im| = 2), sowie ihre Summe. Beide Abbildungen stellen dieselben Daten dar, die
Obere logarithmisch und die Untere linear. (Numerische Parameter sind n, = n; =
100, n; = 4, N = 500 Mpe/c, und kpax = 0.3 Mpc_l.)
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3. Numerische Analyse der B-Polarisation in zweiter Ordnung
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e Auflerdem wiire es interessant, den Effekt der Reionisation zu berechnen, welcher vermutlich
zu einer Verstdrkung unseres Ergebnisses fithrt. Dieser Beitrag ist aber problematisch, da wir
Quellen zu allen Multipolen beriicksichtigen miissen. Diese konnen bei der Rekombination nicht
ohne weiteres vernachliissigt werden, da das Free-Streaming zu der Zeit bereits hohe Momente
angeregt hat.



4. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen
der Leptogenese

4.1. Einleitung

Aus Messungen der akustischen Peaks der kosmischen Hintergrundstrahlung kann der Materieiiber-
schuss des heutigen Universums extrahiert werden: “2-"2 = 6.1 x 10~'°. Das C'PT-Theorem besagt,
dass Teilchen und Antiteilchen dieselbe Masse und genau entgegengesetzte Quantenzahlen haben. Da-
her ist es erstaunlich, dass diese nicht in gleicher Anzahl vorkommen. Folgende mogliche Szenarien
konnen diesen Materieiiberschuss erkldren:

1) Es existiert bereits seit der Entstehung des Universums ein Materieiiberschuss. Um den gemes-
senen Wert zu reproduzieren, muss dieser aber unnatiirlich grofl sein, da er durch die Inflation
um viele GroBlenordnungen verdiinnt wird.

2) Es handelt sich bei der Asymmetrie lediglich um einen lokalen Effekt, welcher durch einen Anti-
materieiiberschuss in anderen Regionen des Universums ausgeglichen wird. Die Gréflenordnung
der gemessenen Asymmetrie macht diesen Ansatz aber unwahrscheinlich. Auflerdem wiirde in
diesem Szenario, in den Grenzgebieten, durch Teilchen-Antiteilchen-Annihilation energiereiche
Strahlung entstehen, welche wir nicht beobachten.

3) Es existiert keine primordiale Asymmetrie zwischen Baryonen und Antibaryonen, diese entsteht
erst wiahrend der Evolution des Universums dynamisch.

Um Fine-Tuning zu vermeiden, wird im Folgenden die dynamische Erzeugung der Asymmetrie be-
trachtet. Dazu sind die folgenden Sakharov-Bedingungen notig:

1) B-Verletzung: Es muss einen Prozess geben, welcher die Baryonzahl verletzt.

2) C- und CP-Verletzung: Um zwischen Materie und Antimaterie zu unterscheiden, sind C-verlet-
zende Terme erforderlich. Zusitzlich muss auch C'P gebrochen sein, da sonst zwar ein Uberschuss
einer Helizitdt erzeugt werden kann, aber in der Summe iiber die Helizitét kein Materieiiber-
schuss erzeugt wird.

3) Prozesse aulerhalb des thermischen Gleichgewichts: Im thermischen Gleichgewicht wird keine
Asymmetrie erzeugt, da die Reaktionsrate fiir den Prozess, welcher die Asymmetrie erzeugt, und
fiir den Umkehrprozess identisch sind.

Die zwei bekanntesten Theorien, welche diese Bedingungen erfiillen, sind elektroschwache Baryogenese
65, 5T, 14] und Leptogenese [32, [83], 35, B6]. Im Folgenden beschiiftige ich mich mit der Leptogenese,
wobei insbesondere Flavoureffekte behandelt werden. Ich présentiere die Ergebnisse aus der Veroffent-
lichung [9], in welcher mein Beitrag in der Berechnung der thermischen Massen, dargestellt in Kapitel
A3 liegt. Ich préasentiere hier die gesamte Arbeit, um meine Rechnungen im Kontext der Leptogenese
darzustellen.

In der Leptogenese wird zunéchst eine Leptonasymmetrie erzeugt, welche dann iiber Sphaleronpro-
zesse in eine Baryonasymmetrie umgewandelt wird. Sphalerons sind nicht perturbative Standardmo-
dellprozesse, welche Baryon- und Leptonzahl verletzen, deren Differenz aber erhalten [50]. Durch die
Sphalerons wird die erste Sakharov-Bedingung erfiillt, wenn zusétzlich die Leptonzahl verletzt wird.
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4. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen der Leptogenese

Dies erfolgt in der Leptogenese durch die Majoranamasse eines schweren rechtshéndigen Neutrinos.
Die schweren Neutrinos stellen eine Erweiterung des Standardmodells dar, kénnen aber zusétzlich in
einem Typ 1 Seesaw-Modell die kleinen Massen der linkshidndigen Neutrinos erkliren.

Die benoétigte C- und CP-Verletzung wird ebenfalls durch Zerfille der schweren rechtshéndigen
Neutrinos induziert, bei denen geringfiigig mehr Leptonen als Antileptonen entstehen.

Die letzte Sakharov-Bedingung wird durch die Expansion des Universums erfiillt. Mit der Tempera-
tur des Universums sinkt auch die Zerfallsrate der rechtshéndigen Neutrinos. Bei T' &~ M; wird diese
klein gegeniiber der Hubblerate und ihre Verteilungsfunktion friert aus. Die Zerfallsprozesse laufen
dann bevorzugt in eine Richtung ab und die Asymmetrie kann erzeugt werden.

Ich verwende in dieser Arbeit den Lagrangian:

L Z%@m(i@ — Mi)¥ni + Yeaifea + Yroidyrs + (0" 91)(9,9) (4.1)
- nz&fa&wNi - }/mJ)NiQZ“/}Za - hab(std_JRapLi/ng — h:b(bd_)beRﬂ}Ra ,

mit ¥y;, dem Majorana-Spinor der rechtshiindigen Neutrinos N; und ., dem SU(2);, doublet Spi-
nor der linkshidndigen Leptonen ¢, wobei a ein Flavourindex ist. ¢r, sind die zugehérigen geladenen
rechtshindigen Leptonen. Das SU(2), doublet Higgs-Feld wird mit ¢ bezeichnet. Es gilt ¢ = (e¢)T, mit
der antisymmetrischen 2 x 2 Matrix in den SU(2)y,-Indizes € und der Konvention €12 = 1. Der Lagran-
gian enthilt die kinetischen Terme der rechts- und linkshéndigen Neutrinos, der geladenen Leptonen
und des skalaren Higgs-Feldes in der ersten Zeile. Dabei werden nur fiir das schwere Neutrino explizite
Baumlevelmassen eingefiihrt. Alle anderen Massen werden thermisch auf Schleifenlevel erzeugt. Die
zweite Zeile sind die Terme aus den Yukawakopplungen h,, und Y;, der geladenen Leptonen und
schweren Neutrinos. SU(2);, x U(1)y-Eichkopplungen sind im Lagrangian nicht explizit angegeben,
miissen aber in der Rechnung der Leptogenese beriicksichtigt werden.

Die Yukawakopplung Y;, erzeugt die benétigte C P-Verletzung aus der Interferenz zwischen Baum-
und Einschleifengraphen. Ich nehme an, dass die schweren Neutrinos hierarchisch sind, mit den Massen
M; < My < Mjs. Dann reicht es aus, nur die Zerfiille des leichtesten rechtshindigen Neutrinos zu
betrachten. Die C'P-Asymmetrie entsteht aus der Interferenz von Baumgraphen eines Zerfalls des
leichtesten rechtshindigen Neutrinos mit Schleifendiagrammen, welche Ny und N3 enthalten (siehe
Abbildung [4.1]).

4.1.1. Ungeflavourte Beschreibung der Leptogenese

Zunichst betrachten wir den einfachen Fall, in dem Leptonflavour vernachlissigt wird. Trotzdem
gibt es eine Vielzahl an relevanten Reaktionen, z.B. Sphaleron-Prozesse, Eichwechselwirkungen und
Zerfille der rechtshiandigen Neutrinos. Anstelle alle Reaktionen in Boltzmanngleichungen zu behan-
deln, teilen wir diese zunéchst in zwei Gruppen ein: Prozesse, welche schnell gegeniiber der Hubblerate
ablaufen und Prozesse, welche langsam sind. Schnelle Prozesse fithren zu thermischem (elastische Pro-
zesse) oder chemischem (unelastische Prozesse) Gleichgewicht. Diese schnellen Reaktionen miissen
nicht in den Boltzmanngleichungen beriicksichtigt werden, sondern liefern Zwangsgleichungen fiir die
Form der Verteilungsfunktionen, beispielsweise Relationen der chemischen Potentiale im chemischen
Gleichgewicht. Im Gegensatz dazu miissen langsamere Prozesse explizit in den Boltzmanngleichungen
beschrieben werden.

In der Leptogenese kénnen Sphalerons und Eichwechselwirkungen als schnell angenommen werden.
Die Sphalerons erzeugen ein chemisches Gleichgewicht zwischen Baryonen und Leptonen, weshalb
es ausreicht die L-Verletzung zu berechnen. Im hierarchischen Fall bendtigen wir nur die Zerfille
des leichtesten rechtshiéndigen Neutrinos in der Boltzmanngleichung, die Zerfdlle von Ny und N3
konnen vernachléssigt werden. Sie sind nur in den Schleifenkorrekturen, welche zur CP-Verletzung
fiihren, relevant und liefern die in einem Zerfall des leichtesten rechtshéndigen Neutrinos generierte
C P-Verletzung €. Wir schreiben einfache Boltzmanngleichungen fiir V; und die Leptonzahlverletzung
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4.1. Einleitung

Abbildung 4.1.: Baumlevelzerfall des leichtesten rechtshindigen Neutrinos und Schleifenkorrekturen
des Zerfalls, welche die schweren Neutrinos Ny und N3 enthalten. Die C P-Verletzung
wird aus der Interferenz dieser Diagramme erzeugt.

P——————
-
|
o |
|
|

Ny l Ny

Abbildung 4.2.: Zwei mogliche Reaktionen, welche die Leptonzahl verletzen, aber C' P erhalten. Diese
Terme erzeugen keine Asymmetrie, waschen aber bestehende Asymmetrien aus. Die
nicht spezifizierten Beine sind Teilchen aus dem primordialen Plasma.

auf [13]:
AN
ot = —(D+S)(Ny, —NR), (42)
ddj\i L = —&D(Ny, -~ N3~ WA, (4.3)

mit z = M; /T, der Anzahldichte des leichtesten rechtshindigen Neutrinos Ny, und der Anzahldichte
der L-Asymmetrie Np,.

D, S und W beschreiben die verschiedenen Reaktionen und werden als Matrixelemente im klassi-
schen In-Out-Formalismus berechnet. D ist die Reaktionsrate der Zerfille der rechtshéndigen Neutri-
nos, wobei der C' P-brechende Anteil €D aus der Interferenz zwischen Einschleifen- und Baumdiagram-
men stammt. Die beitragenden Feynmandiagramme sind in Abb. 1] dargestellt. S sind die Prozesse,
welche keine C' P-Verletzung generieren, aber die Anzahl der schweren Neutrinos d&ndern. In der Glei-
chung fiir Ny, haben wir den Quellterm €D aus Zerfillen des rechtshindigen Neutrinos und weitere
Washout-Terme, welche eine generierte Asymmetrie wieder unterdriicken. Dies sind Stéfe des schweren
Neutrinos, welche die Leptonzahl verletzen. Sie erzeugen aber selber keine Asymmetrie, da sie nicht
zwischen Teilchen und Antiteilchen unterscheiden. Ist aber eine Asymmetrie vorhanden, waschen diese
Terme die Asymmetrie wieder aus, da mehr Teilchen als Antiteilchen fiir die Reaktion zur Verfiigung
stehen. In Abb. sind zwei leptonzahlverletzende Prozesse, welche zu W beitragen, dargestellt. Die
Gleichgewichtsverteilung N;?l beschreibt den Einfluss der inversen Reaktionen. Nur der Uberschuss
an rechtshidndigen Neutrinos fiihrt zu einer effektiven Erzeugung der Asymmetrie, welche nicht durch
inverse Zerfille riickgéngig gemacht wird. Hier sieht man explizit, dass im thermischen Gleichgewicht
keine Asymmetrie erzeugt wird.

Mit den Reaktionsraten der einzelnen Prozesse konnen die Boltzmanngleichungen (£2) verwendet
werden, um die Asymmetrie zu berechnen. In dieser einfachen Rechnung werden allerdings Flavour-
effekte vernachléssigt, welche je nach Masse des leichtesten rechtshidndigen Neutrinos, und damit der
Temperaturskala der Leptogenese, relevant sind. Auflerdem sind die Boltzmanngleichungen rein klas-
sisch und diverse Quanteneffekte, wie z.B. Flavourkohérenz, werden vernachléssigt.
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4. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen der Leptogenese

4.1.2. Geflavourte Beschreibung der Leptogenese

In dem Temperaturbereich, in welchem sich die Lepton-Yukawakopplungen h dem Gleichgewicht
anndhern, wodurch die Degeneration des Flavours gebrochen wird, spielen Flavoureffekte eine wichtige
Rolle und die ungeflavourte Beschreibung ist nicht mehr ausreichend [85, [68], [T}, 2].

Es miissen drei mogliche Fille unterschieden werden:

1) Sind withrend der Leptogenese alle Lepton-Yukawakopplungen im Gleichgewicht, ist eine Be-
schreibung ohne Flavour ausreichend. Wir transformieren in die Basis, in welcher h diagonal ist.
In dieser Basis treten keine Korrelationen zwischen den Flavourn auf; die erzeugte Asymmetrie
wird in die Basis der geladenen Leptonen projiziert. Wir erhalten effektiv eine ungeflavourte
Beschreibung. Dies ist der sogenannte vollstandig geflavourte Grenzfall.

2) Wenn alle Lepton-Yukawakopplungen ausgefroren sind, verwenden wir zur Beschreibung der
Leptogenese die Flavourbasis, in welcher die Asymmetrie generiert wird. Flavourkorrelationen
treten nicht auf und wir erhalten eine Einflavour-Beschreibung. Diesen Grenzfall nennen wir den
ungeflavourten Grenzfall.

3) Im letzten Fall findet die Leptogenese statt, wenn nicht alle Yukawakopplungen h im Gleichge-
wicht sind, diese aber auch nicht so klein sind, dass sie vernachléssigt werden kénnen. Um dieses
Regime zu beschreiben, ben6tigen wir einen allgemeinen Ansatz, in welchem Neutrinos durch
eine Flavourmatrix beschrieben werden, die Flavourkorrelationen enthalten kann.

Zur Berechnung der Flavoureffekte miissen die Gleichungen der Leptogenese verallgemeinert werden.
Durch die Hamiltionsche Evolution einer Dichtematrix (siehe auch Kapitel 223 fiir Photonen) kénnen
Gleichungen abgeleitet werden, welche die Evolution einer Flavourmatrix beschreiben [I]; numerische
Rechnungen des Modells wurden durchgefiihrt [82].

Wir verwenden allerdings den Closed-Time-Path (CTP) Formalismus |76} [49], um eine systematische
Herleitung der Gleichungen mit Flavour zu erhalten. Der CTP-Formalismus wurde bereits erfolgreich
auf die Baryogenese angewendet [I4], B3] 35, [36] B} 10, 34]. Ein Vorteil dieses Formalismus ist es,
dass keine Real-Intermediate-State Substraction (RIS) benétigt wird. Diese muss in der klassischen
Rechnung eingefiihrt werden, da sonst Stoitermbeitrége aus 2 <+ 2 Streuung durch die Beitrége der
2 <> 1 Streuung doppelt beriicksichtigt werden. Diese Terme fiithren zu einer C'P-Verletzung bereits
im thermischen Gleichgewicht, welche von Hand wieder entfernt werden muss.

Im Gegensatz zum klassischen In-Out-Formalismus der Feldtheorie, in welchem Ubergangsraten
von einem Zustand (In| in einen gegebenen Zustand |Out) berechnet werden, wollen wir die Ope-
ratorerwartungswerte eines sich zeitlich dndernden Zustandes berechnen. Dazu deformieren wir die
Zeitkontur, so dass sie oberhalb der reellen Achse von —oo bis oo lduft und dann knapp unterhalb
der reellen Achse wieder von oo nach —oo zuriick (siehe Abb. [L.1.2)). Anstelle des zeitgeordneten Pro-
pagators erhalten wir im In-Out-Formalismus einen konturgeordneten Propagator. Wir definieren die
Greenfunktion 3

iA(,y) = (TO@)0(y))

mit der Zeitordnung T auf der deformierten Kontur. Diese Greenfunktion kann in ein Set aus vier
Greenfunktionen zerlegt werden, welche sowohl die spektrale, als auch die statistische Information
des Systems beinhalten. Aus den Schwinger-Dyson-Gleichungen der Greenfunktionen kénnen mit dem
Kadanoff-Baym-Ansatz die Quantenboltzmanngleichungen der Verteilungsfunktionen ableitet werden.

Die Greenfunktionen im CTP-Formalismus beschreiben auf natiirliche Weise Korrelationen zwischen
den verschiedenen Flavourn. Die ungeflavourte Kadanoff-Baym-Gleichung aus [I0] kann ohne Kom-
plikationen zu einer geflavourten Beschreibung verallgemeinert werden. Kadanoff-Baym-Gleichungen
sind aber Integro-Differentialgleichungen, welche erst nach Anwendung von diversen Approximationen
gelost werden konnen. Die wichtigsten Nidherungen sind: Die Gradientenentwicklung, eine Entwick-
lung in Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht und kleinen Kopplungen, sowie die Separation
der Zeitskalen zwischen den Yukawakopplungen Y, h und den schnellen Eichwechselwirkungen, welche
fiir das thermische Gleichgewicht verantwortlich sind.
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4.2. CTP-Formalismus fiir geflavourte Leptonen

Abbildung 4.3.: Die Zeitkontur im CTP-Formalismus. Die Zeit 1duft infinitesimal oberhalb der reellen
Achse nach oo und dann unterhalb der reellen Achse wieder bis —oo zuriick.

In Kapitel leiten wir die Gleichungen der Greenfunktionen her und wenden die Gradientenent-
wicklung an, um die Hierarchie der Ableitungen zu trunkieren. Kapitel enthélt die Berechnung der
thermischen Massen der Leptonen, welche in den Kadanoff-Baym-Gleichungen benétigt werden. In
Kapitel [£4] 16sen wir die Zwangsgleichungen, indem wir den Kadanoff-Baym-Ansatz verwenden. Der
Stoiterm wird in Kapitel abgeschétzt. Schnelle Eichwechselwirkungen motivieren den Ansatz der
verallgemeinerten chemischen Potentiale. Wir stellen auch fest, dass schnelle Eichwechselwirkungen
Flavouroszillationen dédmpfen. Numerische Losungen werden in Kapitel angegeben, welche zwi-
schen den Grenzfillen der vollstéandig geflavourten und ungeflavourten Leptogenese approximieren.

4.2. CTP-Formalismus fiir geflavourte Leptonen

Im Folgenden verwenden wir die Schwinger-Dyson-Gleichungen fiir die Greenfunktion auf dem ge-
schlossenen Zeitpfad und erhalten Gleichungen fiir den retardierten und avancierten Propagator, sowie
die Kadanoff-Baym-Gleichungen.

Im Gegensatz zu [52], 53] 18], wo Massenterme auf Baumlevel induziert werden, betrachten wir
Massen als Einschleifen-Korrektur, welche durch flavourblinde Eichwechselwirkungen und geflavourte
Yukawawechselwirkungen induziert werden.

4.2.1. Schwinger-Dyson-Gleichungen

Wir verwenden die Notationen und Konventionen beziiglich des CTP-Formalismus und der Gradien-
tenentwicklung aus [10, [72] [73].

Wir zerlegen den vollen CTP-Propagator der Leptonen in vier Propagatoren, welche durch die Lage
ihrer Zeitargumente auf den Zweigen der Zeitkontur definiert sind. Der Index =+ steht fiir den oberen
bzw. unteren Zweig.

1S5 (1, v) = 8555 (1, v) = — (P (V)ra(w) , (4.4a)
1S5 (1, 0) =187, 51, v) = (pa(w)hes(v)), (4.4b)
iS5 (u, ) = 1875 (1, v) = (T (Wra (u)es(v))) (4.4c)
S0 (1, 0) = 1S 5 (1, v) = (T (Whea (u)hes(v))) (4.4d)

Dabei ist der Propagator iSZ;E,(u, v) gerade der normale zeitgeordnete Propagator, dessen Zeitargu-
mente beide auf der oberen Kontur liegen. Nach dieser Zerlegung kénnen die Zeitargumete wieder als
reell angenommen werden, da ihre Lage auf dem CTP bereits durch die CTP-Indizes festgelegt ist.

Die Bewegungsgleichungen der Greenfunktionen folgen aus den Schwinger-Dyson-Gleichungen des
Neutrinopropagators auf dem CTP:

1,519 (u,v) = f6796,40% (u — v) Pr + Z / d*w Z;Lc(u, w) S} (w,v) (4.5)
h
beziehungsweise
i9S]¢ = fol95Ps + Y ¥ © 59, (4.6)
h
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4. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen der Leptogenese

in der im Folgenden verwendeten Kurznotation [72} [73], in welcher ® eine Faltung darstellt. f,g,h = £
sind CTP-Indizes; a, b, ¢ sind Flavourindizes.
Wir zerlegen die Schwinger-Dyson-Gleichung in Gleichungen fiir die einzelnen Propagatoren:

gt =spg + 2 0 SH gt o s (4.7a)
1
i9S7” =4 0877+ LT 08 + 5 (57 057 ~SF 057) . (4.7b)

Dabei haben wir die avancierten, retardierten, hermiteschen und antihermiteschen Komponenten
durch

GP=G"-G> =G~ —GT (avanciert), (4.8)
GP=G"-G< =G> -GT (retardiert),

GH = Z(GR +G*) (hermitisch),

[NCRCTI ORI

G'A_ 1(GA_GR):

=5 (G” — G<) (antihermitisch, spektral)

definiert, wobei G ein Propagator oder eine Selbstenergie sein kann.

Die Terme Z}f ® 8.7 in Gl. @) sind fiir thermische Korrekturen, wie etwa thermische Massen
verantwortlich; finite Breite der Propagatoren wird durch Z;’> ® Sg{ induziert. Der Stofiterm im
CTP-Formalismus ist durch die Kombination 3 (37 ® S;° — X7 ® S;) gegeben.

Die Gleichungen sehen relativ einfach aus, dies tduscht aber, da die Selbstenergie Z?’> selber
ein kompliziertes Funktional der Propagatoren S;’> ist. Aulerdem sind die Gleichungen der vier
Propagatoren und die Gleichungen der unterschiedlichen Spezies gekoppelt.

Im néchsten Schritt wenden wir eine Wignertransformation (eine Fouriertransformation der relati-
ven Koordinate bei konstantem Mittel der Koordinaten) an:

Gk, x) :/d4reik'TG(u,’u), mit r=u—v und z = u—;—v. (4.9)

Diese Transformation fithrt zu einer Separation zwischen den kurzen relativen Zeitskalen der Interak-
tionen und den langen Skalen der mittleren Evolution im Universum. Anstelle der Faltungsintegrale,
erhalten wir eine Hierarchie der Zeitableitungen. Diese erlaubt eine systematische Trunkierung fiir
langsam variierende Funktionen. Nach der Wigner-Transformation nimmt Gl. (Z1) folgende Form an:

e {k—w F {5} = P (4.10a)

e {f - {857 e (BT {SF) = %e‘“ (I {SEY = {37 {s7)) ., (4.10D)

mit dem o-Operator definiert durch
1
o{ Ak, x)}{B(k,x)} = 5 ([ag;)A@,x)] ryu Bk, ) — [0y u A(K, 7)] ag;)B(k,x)) . (4.11)

Die Gleichungen ([I0) sind Integro-Differentialgleichungen, in denen beliebige Ordnungen von Ab-
leitungen auftreten. Wir verwenden nun die Gradientenentwicklung [I6] um die Hierarchie der Ablei-
tungen zu trunkieren. In der Leptogenese treten Gradienten durch die Abweichung vom thermischen
Gleichgewicht auf, sind also proportional zur Hubblerate, welche die Verteilungsfunktionen durch
Verdiinnung aus dem thermischen Gleichgewicht bringt. Die Reaktionsrate |Y1,]?T fiir den Zerfall
des leichtesten rechtshindigen Neutrinos muss ebenfalls von der Ordnung der Hubblerate sein, da
Leptogenese nur stattfinden kann, wenn die rechtshindigen Neutrinos weder im Gleichweicht, noch
vollstindig ausgefroren sind. Zusétzlich sind wir an der Parameterregion interessiert, in welcher die
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4.3. Thermische Selbstenergien

7-Yukawakopplung h, die Relation h2T ~ H erfiillt, da wir sonst in dem trivialen vollstindig ge-
flavourten oder ungeflavourten Fall sind. Deshalb z&hlen wir die Yukawakopplungen Y und A in der
folgenden Entwicklung von derselben Ordnung wie die Gradienten.

In erster Ordnung erhalten wir aus Gl. (Z.I0):

%@‘524’}?’ + (% -5 F ZZ‘) Sift = Pr, (4.12a)
i 1
SIS57 + (k=9 VS5 — B 7S =5 (B S5 -9 S7) - (4.12b)

Die Herleitung der Gleichungen wurde in einer nicht expandierenden flachen Raumzeit durchgefiihrt.
Um die Effekte der expandieren Raumzeit zu beriicksichtigen, folgen wir [I0]. Die fithrende Korrektur
aus der Expansion der Raumzeit ist die Rotverschiebung der Moden. Diese kann durch einen Ubergang
zu konformen Koordinaten beschrieben werden. Wir verwenden die Metrik

gp,l/ = a2(77) dla’g(17 717 715 71) )

mit der konformen Zeit n = 2° und dem Skalenfaktor a(n). Der Lagrangian (&) beschreibt die
Dynamik in einem expandierenden Universum, wenn wir M; — alM; ersetzen, mitbewegte Variablen
verwenden und annehmen, dass das Higgs-Feld nicht an die skalare Kriimmung R koppelt.

Daher werden im Folgenden alle expliziten Impulsvariablen in den Gleichungen fiir die wigner-
transformierten Grofen als konform angenommen. Der physikalische Impuls ist durch kpn = k/a(n)
gegeben. Genauso ist auch T' die mitbewegte Temperatur, welche durch Ty, = T'/a(n) mit der physi-
kalischen Temperatur verbunden ist. Die Massen der rechtshéndigen Neutrinos M; sind physikalische
Massen und multiplizieren in den Gleichungen einen Faktor a(n).

Die Kadanoff-Baym-Gleichungen (£12h) bestehen aus einem dynamischen Anteil und einer Zwangs-
gleichung. Um diese zu separieren, zerlegen wir sie in ihren hermiteschen und antihermiteschen Teil:

2017055 — {k 0 73570,17055’1 R R M/ f% (ng - ic;) , (4.13a)
10,1057 — [k A+ 2%7’70,1705?’>] — [iY57°,1°S8] = *% (iCe + iC}) : (4.13D)

mit dem Stoffterm
Cp = iYyiS;] — iy is; . (4.14)

Die untere Gleichung ist die kinetische Gleichung der <, >-Propagatoren, die obere Gleichung ist eine
algebraische Zwangsgleichung, welche die Schalenstruktur der Propagatoren bestimmt.

4.3. Thermische Selbstenergien

Die Selbstenergie Zf ist verantwortlich fiir thermische Korrekturen zur Dispersionsrelation. Wir ver-
wenden die Annahme, dass die rechtshéndigen Neutrinos hinreichend nah am Gleichgewicht sind,
um die Selbstenergie in erster Ordnung mit thermischen Propagatoren zu berechnen. Die relevanten
Prozesse erhalten wir aus dem Lagrangian Gl. (1) und SU(2), x U(1)y-Eichwechselwirkungen. Wir
parametrisieren die Selbstenergie durch:

-

k : bl -
Egl = Pr |Y°(" +¢M) + & ("' + M —sign(k°) "' + <)) | A, (4.15)

mit einem flavourblinden Anteil aus SU(2), x U(1)y-Eichwechselwirkungen

(k0. k) = 0™ (K0 k), i (KO, k) = 6™ (K0, k) (4.16)
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4. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen der Leptogenese

und einem flavoursensitiven Anteil aus den geladenen Lepton-Yukawawechselwirkungen und Singlet
Neutrino- Yukawawechselwirkungen. Zur ersten Schleifenordnung schreiben wir diese als

San (K0, X) = Rl ohey™" (K, k) + ZY Yaa (K0, k), (4.17)
Sap (K0, k) = Rf hops™"( ZY YipstY (K0, k) .

Die Summen iiber die schweren Neutrinos konnen dabei auf das leichteste rechtshindige Neutrino
beschrinkt werden, da wir im hierarchischen Grenzfall arbeiten. AuBerdem sind ¢ und ¢ hermitesche
Flavourmatrizen, da *yOZ]f ebenfalls hermitesch ist.

Die Selbstenergie Zf enthilt Beitrige proportional zu ¥ und ¢, mit u* = (1,0,0,0)7 dem Plas-
mavektor. Daher miissen zwei unabhiingige Funktionen ¢(k° k) und (k% k) zur Parametrisierung
verwendet werden [86]. Dabei stellt der Term ¢ eine Modifikation der Dispersionsrelation dar, wohin-
gegen ¢ diese nach Gl. ([£52)) invariant ldsst. Beide Beitrége haben niitzliche Eigenschaften unter der
Transformation k% — —kY (siche Gl. (&61])).

¢ wird durch eine unitire Transformation U diagonalisiert:

$=UtdU. (4.18)
Im folgenden Kapitel zeigen wir, dass bei Temperaturen My 3 > T'/a(n) > M; und Impulsen |k| ~ T
sowohl ¢ als auch <Y niherungsweise proportional zu T2/|k| sind, so das die Matrix U nicht
zeitabhingig ist. Fillt die Temperatur T'/a(n) aber unter M;, wird die Verteilung von N; Maxwell-
unterdriickt. cfl’Y geht dann wie ~ [T'/(aM;)]* gegen Null (siehe Gl. (Z35])) und U wird zeitabhingig.
Danach bei Temperaturen T'/a(n) < M, ist U aber wieder konstant und UhThU diagonal. Die Herlei-
tung dieser Temperaturabhéngigkeit aus der Kopplung an das schwere Neutrino N7 wird im folgenden
Abschnitt [£3T] behandelt.
Alle Groflen mit linkshéindigen Flavourindizes transformieren mit U. Matrizen in der diagonalen

Basis erhalten einen Index D:
Zgj = UTZ;IU, (4.19a)
isjg = utisfou. (4.19b)

Im Gegensatz zu gg miissen diese aber nichtdiagonal in den Flavourindizes sein.
Wir setzen (£.19al) und (4.19b) in (4.13h) ein und transformieren mit U auf die diagonale Basis, um
die kinetischen Gleichungen in der thermischen Leptonmassenbasis zu erhalten:

o e . , . 1/ .
10,17 8,5~ +1i [:,1’yOSZ<D’>] — [ZgD’yO,l’yOS;D’>} — [X];D>’yo,1705g)] =3 (1CgD + 1C;D) , (4.20)

mit Cp = UTC,U und

==uto,U (4.21)

der Kompensationsmatrix fiir die zeitabhédngigen Rotationen. Im Folgenden verwenden wir diese Basis
und lassen die Indizes D fallen.

4.3.1. Thermische Selbstenergien aus der Kopplung an die rechtshdndigen
Neutrinos

Die Zeitabhéngigkeit der Rotationsmatrix U wird durch die Beitrédge der rechtshéndigen Neutrinos
zur Leptonselbstenergie bestimmt. Daher berechnen wir die thermischen Korrekturen der Dispersi-
onsrelation der linkshéndigen Leptonen ¢ aus der Yukawakopplung Y an das schwere rechtshéndige
Neutrino Nj. Der wichtigste Beitrag entsteht aus der Einschleifenwellenfunktionskorrektur mit Ny
und ¢ in der Schleife. Eine &hnliche Rechnung wurde bereits fiir ein masseloses Fermion in der Schleife
durchgefiihrt [86] und fiir eine Schleife mit einem leichten Teilchen und einem masselosen Eichboson
in [66]. Wir verallgemeinern die dort verwendeten Techniken auf unseren Fall.
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Zerlegung der Selbstenergie

Die Struktur der Selbstenergie und des vollen Propagators wird durch Lorentzinvarianz eingeschrinkt.
Diese erlaubt uns, die Selbstenergie durch zwei unabhéingige Funktionen a und b zu beschreiben, welche
durch explizite Rechnung bestimmt werden kénnen [66]. Wir definieren a und b durch:

7 = 5 [ 40 G)] = Pk — b Py (422

Nach Gl. @ITETIGMATT) und @22)) im Ruhesystem des thermischen Bades (u = (1,0,0,0)) ist der
Zusammenhang zwischen den Parametern ¢, ¢ und a, b gegeben durch:

=k -0, (4.23a)
¢ = —(|K°| - |k|)a — sign(k°)b. (4.23D)

Die Dispersionsrelation der linkshéndigen Leptonen aus Wechselwirkungen mit den rechtshindigen
Neutrinos ist durch

F-¥*=o0 (4.24)

gegeben. Fiir die Rechnung der Leptogenese ist diese aber nicht direkt relevant; es reicht aus ¢! und
¢ zu bestimmen. Durch Anwendung von Gl. (E22) erhalten wir in der diagonalen Flavourbasis die
Dispersionsrelation erster Ordnung:

1
kO = k| — i(bDaa + bpes) + (4.25)

wobei bp = UTbU ist. Die Dispersionsrelation erster Ordnung ist unabhingig von a, in der zweiten
Ordnung treten aber Terme a-b auf. Das Verschwinden von a in der Dispersionsrelation erster Ordnung
kann auch in Gl. (23] gesehen werden, wo a in ¢! die Kombination |kq| — |k| multipliziert, welche in
fiihrender Ordnung verschwindet.

Mit den Gleichungen (415 416 AI7) konnen a und b in Beitriige aus flavourblinden Eichwechsel-
wirkungen und flavoursensitiven Yukawawechselwirkungen zerlegt werden:

Agp = 5abab1 + hlchcbaﬂJL + Z Y;'zyriba?,ya
bap = Jabbbl + hlchcbbﬂ’h + Z Yiz}/ibb?Y' (426>

Nach den Gleichungen ([25) und ([£26) sind verschiedene Beitrige zu den Dispersionsrelationen
additiv. Es gibt aber Probleme, wenn die Terme eine nichttriviale Hierarchie untereinander besitzen.
Dann koénnen Terme, welche sowohl in den Eichkopplungen, als auch in den Yukawakopplungen von
erster Ordnung sind, relevant werden. Im massiven Falld M; > T, erhalten wir b{f’y ~ (T/My)* und
a?’y ~ (T/M,)? (siehe Gl. (£34)). Dann ist der Term, welcher Eich- und Y-Beitrige mischt (bbla?’y ~
T*/(k2M2)), anstelle von b, von fithrender Ordnung in der Y-induzierten Dispersionsrelation (@25),

wenn k?/M? < % gilt. Dabei ist C(R) der quadratische Casimir der Fermion-Repriisentation
(siehe Ref. [86]) und g die Eichkopplungskonstante. Fiir die Werte C(R) = 3/4 und aw = ¢*/(4m) =
1/40 und mit der Annahme |k| ~ T, vereinfacht sich die Bedingung zu der Ungleichung M; /T = 10.
Die Bedingung |k| ~ T ist fiir die meisten thermischen Leptonen ¢ erfiillt. Fir z = M; /T 2 10 ist
die Leptogenese aber bereits abgeschlossen, weshalb wir den Fall, in dem die gemischten Beitrdage
dominieren, nicht betrachten.

Wir verwenden die additive Dispersionsrelation (€25 und berechnen die fiir die Zeitabhéingigkeit
von U relevanten Y-induzierten Beitréige. In diesem Kapitel unterdriicken wir deshalb im Folgenden
den Index ,fl, Y.

IMit T, der physikalischen Temperatur in diesem Kapitel.
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Der Einschleifenbeitrag zur thermischen Leptonselbstenergie aus der Yukawakopplung Y lautet

orx dp . )
YOV (k) = —iY7, Y, / @TP}LIAg(p)PRIS?\}l(p—Fk’), (4.27)

mit iAZ; (p) und iSE, (p + k), den zeitgeordneten thermischen Propagatoren des Higgs-Feldes und des
schweren Neutrinos (siehe [10]). Dabei haben wir die Summe iiber die rechtshéndigen Neutrinos auf
das Leichteste beschrinkt, da dies im hierarchischen Fall den relevanten Beitrag zur Selbstenergie
liefert. In Ref. [66] wird nur der leichte massive Fall mit 7' > M; behandelt. In der Leptogenese
benétigen wir aber zusitzlich zu spiten Zeiten auch den Bereich T' < M; und den Ubergangsbereich,
welchen wir numerisch behandeln.

Unsere Rechnung verlduft analog zu der in [66]. Wir bilden Spuren iiber die Selbstenergie (L27)
und erhalten:

YL [ dplp® R4+ M o ns(p)) R4+ M po N\ np(E)
tr(Fg —1‘17/ 4+ ——L1B(|p + (44— =—LLY(|p ,
N e gkl ) T ok -+ P) g
v YiYi [ dpl Ipl k
(g ) = 24— / s ( (L2 (D) + = LE (pl) ) ns(lpl) + LT (Ip)nr(E) ) | (4.28)
2] (n) K| p]
mit E? = |p|?> + M? und der Bose-Einstein-Verteilung np(|p|), sowie der Fermi-Dirac-Verteilung

ng(|p|). In den Integralen treten die logarithmischen Funktionen

k* — M7 + 2|p|(ko + |K|) k* — M7 — 2|p|(ko — |K])
o =In ( L ) +1In ( 1 ) ,
=P =10 =3l (ko — [B) K2 37— 2lp|(ho 1 k)
k2 + M? + 2Fko + 2|p||k k2 + M? — 2Fky + 2|p||k
k2 + M2 + 2Ekq — 2|pl|k]) k2 + M2 — 2Eko — 2|pl|k])

(4.29)

auf. Die gesuchten Koeffizienten a; und b; konnen unter Verwendung von Gl. (£22)) aus den angege-
benen Spuren der Selbstenergie berechnet werden:

m = g (BOER) — ke GiD)
2
o= (- 1) gt - B ), (4.30)

Schwerer massiver Fall

Im schweren massiven Fall T < M, entwickeln wir die logarithmischen Funktionen L (|p|) aus
Gl. (E29) und die Neutrinoanzahldichte np(E) = 1/(e®/T + 1) in T/M,. Die Energie des schweren
Neutrinos E(p) = y/p? + M? ist von der Ordnung M, weshalb die Verteilungsfunktion np(F) fiir
T < M; exponentiell unterdriickt ist. Deshalb konnen die fermionischen Beitriige, welche L (|p|)
multiplizieren, in Gl. (28] vernachlissigt werden. In den Funktionen L¥ zihlen wir |p|, ¥ und |k
von der Ordnung 7" und die Entwicklung bis zur Ordnung (7'/M;)? ergibt

8|p| [k k2
22 = -0 (14 47 )

LE(|p)) = 0. (4.31)

2Der Unterschied betrifft nur Vorfaktoren, aber nicht die Struktur der Integrationen.
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Mit Gl. [@3T]) ergeben die Gleichungen der Selbstenergie einfache Integrale und wir erhalten:

R% . k‘2T2

tr(%ng ) = _YmYlbW, (4.32a)
., KOT?

() = Y Y (4.32D)
6.M;

Diese werden nun nach Gl. (30) in die Lorentzinvarianten Funktionen a; und by zerlegt:
T2
= o2 4.
“ 1202 (4.332)
by = 0. (4.33b)

Bis zur Ordnung (7'/M;)? entspricht die Dispersionsrelation (25) der masselosen Dispersionsrelation
kY = |k|, da by verschwindet.
Die Rechnung zur folgenden Ordnung (7'/M;)* ergibt

T? 15k2 — 47272

= 1 4.34

“T o ( 1507 ) ’ (4:34a)
42K

b= ———. 4.34b

T asM (4.34b)
Hier erzeugt das nicht verschwindende b; die nichttriviale Dispersionsrelation
o, 4m?T4

=2k (1-Y—— 4.35

k(1730 ) (4.35)

mit fﬁfb = % (U,ICYfCYldUda + UJCY{;YldUdb). + bezieht sich auf die negative und — auf die positive
Helizitit h. Zur fithrenden Ordnung (7/M;)? implizieren Gl. ([Z23]) und (Z33))

ny _ _AmlROITY
! 45M7}

Ay kOT2

U.nd §1 = —m . (436)

a ist gerade in k¥, withrend b ungerade ist, so dass g‘fl ¥ und gfl ¥ die korrekten Symmetrieeigenschaf-
ten (@BI) haben. Diese Ergebnisse sind giiltig fiir k| < T < My; <Y ist mit % unterdriickt.
1
In der Region |k| > M; > T, erhalten wir eine andere analytische Entwicklung:
T2

(¥ ) = —Yf;Ylbﬁ ; (4.37)

wahrend der Beitrag aus tI‘(j/LEZ’bY ) zur Dispersionsrelation in fithrender Ordnung verschwindet. Die
Dispersionsrelation lautet dann:

- T?
Y=+4k|[14+Y2— 4.
k | | + ab 24Kk2 ’ ( 38)

aus welcher eine effektive Masse der Leptonen ¢ mit grofem Impuls extrahiert werden kann:

Y _ ‘YablT
mheavy_ 2\/3 .

(4.39)
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Leichter massiver Fall

Nun behandeln wir den leichten massiven Fall My < T. Die Rechnung verlauft analog zu [66]. Mit
|k| > T und der Annahme, dass die thermischen Korrekturen klein sind, also ||k°] — |k|| < T gilt,
erhalten wir in fithrender Ordnung

T2 (K (KO +|K]
b= ——(=—In(—= | k") . 4.40
= o (o™ () ) A0
Nun kénnen wir, mit der Annahme a < 1, Gl. (£28) verwenden, um die Dispersionsrelationen zu
erhalten:

k0 = +|k| 1+172T—2 (4.41)
- bi6Kk2 ) '

~ 2 ~
wobei wir die logarithmischen Korrekturen proportional zu (be%) In (be%) vernachlassigt

haben. Die thermische Masse im Fall |k| 2 T kann durch Verwendung der Relation mY? = k%% — k2
extrahiert werden:

Y YalT
light 2\/§
Im leichten massiven Fall kann die thermische Masse auch im Hard-Thermal-Loop (HTL) Schema, in

welchem k°,|k| < T angenommen wird, berechnet werden. Der analytische Ausdruck in der HTL-
Né&herung lautet nach Ref. [66]:

(4.42)

Tr(kgn, ) = Yl*aYle;, (4.43a)
Tr(ya, ) = YiuYi 1§|i{|ln (:z J_r :ED , (4.43b)
woraus
a; = 1?;2 <1 - ;Tlilln (:Z j :E:)) , (4.44a)
by = %}; <2]|i|1n (:zf:t:) — ko) (4.44b)

folgt. In dieser Gleichung sieht man, dass die Unterdriickung von a aus kleinen Kopplungen und der
Schleifenunterdriickung im Grenzfall |k| — 0 zusammenbricht. Um die thermische Masse zu erhalten,
entwickeln wir @ und b zur niedrigsten Ordnung in |k|/|k°| und erhalten a; = —%, sowie by = —%.

Wir kénnen die Relation (£28) nicht verwenden, da sie unter der Annahme a < 1 hergeleitet
wurde. Dies gilt aber im HTL-Schema fiir kleine |k| nicht. Wir betrachten der Einfachheit halber
den Einflavourfall mit Y% = |¥;]? = 1, indem wir die Dispersionsrelation aus [66] verwenden kénnen:

(k% F |k|)(1 + a) + b = 0. Damit folgt:

KO —|v1|? o +[k| (1 —|V3|? r (4.45)
U 60~ ez ) .
Die thermische Masse im Fall |k| — 0 ist gegeben durch
YT
myp = e (4.46)

Dies ist ein bekanntes Ergebnis der HTL-Approximation [86].
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Abbildung 4.4.: Gezeigt ist die Einflavour-Dispersionsrelation k° — |k| als Funktion von |k| im leichten
massiven Fall M < T'. Die durchgezogene schwarze Linie ist die numerische Losung,
die gestrichelte rote Linie die HTL-N&herung (£43]). Die gepunktete rote Linie ist die

analytische Néherung (£.41)).
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Abbildung 4.5.: Gezeigt ist die Dispersionsrelation der Leptonen ¢, indem |k° — |k]||/|k| als Funktion
von M;/T fir |k|/T = 0.7,1.0,1.3 von dunkelrot (oben links) nach hellrot (unten
links) dargestellt wird. Die gestrichelte Linie ist die analytische Ndherung (435]).
Die Abbildung zeigt, dass die analytische Niherung im schweren massiven Fall ab
M, /T = 8 fiir die relevanten Wellenvektoren |k| ~ T in guter Ubereinstimmung ist.
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Abbildung 4.6.: Die Dispersionsrelation ist durch k° — |k| als Funktion von |k| im schweren massiven
Fall M, /T = 8 dargestellt. Die durchgezogene schwarze Linie entspricht der numeri-
schen Losung, die rote gestrichelte und die rote gepunktete Linie stellt die approxima-
tiven Losungen ([f30) bzw. [£38) dar. AuBerdem ist der Lichtkegel £ = |k| angege-
ben. Die Approximationen stimmen in ihrem Giiltigkeitsbereich mit der analytischen
Losung iiberein. Dazwischen muss ein Bereich liegen, in welchem der Lichtkegel, wie
im Bild zu sehen, geschnitten wird.
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Abbildung 4.7.: Die numerisch berechneten Dispersionsrelationen k° — |k| als Funktion von k|, fiir
M,/T =0.7,0.9,1.0,1.2,1.5,2.0 von dunkelrot (oben) nach hellrot (unten). Aufierdem
ist der Fall M;/T = 0 (oben, schwarz) und der Lichtkegel k° = |k| (mitte, schwarz)
gezeigt. Bei M7 /T = 0.9 dndert sich das Verhalten der Dispersionsrelation qualita-
tiv, indem ein Bereich mit Gruppengeschwindigkeit grofler der Lichtgeschwindigkeit
auftritt.
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Numerische Lésungen

Im Ubergangsbereich sind Entwicklungen problematisch, weshalb wir die Integrale numerisch 16sen
und die Ergebnisse mit den analytischen Néherungen (£35]), (£38), (£41)) und ([@45) vergleichen.

In Abbildung @4l sind die analytischen Dispersionsrelationen (£.41]) und ([@.43]) im leichten massiven
Fall M; < T und die numerische Losung dargestellt. Die HTL-N&herung gilt nur fiir kleine |k|,
wihrend die Approximation durch eine thermische Masse ([{L42]) in der Region |k| 2 T verwendet
werden kann. Die Abbildung zeigt eine gute Ubereinstimmung in den jeweiligen Giiltigkeitsbereichen.

Im schweren massiven Fall M7 > T vergleichen wir in Abbildung die Approximation (@35
mit der numerischen Lésung und stellen fiir M; /T > 10 eine gute Ubereinstimmung fest. AuBerdem
bestitigt die Abbildung das asymptotische (M;/T)* Verhalten.

Aus der approximativen Dispersionsrelation (35]) folgt, dass |k°| < |k| fiir kleine |k| gilt; aus (E38)
folgt fiir groBe |k| die Relation |k°| > |k|. Zwischen den Giiltigkeitsgrenzen dieser Approximationen
muss die Dispersionsrelation den Lichtkegel k° = |k| schneiden. Dies erfordert eine Region mit einer
Gruppengeschwindigkeit v, = Z“L]f“ > 1, was auf dissipative Effekte fiir die entsprechenden Impulse
hindeutet. In Abbildung sind die approximativen und numerischen Lésungen fiir My /T = 8 dar-
gestellt. Die analytischen N&herungen (435) und ([38)) sind in den Regionen |k| < T und |k| > T
anwendbar und stimmen mit der numerischen Rechnung iiberein. Die Abbildung bestétigt den Durch-
gang durch den Lichtkegel, welcher bei |k| ~ 10T auftritt.

Die Region zwischen grofien und kleinen M;/T wird numerisch behandelt. Abbildung 7] zeigt
die numerischen Losungen der Dispersionsrelation fiir verschieden Werte von M, /T. Fir M, /T >
0.9 schneidet die Kurve den Lichtkegel. Es wire interessant zu verstehen, wie die finite Breite und
thermische Masse der Neutrinos und Higgs-Bosonen dieses Ergebnis beeinflusst.

Die fiir die Leptogenese relevante Impulsregion ist |k| ~ T'. Die Ergebnisse (£35]) und (£41]) zeigen,
dass die Matrix U, welche die Leptonmasse diagonalisiert, fiir groffle T > M; approximativ konstant
ist, da alle Beitriige proportional zu T2 sind. Sie ist zeitabhingig im Bereich T ~ M;, wenn die
Verteilungsfunktion der schweren Neutrinos thermisch unterdriickt wird. Fiir kleine Temperaturen
T < M, ist U wieder zeitunabhiingig, da die Beitrige aus der Kopplung Y mit (7//M;)* unterdriickt
sind.

4.4. Zwangsgleichung und Kadanoff-Baym-Ansatz

Wir stellen den Weyl-Fermionpropagator durch einen Vektor- und Pseudovektoranteil dar:

1 A )
S5 =5 [g;ff (1 +hk - 75707) + 53~ (75 + hk - 707)] : (4.47)
h=+

mit k = k/|k|. Im Vergleich mit einem Dirac-Fermion gibt es keine skalaren oder pseudoskalaren
Beitréige, da eine ungebrochene Eichsymmetrie die dynamische Erzeugung von skalaren und tensoriel-
len Dichten verbietet. Deshalb ist Gl. (£47)) die allgemeinste Form des Leptonpropagators, kompatibel
mit der rdumlichen Isotropie und der chiralen Symmetrie. Da es sich um linkshéndige Leptonen han-
delt, muss

g§d> = gh<?;> = g§’> (4.48)

gelten. AuBerdem kommutieren k - ¥7° und i7°S;"”, weshalb sich die Zwangsgleichung (AI3al) und
die kinetische Gleichung (4.13D) zu

20k — k- )i S5 = (B0 0S5 - {700 ) = -

18771705’;’> - {wao,ivoS;’>} - [iZZ;’>’yOmOSf] =—

(iCz - 1(3}) . (4.492)

N — N —

(1@ + 1c§) (4.49b)
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vereinfachen. In fithrender Ordnung ist die Zwangsgleichung ([£.I3al) gegeben durch
{K.iS; 7} =0. (4.50)
Mit dem Ansatz (£47) erhalten wir die Gleichungen

gno” KO+ hlklgrs” =0, (4.51a)
93 k° + hlKk|gng” =0. (4.51D)

Durch Anwendung der Bedingung (€48]) folgt schliefllich, dass g,f’>(k0, k) verschwindet, wenn k° #
—h|k| gilt. Dies entspricht der singuléiren Massenschale fiir masselose Teilchen; insbesondere erhalten
wir fiir Leptonen (k° > 0) Helizitéit » = —1 und fiir Antileptonen (k° < 0) Helizitit h = 1, wie
erwartet. Diese Relation wird fiir Impulse von der Ordnung |k| ~ T durch thermische Korrekturen
schwach gebrochen, da Lochmoden ein entgegengesetztes Verhéltnis zwischen Frequenz und Helizitét
haben. Bei Impulsen |k| < T koppeln diese dhnlich stark an das Plasma wie Teilchen. Da diese Region
allerdings nur ein kleiner Teil des Phasenraums ist, vernachléssigen wir sie. Mit der Parametrisierung
der Selbstenergie ([@IH]), der Zerlegung des Propagators (£47) und der Bedingung (£48), ergibt die
Spur iiber die Diracindizes der kinetischen Gleichung (4.49h)

. e 1 /. .
10,977 +i[E.g5 ] +h[M g7 ] = -t <1Cg + 1C;r> , (4.52)

in der diagonalen Massenbasis. Wir bestimmen die Helizitit aus der Zwangsgleichung nullter Ordnung
h = —sign(k®). Dies verringert die Genauigkeit der Gleichung nicht, da sie nur in Verbindung mit ¢!
benotigt wird, welches selber von mindestens erster Ordnung in Gradienten ist.

Der Term [ify"°,~7°SH#] aus Gl ([@49D) tréigt in erster Ordnung nicht zu Gl. (@EJ) bei, da S
in nullter Ordnung unabhéngig von der Teilchenverteilungsfunktion ist und deshalb proportional zur
Einheitsmatrix im Flavourraum sein muss. Der Kommutator im Diracraum ergibt dann

15770, o< —i[Pr (@™ §+b<74") P, 7 P, kPr] = 0. (4.53)

Dies entspricht der Vernachlédssigung der finiten Breite der Propagatoren im Transportterm.
In der verwendeten Flavourbasis ist ¢ diagonal, weshalb der entsprechende Kommutator in G1. (Z52)
einfach ausgewertet werden kann:

. - 1 . .
Ongis 12057+ st — sty = — (w[ico+ici]) (1549

Die thermischen Dispersionsrelationen haben also den selben Einfluss wie explizite Diracmassen [52)
53}, [18].

Eine wichtige Eigenschaft von Gl. (I52) ist der Vorzeichenwechsel des Kommutatorterms der ther-
mischen Dispersionsrelation unter h — —h bzw. k° — —k°. Wir zeigen, dass zum Einschleifenlevel
hef! = —sign(k%) ¢f (k, k) ungerade in & ist.

Um dies zu zeigen, definieren wir zunéchst den Ladungs- und Paritdtswechsel durch

Y (x) = CPT (), (4.55)
WP (x) = Py(T), (4.56)
mit 4 = (ug, —u). Die Konjugationsmatrizen in der Weyl-Darstellung sind durch C' = i7%y? und
P = ~% gegeben. Die konjugierten Propagatoren lauten dann

i () = )IG00) = C [iS )] O, (4.57a)
iSil? (u,v) =l (! )pf (v9)) = Pis]s,(a, o) Pt (4.57b)
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4. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen der Leptogenese

Die Transposition wirkt nur auf Dirac-Indizes, welche im Gegensatz zu Flavour- und CTP-Indizes
nicht ausgeschrieben sind. Die C'P-konjugierte hermitesche Selbstenergie lautet

S0k, a) = O [g, -k 2)] (0P)f (1.58)
= P = 7°(Ga(=F) + 5l (=F)) + k- (sha () + ofa (<)
+ sign(K*)[ha (=) + < (~F))| PL..

Alternativ kann diese aber auch direkt aus dem C'P-konjugierten Lagrangian berechnet werden, in
welchem die Kopplungskonstanten komplex konjugiert werden:

Za,IbD,H(ka Qf) = Z)Zb(k7x)

- (4.59)

h—h*

In Einschleifenordnung treten die Kopplungen als Faktoren h'h und Y'Y in der Selbstenergie Z)f
(siche Gl. (EIT)) auf. Die C P-Konjugation vertauscht also [ATh]a, — [RTh]%, = [RTh]p, und [YTY a0 —
[YTY]*, = [YTY]pq, woraus fiir die Selbstenergien

P,H
o (k) = Yoy (k@) (4.60)
folgt. Durch Vergleich von Gl. (Z60) mit Gl. (Z358]) erhalten wir mit dem Ansatz [@I5]) die Relationen
Can(—K k) = =G (K0 k)  und gy (k7 k) = ogy (K k). (4.61)

Diese Symmetrieeigenschaften sind in Ubereinstimmung mit den Gleichgewichtsergebnissen aus [36]
und werden im Folgenden zur Vereinfachung der Impulsintegrale angewendet.

Die Zwangsgleichung wird aulerdem im Stofiterm bendétigt, um die auftretenden Impulsintegrale
auszufiihren. Da der Stofiterm selber von mindestens erster Ordnung in Gradienten (bzw. Kopplungen)
ist, reicht es aus, die Zwangsgleichung in nullter Ordnung zu lésen. Dies wird auch in Ref. [18] ver-
wendet, dort werden in der Zwangsgleichung aber kleine Baumlevel Massendifferenzen vernachléssigt.
Die Zwangsgleichung (£50) wird durch den Kadanoff-Baym-Ansatz gelost:

1875, = =257 [0(K°) £71, () = 9(=k°) (Lap — f1(—K))] (4.62a)
57, = ~257 [<0(K) (Lap — f5(K)) + 9(— k) frmy (K] | (4.621)

mit der Spektralfunktion
Sit = mPLEPrS(K?) . (4.63)

fZZb wird als Matrix der Leptonverteilungsfunktionen interpretiert. Mit Gleichung (@47 erhalten wir
die Relationen

g= = —2m5(K*)9(K°) k| £, (k) , (4.64)
9> = 2m6(K*)9(K°)|k|(1 — £ (k)),

95 = —2m8(k*) (k) [K|(1 — f; (-K)),

97 = 2mo(k*)9(—k°) K| f, (=k)

zwischen den Verteilungsfunktionen und den Propagatorkomponenten. Durch die Identifikation von

fib als Erwartungswert des Anzahldichteoperators folgt mit Gl. [Z62) und der Operatordefinition

von iSZl’;, dass f,b, ~ (agaa) zu der Leptondichtematrix korrespondiert, wihrend f,., ~ (biby) zu

den transponierten Antileptondichten korrespondiert. Dies wird durch das Verhalten des Propagators
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4.5. Kinetische Gleichungen der Leptonzahldichten

unter C' P-Konjugation bestétigt:
_ T
iS00 k@) = CP [iSE, (~k,2)| (CP)f (4.65)

1 ” .
= =5 D g (R [ =00 = (1= )k ] = i, (<k, @),
h=+

wobei wir den Ansatz (£471) verwendet haben und rdumliche Homogenitét gflf (k) = g}glf (k) vorausge-
setzt haben. Der Vorzeichenwechsel in k ergibt das Negative des Flavour- und CTP-transponierten und
C P-konjugierten Propagators. Die Verwendung von S, (k, z) mit k° < 0, anstelle von SZCP’<’> (k,x)
mit k% > 0, hat den Vorteil, dass die kinetischen Gleichungen flavourkovariant sind, wie in [52} [53] fiir
die elektroschwache Baryogenese gezeigt.

4.5. Kinetische Gleichungen der Leptonzahldichten

Wir vereinfachen nun die kinetischen Gleichungen ([A54]), um sie numerisch zu 1ésen. Die wichtigste
Approximation ist die Separation der Zeitskala des kinetischen Gleichgewichts von der Zeitskala der
flavoursensitiven Wechselwirkungen. Durch die schnellen Eichwechselwirkungen kénnen die Vertei-
lungsfunktionen durch Bose-Einstein- oder Fermi-Dirac-Verteilungen approximiert werden, wobei wir
eine Matrix der chemischen Potentiale einfiihren.

4.5.1. Matrixleptonzahldichten
Wir definieren die Matrixleptonzahldichten als

&’k k[ dik°
+ Y et - _ wh . 0o<
Npap = / (271_)3 f@ab(k) / (27r)3 /O ot tr [17 Sgab] ) (466&)
- Pr o, T ) .
Mpap = / (2m)? féab(k) = / W [w gtr [I’YOSZII)] . (4.66Db)

. . . . . + o+ +eq + _ et +eq
Die Abweichungen vom Gleichgewicht sind durch dny,, = ng, — ny,' und dfy = fiap — fia

gegeben. Wir nehmen an, dass die Verteilungsfunktion eine Fermi-Dirac-Verteilung mit einer Matrix
der chemischen Potentiale ufb fiir Teilchen und Antiteilchen ist:

1
Fiap(k) = (eﬁlkﬁui_’_l>ab : (4.67)

Zur ersten Ordnung in den chemischen Potentialen gilt

+ + 17
Mipqy = Bav 5 (4.68)
und fiir die Verteilungsfunktion folgt:
3Bkl
£ + Pe

dfinp (k) =120n5,, (@ 1) (4.69)

Die Abweichung der <, >-Propagatoren vom Gleichgewicht ist gegeben durch
10800y = 257 [0(K°)d 1 (k) + 9(—k°)d £, (—Kk)] . (4.70)

Fiir die rechtshiéndigen Leptonen des Standardmodells verfahren wir analog. Die Gleichungen sind
nach Austausch von ¢ — R dquivalent.
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4. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen der Leptogenese

Der Ansatz (67 ist giiltig, wenn Eichwechselwirkungen und Paarerzeugung bzw. -vernichtung
schnell gegeniiber den flavoursensitiven Prozessen sind. In Abschnitt [£5.3] zeigen wir, dass der An-
satz tatsichlich eine stationdre Losung der kinetischen Gleichung ist, wenn flavoursensitive Wech-
selwirkungen vernachlissigt werden. Schnelle Eichwechselwirkungen erzwingen dann diese Form des
Propagators.

Da p* hermitesch ist, kann Gl. (#67) durch Flavourrotationen diagonalisiert werden. Flavoursen-
sitive Wechselwirkungen #ndern dann die Flavourorientierung von p* auf Zeitskalen, welche langsam
gegeniiber der Zeitskala der Thermalisierung sind.

Mit dem Kadanoff-Baym-Ansatz (L62)), der Spektralfunktion (LG3)), der Zerlegung (£47) und der
Zwangsgleichung fiir Weyl-Spinoren ([£48)) erhalten wir die Relationen

00,0

0
f (k) = F2 / %g§’>(k07k). (4.71)

0,—oc0

Die kinetischen Gleichungen der Verteilungsfunktionen sind durch die k°-Integration der Bewegungs-
gleichung (@54) mit der Relation (ALT71)) gegeben:

8

0
- . 1 dk©
8nf£ib(k) =[5, f;(k)]ab + 1(<§a - glf){b)fib(k> + B tr ——(Crap + Cgab) . (4.72)

Y
0,—o0

Fiir die Abweichung der Anzahldichten vom thermischen Gleichgewicht erhalten wir mit den flavour-

. . . . teq _ +eq
diagonalen Gleichgewichtsverteilungen n,_,' = dan;,,

—e dk >k
0 6n£ab =[= & 5”@ lab F lAwEabénlab / — / Céab + CZab) (4.73)

Dabei haben wir die thermisch gemittelten Frequenzen der Flavouroszillationen und die Kompensati-
onsmatrix durch

d*k 123381k
Buifin) = [ e e () = el ). (4740)

et [ Pk 12p3cPNK
= (77)_/(27T)3 (emk‘—i—l)Q

(1]

(%[, k,n) (4.74b)

definiert und verwendet, dass ¢! und ¥ symmetrisch im ersten Argument sind (siehe Gl. (@61))). Die
Hauptbeitriige zum Phasenraumintegral stammen von thermischen Impulsen |k| ~ T, fiir welche ¢
durch

hiheT
sap(K”, k) = 16\li| -I-Z YipsY (K0, k) (4.75)

geniihert werden kann [86]. Die Struktur YTY¢™Y ist im Allgemeinen kompliziert (siehe Abschnitt FZ3),
ist aber, wenn Flavoureffekte relevant sind, hochstens von derselben GroBenordnung wie hfh¢f:?
Deshalb verwenden wir die Abschétzung

Awglh =0 (R2T) (4.76)

mit h, der 7-Yukawakopplung.
Der Stofiterm wird folgendermaflen zerlegt

Co=Cy +cl+cht. (4.77)
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4.5. Kinetische Gleichungen der Leptonzahldichten

C} beschreibt Zerfille des rechtshiindigen Neutrinos N7 und stellt die Quelle der C'P-Asymmetrie
dar. C} trigt auBerdem durch inverse Zerfille und StéBe zum Washout der Asymmetrie bei. Fla-
voursensitive Standardmodellwechselwirkungen werden durch C? dargestellt, wihrend flavourblinde
Eichwechselwirkungen mit C}?l bezeichnet werden. Im Folgenden zeigen wir, dass diese in der Form

aon;
T";ab — =onE, — onk 8 T iAW Snf,
— Y [Waedng, + 60 Wie] & Sap — T (00, + 0ngy) — Ty (4.78)
c

parametrisiert werden konnen.

4.5.2. Quell- und Washout-Beitrag

Der Washout-Term fiir dn;,, zur Ordnung Y;

1 d3k‘ dko Y
- acénzcb 9 tr/ (2 )3 /(; D) Céab ( 79)

3 [ee)
S [ | B gt WS ) — 5 (RS, 0]

2 lautet in fithrender Ordnung [9)]

Er beinhaltet die Reaktionen des schweren rechtshindigen Neutrinos. Diese verletzen die Leptonzahl
und tragen damit, wie in Abschnitt B1] gezeigt, zum Washout bei.
Nah am Gleichgewicht gilt

13 e (R)1S50 (k) — 130, (R)iS 7, (k) = =i (S5, (k) — ¥7,0(K)) 1656 (k) (4.80)
und die Differenz kann durch

d3 k/ dS k//

(220K + ()22 P72

x sign(ko) Pr(¥ + a(n) M) Py (fni(K') + fo(K"))

%5 (k) — ¥, (k) = = Y, Vi / 2m) 04 (K —k — k") (4.81)

berechnet werden.
Mit Gleichungen (@69) und [T0), identifizieren wir

3k 3K d3k”
3 3
(2m)32[K| (27)324/k'2 + (a(n)My)? (2m)32[k"|

12 3 oBlk|
x 2k K (fva(K) + f5 (k")) (eﬁ&il)a -

W :% Y Vi / @r)Y R — k- k) (4.82)

Der Washout-Term fiir n,,, wird analog berechnet.
Der C P-verletzende Quellterm fiir 5”211; ist durch die Interferenz mit den rechtshindigen Neutrinos
Ny und N3 gegeben:

3. * ok * ok
Sap = 5 1 Z [YlaylcYQCYéb - Y2a}/2(:Y1Cy1b} (483>
31./ / 1 /
* (‘ﬁl)/ = SIS L)
2/ (2m)324 /K2 + (a(n) My)? G
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4. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen der Leptogenese

Dies ist eine direkte Verallgemeinerung von [10] fiir den Multiflavourfall, mit X4 (k) gegeben durch

3 3
ZI;V(k) = Juw / (27:§3];|p| (27:§3q2|q| (27T)4(54(k -p—q)p" (1 - z—zq(p) + f;q(Q)) (4.84)

und g,, = 2. Wir haben auflerdem angenommen, dass es nur zwei Flavour der rechtshindigen Neutrinos
gibt; die Verallgemeinerung auf drei Flavour ist im hierarchischen Grenzfall trivial. Die Abweichung der
Verteilungsfunktion der rechtshéndigen Neutrinos vom thermischen Gleichgewicht ist durch 0 fy1 (k) =
Ini(k) — farh (k) definiert.

Die Quelle der Antileptonen dn,,, ist durch —Sg;, gegeben, da es sich explizit um den C P-brechenden
Anteil der Wechselwirkungen handelt. Der Quellterm enthélt sowohl Wellenfunktions- als auch Ver-
texbeitriage. Es gibt einen weiteren Wellenfunktionsbeitrag, welcher den Leptonflavour bricht, aber die
Leptonzahl erhélt [85][2]. Dieser Beitrag ist aber im Gegensatz zu den leptonzahlverletzenden Beitrigen
mit einem Faktor M; /My unterdriickt, weshalb er im hierarchischen Grenzfall vernachlissigt werden
kann.

4.5.3. Flavourblinde Wechselwirkungen

Der Beitrag der flavourblinden Eichwechselwirkungen zur Leptonselbstenergie ist gegeben durch

iyblrs _ g2 / PR AR oyt (ke — b K)iSL ()7 HAL (K) (4.85)
Yab (27.(.)4 (2,”.)4 Lab Apv ’
mit dem Eichbosonpropagator iAQ“Lu. Wir erhalten den Stofiterm
Cran(k) = gl (0S50 (k) = Y55 (R)iS7(K) (4.86)

_ 2/ dAk dAk" (27-()454(k e k”) [ vig> (k/) BiA> (k”)iS< (k)
g (271')4 (27(')4 v Lac Y Apv Lcb

- y"iSZw(k’)v”iAjW(k”)iSZb(k)} ,
welcher die Eichwechselwirkungen beschreibt. Flavourblinde Wechselwirkungen sind im Gegensatz zu
den geflavourten Yukawawechselwirkungen dominant. Sie fithren zu einer effektiven Zwangsgleichung
fiir die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht. Wir haben in (£67) eine spezielle Form der Verteilungs-
funktion, beschrieben durch ein verallgemeinertes chemisches Potential, angenommen. Dieser Ansatz
muss konsistent mit der effektiven Zwangsgleichung aus starken Eichwechselwirkungen sein. Um dies
zu testen zeigen wir, dass der Stofiterm (€80) mit dem Ansatz ([LG7) verschwindet und erhalten die
neue Zwangsrelation: p_, = f,u:b. Sind Eichwechselwirkungen schnell gegeniiber geflavourten Wech-
selwirkungen, miissen die chemischen Potentiale der Teilchen und Antiteilchen genau entgegengesetz
sein.
Wir stellen fest, dass p_, = —,u:b = —gp die verallgemeinerte KMS-Relation

Siap(k) = — (7M0=01) 55, (k) (4.87)

impliziert. Mit dieser Relation und der Annahme, dass die Eichbosonen im thermischen Gleichgewicht

sind (A7, (k) = P AS  (K)), folgt aus Gl. (&SE) die Relation o= (ePho=Br) Yo fiir die

Leptonselbstenergie. Daher kénnen wir schreiben
Pl (k) = [iz’;K(k),eﬁko—W} iS5 (k). (4.88)

Wir setzen Gl. ([A85) ein und erhalten den Kommutator [iS}DK(k:), ePko=Br] welcher verschwindet,
wenn der Ansatz (67) mit u,, = —u, verwendet wird.

Da der Stofiterm fiir pu_, = —u:fb verschwindet, ist die Gleichgewichtsverteilung (E67) mit ent-
gegengesetzen chemischen Potentialen eine stationédre Losung der kinetischen Gleichung, wenn nur
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schnelle Eichwechselwirkungen betrachtet werden. Dies rechtfertigt den Ansatz der verallgemeinerten
chemischen Potentiale in der Gegenwart von starken Eichwechselwirkungen.
Der Stofiterm kann vereinfacht werden, wenn die Eichbosonen im Gleichgewicht sind und die Ab-
weichung der Leptonen vom Gleichgewicht klein ist:
d4 k! d4 k!

chl k) ~ o / Gy s (701 = K = k) (4.89)

x {710 (K ) (17,0, ()i 30 (k) — 1A%, (K)iS73(R)]

170 (K183, (R) = 718750 (K7 9AS,,, (B)] 18Sean(k) }

Die Terme in eckigen Klammern sind dabei ungerade unter einem Vorzeichenwechsel der Impulse, da
in fithrender Ordnung die Gleichgewichtsverteilungsfunktionen verwendet werden konnen, fiir welche
IAG (k) = 1A (—k) und iS5 (k) = iSpas (=) gilt.

Der Stofiterm ([4.89)) verschwindet, wenn wir die Baumlevel-Propagatoren einsetzen. Dann sind alle
Teilchen masselos und die finite Breite wird vernachléssigt, weshalb der Beitrag im Stoffterm kinema-
tisch verboten ist. Daher ist es notig, thermische Massen und die Effekte finiter Breiten zu berticksich-
tigen. Finite Breite ist aber nicht kompatibel mit den verwendeten singuldren Massenschalen. In dieser
Arbeit diskutieren wir also nur die generelle Form der Wechselwirkung und geben Abschétzungen an.

Besonders interessant sind in Gl. (E89) Beitrige, fiir welche sign(k”?) = —sign(k’°) = sign(k°) gilt.
Diese sind erlaubt, wenn finite Breite in der spektralen Funktion vorhanden ist und korrespondieren zu
Lepton-Antilepton-Paarerzeugung oder -vernichtung. Nach Berechnung der Diracspur und Ausfiihren
der Integrationen sind die Lepton- und Antileptonbeitrége identisch und wir kénnen den flavourblinden
Beitrag zu dem Stoffterm in Gl. ([@73]) durch

00,0
1 dkg Bk bl -
+ 5 tr / ﬁ (271')3 (CZib -+ C&LJ) = *Fbl (5nZlb + 5néab) (490)
0,—oc0

parametrisieren, wie bereits in Gl. (£18) angenommen. Das unterschiedliche Vorzeichen fiir Teilchen
und Antiteilchen aus Gl. (£73]) hebt sich aufgrund von Symmetrieeigenschaften des Integranden her-
aus. Wir verwenden die Abschitzung I'™ ~ ¢g37, mit go der SU(2)y-Eichwechselwirkung und einem
zusiitzlichen Faktor g3 im Vergleich zu der Baumlevel-Rechnung aus den Effekten finiter Breite [33].

Da der flavourblinde StofSterm fiir cSnZr und dn, identisch ist, folgt, dass in Abwesenheit von flavour-
sensitiven Wechselwirkungen 5n2‘ = 0n, gilt. Dies ist konsistent mit dem Ansatz des verallgemeinerten
chemischen Potentials ([{.67) fiir entgegengesetzte chemische Potentiale.

4.5.4. Flavoursensitive Wechselwirkungen

Die flavoursensitiven Lepton- Yukawawechselwirkungen tragen folgendermaflen zur Leptonselbstenergie
bei:

d4k,/ d4k‘”
(2m)* (2m)*

In erster Ordnung in Abweichungen vom Gleichgewicht ist der Stoiterm gegeben durch

Y9 (k) = hl hay / (2m)464(k — K — k") isﬁgd(k’)mgﬂ(k") . (4.91)

f > < d'K d'E” 454
Crap(k) = 1¥yen(k)iSsy (k) — i¥yan (K)1S7, (k) = /W(QT)“(%) 6 (k— K — k") (4.92)

x { Wl chacidSrea(R') [107 (K")iS 55y () — 105 (K")iS7,(k) |

o Blchae [1S7.a(K AT (") = iS5a(R)IAS (K")| i0Seen (k) }
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47./ 4 7.1
:/ R R oyt (ke — i — k)
X {h;chdbi(ssm(k') [iAg(k“)isgq<(k) - iA;(k")iS§q>(k)]
AN [lseq>(k') AZ (k') - SE“(k’)iAj(k”)] iéSgeb(k)}.

Auch hier miissen thermische Korrekturen der Propagatoren verwendet werden, da das Integral auf
Baumlevel verschwindet. Wir unterscheiden zwei kinematische Situationen: Erstens, wenn sign(k?) =
—sign(k’?) ist, beschreibt der Stofiterm Paarerzeugung und -vernichtung der rechtshiindigen Stan-
dardmodellleptonen. Zweitens, fiir sign(k°) = sign(k’?) stoBen links- und rechtshiindige Leptonen am
Higgs-Boson. Beide Prozesse kénnen nur durch die finite Breite der Spektralfunktion von ¢, R und ¢
beschrieben werden. Zusammengefasst erhalten wir

dk©° d3/<:
Féta% ==+ t / / Ceab k) + C?jb(k)> (4.93)

=ra" ([hTh}ac(s’ﬂgcb + 5TLZH [h h}cb + hlcénﬁcdhdb + hldénﬁ(hheb)

lac

4T ([hTh]acén}cb + onEL ARl — b onE gy — hgdanglchd,)

lac

und fiir die rechtshiandigen Leptonen analog
T30, =T (1R acnd,, + onid (1], + hacOnf, i, + haadnf R, ) (4.94)
+I7 ([thac(snﬁcb + 5"§2c[hm]cb - hacén?:cdhjib - had‘sneidthib) :

Die Faktoren I'*" und I'*® werden, aufgrund der finiten Breite von £ und ¢, bei endlicher Temperatur zu
~ g3T abgeschiitzt. Bei hnkshandlgen Flavourrotationen transformieren 5né und der zweite Index der
Kopplung h, wéhrend 6nR und der erste Index von h invariant sind. Wir haben auflerdem verwendet,
dass hh! durch unitiire Transformationen der rechtshiindigen Flavourbasis diagonalisiert werden kann.

Damit haben wir die Struktur aus Gl. ([£T8)) abgeleitet. Fiir die rechtshéndigen Leptonen gilt eine
analoge Gleichung, ohne Quell- und Washout-Beitrige.

4.5.5. Unterdriickung der Flavouroszillationen

Der dominante Beitrag im Stofiterm ([T8) ist '™ = O(g5T). Im Folgenden zeigen wir, dass dieser
nah am Gleichgewicht zu folgender Bedingung fiihrt:

onl, = —on_,. (4.95)

Im letzten Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass diese Relation im flavourblinden Fall Ay, — 0
gilt. Werden Flavoureffekte beriicksichtigt, dampft ein grofies I'?! auerdem, durch das + im ersten
Term auf der rechten Seite der kinetischen Gleichung (78], Flavouroszillationen, welche ohne fla-
vourblinde Wechselwirkungen auftreten wiirden. Um diesen Effekt zu verdeutlichen, betrachten wir
folgende Modellgleichungen:

Eég (t) = —iAwdg ™ (t) — T[og™ (t) + o9~ (1)], (4.96a)

dta “(t) = +HAwdg (t) — T[6g~ (t) + g7 (1)]. (4.96b)

Die Parameter der geflavourten Leptogenese konnen folgendermaflen abgeschéitzt werden:

F=T"~giT, Aw~RT<T, (4.97)
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mit A, der 7-Yukawakopplung. Da g5 > h2 gilt, sind die Lésungen durch Linearkombination von zwei
Eigenmoden gegeben, von denen eine die kurze Zerfallszeit 7o = 1/(T' + vI'? — Aw?) =~ 1/(2I") besitzt
und die zweite die lange Zerfallszeit 7 = 1/(I' — /T2 — Aw?) ~ 2I'/Aw?. Die Eigenvektoren lauten

—1Aw + VT2 — Aw? A
8gs1 = 09" + e T v dg- ~dgt + (1 F 1Fw> g, (4.98)
mit
595,1 = (595,1)0 e_t/TS’l . (499)

Die kurzlebige Mode dgs ~ 6gT + 6g~ wird schnell durch Paarvernichtung unterdriickt und fiihrt zu
der Relation

gt ~ — (1 - iAF‘”) Sg . (4.100)

In der Gradientenentwicklung ist die erste Korrektur zu Gl. (Z95) deshalb von der Ordnung Aw®f /TP!.
Der Vorzeichenunterschied der Aw-Terme in Gl. (3] ist entscheidend, da er die Oszillationen der
langlebigen Mode dgs 2 ~ dg* — dg~ ddmpft:

% (697 (t) — 0g™ (1)) = —iAw (6g™ (t) + b9~ (1)) - (4.101)

In der Evolutionsgleichung der langlebigen Mode tritt in Kombination mit dem fiir Oszillationen
verantwortlichen Aw die unterdriickte Mode dgs auf. Ohne den Vorzeichenunterschied der Aw-Terme
wiirde jedoch die langlebige Mode dg; auftreten und diese daher frei oszillieren.

Der langsame Zerfall der Mode dg; beschreibt die Ddmpfung der Flavourkohédrenz in der Ladungs-
dichtenmatrix der Leptonen durch flavourblinde Interaktionen. Dieser Prozess ist deutlich langsamer
als die Dampfung durch flavoursensitive Terme. Mit der Relation ({I00) schétzen wir die Ddmp-

fung aus Gl. (@I0I), unter der Annahme h, < g3, durch Awe®” /TP ~ hgs 4T « T ~ g2R2T ab.
Die Dampfung aus flavoursensitiven Termen ist also dominant; flavourblinde Ddmpfungen kénnen im
Vergleich vernachlissigt werden. Auf den ersten Blick ist es iiberraschend, dass die starken flavourblin-
den Wechselwirkungen hier vernachléssigt werden kénnen. Dies bezieht sich aber lediglich auf Terme,
welche die ihrerseits, durch flavourblinde Interaktionen, stark unterdriickte Mode dgs multiplizieren.
Die dominanten flavourblinden Wechselwirkungen fithren auf eine effektive Zwangsgleichung. Flavour-
sensitive Ddmpfungen sind zwar relativ unterdriickt, miissen aber bei der Ddmpfung der langlebigen
Mode, welche nur schwach durch flavourblinde Wechselwirkungen unterdriickt wird, beriicksichtigt
werden.

Nun verallgemeinern wir die einfache Modellrechnung zu einer geflavourten Beschreibung. Dabei
stellen wir fest, dass Flavouroszillationen unterdriickt werden, obwohl wir nur flavourblinde Interak-
tionen betrachten. Dies wurde auch im oszillatorischen Regime durch numerische Rechnungen [I§]
beobachtet. Die Oszillationen, welche durch Aw induziert werden, sind fiir I" > Aw iiberdampft und
hiingen nicht von der Wahl der Flavourbasis ab. Um dies zu zeigen, erweitern wir g% zu einem Vektor
von Funktionen und betrachten die Matrixgleichungen

5" (1) = il 59" (1] ~ Tlog™* (1) + 69~ (1), (4.102a)
%59‘@) = +i[w, 89~ (t)] = T[dg~ (t) + dg™ (1)] . (4.102Db)

I" ist proportional zur Einheitsmatrix; w = wfl +wP! wobei wP! proportional zur Einheitsmatrix ist und
wl <« T fiir alle a,b,c gilt. Wir berechnen die Summe iiber die Gleichungen ({I02) und erhalten
wieder dg*(t) + 8g~ (t) ~ e~2I'", Die Differenz der Gleichungen ([fI02) ergibt

4

w7 [6g7(t) — 69~ (t)] =0+ [6gT(t) — 69~ ()] x O (wgb) , (4.103)

I‘lCC
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wobei die rechte Seite
[w, 897 (1) + 89 (1)] = [g™ (t) — 39~ (1)] x O (W*/T) , (4.104)

mit einer Abschiitzung analog zu Gl. (£I00) berechnet wird. Dies bestétigt die Unterdriickung von
¢l durch T in einer beliebigen Flavourbasis.

Die Ergebnisse zeigen, dass die schnellen Eichwechselwirkungen bei der Démpfung der langlebigen
Mode im Vergleich zu den flavoursensitiven Dampfungen vernachlissigt werden kénnen. Auflerdem
iiberddmpfen sie die Flavouroszillationen, welche in der Leptogenese effektiv ausgefroren sind.

4.5.6. Kinetische Gleichungen fiir die Anzahldichten
Wir definieren die Ladungsdichtematrix als
Qeab = Oy — Onpy - (4.105)
Die schnellen Paarerzeugungs und Vernichtungsprozesse fithren zu der Relation
onf, = —ng,, (4.106)

weshalb wir nur Gleichungen fiir die Ladungsdichtematrix (£I05) benétigen, welche in fithrender
Ordnung die langlebige Mode ist. Wir definieren

r —=ran ([hTh]acqlcb + q;ac [hW'h]ep — hi areahas — hqu;dchcb) (4.107)
+I= ([hTh}acfucb + anc [WTh]ey — hi .qreahas — hqug{dchcb>
fiir die flavoursensitiven Sto8e. Damit erhalten wir die kinetischen Gleichungen

8QZab

an = Z [qfacEcb - Eacqfcb - Wacqfcb - qeachb] + 2Sab - Flﬁab . (4108)

C

Genau wie im Modellsystem, sind die flavourblinden Wechselwirkungen I'"! fiir die langlebige Mode qzqs
nicht relevant, wahrend Awg‘g vernachléssigt werden kann, da es die stark unterdriickte Kombination
(5an +0n,,,;, multipliziert. In einer zeitabhéngigen Basis, in welcher ¢,; diagonal ist, miissen Z-Terme
eingefiihrt werden, welche aus der Zeitabhéingigkeit der Rotation entstehen.

Fiir rechtshindige Leptonen erhalten wir die analoge Gleichung

aqRab
o ~TRap (4.109)
mit
FﬂRab =r* ([hhT]achCb + q;ac[hhT]Cb - hachth;b - hadquchib) (4110)

1 (W Lacties + afeaclh '] = Racttcahly, = haadfochly) -

Ahnliche Ergebnisse wurden in Ansitzen gefunden, welche die Dichtematrix in einer Besetzungszahl-
basis betrachten [I]. Es gibt aber Unterschiede zu [1] in der kinetischen Gl. (#I08). Es ist jedoch
nicht sicher, dass die Leptonladungsdichten zu unserem ¢y, korrespondieren. Es sollten dieselben Ar-
gumente fiir die Flavourdampfung gelten, wenn die Ladungsdichtematrix durch (5nz:lb —dny,,, gegeben
ist. Die Unterschiede zeigen sich auch in der Arbeit von [82], in welcher die Gleichungen aus [I] nume-
risch gelost werden und Flavouroszillationen eine wichtige Rolle spielen, insbesondere gegeniiber den
flavoursensitiven Ddmpfungstermen.
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4.6. Numerische Losungen der kinetischen Gleichungen

Wir betrachten ein Szenario, in dem es nur zwei Leptonflavour gibt und nehmen an, dass h, die
dominante Yukawakopplung ist. In der diagonalen Basis ist h dann gegeben durch

h= ( i ) . (4.111)

Dies lisst sich trivial auf den Dreiflavourfall verallgemeinern, wenn die Muon- und Elektron-Yukawa-
kopplungen klein gegeniiber der Tau- Yukawakopplung sind. Dann kann das Elektron und Muon durch
eine Linearkombination beschrieben werden, welche den zweiten Flavour unseres Modells bildet.

Gl. (£I08) ist invariant unter Flavourrotationen U, obwohl Gl. (72) und (AT73) nicht invariant
sind, da in ihnen die Flavouroszillationen in der diagonalen Basis beschrieben werden. Fiir gpqp sind
Flavouroszillationen aber durch flavourblinde Interaktionen iiberddmpft. Daher kann die Flavourbasis
beliebig gew#hlt werden und wir verwenden im Folgenden die zeitunabhingige Basis der geladenen
Leptonen, in welcher ¢ diagonal ist.

In dieser Basis erhalten wir die Dampfungsraten

an | s 10 10 0
i —@=4r )hEKO O)qg—i—qg(o 0)—2(‘1%“ 0)]’ (4.112a)

fl _ an sc 2 10 10 _ qr11 0
g =0*"+T )h,r|:<0 O)qR—i—qR(O O) 2( 0 0)] (4.112b)

Im vollstéindig geflavourten Grenzfall, welcher durch (I'®" + I'5)h2 > H definiert ist, folgen aus den
flavoursensitiven Dampfungsraten die effektiven Zwangsgleichungen

qe11 —qri1 =0, Ge12 = qe21 = qri2 = qr21 = 0. (4.113)

Dies entspricht der Erwartung, dass wenn alle Standardmodell-Yukawakopplungen im Gleichgewicht
sind, die Leptonasymmetrien in die geladene Leptonbasis projiziert werden. In dieser Basis kann die
Flavourkohérenz vernachléssigt werden.

Im ungeflavourten Grenzfall, wenn alle Yukawakopplungen ausgefroren sind ((I'®® + I'*°)h2 < H),
verbleibt die Asymmetrie in der Basis, in welcher sie erzeugt wird. Flavourkohérenzen treten in dieser
Basis nicht auf. In der Basis der geladenen Leptonen, in der wir arbeiten, miissen im ungeflavourten
Grenzfall allerdings Flavourkohérenzen beriicksichtigt werden.

Die Prozesse £ + R <+ ¢* und £ + ¢ <+ R sind kinematisch verboten, wenn alle Teilchen masselos
sind. Bei endlicher Temperatur gilt dies nicht mehr, da thermische Massen und finite Breiten induziert
werden, oder alternativ Eichbosonenstrahlung auftritt. Dies wurde in Ref. [47] betrachtet um I'*°
zu berechnen, aber wichtige t-Kanal Diagramme fehlen. Eine systematische Rechnung findet sich in
Ref. [4]. Motiviert durch die Arbeit von [47], verwenden wir die Abschitzung

I 4 I~ 0.7awT/a(n) = 1.75 x 1072 T /a(n) (4.114)

welche von der richtigen Groflenordnung ist. Auflerdem verwenden wir any = 1/40 bei einer Skala von
1012 GeV.

Als Erstes losen wir die Gleichungen fiir das rechthindige Neutrino Ny, angegeben in Ref. [I0].
Dazu ist eine klassische Boltzmanngleichungen analog zu Gl. [@2)) ausreichend. In [I0] wird nur der
Einflavour-Fall behandelt; die Verallgemeinerung auf den Multiflavour-Fall ist aber trivial durch Er-
setzung von |Yi]? — 3, [Yi4|* gegeben. Wir verwenden thermische Anfangsbedingungen fiir N; und
die Massen M7 = 102 GeV und Ms = 104 GeV.

Fiir die Yukawakopplungen Y;, betrachten wir zwei verschiedenen Szenarien:

-2 -2

Y = ( 1i4xx1(%91 ! >1<01,Ol ) , Szenario (A), (4.115)
-2 -3

Y = ( 1i4><><1(1)91 3 >1<01_01 ) , Szenario (B).
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Abbildung 4.8.: Vergleich der Raten I'%,, H, h2(I'*® 4 I'*°) fiir die Szenarien (A) und (B). Die Far-
ben sind H (durchgezogen, schwarz), 'l (gestrichelt, dunkelblau), I'%, (gestrichelt,
hellblau) und A2 (T3 + I'*¢) (von oben rechts nach unten links, gepunktet, rot), mit
hr =3x 1072, 7x 1073, 4 x 1073, 2 x 1073, 1073. I'%; ist die Washoutrate der
individuellen Flavour, h2(T2" + I'*¢) die Rate der flavoursensitiven Démpfung und
H die Hubblerate. Prozesse mit Raten deutlich grofier als H sind im thermischen
Gleichgewicht, Prozesse mit Raten wesentlich kleiner als H sind ausgefroren.

Zusétzlich variieren wir die Yukawakopplung h,, welche fiir die Relevanz der Flavoureffekte verant-
wortlich ist.

In Abbildung B8 sind die Reaktionsraten I'' = h2(I'®" 4+ I'*°) fiir verschiedene Werte von h., der
Washout der individuellen Flavour I'f, = 2W,, und die Expansionrate des Universums H als Funktion
des Verhiltnisses von M7 und der physikalischen Temperatur z = a(n)M; /T dargestellt.

In Szenario (A) entsteht ein mittlerer Washout in beiden Flavourn; der Hauptbeitrag der Asym-
metrie entsteht zwischen z ~ 3 und dem Ausfrieren der Leptonasymmetrie bei I';p ~ H. Wenn
't $ H =~ T¢, vor dem Ausfrieren gilt, sind wir im ungeflavourten Grenzfall und erwarten nur kleine
generierte Asymmetrien [L1]. Dies ist nach Abb. L8 der Fall fiir h, deutlich kleiner als 4 x 10~3. Eine
vollstéindig geflavourte Beschreibung sollte gelten, wenn T'f! 2 T'¢,) withrend der relevanten Zeiten, also
h, groBer als 7 x 1073, erfiillt ist.

Die numerischen Losungen in Szenario (A) sind in Abbildung dargestellt. Gezeigt werden die
absoluten Werte der entropienormalisierten Asymmetrien

eab
Yiab = 20w 55—

-, (4.116)
15 917

mit g, = 106.75. Die Ergebnisse bestéitigen unsere Erwartungen beziiglich der vollstindig geflavour-
ten und ungeflavourten Beschreibung der Leptogenese. Fiir h, < 2 x 1073 ist die Leptonasymmetrie
tr[Ye] = Yi11 + Yioo fast unabhingig von h, und nichtdiagonale Elemente zerfallen erst nach dem Aus-
frieren (2 ~ 10). Im vollstiindig geflavourten Regime, fiir h, 2 3x 1072 sind die Nichtdiagonalen bereits
vor dem Ausfrieren stark unterdriickt. Dies rechtfertigt ihre Vernachlissigung, eine Abschitzung die
im vollstéindig geflavourten Regime oft angewandt wird. In dem Ubergangsbereich werden die vollen
Gleichungen (L.I08)) bendtigt.

Szenario (B) zeigt einen starken Washout fiir Y7; und einen schwachen Washout fiir Y15. Die Er-
gebnisse sind in Abb [0 angegeben. Da I'f deutlich kleiner ist, nimmt es auch Werte kleiner als h.
an bevor die ungeflavourte Approximation giiltig ist (sieche Abb. AJ]).

Im vollstédndig geflavourten Regime beobachten wir, dass ein Neutrinoflavour durch den starken
Washout gedédmpft wird, wihrend der Andere nur einen leichten Washout spiirt. Im ungeflavourten
Fall werden beide Flavour stark ausgewaschen. Dieses Verhalten der Flavoureffekte im Washout ist
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Abbildung 4.9.: Ergebnisse fiir Szenario (A) mit h, = 3x 1072, 7x 1073, 4x 1073, 2x 1073 ;1073, 0,
von oben links nach unten rechts. Dabei sind Y11 (durchgezogen, dunkelblau), Yoo
(durchgezogen, hellblau), Re[Yp12] (gepunktet, dunkelrot), Im[Yy2] (gestrichelt, hell-
rot). Die Dichten werden in der Flavoureigenbasis berechnet, in welcher aus starken
Flavoureffekten kleine Nichtdiagonalen folgen.
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Abbildung 4.10.: Ergebnisse fiir Szenario (B) mit ~, = 3x 1072, 7x 1073, 4x 1073, 2x 1073 ,1073, 0
von oben links nach unten rechts. Die Farben sind Y11 (durchgezogen, dunkelblau),
Y22 (durchgezogen, hellblau), Re[Yz12] (gepunktet, dunkelrot), Im[Yy12] (gestrichelt,

hellrot).
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bekannt [68] [, 2] und kann durch die Beschreibung im vollstindig geflavourten und ungeflavourten
Regime verstanden werden.

Im vollstéindig geflavourten Fall werden nichtdiagonale Eintrige durch flavoursensitive Wechselwir-
kungen schnell geddmpft. Daher sind die Washout-Raten proportional zu dem grofen |Y}4| bzw. dem
kleinen |Y73].

Im ungeflavourten Fall, kann Y auf Dreiecksform gebracht werden

Y =YiVia, (4.117)
mit
1 *
V. — ( Yoz Yy > . (4.118)
VY212 + |Yaz|? —Ya1 Yo

Die Asymmetrie wird nicht in die Basis der geladenen Leptonen projiziert sondern verbleibt in der
Linearkombination

1
VIYa1|? + [Yao|?

in welcher sie erzeugt wird. Die Washout-Rate dieser Kombination ist durch

1 *
Y57 = Va1l + [Yas 2 (V11 [?[Yar * + [Yi2]?[Yao|? + 2Re [Y11 Y5 Y15 Y20] ) (4.120)

(Yarly + Yaols) , (4.119)

gegeben, weshalb beide Flavour stark ausgewaschen werden. Der Wechsel zwischen vollsténdig gefla-
vourter und ungeflavourter Beschreibung erklirt so den Unterschied der Washout-Raten.

Zwischen dem vollstindig geflavourten und ungeflavourten Regime miissen die vollen Gleichungen
gelost werden. Um die Grofle des intermedidren Regimes in Abhéngigkeit von M; abzuschétzen, fi-
xieren wir die 7-Yukawakopplung auf A, = 0.007 und variieren die Masse M; — «aM;. Auflerdem
skalieren wir Y11 — /a Yy, Y12 — /a Y12 und My — aMs, um den Effekt des Quell- und Washout-
Terms konstant zu halten. Diese Skalierung folgt aus Gl. ([I08]), welche wir in der Form

0 Vab 1 —_ —_ fl
q = - {Z [‘Hac:*cb — Zacqleh — Wachcb - QQchb] + 2Sab - Fgab (4121)

H
i 0z a

aufschreiben. Die Terme auf der rechten Seite korrespondieren zu physikalischen und nicht konformen
Reaktionsraten pro Einheitsvolumen. Bei festem z, T/a(n) — oT/a(n), H — o?H und ¢, — o3¢y,
skalieren alle Terme mit a®, auBler dem Term 1/a x I'!, welcher wie a* skaliert. Daher eignet sich diese
Skalierung, um den Einfluss des flavoursensitiven Dampfungsterms zu isolieren.

Wir 16sen die Gleichungen fiir 10'° GeV < M; < 2 x 10'* GeV. Dieser Bereich enthilt die Region,
in welcher die Leptonen maximal ungeflavourt sind [II]. Auflerdem berechnen wir die vollstindig
geflavourte Approximation, indem wir die Nichtdiagonalen zu Null setzen. Die beiden analytischen
Grenzfille werden mit der numerischen Simulation verglichen.

Die Ergebnisse sind in Abb [£.11] dargestellt. Wir stellen fest, dass beide Approximationen in ih-
rem Giiltigkeitsbereich zu genauen Ergebnissen fithren. Das intermedidre Regime, in dem die vollen
Gleichungen gelost werden miissen, ist gegeben durch 5 x 101! GeV — 10'3 GeV in Szenario (A). Fiir
Szenario (B), in welchem das ungeflavourte Verhalten erst fiir M; 2 10'* GeV gilt, ist der Uberg-
angsbereich etwas grofler. Dies liegt daran, dass die Bedingung fiir die ungeflavourte Beschreibung
ey 2 h2(I*™ +I'*°) fiir @ = 1,2 in Szenario (B) erst fiir grofiere Werte von M erfiillt ist. In der
vollstiindig geflavourten Beschreibung von Szenario (B) wird der Flavour a = 2 nur schwach ausgewa-
schen. Deshalb entstehen relevante Beitridge schon zu fritheren Zeiten und die vollstindig geflavourte
Beschreibung von Szenario (B) bendtigt kleinere Werte von M; als Szenario (A). Die absoluten Gren-
zen konnen aber ungefihr eine Gréfenordnung durch die Unsicherheit in T abweichen. Dies ist wahr-
scheinlich die Ursache fiir die numerische Abweichung zu Ref. [I1], wo fiir 72" + ¢ ~ 5 x 1073 T'/a(n)
die ungeflavourte Beschreibung bereits ab M; > 5 x 10! GeV giiltig ist.
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Abbildung 4.11.:
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Gezeigt ist die totale Leptonasymmetrie tr[Y;] = Y11 + Yoo als Funktion der
rechtshindigen Neutrinomasse My, fiir Parameter die Szenario (A) und (B) entspre-
chen. Das Ergebnis der vollen kinetischen Gleichungen (durchgezogen, blau) wird
verglichen mit der ungeflavourten Approximation h, = 0 (gepunktet, rot) und der

vollstéindig geflavourten Approximation (gestichelt, griin).




4.7. Ausblick

4.7. Ausblick

Die kinetischen Gleichungen der Leptogenese inklusive Flavour wurden aus dem CTP-Formalismus
abgeleitet und gelost. Dies ermoglicht eine Berechnung der Leptonasymmetrie auch in Regionen, die
weder vollstindig geflavourt noch ungeflavourt sind. Vorher waren in dieser Region nur Extrapo-
lationen aus Modellrechnungen bekannt [I]. Das Hauptergebnis Gl. (£I08) ist innerhalb des CTP-
Formalismus aus dem Lagrangian (£I)) hergeleitet und entspricht den Gleichungen aus [I]. Unser
Ergebnis beinhaltet die folgenden Verbesserungen:

e Der Effekt der thermischen Dispersionsrelationen, welche Flavouroszillationen induzieren, wird
berticksichtigt.

e Schnelle Paarerzeugungs- und Vernichtungsreaktionen aus Eichwechselwirkungen iiberddmpfen
die Flavouroszillationen, im Gegensatz zu den Ergebnissen aus [T}, [82].

e Die Washout-, Quell- und Dampfungsterme werden im CTP-Formalismus abgeleitet. Manche
beruhen auf den Effekten finiter Breiten, was die Berechnung problematisch macht. Diese haben
wir fiir die numerischen Studien abgeschéitzt.

Um genauere Vorhersagen machen zu kénnen, miissen einige Punkte der Rechnung erweitert werden.
Es miissen sogenannte Beobachterprozesse [I5] [64], welche Ladungen zwischen ¢, und ¢ und anderen
Standardmodellteilchen transferieren, beriicksichtigt werden. Auflerdem werden finite Breiten nur in
einer Abschétzung behandelt. Diese thermischen Effekte sind aber notwendig, da sie wichtige Pro-
zesse kinematisch erst ermoglichen. Der CTP-Formalismus erlaubt es, diese Effekte systematisch zu
beschreiben.
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5. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen
im cQPA-Formalismus

5.1. Einleitung

Ein neuer Formalismus zum Transport von kohdrenten Quantenfeldern, basierend auf einer Entwick-
lung der dynamischen Zweipunktkorrelationsfunktion, wurde in [42] 38 [39] 40|, 41] eingefiihrt. In [40]
wurde auflerdem beobachtet, dass in Systemen mit speziellen Raumzeitsymmetrien die Information
der nichtlokalen Teilchen-Antiteilchen-Kohérenz in spektralen Schalen der Zweipunktfunktion mit Im-
pulsen jenseits der Massenschalen enthalten ist. In der fithrenden Ordnung der Gradientenentwicklung
wird der Ansatz der singuliren Schalen coherent Quasi Particle Approximation (cQPA) genannt. Mit
ihr kénnen konsistente Transportgleichungen fiir die Momente der Korrelationsfunktionen aufgeschrie-
ben werden.

Eine vollstindige Beschreibung der Theorie existiert bisher nur fiir nicht mischende skalare oder fer-
mionische Felder [4I]. In der Natur gibt es allerdings viele Probleme, welche mischende Felder, deren
Massenbasis nicht mit der Wechselwirkungsbasis iibereinstimmt, benttigen. Zum Beispiel Neutrinoos-
zillationen im frithen Universum [5], elektroschwache Baryogenese [48], [19] 46, [72] [73] und geflavourte
Leptogenese [9] 24] [32] 35] [67]. Wir fiigen dem c¢QPA-Formalismus Multiflavourmischung hinzu und
erhalten geflavourte Quantentransportgleichungen.

In diesem Abschnitt présentiere ich die Ergebnisse aus der Versffentlichung mit Koautoren [31]. Die
Publikation beschreibt den geflavourten cQPA-Formalismus im Allgemeinen. Mein Beitrag sind die
Rechnungen im skalaren Fall, welche in dieser Arbeit beschrieben werden. In Kapitel betrachte
ich die Schalenstruktur der cQPA fiir skalare Felder und leite die kinetischen Gleichungen ab; die
Rechnungen fiir fermionische Felder sind in [3I] zu finden. Stofliintegrale, welche Kohérenzfunktionen
beinhalten, miissen resumiert werden, da diese schnell oszillieren und ihre Ableitungen nicht, wie in der
Gradientenentwicklung iiblich, trunkiert werden konnen [37, 42]. Deshalb leite ich einen resumierten
Stofiterm her. In Kapitel [5.3] berechne ich Gradientenkorrekturen zu der singuldren Schalenstruktur
der cQPA. In Kapitel 5.4l werden schliellich die Zusténde, welche Quantenkohérenz beinhalten, explizit
im Operatorformalismus konstruiert.

5.2. cQPA fiir skalare Felder

Zunéchst stellen wir den theoretischen Hintergrund vor, wobei wir uns hier kurz fassen, da die Herlei-
tung weitestgehend analog zu Kapitel f22:T]ist. Wir verwenden den Schwinger-Keldysh-Ansatz [76, 49
der Nichtgleichgewichtsquantenfeldtheorie [I7] und stellen die Kadanoff-Baym-Gleichungen fiir die
Wightmanfunktionen iA<(u,v) = (¢'(v)p(u)) und iA> (u,v) = (p(u)p'(v)) auf. Um die Hierarchie
der Ableitungen zu erhalten, transformieren wir in den Wigner-Raum:

Ak, z) = /d4r EFTA( + L — 1), (5.1)
mit x = (u + v)/2, der gemittelten Koordinate und k, dem internen Impuls, welcher der relativen
Koordinate r = uw — v entspricht. Die Bewegungsgleichungen sind nun, analog zur Rechnung der

Leptogenese in Kapitel 22.1] durch die Kadanoff-Baym-Gleichungen [72]

1 i ; i
(k2 — (0 k-0, — m2e‘§§”8’“)A<’> — e I HAS?} — eI HAR) = Cean (5:2)
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5. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen im cQPA-Formalismus

gegeben, mit Ay = Ap — (A~ + A<)/2 und Uy = IIp — (II” 4 II<)/2, wobei Ap und IIp die
zeitgeordnete Greenfunktion und Selbstenergie bezeichnen. Der Stofiterm lautet

ot = 36710 ({IP}{A%) — (I} (A7) 53)

mit dem {¢-Operator:
1S Ho) = 5 [02f kg — Ohf -Dg), (5.4)

welcher eine Verallgemeinerung der Poissonklammer ist. Die Komponenten der Selbstenergie II sind im
Allgemeinen komplizierte Funktionale der Korrelatoren A<~ welche in einem Trunkierungsschema
berechnet werden miissen.

5.2.1. Ndherungen

Im Vergleich zu dem Standardansatz [17], [72] 20), 4] ist die Idee der cQPA, die Annahme der ap-
proximativen Translationsinvarianz aufzugeben. Dies erlaubt singulére Schalen, deren Losungen auf
Quantenskalen ~ k oszillieren und nichtlokale Quantenkohérenz beschreiben. Wir verwenden die fol-
genden Approximationen der Kadanoff-Baym-Gleichungen (5.2)):

1) Wir vernachlédssigen Terme o Aj. Diese Naherung wird in der Standardtheorie ebenfalls ver-
wendet und gilt im schwach wechselwirkenden Grenzfall. Das Vernachléssigen dieser Terme ent-
spricht der Vernachldssigung der finiten Breite.

2)  Wir vernachlédssigen Terme o IIj, welche die Dispersionsrelation der Quasiteilchen modifizieren,
wie in Kapitel gezeigt.

3) Wir nehmen VS< = 0, also den rdumlich homogenen Fall an. Diese Nédherung ist wichtig, da
die einfachen kohédrenten Losungen nur in einem System mit speziellen Raumzeitsymmetrien
auftreten [40].

Nach Anwendung dieser Approximationen zerlegen wir die Kadanoff-Baym-Gleichungen (5.2]) in ihren
hermiteschen und antihermiteschen Anteil:

<k2—i@f—cos(é@tmﬁﬁo);{m2,0}+sin(;82"6,fo);[m2,0]>iA<’> = —Ca, (55)
(koat—l—cos(;@tma,ﬁ));[mz,o]+sin(;8{”8ﬁ));{m2,o}>iA<’> = Cx,  (56)

mit Cyy = (Ceon +C ) /2 und Ca = (Ceon —C_;)/(2i) und der Definition [X, o]V = [X, Y]. Die Masse
m? und iA<>, sowie iII<> sind dabei hermitesche N x N Matrizen in den Flavourindizes.

Um die singuldre Schalenstruktur zu bestimmen, wenden wir weitere Ndherungen an:

4) Wir entwickeln die Gleichungen (G3) und (58) in nullter Ordnung in IT und den Massengra-
dienten, um die singuliren Schalen zu bestimmen. Dabei sind Terme o< 9; A<~ von fiithrender
Ordnung, da wir nicht annehmen, dass die Wightmanfunktionen nur langsam variieren.

5) Die singulidre cQPA-Struktur wird dann als Ansatz in die Gleichungen (5.5) und (5.6]) eingesetzt.
Diese entwickeln wir zur ersten Ordnung in Kopplungen und den Massengradienten, um die
Bewegungsgleichungen abzuleiten.

Dies sind die Standardndherungen, welche in der kinetischen Theorie verwendet werden. Wir nehmen

aber zusétzlich auch keine Translationsinvarianz an, weshalb wir die singuldre cQPA-Phasenraum-
struktur mit den Onshell-Funktionen fj;h 4 und ff;hc . erhalten.
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5.2.2. Phasenraumstruktur

Wir berechnen die Kadanoff-Baym-Gleichungen (EEH5.6]) in nullter Ordnung in Kopplungen und d;m,
um die singulire Phasenraumstruktur zu berechnen. Ableitungen 9; A<~ werden nicht vernachléssigt,
da wir nicht annehmen, dass die Wightmanfunktionen approximativ translationsinvariant sind. Ohne
diese Ableitungsterme wiirden wir lediglich die bekannten Massenschalen finden.

Sowohl die hermitesche als auch die antihermitesche Gleichung enthélt fiir skalare Felder in nullter
Ordnung Zeitableitungen. Wir miissen beide Gleichungen kombinieren, um eine algebraische Zwangs-
gleichung zu erhalten. Dazu 16sen wir die stof3freie hermitesche Gleichung (B.0) in fithrender Ordnung
nach der Zeitableitung auf und erhalten ;A< = —1;[m? A<>]. Dies verwenden wir um die zweite
Ableitung 02A <> in Gl. (5.5)) zu berechnen und erhalten in fithrender Ordnung die Zwangsgleichung:

(k% k? — f{m o} + m?, [m?, o] )z’A<’> =0. (5.7)

16k2 [
Jetzt transformieren wir in die Massenbasis: m? — mz = Um?2UT, mit der unitiren Matrix, welche die

hermitesche Massenmatrix diagonalisiert, U. Die Korrelatoren transformieren dann mit A — Ay =
UAUT. Die Zwangsgleichung (5.7) in der Massenbasis lautet

((kg — K2 — M2)k3 (Am ) )m;’> —0, (5.8)

mit M7 = (m7 +m?)/2 und AmZ; = (m7 —m7)/2. Wir erhalten die Dispersionsrelationen:

1

1
ko =4- w; + (.dj) = :l:(:)ij s oder ]fo = :I:i(wz — UJ]') = :I:Awij s (59)

5(
mit w; = (k? +m?)'/2. Die Losung von Gleichung (5.8) fiir A< > = (A]"7);; ist also entweder propor-
tional zu §(ko F w”) oder 6(ko F Aw;;), wobei die Schalen § (ko F w;;) die klassischen Massenschalen
sind und die Schalen 6(ky F Aw;;) die neuen kohérenten Schalen darstellen, welche die Teilchen-
Antiteilchen-Flavourkohérenz beschreiben. Da es keine weiteren algebraischen Einschrinkungen gibt,
konnen wir die cQPA-Propagatoren Afj’> durch

27 @0; 4
NS (k,t) ij 3 ( FESZ8 (ko T@) + fO578 (ko T Aw)) (5.10)

»<, > und f¢< , >

parametrisieren, mit den Onshell-Funktionen f; ijei - Diese Schalenstruktur fiir skalare

Felder wurde auch in [I8] beobachtet. ’

In fithrender Ordnung folgt die Spektralfunktion A? = %(A> — A<) den selben Kadanoff-Baym-
Gleichungen (E35.6) und die Losung ist von der gleichen Form wie Gl. (BI0). Zusétzlich erfiillt die
Spektralfunktion aber auch die spektrale Summenregel

/dko (ko + 8t)A¢’ (k,t) = i, (5.11)

welche aus den Equal-Time-Kommutationsrelationen der skalaren Felder ¢Z folgt Dlese Relatlon fi-
xiert die Werte der Onshell-Funktionen vollstindig (siche Ref. [39]): f”m L= 265, f”C . = 0. Die
Spektralfunktion nimmt dann ihre Standardform

AL = msgn(ko)d(k? — m2)dy; (5.12)
an. Dies liefert zusammen mit der Definition 2i.4? = A< — A> eine Relation zwischen den Funktionen
ff;i und ff;i:

f2]m:|: 6ij + fzgm:i: ’ fzjc:l: fzgc:i: ’ (513)

welche wir im Stofterm verwenden. Diese Form der Spektralfunktion bestétigt die Interpretation der
kohérenten Schalen, welche die Teilchen-Antiteilchen-Kohérenz beschreiben.
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5.2.3. Bewegungsgleichungen

Wir leiten die Bewegungsgleichungen der Onshell-Funktionen f, ab, indem wir die cQPA-Schalen
(BEI0) als Ansatz in die Kadanoff-Baym-Gleichungen (BING.0) einsetzen. Die Onshell-Funktionen
konnen durch Integration mit verschiedenen Gewichtsfunktionen aus Afj extrahiert werden. Wir ver-
wenden dazu die Momente:

pulhit) = [ SORIAT (.0) (5.14)
Y[s

Mit der Parametrisierung (G.I0) erhalten wir folgende Relationen zwischen den Momenten und den
Onshell-Funktionen:
w
Pn = 575 A o\
2(w0? — Aw?)
Um die Notation kompakt zu halten unterdriicken wir die Flavourindizes. Thre Multiplikation ist trivial
durch (AB);; = A;; B;; ohne Summationen iiber wiederholte Flavourindizes definiert.

Anstatt die Bewegungsgleichungen der Wightmanfunktionen A<~ zu 16sen, ist es praktisch, die Be-
wegungsgleichungen der Momente p,, zu verwenden. Diese erhalten wir, indem wir das erste Moment
von Gl. (B3) und die Momente von Gl. (6] berechnen. Anstelle der partiellen Differentialgleichun-
gen fiir A<>, erhalten wir eine Hierarchie von normalen Differentialgleichungen der Momente. Die
Gleichungen der niedrigsten Momente bilden ein geschlossenes System, unabhéngig von den héheren
Momenten:

(@ i = (=)™ fioe + A fE, + (~Aw)"f2 ) (5.15)

Dipo — 4ps + 4(@* + Aw?)py = 4(Caa),
Dip1 + 2iAwwpy = (Cua),
Dips + 2iAwwp; — (W' + AwAw')py = (koCra) , (5.16)

mit C g, 4ya = UCh,a UT und der kovarianten Ableitung D, aus der Transformation in die Massenbasis:
Dipn = Oipn —il® ,p,] mit © =iUJUT. (5.17)

Wir miissen nur das geschlossene Differentialgleichungssystem der niedrigsten Momente 16sen. Die
hoheren Momente héngen ihrerseits nur von niedrigeren Momenten ab und kénnen rekursiv durch
Integration aus den Momenten pg, p; und ps berechnet werden.

Die vollstéindige Information des Systems entspricht der Kenntnis aller Momente. Anstelle diese
explizit zu berechnen, kann aus der algebraischen Zwangsgleichung, durch Integration mit verschiede-
nen Gewichten, eine analytische und rekursive Relation zwischen niedrigen und héheren Momenten
abgeleitet werden (siehe Kapitel £.3]). Diese Relation wird implizit angenommen, wenn wir die sin-
guliiren Schalen verwenden, welche die Zwangsgleichung (5.8)) erfiillen. Dies benutzen wir, indem wir
die Onshell-Funktionen nach Gl. (5I5) aus den Momenten berechnen und die Phasenraumparametri-
sierung (5.10) annehmen.

Anstelle Gleichungen fiir die Momente aufzustellen und danach die f-Funktionen zu berechnen,
konnen wir auch direkt die Evolutionsgleichungen der Onshell-Funktionen ableiten. Um ein geschlos-
senes Gleichungssystem fiir die vier Onshell-Funktionen zu erhalten, benttigen wir mindestens vier
Momente, oder drei Momente und die Ableitung eines Moments. Da Gleichung (B.I6]) von zweiter
Ordnung in Zeitableitungen ist, ist die natiirliche Wahl die Verwendung der drei niedrigsten Momente
po,1,2 und der Ableitung 0 py.

Die Verbindung zwischen den Momenten und Onshell-Funktionen ist in Gl. (515]) angegeben. Die
Relation der Onshell-Funktion zur Ableitung d;pg ist problematischer, da wir die Ableitungen 0; f,,
bendétigen. Dabei reicht es aus, die fithrende Ordnung der Ableitungen zu betrachten, da wir auch die
Zwangsgleichung nur in dieser Ordnung berechnet haben.

Die Gleichungen fiithrender Ordnung kénnen durch Lésung der Bewegungsgleichungen (B.10) in
nullter Ordnung fiir vier beliebige Momente, zum Beispiel p; 2 3,4, unter Benutzung der Relation (G.15)
abgeleitet werden:

Onffme = F2iAwij {4 + O und O, ff,. = F2iw;; fl.. + O (5.18)
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In nullter Ordnung oszilliert f” .

Frequenz Aw;; oszilliert und naherungsweise translationsinvariant ist.
Mit den Bewegungsgleichungen nullter Ordnung fiir 0, f erhalten wir schliellich die Relation

4 mit der grofilen Frequenz &;;, wihrend f

ijm4 UL mit der kleinen

0 1 -1 1 1 f
8tpo w —2iAw _QiA(JJ —ZZU_J QZU_J f _ 1

S - - A @) 5.19
p1 2(@2 — Aw?) @ @ Aw —Aw fc+ + (5.19)
p2 w? -2 Aw?  Aw? 7

welche die niedrigen Momente invertierbar mit den Onshell-Funktionen verbindet. Dabei ist jeder
Eintrag der Matrix selber eine N x NV —Matrlx 1n den Flavourindizes ij; die Matrixmultiplikation ist
trivial definiert (z.B. (p1)i; = (@07;/(2(@]; — )))f]m+ )

Jetzt kann die Relation (519) verwendet Werden um aus den Gleichungen fiir die Momente, Glei-
chungen fiir die Onshell-Funktionen herzuleiten. Dazu setzen wir die Relationen in die Bewegungs-
gleichungen (5I6) ein. Dieser Wechsel der Variablen ist allerdings problematisch, da die Gleichungen
der Momente exakt in der Gradientenentwicklung sind, wihrend die Relation (GIH) nur in nullter
Ordnung gilt. Um den Verlust an Genauigkeit zu vermeiden, kénnen einerseits die Bewegungsglei-
chungen der Momente, anstelle der Gleichungen der f-Funktionen gelost werden oder andererseits die
Relation zwischen den Onshell-Funktionen und den Momenten in erster Ordnung hergeleitet werden.
Der Einfachheit halber berechnen wir im Folgenden die Momente und benutzen die f-Funktionen nur
im Stofterm, in welchem die Relationen in nullter Ordnung ausreichend sind, da dieser selbst von
mindestens erster Ordnung in den Kopplungen ist.

AuBlerdem existiert eine inhirente Ambiguitét in der Wahl der Momente, welche fiir die Invertierung
verwendet werden, oder allgemeiner, in der Wahl der Gewichtsfunktionen. Leitet man die Gleichungen
fiir die f-Funktionen aus htheren Momenten her, z.B. p; 2 3 4, sind diese nur bis zur nullten Ordnung in
Gradienten und Kopplungen konsistent, da der singulire Korrelator (5.10) und die Relationen (519)
zwischen den f-Funktionen und den Momenten nur in nullter Ordnung giiltig sind. Die Wahl der
niedrigsten Momente ist aber im folgendem Sinne natiirlich: Die Verwendung des nullten Moments
zur Integration der Kadanoff-Baym-Gleichungen (BRH50) korrespondiert dazu, keine externe Infor-
mation in die Gleichungen einzubinden (siehe auch die Diskusion in Kapitel 5 aus Ref. [40]), da als
Gewichtsfunktion die Konstante verwendet wird. Daraus erhalten wir die beiden ersten Gleichungen

us (B.I0). Diese Integration generiert aber das Moment py in den integrierten antihermiteschen Glei-
chungen und der einzige Weg ein geschlossenes Gleichungssystem zu erhalten ist es, das erste Moment
der hermiteschen Gleichung zu betrachten. Dies liefert die letzte Gleichung in (5.16).

Um konsistente Bewegungsgleichungen der Onshell-Funktionen in erster Ordnung aufzuschreiben,
bendtigen wir die Relation (5.19) in linearer Ordnung. Um diese Abzuleiten ist es nétig, die singuléiren
cQPA-Schalen zu verlassen und allgemeinere Phasenraumstrukturen des Propagators zu betrachten,
wie in Kapitel £.3] gezeigt. Hier reicht es aus, vorerst nur die singuldren cQPA-Schalen zu betrachten,
da wir die f-Funktionen nur im Stofiterm verwenden.

5.2.4. Resumierter skalarer StoBterm

Wir miissen die Stoffiintegrale aus Gl. (B.16]) durch die Onshell-Funktionen ffi und f " ausdriicken, um
den StoBterm zu berechnen. Mit den Relationen (G.19) kénnen diese dann durch Momente ausgedriickt
werden, so dass wir ein geschlossenes System erhalten. Das a-te Moment des Stofintegrals in der
Massenbasis lautet vor der Gradientenentwicklung:

o= [ SR U 56 (I (b OHAT ()} - (T OHA™ (0D @), (520)

mit a = 0, 1. Hier tritt folgendes Problem auf: Die schnell oszillierenden Kohérenzfunktionen erzeu-
gen einen Term fiithrender Ordnung O! in jeder Ordnung der naiven {-Gradientenentwicklung des
Stofiterms.

97



5. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen im cQPA-Formalismus

Um die oszillatorischen Gradienten in der {-Entwicklung zu resumieren, ist es niitzlich, den Stoflterm
voriibergehend in der Two-Time-Reprisentation aufzuschreiben:

Cab =5 [ duntian,) [ (0 5 w0) 5 (o, — )
T T
I (t + 5 wo) A7 (wo.t — EO)LOZO. (5.21)

Dabei haben wir die Zeitgradienten der Mischungsmatrix U(t) vernachléssigt.
Der spektrale Propagator (B.10) lautet in der Two-Time-Reprisentation

dky

wo + wé)
27

e R b ViAT (ko ke, =

iAS (wo, wh, k) = /

_ Wij Z |:i e$i@(wo—w6)fi (k, wo + w6)

2wiwj I 2
/!
_|_e:FiAw(wo—wo)fci (k7 W)} (5.22)
_ a)ij |: Fiw(wo—w)) FilAw(wo+wy—2t) £<,>
= — + 0 0 k.t
QWin ; e fi ( ) )
eFihw(wo—wy)Fis(wotwg—20) p<> () t)] +0',  (5.23)
mit der Taylorentwicklung um die externe Zeit ¢
wo + W 1 [ wy — wl "
fa (ko,k, 020) =D (020 t> a7 f(ko, K, t) (5.24)
n=0

und den Bewegungsgleichungen nullter Ordnung (5.I8]), welche verwendet werden, um die Ableitungen
in der Taylorentwicklung zu berechnen.

Wir setzen den entwickelten Propagator (5.23)) in die StoBtermintegrale (5.21]) ein und erhalten nach
einiger Rechnung:

_ 1 Wi _ 1 Q.o <
(Cadij = —2;2Wkwj<j:(j:wkj+28t) i 0, (Fwn) fiss

T \a.
+ (£ Awgj + 5@) zﬂsﬁyik(iwk)f,fjci> - (>+<), (5.25)
mit der effektiven Selbstenergie, definiert durch

57, (ko k, t) = / dwoe OIS (¢, wo, k) - (5.26)
Um das StoBtermintegral fiir ein beliebiges Moment zu erhalten, miissen wir nur die generische Funkti-
on 1157, (£wy) auswerten. In dieser Form sind alle schnellen Ableitungen der Funktionen f;f durch
die Verwendung der effektiven Gréflen resumiert und wir konnen wie gewohnt in Gradienten und
Kopplungen entwickeln.

Die StoBStermintegrale, welche in den Bewegungsgleichungen (5.16) auftreten, sind die hermiteschen
und antihermiteschen Anteile der Gleichungen (5.25): (Ca) = 3((Co) + (C1)), (Caa) = £((Co) —
() und (koCra) = 5({C1) + (C1)).

Wir verwenden die Konventionen

[Os, fs]™ = Osfs — (Osf5)T, {04, f}™ = Osfs + (O f5)T, (5.27)
(05, £5]° = Os fs — (O—s =)t {04, f:}° = Osfs + (O f-o)} (5.28)
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5.3. Gradientenkorrekturen zur Phasenraumstruktur von A<~

fiir die verallgemeinerten (Anti)-Kommutatoren im Flavourraum und die Kurznotation

1 _ 1 )
ff= i(fi 1y . fi= §(fi< F f3) und H:ffi,ij = H:f%i‘j(iwj)’ (5.29)

sowie (w)ij = 62‘ij‘ und (1/w)ij = 6ij/wi.
Mit diesen Definitionen erhalten wie die expliziten Ergebnisse

1 - mo Wi . m
(CHa)ij = _8Z:j[<{lne>ffj:’i,f;r ij+w_(:_{ZHe>ff:tvfI}ij
+ v
_"A““i[in>ﬁ7f;]f’?— [><—><} , (5.30)
wiwj N v
Caddii = —= i[>, LT Y,
< Ad>] 8;:':(2 I:Z eff+ wfﬂ:]z]+WinZ[Z eff£ fi:lz]
Awgj; (.
i, £V - [ o< D (5.31)
WiW;
und
1 TT> + —\1m . TT> 1+ ym
(koCra)ij = T iy, (fE + f)) =0l L), 5 fL}]
+
Wi 5 . m . — 1m Nz m
+ w-oj- ({Znsﬂﬂ:awfi_}ij + {wlnsﬁia%fiw}i_j + {Zat(zngffj:)afi ij)
iWj
+ Awij ['H> f+]m_[ 1> lf* ]mi['a('n> )er]m
i, Wefr+>W I+ 45 Witllefr+s o J£ W]y L0t lert )5 J£ 45

[ o< D . (5.32)

Wie bereits erwéhnt, verwenden wir in den Rechnungen die Gleichungen (G.16) mit den Momenten
als dynamische Variablen. Um die Stoftermintegrale (B.31H532]) durch die Momente auszudriicken,
miissen die Gleichungen (5.19) verwendet werden.

5.3. Gradientenkorrekturen zur Phasenraumstruktur von A<~

Die Relationen zwischen den Momenten und Onshell-Funktionen (5I9) fithren zu einem Verlust an
Genauigkeit, wenn wir an den Onshell-Funktionen interessiert sind. In diesem Abschnitt untersuchen
wir die ersten Massengradienten-Korrekturen zur Phasenraumstruktur der skalaren Wightmanfunk-
tionen A<~ (k,t). Wir verwenden beide Kadanoff-Baym-Gleichungen (EHE.6) und vernachléssigen
die Terme erster Ordnung in 9;m nicht, um eine Verallgemeinerung der Gleichung (B7) zu erhalten.
Dies fiihrt zu der modifizierten Zwangsgleichung

1
0 —ko ((z:@ k2 M2 + 4(Am2)2> IAS>

1
o (k3 (Aw'® + &' Aw) + Aww(Aw' Aw + @'®)) AT~
— (k3 (AW'® + &' Aw) — ko Aww (Aw' Aw + &'®)) Ok, AT, (5.33)
welche auch kg-Ableitungen der Wightmanfunktionen A<~ enthéilt. Es ist einfach zu zeigen, dass eine
Erweiterung der singuldren Schalenstruktur bendtigt wird, um die Zwangsgleichung erster Ordnung
(E33) zu losen. Wir integrieren iiber kg und erhalten so Relationen der Momente p,,:

Pn = pn—2(Aw2 + @2) - pn—4AW2@2
i(2n — 5)
2

i(2n —7)

+ Pr—3(Aw'@ + &' Aw) — Pr—sAwo (AW Aw + &'D). (5.34)
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5. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen im cQPA-Formalismus

Die Momente der singuldren cQPA-Korrelatoren (5I0) erfiillen nur den Anteil nullter Ordnung dieser
Gleichung.

Es ist nicht verwunderlich, dass solche Relationen zwischen den Momenten existieren. Die Glei-
chungen der Momente kénnen, unabhéingig von der Schalenstruktur der Wightmanfunktionen, auf-
geschrieben werden und enthalten die vollstindige Information iiber diese. Ohne eine Entwicklung
in Gradienten sind die Momente aber alle nichttrivial und es existieren keine rekursiven Relationen
zwischen ihnen. Das Trunkieren der Hierarchie der Momente wird durch die Entwicklung zu einer
gegebenen Ordnung in Gradienten erzielt. Hohere Momente kénnen dann rekursiv aus den niedrigen
Momenten berechnet werden, oder alternativ kann eine Phasenraumparametrisierung aufgeschrieben
werden, welche diese Relation implizit erfiillt. Obwohl die Momente pg, p; und p; immer ein ge-
schlossenes Gleichungssystem bilden, enthalten sie alleine nicht die vollstdndige Information iiber das
System und es reicht nur dann aus, sich auf die Berechnung der niedrigsten Momente zu beschréinken,
wenn bekannt ist, wie aus diesen die hheren Momente erzeugt werden.

Die Inkonsistenz der Gleichungen der f-Funktionen aus den vorherigen Kapiteln wird offensichtlich,
da dort die Bewegungsgleichungen erster Ordnung verwendet werden, die Schalenstruktur aber die
hoheren Momente entsprechend der Relationen nullter Ordnung festlegt. In einer konsistenten Rech-
nung der f-Funktionen muss also auch die Schalenstruktur in der entsprechenden Ordnung berechnet
werden.

Um Gl (534) in erster Ordnung in den Massengradienten zu losen, nehmen wir einen allgemeinen
Ansatz fiir die Wightmanfunktionen A<~ an, in welchem wir die Korrekturen durch eine Entwicklung
in Ableitungen der singuldren Deltafunktionen parametrisieren:

A7 (kyt) = Ayy” (k,t) + Z Oy (Fan+0(ko F @) + bpx0(ko F Aw)), (5.35)
n+

mit der Losung nullter Ordnung A%~ (k, ) (siehe Gl. (5I0)) und ay,+, sowie b, 1 Koeffizienten, welche
von erster Ordnung in den Gradienten sind. Wir berechnen die Momente p,, mit dem Ansatz (G35
und setzen sie in Gl. (534]) ein, um die Parameter a,+ und b, 1+ zu bestimmen. Das Ergebnis ist, dass
erste und zweite ko-Ableitungen der Deltafunktionen ausreichend sind, um die Korrekturen erster
Ordnung zu parametrisieren. Wir erhalten

. 1 Aw'o — o' Aw i B
ZA;’>(k,t) = QWCZ [ifii’> <1 + gwako + 4Aw’5£0> (5(]?)0 + UJ)
+

1 Aw'o — ' Aw i
mit dem Vorfaktor _ _

wij - wij
(@F — Awy) Cww;

Cij = (5.37)
2

Wenn Gl. (B36) mit einer glatten Testfunktion multipliziert wird, kénnen die Ableitungen der Delta-

funktion zur ersten Ordnung, in einem distributiven Sinne, durch eine Gaufiverteilungsfunktion mit

einer komplexen Breite und einer Verschiebung des Mittelwertes ersetzt werden. Deshalb kénnen wir

in erster Ordnung auch die Parametrisierung

A <> . <> AV -0 Aw T,
6<,> P AVO— O Aw i
+feE ™ N (j:Aw Ty AL T & (5.38)

verwenden, mit A/ der Normalverteilungsfunktion

N(p,0?) = \/%Uexp <_(k02;2,u)> . (5.39)
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5.3. Gradientenkorrekturen zur Phasenraumstruktur von A<~

Mit dieser erweiterten Phasenraumverteilung fiir A< kénnen nun die Gradientenkorrekturen zu den
Relationen (5I9) berechnet werden, welche verwendet werden koénnen, um den Stofiterm bis zur
Ordnung O(I'9;m) zu berechnen. Die Bewegungsgleichungen (5.16]) erhalten dabei keine Korrekturen,
da sie exakt in der Gradientenentwicklung sind.

Wir leiten die korrigierten Bewegungsgleichungen der Onshell-Funktionen fi< und fj’f her. Um
ein geschlossenes Gleichungssystem zu erhalten, verwenden wir vier beliebige Momente. Durch Im-
pulsintegrale iiber Gl. (536 erhalten wir die Relationen:

in Aw'o — o' Aw

2 o aw (O ASTIALL)

pn = C{w"Afﬁf +Awfl, —

Jrin(n -1

T (AW@" 2 f2 + &' AW 2AFS) } : (5.40)

mit Af¢ = ff + (—1)"*1]@5 und f¢ = fj’: + (—1)"ff. Die Evolutionsgleichungen der Momente erhalten
wir aus Gl. (5.0):
Oipn + 2iAwwp,—1 — (n — 1) (AW Aw + &'©)pp—2 = C,, . (5.41)

Im Gegensatz zur Rechnung mit den singuldren Schalen sind die folgenden Gleichungen in linea-
rer Ordnung konsistent und vier beliebige Momente fiihren zu denselben Bewegungsgleichungen der
Onshell-Funktionen. Indem wir Gl. (5:40) in die Evolutionsgleichung (5.41]) einsetzen, erhalten wir die
Gleichungen der Onshell-Funktionen im stof}freien Fall:

Aw(Aw'® — &' Aw)
w(w? — Aw?)
Aw(Aw'o — &' Aw) Lp< >
’ = . 42
o(@2 — Aw?) et 0 (5.42)

Der kinetische Term ist diagonal und die kohédrenten Losungen sind von den Massenschalen entkoppelt.
In stofifreien Problemen zeigt dies, dass koh#rente Losungen erst zur zweiten Ordnung in Gradienten
angeregt werden.

Wir geben nun die Verallgemeinerung der Relation (BI9) zur ersten Ordnung in Gradienten an.
Mit Gl. (542)) erhalten wir:

o = 0 (CUL =12+ 12+ 12)
= —2C(Awf? + Awf® +afl —wf?)

W — Aw' Aw
A LI D). (5.43)

Durch Auflésung von Gl. (543]) und Gl. (540) nach den Onshell-Funktionen erhalten wir die Relatio-

nen:

Ofs” £ 2Bwfre” + fns” =0,

m

O fos” £ 20 f057 +

c

0 1 -1 1 1 Fios
dopo | —2iAw —2iAw —2im 2w 1o
P2 w? —©? Aw? Aw? f¢,
mit
0 0 0 0
_ Dl _Dl D1 Dl
= Dy —D, Dy Dy (5.45)
2Dy + 1AW 2D2i + tAW 2DyAw+ i@ —2DyAw — &
und den Koeffizienten
@' — Aw' Aw Aw'® — ' Aw
Di=———%——— d Dy=—j——— —— . 5.46
! w2 — Aw? un 2 ! 2(@2 — Aw?) (5.46)
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5. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen im cQPA-Formalismus

Die Matrix x enthélt die Korrekturen erster Ordnung, welche vernachlissigt werden kénnen, wenn
Gradienten klein sind. Die Determinante der Matrix ist von Null verschieden, die Relationen sind also
invertierbar fiir jedes Aw, insbesondere auch Aw = 0.

Da die Evolutionsgleichungen in den Momenten exakt sind, sollten diese in expliziten Rechnungen
vorgezogen werden. Im Stofiterm werden allerdings Relationen zwischen f-Funktionen und Momenten
benotigt. AuBlerdem enthalten die niedrigsten Momente alleine nicht die vollstéindige Information {iber
das System. In stofifreien Regionen kénnen aber die Relationen (0.44)) und die Parametrisierung (5.30))
verwendet werden, um den Korrelator zu beschreiben.

Oftmals wird die vollstéindige Kenntnis des Korrelators nicht bendtigt, wie z.B. in Kapitel @l Dort
sind wir lediglich an den Anzahldichten interessiert, welche aus den niedrigen Momenten des Korrela-
tors bestimmt werden kénnen. Dann benétigen wir die Relationen zwischen Onshell-Funktionen und
Momenten nur im Stofiterm, in welchem die Relationen nullter Ordnung verwendet werden kénnen.

5.4. Flavourkohdrenz im Operatorformalismus

In diesem Abschnitt verwenden wir den Operatorformalismus der QFT, um mischende skalare Felder
in einem konstanten Hintergrund zu studieren. Wir zeigen, dass Flavourkohérenz vorhanden ist, wenn
die nebendiagonalen (i # j) Erwartungswerte (a;rk ajx ), <bjk bjk) oder (bjk ajw) nicht verschwin-
den. Im rdumlich homogenen Fall stellen wir fest, dass die Zweipunktkorrelatoren A< die cQPA-
Schalenstruktur mit kg = +@w oder ky = £Aw besitzen.

Wir zeigen, dass eine Klasse von superpositionierten Zustéinden, den geflavourten Squeezed-States,
die gewiinschten Erwartungswerte besitzt. Die Squeezed-States werden aus einem Vakuumzustand
durch die unitére Squeezing-Operation [(5] erzeugt, welche zu einer geflavourten Bogoliubov-Transfor-
mation korrespondiert. Aulerdem geben wir eine 1-1 Identifikation zwischen den Onshell-Funktionen
ff;. 1, ff;-c . und den Parametern des geflavourten Squeezed-States, bzw. der entsprechenden Bogoliubov-
Transformation an.

Wir betrachten mischende skalare Felder ¢;, ¢ = 1,..., N, fiir welche die gewthnlichen Operator-
entwicklungen

>k . .
. — - o= i(wikTo—k-x) T ji(wicmo—kx)
¢i(x) / (27 2 (azke + b€ ) (5.47)

gelten, mit w;x = \/k? + m?, sowie asz (aik) und bgk (bik) den Erzeugungs- und Vernichtungsopera-

toren fiir Teilchen und Antiteilchen der Masseneigenzustinde ¢ = 1,..., N. Diese Operatoren erfiillen
die iiblichen Kommutationsrelationen:

@ik, aji] :[ajkva;‘k'] = [bik, bjir] = [b;fk,b;k,] =0,
(@i Al =[bik, bl ] = 2wine (2m)%6° (k — K')d; . (5.48)

Auflerdem verschwinden alle Kommutatoren zwischen asc und bjy/, bzw. zwischen ihren hermitesch
Konjugierten. Wir definieren einen Zustand |Q) mit den Erwartungswerten

(aleane) = Fim . (K|) 2w (2m)38% (k — K')
(bhebie) = — (055 + fim_(K]) 2w (27)%0% (k — K) ,
(bix ajie) = (aly, )" = fis, (k) 2@ (2m)%6° (k + k') , (5.49)

welche konsistent zu der Forderung nach rdumlicher Homogenitédt sind. Mit der Operatorentwick-
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5.4. Flavourkohérenz im Operatorformalismus

lung (B47) und den Relationen (5.49]) kann die Wightmanfunktion berechnet werden:
I8 (u,v) =(6](v)i(u))

3 _
_ d’k Wij 61 f el (wiuo—wjvo) f 1(wiu0*wj’l)0)
(27’(’)3 Qwiwj ym+ Umi

fzchre_l(w iuo+w;vg) +f¢<* i(wijup+w;vg) ) (550)

jic+

Hier haben wir die k-Indizes von w;x und @;;x unterdriickt, um die Notation kompakt zu halten. Nach
der Wigner-Transformation erhalten wir:

zAfj(kz,aﬁ) = /d4(u—v)eik"(“”_””)_ik'("_y)iAfj(u,v)

2w - {f”m+ —i2Aw t5(k0 _ w) fz]m— 12Awt5(k0 + (D)

S e S (ko — Aw) + flere® (ko + Aw)| (5.51)
mit der Zeit ¢ definiert durch ¢t = zo = (up + vo)/2. Mit fjf_ = f o entspricht dies der sin-
gulidren cQPA-Wightmanfunktion aus Gl. (5.I0). Die Wightmanfunktlon beschreibt also tatséchlich
die Flavour- und Teilchen-Antiteilchen-Flavourkohérenz, mit den entsprechenden Verteilungsfunktio-
nen ff; Auflerdem zeigt dies, dass die Erwartungswerte aus Gl. (549) alle vier singuldren Schalen
ko = +w und kg = +Aw anregen und die kohédrenten Schalen zur korrekten Beschreibung benétigt
werden.

Als Nichstes konstruieren wir den Zustand |2) mit den uniiblichen Erwartungswerten (5.49) explizit.
Es ist klar, dass ein Anzahlzustand: (] af,)([]b})|0), mit finiter Anzahl von Quanten, die Relationen

n
(549) nicht erfiillen kann, da die nichtdiagonalen Erwartungswerte fiir diese Zusténde verschwinden.
Es existieren allerdings Superpositionen von Zustdnden mit unspezifizierter Anzahl von Quanten,
welche die Eigenschaften aus Gl. (549) erfiillen. Um dies zu zeigen, verwenden wir die Methoden des
Squeezed-State-Formalismus [75].
Wir definieren einen Squeeze-Operator fiir mischende Felder:

a3k A Lt
Sa(rij) = exp [ E /7(2703 (rijbikaj_k — rija;kbzk)] =et, (5.52)
ij

mit r;;(|k|), einer komplexen Matrix im Flavourraum, sowie G;x = aik/v/2w;x und bix = bik /v 2wk .-
Wir leiten her, wie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren transformieren, wenn der Operator
Sy auf sie angewandt wird, indem wir SgaikSg berechnen. Fiir den Exponent A aus Gl. (552) erhalten
wir folgende Kommutationsrelationen:

s, A er J b1, A Zr” ij . (5.53)

r;; kann durch die biunitdre Transformation: r» = UtrgV, mit (ra)ij = 1:9;; diagonalisiert werden. Die
Eintrige der diagonalen Matrix sind positiv: r;(|k|) > 0; die Matrizen U(]k|) und V(]k|) sind unitér.
Wir bilden die Linearkombinationen

Cik+ = Z (Vijaj £ Uiﬂ;},k) ) (5.54)
J

welche die einfachen diagonalen Kommutationsrelationen

Ciret, A] = Fricics (5.55)
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5. Geflavourte Quantenboltzmanngleichungen im cQPA-Formalismus

erfiillen. Durch rekursives Anwenden dieser Relationen erhalten wir ép+ A™ = (A F r;)"Cx+. Dies
wird verwendet, um die Relation
Sp i S5 = eFMies (5.56)

fiir den Operator Sy zu erhalten. Durch Invertierung der Kombinationen (B.54]) erhalten wir unter
Verwendung von Gl. (5.56]) schlielich das gesuchte Transformationgesetz der Erzeuger und Vernichter:
x . 1 . N
Ak = Sa aikS; = Z 5‘/;; (SQ CijrSér + S5 cjk,Sg)
J

= (aijaje + ﬁfjl;}fk) ;
j

3 . 1 R )
bl = Sobf  SE=>" §U1‘Tj (S éxt S3 — S ¢k S1)
J
=" (Bubnc+ bl - (5.57)
J
mit
a;;(|k|) E[VT cosh(rq)V] .

)

i ([k|) =[UT cosh(rg)U]. . .

]

, Bi;i(k|) = [UT sinh(rd)V] .

ij

(5.58)

Das Transformationsgesetz (.57)) hat die Struktur einer geflavourten Bogoliubov-Transformation. Fiir
die inverse Transformation erhalten wir

&ik ESg glikSQ = Z (ajjc:tjk - ﬁjjijj,k) 5
J
bjfk =5} sz‘ka2 = Z (= Bijaj+ ’ijbjfk) . (5.59)
J
Da die Transformationen (5.57) unitér sind, ist es offensichtlich, dass die transformierten Operatoren
c:zik, l;ik dieselbe Kommutationsalgebra wie a;x und Bik erfiillen. Auflerdem stellen wir fest, dass der

Zustand |0) = S5|0) der Vakuumzustand der transformierten Operatoren ist, also ac|0) = 0 gilt.
Jetzt ist es einfach, den Zustand |2) mit den gewiinschten Eigenschaften (5:49) zu konstruieren:

Q) = [0) = S5|0) = exp [Z / (;l:;,, (rijz}ikaj,k - r;;.a}kéj_k) } 10). (5.60)

Eine explizite Rechnung der Erwartungswerte dieses Zustandes ergibt:

(aheane) = 2y/wace > (0 (et — Bribi—x) (o ajne — BL,b1,_.)10)

i’
= (B'8):2y/wiw; (2m)36%(k — K) (5.61)
und analog
Mhebpe) = (B8 2w, (2m)%6° (k — X)),
(bicajic) = —(B')5i2y@iw; (2m)°6° (k + k). (5.62)

Diese Relationen stellen eine 1-1 Identifikation zwischen den Onshell-Funktionen und den Parametern
der geflavourten Bogoliubov-Transformation (oder dquivalent den Parametern r;; des entsprechenden
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Squeezed-States) dar:

o5, =Y gty

ijm4 —Tij 15 ije+ @i i
N/ Wi ;05
flme == 01— ~(BB")is » fos =-Y"2(v'8);. (5.63)

Wij

5.5. Ausblick

Ich habe die Quantentransportgleichungen fiir mischende skalare Felder, unter Beriicksichtigung der
Flavour- und Teilchen-Antiteilchen-Flavourkohéirenz untersucht. In der cQPA ist die Information
der Flavourkohérenz in den Massenschalen enthalten und die Information der Teilchen-Antiteilchen-
Flavourkohérenz in eigenen Schalen mit Energien Aw = %(wi —wj).

Die Bewegungsgleichungen nehmen, ausgedriickt durch Momente der Propagatoren iAfj’> , eine
einfache Form an, welche zur Berechnung geeignet ist. Werden die kohérenten Schalen vernachléssigt,
ergeben sich die iiblichen Quantenboltzmanngleichungen.

Da die Gleichungen fiir die Onshell-Funktionen f;? in erster Ordnung unter Verwendung der sin-
guldren Massenschalen nicht konsistent sind, habe ich allgemeinere Phasenraumstrukturen zugelassen
und Gradientenkorrekturen erster Ordnung in der Zwangsgleichung beriicksichtigt; Stoftermeffekte
erster Ordnung aber weiter vernachléssigt. In diesem Fall finde ich eine &hnliche Schalenstruktur,
allerdings verschieben sich die Schalen leicht und erhalten eine finite Breite. Die daraus abgeleiteten
Bewegungsgleichungen sind die konsistente Beschreibung der f-Funktionen in stof}freien Problemen
zur ersten Ordnung. Auflerdem koénnen die Relationen verwendet werden, um den Stoffterm in hohe-
rer Genauigkeit zu berechnen. Da der Stofiterm der einzige Term ist, welcher in den Gleichungen der
Momente nicht exakt ist, fithrt dies zu einer Erhéhung der Genauigkeit im Allgemeinen.

Die Notwendigkeit der kohérenten Schalen wird in Kapitel 5.4l fiir einen Squeezed-State im Operator-
Formalismus gezeigt, es existiert eine 1-1 Relation zwischen den Onshell-Funktionen und den Para-
metern des Squeezed-States.
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Anhang A.
Zusammenfassung der Definitionen

A.1. Vierbeinkomponenten

Um zwischen dem lokalen Inertialsystem und dem Allgemeinen Koordinatensystem zu wechseln,
bendstigen wir die Vierbeinkomponenten [e4]*. Diese lauten in Newton-Eichung zur zweiten Ordnung
in kosmologischer Storungstheorie mit den Metrikkomponenten definiert in Gl. (2:6)

o]’ = é (1 AW _ 4 4 gAu)? " %Ui(l)Ui(l) )7
. U;
eo]" = o
el = = (U + U - B + (0 - A0 ud),
e =+ (5,»,@ (1 —p® _p® 4 gD(”Z) o %U}”U;”) : (A1)

wobei wir angenommen haben, dass es keine Vektor- und Tensorstorungen in erster Ordnung gibt.
Mit [e1],, bezeichnen wir das Inverse der Vierbeine, so dass [e?],[ep]" = 64 und [e?],[ea]” = oy, gilt.
A.2. Spingewichtete Kugelflachenfunktionen

Die spingewichteten Kugelflichenfunktionen sind fiir [ > |s| und |m| < definiert durch

. (A1 m)-m)\? 0
Vi (0,g) — (47r — (Z_8)> i ?

l—s l +s _1\l—r—s+m _ime 2r+s—m 0
XZ( )(TJrsm)( 1) e cot 3" (A.2)

Fiir s = 0 erhalten wir die normalen Kugelflichenfunktionen. Y7 hat den Spin s, unter Rotationen
des Koordinatensystems um den Winkel AW transformiert es mit

R (A3)

Die Kugelflichenfunktionen sind fiir jedes s auf der Kugel vollsténdig und erfiillen die Orthogona-
litatsrelation

/dQ}/i }/2/ A 5”/5mm/ (A.4)

Bei komplexer Konjugation gilt: Y;5* = (—1)™**Y,~% . Das Produkt aus zwei spingewichteten Ku-
gelflichenfunktionen kann wieder durch eine Kugelflichenfunktion ausgedriickt werden:

VRL+D)RL+1) (1, 1y Lol 1
S1 82 S
}/l1m1 laomo Z;S / 72[ T 1) miy ms m s, —8y —s lem' (A5)
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Die Summationen sind dabei durch die Dreiecksrelation der Clebsch-Gordan-Koeffizienten beschrinkt:

Lol 1 iy
(W;l sz m)#o fiir |ly— 0| <1<l +1y (A.6)

und

l l l ,
(WZI mQ2 m)zO fiir m # my + mo. (A7)

Daraus folgt, dass s = s; + s in Gl. (AH) gelten muss. AuBerdem erfiillen die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten die folgende Relation

bl (=)t i ly ! (A.8)
mi Mg m -m; —mg —-m J° ’

Die spingewichteten Kugelflichenfunktionen kénnen durch Differenzierung erzeugt werden. Wir defi-
nieren die spinerh6henden und -senkenden Operatoren sind durch

0 i 0
0; = —%——Smg%—i—scotﬁ,
~ 0 i 0
0, = 50 + 00 scot 6. (A.9)

Mit ihnen konnen die Spinorkugelflichenfunktionen aus den iiblichen Kugelflichenfunktionen berech-
net werden:

0, Yy, = LYt 0.Y, =10V, (A.10)
mit
1F=(1IFs)(I£s+1). (A.11)

A.3. Einheitsvektor in der spharischen Basis

Die Koeffizienten &, und X?;m definiert in (272), welche n® und nin? in Kugelflichenfunktionen
zerlegen, sind explizit durch

0 1 F1
=10 §o1=—7| ¢ (A.12)
1 V2 0

1 -1 0 O 1 0 0 =F1 1 1 F 0
X20 = 3 0 -1 0 X2,+1 = 7 0 0 Xe422=—7= | F¢ -1 0
0 0 2 6\ 51 i o 6\ o o0 o
(A.13)
gegeben.
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A.4. Q-Matrizen und w-Koeffizienten

A.4. Q-Matrizen und w-Koeffizienten

Die nicht verschwindenden Q-Matrizen aus Gl. (ZI31]) lauten in der IVEB-Basis:

y 1 1 0 0
R
b= {01
RCCR W
ij 1 00 1 y 1 0 0 —1‘
(4] (50
N 1 -1 = 0 - 1 -1 i 0
?22_2\/@( _é (1) 8 3{272:% é (1) 8
. 1 0 —i 0
\}710:2\/5(8 8 8 (A.14)
y 1 0 0 1 Y 1 0 0 1
V’112\/6(_01 _2 (Z) V’l_lzﬁ _(1) ? —1
L /-1 00
=m0 o
ij 1 0 0 _1. ij 1 0 0 1
E,21:27\/g _(1) _(2 _é E’Q_lzﬁ (1) _(2 —1
ij 1 1 ¢ 0 y 1 1 -1 0
(i he) eraa(n
Thre nicht verschwindenden Spuren ([2I33) sind:

Wiy =1,

A -1,

R R R (A.19
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Anhang B.
Herleitung der Line-Of-Sight-L6ésung

Die Line-Of-Sight-Losung der Boltzmanngleichung erster Ordnung wird in [78] (siehe auch [45]) her-
geleitet. Wir berechnen hier eine Verallgemeinerung, welche mehr Quellterme zuldsst, insbesondere
Quellterme fiir hohere Multipole und Polarisationsmoden.

Unser Ziel ist die Losung der Gleichung (siehe auch Gl. (B:8)

Ay + kCrm A, = —|i|A, + p (B.1)

fir k = kes. Als Erstes 16sen wir die homogene Differentialgleichung ohne den Quellterm p,,. Dies
kann einfach vor der Multipolzerlegung durchgefiithrt werden. Nach Umkehrung der Multipolzerlegung
nimmt die homogene Gleichung die Form

Ay +im -k Agp = —|i|Aap (B.2)
an. Diese Gleichung wird durch

Aup(n) = e~k (n=n")=x(n,n’) Aap(1) (B.3)

gelost, mit k(n,n’) dem Integral iiber |&| von i’ bis 1. Das erste Argument von x(n,n') ist dabei die
heutige konforme Zeit 79. Dieses Argument unterdriicken wir im Folgenden und schreiben k(n) =
k(no,n). Jetzt zerlegen wir die Losung wieder in Multipole:

Aap(n) =Y e ) (=)t \/Ame (2L + 1), (k(n = ') Yo (n)

5
47
. s
3 G Bt ()Y () (B.4)

lfz,m

und wenden auf beiden Seiten den Operator L (siche Gl. (Z75])) an

(20 +1)(20; +1)

_ —r(n’) =l — o
Aavom(n) = e )it = Bm =i, (k(n — )

l1,l2

I 1 [ P
(o 6 2L 5 St w3

Der Spin s ist fiir ab = ++, —— null und fiir ab = £F durch £2 gegeben. Wir wechseln mit Hil-
fe der Matrix Ux;[q) (siehe Gl. ([2.57)) von der Helizititsbasis in die Stokesparameterbasis. In der
Stokesparameterbasis erhalten wir Summen oder Differenzen von Clebsch-Gordan-Koeffizienten mit
entgegengesetzten m-Eintragen. Fiir diese gilt

L S S ARy A S S Y SR
(—s 0 —s>( D) s 0 s )° (B.6)

Je nach Paritdt von | — I; — [y erhalten wir entweder eine Summe oder Differenz der +— und —-+
Komponenten. Fiir ungerade Paritét fithrt dies zu einer Mischung der E- und B-Moden (siehe auch

111



Anhang B. Herleitung der Line-Of-Sight-Losung

Kapitel Z332). Um dies kompakt aufzuschreiben, haben wir die Matrix Hxx in Gl. (2:82)) definiert.
Schliellich erhalten wir als homogene Losung:

_ k) -1y 2L 1) (2 1) o
Axom) = 37 D it i (k= 1)
l,ls X'=I,E,B

I L1 11 l .
. ( ) m ) ( Fx 8 F; )HXX’(l_ll —l)Axr 1ym(n).  (B.7)

m 0 m

Die Losung der inhomogenen Gleichung kann mithilfe der homogenen Losung als Integral aufgeschrie-
ben werden:

i (20 1) (20 1)
AX,lm(n) _ /dn/ Z Z e (77~,77)Zl I Z2Mﬂ1(k’(n_n/))

21 1
lide X'=1,E,B 2+

R PR ) A PR P " /
X ( m 0 m ) ( Fx 0 Fy )HXX/(Z —h —12)PX’,lzm(’7 ) (BS)

Mit der Multiindexkonvention (siche Abschnitt B.2)) definieren wir die Free-Streaming-Funktionen

. g o 2L, +1D)21+1) . "
() = Yttt B b DOV 5 e =ty = 1)
I m

ln ll lm ln ll lm
x < my 0 mm ) ( FXn 0 FXm > ’ (Bg)
Fir p(y,,1m) = 0 erhalten wir dann die kompakte Gleichung

Ap(mo) = /0770 dn e i (k(no — ) pm (0), (B.10)

giiltig fir X,, = I, E, B.
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Anhang C.

Berechnung des Bispektrums zweiter Ordnung

In Kapitel haben wir aus den Multipolkomponenten das messbare C’lBB—Spektrum abgeleitet.
Die Observable zur Messung der Non-Gaussianity ist das Bispektrum der Fluktuationen. In diesem
Anhang berechnen wir den Untergrund zweiter Ordnung zum primordialen Bispektrum. Dabei ver-
nachléssigen wir Polarisation, da Non-Gaussianity auch fiir die dominanten unpolarisierten Moden
auftritt. Polarisation kann aber trivial in der Rechnung ergénzt werden.

Das Bispektrum ist definiert durch:

sym _ (2)
Al177l1l2m2l37n3 - <al1m1al2m2al3ﬂ’L3> + SyIn' (C'l)

Wir berechnen zunéchst eine asymmetrische Dreipunktfunktion, in welcher der Koeffizient zweiter
Ordnung ausgezeichnet ist. Wir rotieren das Koordinatensystem so, dass der Wellenvektor des Multi-
polkoeffizienten zweiter Ordnung in z-Richtung liegt (k§ = ksé,):

< (2) > = 1 3(_')11+12+l3 (471‘)
i e iy )=\ ) (20 + 1) (2l + 1)(205 + 1)
dk; diydks
/W llml (k3) lzm2 (k3) l;mg (k3)
(A5, 0. k)AL, (0. K5) AR, (. K (C.2)

Nach der Rotation ist die Winkelabhéngigkeit von k3 durch spingewichtete Kugelflichenfunktionen
gegeben. Die Integration wird durch 3j-Symbole gelost. Da wir in diesem Anhang 9j-Symbole ben6ti-
gen, verwenden wir aufgrund der Konsistenz keine Clebsh-Gordan-Koeffizienten, sondern bezeichnen
3j-Symbole als 2 x 3 Matrizen in runden Klammern und 9j-Symbole als 3 x 3 Matrizen in geschweiften
Klammern.

Mit den Transferfunktionen 7y, erster Ordnung erhalten wir:

3
Alsms — 1 (_i)l1+lz+l3 (47T)5
limalams 4 (2l1 + 1)2(2l2 + 1)2(213 + 1)
dkidkydks (1, 1y s ho ol s
(2m)? mi mg m3 my o omh  mg
T3, (10, K1) T (10, 2) Vi, g (2 Vi, () (@ (R @(RE)AL, (10, K) ) - (C:3)

Die Losung zweiter Ordnung ist durch Gl. (8I6) als Kombination der Line-Of-Sight- und Greenfunk-
tionsmethode gegeben. Um die Notation kompakt zu halten, definieren wir die Funktion & lm(no, n, k):

AR, Ksm) = [ dndy (e s (kaoo )
(5z I, Omams0(n — 1) + If%(n')lcfjﬁiniﬁj (.1, ké)) Siymy (' K3)

/dn 65%” 101, k5) St 5, (0 K3) - (C.4)
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Anhang C. Berechnung des Bispektrums zweiter Ordnung

Mit dieser Losung und Gl. (3:24) zur Berechnung des Erwartungswertes erhalten wir

3
lams3 — (1) (_i)l1+l2+la (47T)7 _ _
btz 4 (201 4+ 1)2(2ly + 1)2(2s + 1)(20; + 1)(205 + 1)

dkidkydksdny’ (1 1y 3 Ll I3
(2m)8 mp Mg M3 my my  mh

nl (7707 kl)ﬂg (770; k2)Y—l1m/1 (k/l)mzmé (kl2)P<I>(k1)P<I>(k2)
(_1)l1+l2®l3m3 (770a 77/, ké)Kl%Z;bmgé(k/l + k/2 + ké)

’
l3m3

I ! 1 / Zl i2
i ()Y, BT, 0 )T k) + (20 2 )] e
Da in dieser Gleichung die meisten Winkelabhéngigkeiten durch Kugelflichenfunktionen gegeben sind,
bietet es sich an, auch die Deltafunktion durch Kugelflichenfunktionen auszudriicken:

S(ky +ky+ k) = Sl Flthgmumahay,

l1lol3 lim

(k1)Y;

2ﬁ12<

k)Y,

37313(

k3)
X/dTT2ji1(Tkl)j[Z(Tkg)j[S(Tkg). (C.6)
Die Winkelintegrale kénnen dann durch 3j-Symbole angegeben werden. Um das Ergebnis weiter zu
vereinfachen, miissen wir Einschriankungen an die Form der Kopplungskoeffizienten K ;12112’%2 ver-
3ms3
wenden, welche aus der Kovarianz der Gleichungen unter Rotation folgen:

i =yt g (BB ) g (eky
3ms

my g —mMmg3

Mit dieser Eigenschaft konnen die Summen iiber die 3j-Symbole durch ein 9j-Symbol dargestellt
werden, wodurch die meisten Summen {iber die m-Werte ausgefiihrt werden. Nachdem wir die sym-
metrische Kombination bilden, erhalten wir schliellich

AV (gyaatle—h -l (201 +1)2(2l + 1)2(203 + 1)2
hilals (4m)3(20 + 1)(20 + 1) (203 + 1)

dkidkadksdn’ , . . )
/dr1(2;_)33771"2]51(Tkl)jiz(rkg)jig(rkg)

L L I3 Loy s L L b
mi Mms M3 0O 0 O 0

. - T
loy Iy I ls I3 s ll Zl [1
0 0 0 0 0 0 22 2

O =
O >
N———

Is I3 s
[(_Z->l~1+l~2(_1)mg (ol 1) (BT 4 ()t R 67 (o k)
Ti (o )i O ), 0 ) Ty (0 B PR Paha) L+ s (C8)
mit |k4| = k3 und der Definition
( rifg —l%g o ) - ( 580 )LZifs- (C.9)
Die Greenfunktion &7 (no,, k) ist definiert durch 05%(770, 7, ké,). Die symmetrische Permutation in

Gl. ([CR) bezieht sich auf die gleichzeitige zyklische Vertauschung der Indizes 1,2, 3 von I;, I; und ;.
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Diese Gleichung fiir das Bispektrum enthélt nur noch Groflen, welche bekannt sind und kann ver-
wendet werden, um das Bispektrum zweiter Ordnung bei verschwindendem primordialen Bispektrum
zu berechnen. Alle Winkelintegrationen sind ausgefiihrt; es verbleiben drei Wellenvektorintegrale und
zwei Zeitintegrale, von denen eine Integration implizit in der Funktion 05;?(770, 7, k) enthalten ist, sowie
ein Integral iiber den Parameter r.
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