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1 Einleitung

1.1 Zielsetzung der Arbeit

Eine Hauptaufgabe des konstruktiven Ingenieurs ist die Gestaltung und Dimensionie-
rung mechanischer Komponenten. In vielen Féllen ist dafiir die genaue Berechnung des
Beanspruchungs- und Verformungsverhaltens der Struktur nicht erforderlich, sondern die
Bestimmung der Grenzlast ist notwendig, bei der das System gerade noch nicht versagt.
Bei Betrachtung von praxisrelevanten Problemstellungen ist dabei die Erfassung von pla-
stischem Materialverhalten unerlésslich.

Wenn die Belastung zeitlich verdnderlich ist, ist Versagen nicht nur durch den sponta-
nen Kollaps moglich. Auch ein unbegrenztes Anwachsen der sich einstellenden plastischen
Verzerrungen kann dazu fiithren, dass die Gebrauchstauglichkeit der Struktur nicht mehr
gegeben ist. Dariiber hinaus kann das Strukturversagen dadurch hervorgerufen werden,
dass alternierende Plastizitédt zu lokaler Ermiidung und schlieflich zum Bruch fithrt. Wenn
keiner der genannten Versagensmechanismen eintritt, sondern sich das System nach anfing-
lich plastischem Verhalten durch die Ausbildung von Eigenspannungen stabilisiert und sich
im Folgenden rein elastisch verhélt, spricht man vom FEinspielen der Struktur.

Ziel der Einspieluntersuchung ist die Bestimmung der zugehorigen Einspiellast, die bei
Anwendung der konventionellen step-by-step Methode in der Regel mit hohem Rechen-
aufwand verbunden ist. Ein weiterer Nachteil dieser Methode besteht darin, dass die ge-
samte Belastungsgeschichte deterministisch gegeben sein muss, was in vielen Problemen
des Ingenieurwesens unrealistisch ist. Dieser Nachteil kann durch die Anwendung Direkter
Methoden behoben werden, [68, 83, 136, 137|. Hier ist die genaue Kenntnis der Belastungs-
geschichte nicht erforderlich, sondern nur ihrer umschlieBenden Hiille, [56].

Das Fundament der direkten Methoden bilden das statische und das kinematische Ein-
spieltheorem, die im Sinne der konvexen Analyse zueinander dual sind, [30]. Aufbauend
auf Einspieluntersuchungen an statisch unbestimmten Systemen, [18, 45, 75], formulier-
te MELAN 1938 das statische Einspieltheorem fiir elastisch- ideal plastische und unbe-
grenzt verfestigende Kontinua, [76, 77]. Das in Spannungsgrofien ausgedriickte Theorem
von MELAN liefert eine untere Schranke der Einspiellast und ermoglicht deshalb das Aus-
legen zur sicheren Seite hin. Hingegen liefert das in Weggrofien formulierte kinematische
Einspieltheorem eine obere Schranke fiir die Einspiellast. Die Formulierung des kinema-
tischen Theorems geht auf KOITER zuriick, [55]. In dieser Arbeit wird ausschlieflich das
statische Einspieltheorem verwendet.

Die Anwendung von MELAN’s Theorem fiihrt auf ein konvexes, nichtlineares Optimierungs-
problem, das sich in der Regel bei Ingenieurstrukturen durch eine besonders grofle Anzahl
von Unbekannten und Nebenbedingungen auszeichnet. Zur Losung solcher Optimierungs-
probleme existieren heutzutage leistungsstarke mathematische und numerische Verfahren,
von denen in dieser Arbeit die Innere Punkte Methode verwendet wird, [32, 35, 99, 140].

Basierend auf der Innere Punkte Methode sind Programme zur Losung nichtlinearer Op-



1 Einleitung

timierungsprobleme entwickelt worden, von denen besonders 1POPT [129, 130], KNITRO
[19, 132] und LOQO [42, 122] verbreitet sind. Diese sind darauf ausgelegt, eine moglichst
breite Palette von Problemen 16sen zu konnen. Deshalb sind sie sehr méchtig, aber ver-
glichen mit auf das jeweilige Problem zugeschnittenen Losern oftmals wenig effizient. In
den letzten Jahren hat auBlerdem das Programm MOSEK [9, 10] im Bereich der Direkten
Methoden an Bedeutung gewonnen, [60, 69, 93, 118], das speziell fiir Second Order Conic
Problems SOCP entwickelt wurde.

Da sich nicht alle Probleme als SOCP formulieren lassen, wurden alternative Innere Punk-
te Algorithmen présentiert, die durch mafligeschneiderte Losungsstrategien gekennzeichnet
sind, [58, 66, 89-91, 93]. Zu diesen unabhingigen Innere Punkte Algorithmen gehort auch
IPDCA (Interior Point— Difference of Convex functions Algorithm), [1, 2, 47-50]. Dieses
Programm ist speziell fiir Einspieluntersuchungen von Strukturen aus elastisch- ideal pla-
stischen Materialien des VON MISES-Typs entwickelt worden, die der Wirkung von einer
oder zwei verdnderlichen Lasten unterworfen sind. Aufgrund dieser Spezialisierung zeichnet
es sich durch eine problemorientierte Losungsstrategie aus, die die Anwendung auf grofle
Ingenieurstrukturen erlaubt. Dariiber hinaus erméglicht 1PDCA die Losung von Optimie-
rungsproblemen mit nicht-konvexen Zielfunktionen durch die sogenannte DC-Zerlegung
der Zielfunktion in die Differenz zweier konvexer Funktionen, [6-8].

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung des neuen Algorithmus 1PSA fiir Einspieluntersu-
chungen von Strukturen aus VON MISES-Materialien mit Beriicksichtigung der begrenzten
kinematischen Verfestigung. Es handelt sich um ein eigensténdiges Programm, das auf der
Innere Punkte Methode basiert und das eine dhnliche Grundstruktur wie IPDCA aufweist,
weshalb es sich zur Anwendung auf grofie Ingenieurstrukturen eignet. 1PSA erlaubt dariiber
hinaus die Losung von Problemen mit einer beliebigen, endlichen Anzahl von verédnderli-
chen Lasten.

1.2 Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen zusammen gefasst, die fiir
die spéteren Herleitungen erforderlich sind. Schwerpunktméfig werden konstitutive Glei-
chungen fiir elastisch- ideal plastisches und fiir verfestigendes Materialverhalten untersucht.
Im Fokus von Kapitel 3 steht die Formulierung des Optimierungsproblems, das aus der
Anwendung des statischen Einspieltheorems resultiert. Zunéchst werden die verschiedenen
Materialantworten auf zeitlich veréinderliche Lasten und das Phénomen des Einspielens
beschrieben. Dann wird unter Verwendung des voN MISES FlieBkriteriums und der Finite
Elemente Methode das statische Einspieltheorem fiir diskrete Systeme mit elastisch- ideal
plastischem Materialverhalten angegeben. Darauf basierend wird erstmals eine Formulie-
rung des Optimierungsproblems fiir beliebig viele Lasten abgeleitet.

Kapitel 4 ist der Losung von nichtlinearen Optimierungsproblemen gewidmet. Dafiir wer-
den Optimierungsbedingungen zunéchst fiir den allgemeinen und dann fiir den speziellen
Fall von konvexen, reguléren Problemen untersucht. Abschliefend wird das Innere Punkte
Verfahren vorgestellt.

Die Anwendung dieses Verfahrens auf das Einspielproblem wird in Kapitel 5 beschrieben.
Hier werden sowohl die mathematische Vorgehensweise des neu entwickelten Algorithmus
als auch Modifikationsméoglichkeiten présentiert.

Eine Ercrterung der die Implementierung betreffenden Aspekte findet sich in Kapitel 6.



1.2 Gliederung der Arbeit

Dort werden Details zum Eingabeformat, zu Abbruchkriterien und zu Update-Regeln ge-
geben, die sowohl fiir die Effizienz des Losers als auch fiir stabiles Konvergenzverhalten
erforderlich sind. Dariiber hinaus wird eine neue Methode zum Auffinden von geeigneten
Startpunkten entwickelt.

Die Validierung des Algorithmus fiir elastisch- ideal plastisches Materialverhalten erfolgt
in Kapitel 7. Es werden drei Systeme unter thermomechanischer Belastung untersucht.
Die Ergebnisse werden, wo vorhanden, mit Resultaten der Literatur verglichen. Die Ge-
nauigkeit und Effizienz von 1PSA werden auflerdem anhand von Vergleichsrechnungen mit
den Programmen LANCELOT, IPOPT und IPDCA verdeutlicht.

Anschlieend wird in Kapitel 8 ein selektiver Algorithmus entwickelt, mit dessen Hilfe das
jeweils betrachtete System drastisch reduziert werden kann. Die vorgeschlagene Methode
sowie einzelne Aspekte der numerischen Umsetzung werden beschrieben. Die Anwendung
auf ein Beispiel verdeutlicht das Potential dieses Verfahrens.

In Kapitel 9 wird der Algorithmus auf Probleme mit mehrdimensionalen Lastraumen
angewendet. Zuerst wird die technische Umsetzung und Implementierung der Methode
beschrieben, gefolgt von der Berechnung eines Systems mit drei voneinander unabhéngig
variierenden Lasten.

Den Abschluss bildet die Erweiterung zur Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer
Verfestigung in Kapitel 10. Basierend auf einem Zwei-Flachen-Modell wird das statische
Einspieltheorem reformuliert. Es wird die vollstidndige mathematische Losung des erwei-
terten Problems mit der Innere Punkte Methode hergeleitet. Die Validierung erfolgt dann
anhand von vier thermomechanischen Beispielen aus dem Bereich des Anlagen- und Ap-
paratebaus und dem Vergleich mit Ergebnissen aus der Literatur.



2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die notwendigen kontinuumsmechanischen Grundlagen kurz zu-
sammen gefasst. Fiir eine detailliertere Darstellung wird auf [106] verwiesen.

Das allgemeine Spannungsproblem gilt genau dann als gelést, wenn bei vorgegebener Be-
lastung, Geometrie und Materialeigenschaften die jeweils neun Komponenten des Span-
nungstensors S(x,t) und des Verzerrungstensors D(x,t) sowie die drei Komponenten des
Verschiebungsvektors w(x,t) in jedem Punkt @ des betrachteten Kontinuums zu jeder
Zeit t bestimmt sind. Dafiir miissen 21 skalare Bestimmungsgleichungen zur Verfiigung
gestellt werden, die den Zusammenhang zwischen S(x,t), D(x,t) und u(x,t) herstellen,

Abb. 2.1.
CaucHy [ VVG <— | Kompatibilitat
CaucHuy II |—( S D
Stoffgesetz

Abbildung 2.1: Zusammenhang der GrundgréBen des allgemeinen Spannungsproblems

Da es sich bei Verschiebungen und Verzerrungen um rein geometrische Gréflen handelt,
lassen sich die Verschiebungs-Verzerrungs-Gleichungen (VVG) allein aus kinematischen
Beziehungen ableiten. Die Beziechungen zwischen Verschiebungen und Spannungen werden
durch die zwei Axiome der Mechanik in Feldgleichungsform (CAucHy LII) angegeben.
Die Beziehungen zwischen den Spannungen und Verzerrungen werden durch konstitutive
Gleichungen (Stoffgesetze) beschrieben.

2.1 Kinematik

Betrachtet wird ein deformierbarer Korper, dessen Geometrie zu einem festgelegten Zeit-
punkt ¢y durch die Ortsvektoren ¢z jedes einzelnen materiellen Punktes gegeben ist. Der
Kérper befinde sich zu diesem Zeitpunkt in der Bezugskonfiguration (BKF) x(ox, t), wo-
bei unter dem Begriff Konfiguration eine stetige, umkehrbar eindeutige Abbildung aller
Teilchen ¢x eines Korpers in Punkte des Raums verstanden wird. Dann wird die Geome-
trie des gegeniiber der BKF deformierten Korpers in der Momentankonfiguration (MKF)
X(ox,t) zum Zeitpunkt ¢ durch die auf die selbe Basis bezogenen Ortsvektoren ,x(ox, 1)
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beschrieben. Die Bewegung jedes einzelnen materiellen Punktes wird durch seine Verschie-
bung u( gz, t) und der Wechsel von der Konfiguration x (o, ty) in die Konfiguration y( oz, t)
durch die Abbildung F'(gx,t) festgelegt, Abb. 2.2.

F(Om, t)

u(ox,t)

4 MKF

Abbildung 2.2: Bezugs- und Momentankonfiguration

Die Ortsvektoren der verschiedenen Konfigurationen sind iiber den Verschiebungsvektor
mit einander verkniipft.

= 0T + U (2.1)

Es wird der Differentiationsoperator V eingefiihrt, der sich auf die materielle Darstellung
nach LAGRANGE bezieht, wenn nicht anders angegeben.

0
= = — 2.2
Vi 22

Dann lassen sich der Konfigurationsgradient F'(ox,t) und der Verschiebungsgradi-
ent H(gx,t) wie folgt definieren.

L . 8tm

ou
H = = — 2.4
uV s (2.4)

Mit diesen Definitionen kann man die materielle Ableitung der Gleichung (2.1) wie folgt
schreiben. Dabei ist I der Einheitstensor mit den Komponenten d;; des KRONECKER-
Symbols.

F=I+H (2.5)

Damit enthidlt F' zwar nicht mehr die Translation, allerdings noch die Rotation des
Starrkorpers. Diese wird dadurch eliminiert, dass F' mit seiner eigenen Transponier-
ten F iiberschoben wird. Der so eingefiihrte Tensor wird rechter (C) bzw linker (B)
CAUCHY scher Verzerrungstensor genannt. Die Uberschiebung fithrt auch dazu, dass so-
wohl B als auch C symmetrisch sind.

C=F' - F=C" (2.6)
B:=F.F"=B"
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Es wird nun noch ein Verzerrungstensor eingefiihrt, der bei reiner Starrkorperbewegung
den Wert 0 hat, im Gegensatz zu C' und B, die bei einer reinen Starrkorperbewegung I
sind. Dieser Tensor G wird als (rechter) GREEN’scher Verzerrungstensor bezeichnet.

G = % (C -1 (2.8)

Der geometrisch linearisierte GREEN’sche Verzerrungstensor € berechnet sich dann nach
Gleichung (2.9). Die Linearisierung erfolgt durch die Vernachlissigung der von hoherer
Ordnung kleinen Terme in den Verschiebungsableitungen. Grofie Verschiebungen werden
zugelassen, solange die einzelnen Komponenten von H dabei vergleichsweise klein bleiben.

1 1
e:=linG = (lnC—1I)= §(H+HT) (2.9)
Damit kann die Verschiebungs-Verzerrungs-Gleichung fiir den geometrisch lineari-
sierten Fall wie folgt angegeben werden.

€= %(uV + Vu) (2.10)

Gleichung (2.10) lasst sich einfach auswerten, wenn bei gegebenen Verschiebungen die
Verzerrungen gesucht sind. Allerdings ist die Umkehrung dieser Gleichung nicht eindeutig,
da hier integriert werden muss. Deshalb miissen zusétzlich Kompatibilitdtsbedingungen
formuliert werden, die gewéhrleisten miissen, dass die einzeln verzerrten Teilchen auch nach
der Deformation noch kompatibel sind, dass also weder Licher noch Uberschneidungen
innerhalb der Struktur auftreten.

/szdeA:O (2.11)
A

Diese Tensorgleichung kann durch das folgende System von skalaren Gleichungen ausge-
wertet werden.

€ijel = €ilkj — Ekjal T Ektij = 0 (2.12)
N Oz
dabei ist z.B.: Eijll = -
8:@8@

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie beinhaltet dieses System sechs nicht-triviale Be-
dingungen.

€iikk — E€ikki — Ekijik T Ekkii = 0 wobel 7 7£ k (2.13&)
€ijkk — Eik,kj — €kj ik + €kkij — 0 wobel 1 7&] 7& k (2.13b)

2.2 Spannungen

Betrachtet wird ein Korper im euklidischen Raum, der auf Teilen seiner Oberflache Ay
durch Oberfléchenlasten f , sowie in seinem Innern durch Volumenkriéfte f, belastet wird.
Aus dieser Belastung resultieren in jedem infinitesimalen Volumenelement des Korpers
Spannungen, die in der MKF mit dem EULER-CAUCHY schen Spannungstensor o und in
der BKF mit dem 7. P1oLA-KIRCHHOFF’schen Spannungstensor T'; beschrieben werden.
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Dann lésst sich der Kraftbeitrag auf jedem Flédchenelement in der BKF mit 7'y und in der
MKF mit o bestimmen.

Man kann diese Spannungstensoren ineinander iiberfithren, wenn man beriicksichtigt, dass
der Kraftbeitrag unabhéngig von der Konfiguration sein muss, und indem man die gerich-
teten Fldachenelemente durch den Konfigurationsgradienten ausdriickt.

T, = (det F)o-F ' (2.16)

Mit dem Tensor T’y lasst sich nur schlecht umgehen, da er nicht symmetrisch ist. Es wird
haufig der symmetrische 2. P1oLA- KIRCHHOFF sche Spannungstensor eingefiihrt.

Ty =F ' T =(detF)F' o -F7' (2.17)

Bezieht man sich bei der Geometrie auf die BKF, so ist nur die Verwendung der P1OLA-
KircHHOFF’schen Tensoren konsistent. Im Rahmen der geometrisch linearisierten Rech-
nung kann mit hinreichender Genauigkeit trotzdem o anstelle von T'; verwendet werden
(der entsprechende Nachweis findet sich beispielsweise in [141]).

Geometrisch linearisiert: o~T, (2.18)

Deshalb wird im Folgenden der Tensor o sowohl in der MKF als auch in der BKF gebraucht.
Dann kann fiir die weitere geometrisch linearisierte Betrachtung auch auf die Indizierung
fiir die jeweilige Konfiguration verzichtet werden.

Es werden axiomatisch die CAUCHY schen Gleichungen eingefiihrt, die den Zusammenhang
zwischen Spannungen und Verschiebungen angeben.

CAUCHY [ : V.o+ f,=pu (2.19)

Cauvchy II : o=o" (2.20)

Diese Gleichungen entsprechen dem Drehimpulssatz und dem Impulssatz in Feldgleichungs-
form. Die Gleichung (2.20) ist auBlerdem auch als BOLTZMANN-Axiom bekannt.

2.3 Konstitutive Gleichungen

Im Rahmen dieser Arbeit wird isotropes, homogenes und nicht alterndes Materialverhalten
betrachtet, solange nicht anders genannt. Das bedeutet fiir das Materialgesetz, dass weder
der Ort & noch die Zeit ¢ explizit eingehen und dass es richtungsunabhéngig formuliert
sein muss.

2.3.1 Elastizitat

Wird eine Struktur belastet und verformt sich infolge dieser Belastung elastisch, gehen diese
Verformungen bei Entlastung wieder derart zuriick, dass der Koérper nach vollstdndigem
Abbau der Last wieder den urspriinglichen Zustand erreicht.
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Ein allgemeiner Ansatz fiir elastische Stoffgesetze wird mit folgender Gleichung beschrie-
ben. Dabei sind G, G¥, G™ die Invarianten des GREEN’schen Verzerrungstensors G.

S(x.t) =Y f(G".c¢",.¢") G (2.21)
=0

Mit dem Satz von CAYLEY- HAMILTON (siche A.3) konnen alle Potenzen G™ mit n > 2
durch die drei Tensoren I, G und G* ausgedriickt werden.

S(x,t) = Yo(GH, G", G T + 1 (G, G, G™) G + o (GF, G, G G? (2.22)

Diese Gleichung wird als REINER’sche Stoffgleichung bezeichnet, die fiir endlich grofle
elastische Verzerrungen exakt giiltig ist. Dabei sind g, 1 und 5 belastungsabhéngige
Materialfunktionen. Durch geometrische Linearisierung wird G* vernachlissigt, und (2.22)
kann durch o und e ausgedriickt werden. Wird dariiber hinaus physikalisch linearisiert,
ergibt sich das folgende lineare Materialgesetz nach LAME mit den LAME-Koeffizienten Aj,
und pir.

o(x,t)=A(tre) I +2ure (2.23)

Dieses linearisierte Materialgesetzes wird iiblicherweise in der nachstehenden Form ge-
braucht, die als HOOKE’sches Gesetz bezeichnet wird. Dabei heiflen die Materialkonstan-
ten G Schubmodul und v Querkontraktionszahl. Eine weitere Materialkonstante ist der
Elastizitédtsmodul F, der nach (2.26) durch G und v ausgedriickt werden kann.

o = 2G [s + 7 _VQV(trs) I} (2.24)
e = % {0'— liy(tra)I} (2.25)
E=2G(1+v) (2.26)

Das HOOKE’sche Gesetz lésst sich auch folgendermaflen schreiben.

e=C- o (2.27)
o=FE° ¢ (2.28)

Dabei sind die elastische Nachgiebigkeit C¢ und die elastische Steifigkeit E¢ Tensoren vierter
Stufe mit den folgenden Komponenten.

. 1 2v
ik = 1a [_mdzjdkl + 005 + 52‘15]4 (2.29)
2v
B = G [E%ékl + Oy + 52‘15]4 (2.30)

2.3.2 ldeale Plastizitat

Unter idealer Plastizitdt versteht man folgendes Materialverhalten: Mit Beginn der Be-
lastung wird ein elastischer Zusammenhang zwischen den auftretenden Spannungen und
den daraus resultierenden Verzerrungen angenommen, der in dieser Arbeit als linear an-
genommen wird und durch das HOOKE’sche Gesetz (2.25) beschrieben werden kann. Zur
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Plastifizierung, also zur Entstehung von irreversiblen Verzerrungen, kommt es, wenn die
Belastung einen materialspezifischen Wert erreicht, die Flielspannung oy. Nach dem Er-
reichen von oy beginnt das Material zu , Flieen*, d.h. das Material ist nicht in der Lage,
weitere Belastung aufzunehmen. Vielmehr stellen sich plastische Verformungen auch ohne
weitere Laststeigerung ein. Bei Entlastung reagiert das Material wieder elastisch, bis die
reversiblen Dehnungsanteile vollkommen neutralisiert sind und nur noch die rein plasti-
schen Anteile verbleiben. Dieses Verhalten ist am Beispiel einer einachsigen Belastung in
Abb. 2.3 dargestellt.

ISl
A

Oyl----4

Belastung ¥ Entlastung

’

= D]
513

Abbildung 2.3: Ideal-plastisches Materialverhalten im einachsigen Fall

Grundlage der Plastizitdtstheorie fiir kleine Verzerrungen ist die additive Zerlegung der
Verzerrungen € in einen elastischen € und einen plastischen Anteil €.

e =g+ e (2.31)

Im einachsigen Fall ist der FlieBbeginn durch das Erreichen der Fliespannung oy eindeutig
definiert. Bei mehrachsiger Belastung ist die Grenze durch die Fliebedingung definiert,
die in eindeutiger Weise den Ubergang zwischen elastischem und plastischem Verhalten
festlegt. Diese Bedingung wird mithilfe einer FlieSfunktion f(o, ¢,,) angegeben, die der vom
aktuellen Spannungszustand o abhingigen Vergleichsspannung F'(o, q,) einen kritischen
Wert Y (q,,) gegeniiber stellt.

flo,q,) = F(o,6,) = Y(ga) =0 (2.32)

Die n inneren Variablen ¢, sind experimentell zu bestimmende Materialparameter, die fiir
ideal-plastische Materialien unabhingig von der Belastungsgeschichte sind. Bei Isotropie
sind die ¢,, skalarwertig, da die Materialeigenschaften dann nicht richtungsabhéngig sind.
Unter der Voraussetzung, dass die Isotropie-Eigenschaften im gesamten Verformungsver-
lauf beibehalten werden, ldsst sich auflerdem die Abhéngigkeit von den Spannungskom-
ponenten o;; auch als Abhéngigkeit von den isotropen Invarianten Iy, .J und J3 (siehe
Definitionen (A.10) und (A.11)) des Spannungstensors o auffassen.

f(Ila J27 J37 Qn) - F(Il7 J27 ‘]37 Qn) - Y(Qn) = 0 (233)

Die Funktion F(Iy,.Js, J3,q,) kann als Abbildungsvorschrift aufgefasst werden, die jeden
Spannungszustand o;; mit den Invarianten I, Jo, J3 in den Hauptspannungsraum abbildet.
Da Y(g,) allein von den ¢, abhingig ist und damit konstant in o;;, ldsst sich dann die
FlieBbedingung f = 0 auch als eine spezielle Abbildung begreifen.

F(I, Js, Js,q,) = const (0;;) (2.34)
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Diese Gleichung stellt im Hauptspannungsraum eine gekriimmte, zusammenhéngende Hy-
perfliche dar, die den elastischen Bereich begrenzt, in dem alle Spannungszustédnde lie-
gen, die rein elastische Verformungen hervorrufen, Abb. 2.4. Diese Fliche wird als Flief3-
fliche bezeichnet. Da die Funktion F'(Iy, Jo, J3, g,) auch aus mehreren zusammengesetzten
Funktionen in verschiedenen Giiltigkeitsbereichen bestehen kann, kann auch die zu der
FlieBbedingung gehoérende FlieBfliche im Hauptspannungsraum aus mehreren Teilfléichen
bestehen.

93 )\

Flieifliche f =0

elastischer
Bereich

Y

02

o &

Abbildung 2.4: FlieBflache im Hauptspannungsraum

Da bei isotropen Materialien die FlieBbedingung richtungsunabhéngig sein muss, also die
Vertauschbarkeit der Achsen oy, o7, o7 gegeben sein muss, sind alle méglichen Flie3flichen
symmetrisch beziiglich aller drei Achsen. Kann dariiber hinaus fiir das betrachtete Mate-
rial von Zug- Druck- Gleichheit im einachsigen Fall f(0;) = f(—o0;) ausgegangen werden,
existieren sogar sechs Symmetrieachsen im Hauptspannungsraum.

Anhand der FlieBfunktion f(Iy, Js, Js, g,) lassen sich folgende drei Félle unterscheiden:

1. f<0 Spannungszustand liegt im elastischen Bereich
2. f=0 Spannungszustand liegt im plastischen Bereich, auf der FlieBflache
3. f>0 Spannungszustand liegt im unzuldssigen Bereich

Damit sicher gestellt ist, dass ein Spannungspunkt o auf der FlieBflaiche auch bei einem
Zuwachs um das Spannungsinkrement do noch zuldssig ist, muss ausgeschlossen werden,
dass das Spannungsinkrement aus der Flieifliche heraus gerichtet ist, Abb. 2.5.

Dieser Zusammenhang wird durch die Konsistenzbedingung beschrieben:

Belastung;: flo,q,) =0, df = W cdo =0 .
, _ _ 9f(o,qn) (2:35)
Entlastung: flo,q,) =0, df = pra ~do < 0

Die Richtung des zugehorigen plastischen Verzerrungsinkrementes de? wird durch die
Fliefiregel festgelegt.
9g(o, qn)

de?' = d\
€ oo

(2.36)

10
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do unzuléssig

Belastung

Entlastung

elastischer
Bereich

Abbildung 2.5: Spannungsinkremente im Hauptspannungsraum bei idealer Plastizitat

Die Funkion ¢(o,q,) heifit plastisches Potenzial und ist separat zu definieren. Fiir den
Spezialfall f = g spricht man von einer assoziierten Fliefregel, ansonsten von einer nicht-
assoziierten. Der plastische Multiplikator dA ist ein nicht-negativer Skalar:

d)\< =0 falls f#0oder(f=0unddf <0) (2.37)

>0 falls f=0unddf =0

Abschlieflend lésst sich das folgende Materialgesetz in inkrementeller Form angeben. Fiir
eine detaillierte Herleitung wird auf [106] verwiesen.

ge.. 9/(0.4:)09(0,¢n) e

e Jo Jo
do =d ,de) = | E° — -+ de 2.38
o = do(o, de) 010 4) g 00003 (2:38)
Jo Jo

~—
EP

Mithilfe dieser Gleichung kann jeder deterministisch vorgegebene Belastungspfad nachge-
rechnet werden, indem er in eine endliche Anzahl von hinreichend kleinen Lastschritten
aufgeteilt wird. Fiir jeden einzelnen Lastschritt ist dann eine Analyse der Spannungen und
Verzerrungen erforderlich.

2.3.3 Verfestigende Plastizitdt

Bei vielen Materialien treten Verfestigungseffekte auf, sodass sich die FlieBgrenze des Ma-
terials in Abhéngigkeit von der Belastungsgeschichte éndert. Man unterscheidet dabei die
beiden Phénomene Verfestigung und Entfestigung, die in Abb. 2.6 fiir den einachsigen Fall
veranschaulicht werden. Die Entfestigung wird hier nur der Vollstindigkeit wegen angege-
ben, in dieser Arbeit wird nur das verfestigende Materialverhalten betrachtet.

Die iiber die Fliebedingung definierte Grenze zwischen elastischem und plastischem Be-
reich kann dann nicht mehr als konstant angesehen werden. Die Fliebedingung wird des-
halb derart erweitert, dass die Vergleichsspannung F' und deren kritischer Wert Y von der
plastischen Verformung abhéngen.

f(O', €pl’ Qn) = F(O', epl’ Qn) - Y(eplv Qn) =0 (239)

11
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(a) Verfestigende Plastizitét (b) Entfestigende Plastizitéit

Abbildung 2.6: Verfestigung und Entfestigung im einachsigen Fall

Die Fliefliche im Hauptspannungsraum ist im Allgemeinen in Form, Grofle und Position
verdnderlich. In dieser Arbeit wird allerdings davon ausgegangen, dass sich die Form der
FlieBflache nicht verdndert.

Wiéhrend die Fliefiregel wie im ideal-plastischen Fall angewendet werden kann, macht die
Verédnderlichkeit der Fliefifliche eine Neuformulierung der Konsistenzbedingung (2.35) er-
forderlich.

- 0
Belastung;: flo,e? q,) =0, Of = % codo >0 — deP! #0
- 0
Neutrale Belastung: flo,e” q,) =0, Of = % cdo=0 — deP' =0 (2.40)
Entlastung: flo,e” q,) =0, Of = g—f cdo <0 — de? =0
o

Bei Belastung ist die Fliefifliche verdnderlich, wihrend sie bei Entlastung und neutraler
Belastung unveréndert bleibt, Abb. 2.7.

do Belastung

Neutrale Belastung

Entlastung

elastischer
Bereich

Abbildung 2.7: Spannungsinkremente im Hauptspannungsraum bei verfestigender Plastizitat

Die Spannungs-Verzerrungs-Beziehung in inkrementeller Form kann dann wie folgt ange-

12
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geben werden.

Ee..g_fg_g..Ee
_ e _ g oo ..
R R T A ) ] R
| oo do | 9P o | Og, 05" J
E

Dabei bezeichnet i_zpl den von e abhiingigen Verfestigungsfaktor, der nach folgender Glei-
chung angegeben werden kann.

_ 99 g

hot = Crin\[ 5~ 5 (2.42)

Bei verfestigendem Materialverhalten sind die inneren Variablen ¢, im Allgemeinen
abhingig von der dquivalenten plastischen Verzerrung &7

Pl — /dgpl wobei: de?t = CrinV deP! - - deP! (2-43)

Die Art der Verfestigung wird durch die Verfestigungsregel angegeben. Man unterschei-
det dabei isotrope Verfestigung, bei der die Fliefifliche bei gleichbleibender Position nur
ihre Grofle dndert, und kinematische Verfestigung, bei der die Flieifliche bei gleichblei-
bender Groflie nur ihre Position dndert. Unter gemischter Verfestigung versteht man eine
Kombination aus isotroper und kinematischer Verfestigung.

Isotrope Verfestigung

Bei der isotropen Verfestigung bleibt die Form der Fliefifliche unverédndert, weshalb die
Vergleichsspannung unabhéngig von der Belastungsgeschichte ist. Erreicht die Vergleichs-
spannung in einem Punkt der Struktur im Verlauf der Belastung den kritischen Wert der
AnfangsflieBbedingung, fiihrt eine weitere Belastung in diesem Punkt zur Expansion der
FlieBifliche, Abb. 2.8. Diese Expansion der Fliefliche zeigt sich in der Verédnderlichkeit des
kritischen Werts Y.

flo,e",q,) = F(o,¢,) = Y(e",q,) =0 (2.44)

FolgeflieBifldche

Uij

Anfangsflie8fliche

Abbildung 2.8: Schematische Darstellung der isotropen Verfestigung im Spannungsraum

13
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Kinematische Verfestigung

Bei der kinematischen Verfestigung bleibt die Gréfle der FlieBflache unverdndert, weshalb
der kritische Wert Y der Vergleichsspannung unabhéngig von der Belastungsgeschichte ist.

flo,e”, q,) = F(o,e",q,) —Y(g) =0 (2.45)

Erreicht die Vergleichsspannung in einem Punkt der Struktur im Verlauf der Belastung
den kritischen Wert, fiihrt eine weitere Belastung in diesem Punkt zu einer Starrkérperbe-
wegung der Fliefliche im Spannungsraum, Abb. 2.9.

FolgeflieBiflédche

Anfangsfliefliche

Abbildung 2.9: Schematische Darstellung der kinematischen Verfestigung im Spannungsraum

In dieser Arbeit wird ausschlielich die Translation der Flieffliche betrachtet, wahrend
eine ggf. mogliche Rotation unberiicksichtigt bleibt. Diese Translation wird durch den
sechsdimensionalen Vektor w der Bauschingerspannungen beschrieben. Diese Bezeichnung
ist [11] entnommen, im Englische wird 7r als back stress bezeichnet.

f(O', epl’ qn) = F(U - ﬂ.(epl)’ qn) - Y(qn) =0 (246)

Von den verschiedenen Ansétzen fiir kinematische Verfestigungsregeln haben sich besonders
die von PRAGER und ZIEGLER durchgesetzt.

PRAGER: dm = cpip, de? (2.47)
ZIEGLER:  dm = Cpy, Vde?! - -de?! (o — w(e?)) (2.48)

In beiden Fallen ist ¢y, eine Materialkonstante.

Bei der Verfestigungsregel von PRAGER ist die Richtung der Verfestigung dm durch die
Richtung des plastischen Verzerrungsinkrements de”’ gegeben. Beriicksichtigt man aufer-
dem (2.36), erkennt man, dass sich die FlieBfliche in Richtung 9//ss bzw. 99/5, bewegt,
je nachdem ob die assoziierte oder die nicht-assoziierte Fliefregel verwendet wird. Bei der
Verfestigungsregel von ZIEGLER ist die Richtung der Verfestigung dm durch die Richtung
der reduzierten Spannung (o — ) gegeben.

2.3.4 Drucker’sche Stabilitatspostulate

Betrachtet wird eine von einem zuldssigen Anfangszustand & innerhalb der Fliefliche
entlang eines beliebigen Belastungspfades ansteigende Belastung. Wird der Spannungszu-
stand o auf der Flieifliche erreicht, treten plastische Verformungen auf, durch die pla-
stische Arbeit verrichtet bzw. als Energie im System gespeichert wird. Danach wird die

14
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Belastung wieder bis auf die Anfangsspannung & reduziert. Wahrend der Entlastung wird
genau die im System gespeicherte Forménderungsenergie frei, die wihrend der Belastung
als elastische Arbeit verrichtet worden ist, da alle elastischen Verdnderungen reversibel und
vom Belastungsweg unabhéngig sind. Dann muss die im System verbleibende plastische
Energie positiv oder null sein.

AW, = (o —&)--de’ >0 (2.49)

Diese Bedingung fiir Stabilitét ist zuerst von DRUCKER postuliert worden. Sie lésst sich
so geometrisch deuten, dass der Winkel zwischen den sechsdimensionalen Vektoren des
plastischen Verzerrungsinkrements de? und der Spannungsdifferenz (o — &) spitz sein
muss. Daraus list sich direkt ableiten, dass de? normal zur FlieBfliche gerichtet sein muss,
da sich ansonsten immer Anfangspunkte & finden lassen, sodass (2.49) nicht erfiillt ist.
Dieser Sachverhalt wird als Normalitétsregel bezeichnet. Wie aus (2.36) ersichtlich ist,
erfiillt die assoziierte Fliefregel die Normalitdatsregel a priori, was fiir die nicht-assoziierte
FlieBregel im Allgemeinen nicht gilt.

Eine weitere Folgerung des Postulats ist die Konvexitdt der FlieBflache.

2.3.5 FlieBbedingung nach von Mises

Im Rahmen dieser Arbeit findet die Fliebedingung nach voN MISES Anwendung, die
auf der Hypothese beruht, dass allein die Gestaltdnderungsenergie fiir den FlieSbeginn
ausschlaggebend ist. Im linear elastischen Fall ergibt sich die Gestaltinderungsenergie Wy
wie folgt:

Wog=-6- & (2.50)

(NN

Dabei sind ¢ und & der Spannungs- beziehungsweise Verzerrungsdeviator, (A.1). Durch
Ansetzen des HOOKE’schen Gesetzes fiir die Distorsion kann W durch die zweite Invari-
ante Jy des Spannungsdeviators angegeben werden, (A.2).

6=—J (2.51)

Im einachsigen Fall ist J, = 1/302. Die Annahme, dass die Gestaltéinderungsenergie fiir den
Fliebeginn verantwortlich ist, fithrt deshalb auf die folgende Bedingung.

1 11,
L S 2.52
QGJ2 2G 3% . (2.52)

Die voN MIisks Fliebedingung lautet damit folgendermaflen.
flo,ov) = (01— 2)* + (02 — 03) + (03 — 01)° + 6 [(112)” + (723)° + (731)°] —20% =0
(2.53)
Mit dem Konzept der Vergleichsspannung F' ist auch die folgende dquivalente Formu-

lierung gingig. Die zugehorige Vergleichsspannung F'(Jy) = /3 Jo wird als vVON MISES-
Vergleichsspannung bezeichnet.

f(JQ, Uy) = \/ 3 JQ — Oy = 0 (254)
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Quadriert man (2.54) und setzt fiir Jo, = 15(6% + 6% + 63;) ein, dann erhilt man im
Hauptdeviatorspannungsraum (6,67, 6p7) eine Kugelgleichung mit Radius R = /2/30y.

R R R 2

Die FlieBbedingung nach vON MISES ist ausschliefllich abhingig von der Distorsion und
unabhéngig von der Dilatation. Deshalb ist sie unabhéngig vom hydrostatischen Druck p.
Dann muss im Hauptspannungsraum jede Schnittkurve der Flie3fliche mit der Deviatore-
bene, die den deviatorischen Anteil der Spannung représentiert, einen Kreis beschreiben. Es
ergibt sich daher eine kreiszylindrische Fliefifliche um die hydrostatischen Achse, Abb. 2.10.

- hydrostatische
- Achse

02

Abbildung 2.10: FlieBflache im Hauptspannungsraum nach VON MISES- Kriterium
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3 Einspieluntersuchungen mechanischer
Strukturen

Wie im vorhergehenden Kapitel gezeigt, ist bei plastischen Berechnungen keine ein-
eindeutige Beziehung zwischen Spannungen o und Verzerrungen € vorhanden, weshalb
die Gleichungen (2.38) und (2.41) nur in inkrementeller Form angegeben werden koénnen.
Die Materialantwort der Struktur in einem beliebigen Zustand der zeitlich verénderlichen
Belastung kann nur unter Beriicksichtigung der Belastungsgeschichte bestimmt werden.

Die Beriicksichtigung der Belastungsgeschichte kann dadurch erfolgen, dass die Belastung
entsprechend ihrem vorgegebenen zeitlichen Verlauf sukzessive in inkrementellen Last-
schritten aufgebracht und in jedem einzelnen Lastschritt der Zuwachs an Spannungen do
und Verzerrungen de berechnet wird, mit denen dann die absoluten Spannungen und Ver-
zerrungen bestimmbar sind. Dieses Vorgehen wird als step-by-step-Methode bezeichnet.
Diese Methode ist sehr rechenintensiv, weshalb sie in vielen praktischen Problemen nicht
oder nur mit groflen Schwierigkeiten angewendet werden kann. Ein weiterer Nachteil der
step-by-step-Methode ist die Notwendigkeit des deterministisch vorgegebenen Belastungs-
pfads, der bei realen Systemen oft nicht gegeben ist.

Oftmals ist die Bestimmung der Spannungen und Verzerrungen fiir den Konstruktions-
Ingenieur nicht erforderlich, wenn es um die Frage der Standsicherheit geht. In diesen Féllen
ist es ausreichend, den Grenzwert der Belastung zu bestimmen, bis zu dem das System
gerade noch nicht versagt. Der zugehorige maximale Laststeigerungsfaktor kann dann auch
mit Hilfe der Direkten Methoden ermittelt werden, die die Traglast- und Einspielanalyse
umfassen. Da die Traglastanalyse als Spezialfall der Einspielanalyse betrachtet werden
kann, wird im Folgenden nur das Einspielen untersucht. Fiir einen umfassenden Uberblick
im Bereich der Direkten Methoden wird auf [56, 68, 136, 137] verwiesen.

3.1 Phanomenologie des Einspielens

Betrachtet wird ein Korper IC, der der Wirkung von 6rtlich und zeitlich verénderlichen
Lasten f(x,t) aus einem Lastraum (2 ausgesetzt ist. Die Belastung f(a,t) steht hierbei
stellvertretend fiir Volumenlasten f (x,t) im gesamten Volumen V' des Kérpers, Flichen-
lasten f,(x,t) auf dem Teil Ay der Oberfliche A des Korpers, Temperaturlasten 9(z, t)
in V und eingeprigten Verschiebungen wu(x,t) auf dem Teil A, der Oberfliche. Auf der
gesamten Oberfliche sollen entweder statische oder kinematische Randbedingungen gelten,
AIAUUAf und AuﬂAf:@.

Es sind dann im Rahmen der geometrisch linearisierten Theorie folgende fiinf verschiedene
Materialantworten moglich. Die Abbildungen veranschaulichen das jeweilige Materialver-
halten am einachsigen Beispiel fiir zyklische Belastungen.

17



3 Einspieluntersuchungen mechanischer Strukturen
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Abbildung 3.1: Elastizitat

Abbildung 3.2: Spontaner
Kollaps

Elastizitat

Bleiben die Belastungen ausreichend klein, so dass zu
keinem Zeitpunkt des Belastungsprozesses die Flieibe-
dingung erfiillt wird, verhélt sich der gesamte Korper
rein elastisch und es treten keine irreversiblen Verfor-
mungen auf. Dieser Zustand ist unkritisch.

Spontaner Kollaps

Wird die Belastung des Korpers monoton bis zu dessen
Versagen gesteigert, spricht man von spontanem Kol-
laps. In dem belasteten System entstehen Bereiche, in
denen theoretisch uneingeschrianktes Flieflen eintritt.

Alternierende Plastizitét

Veréndert sich die Belastung derart, dass die plastischen
Verzerrungsinkremente sténdig ihr Vorzeichen wechseln,
flieft der Korper unaufthorlich bei klein bleibenden ak-
kumulierten Verzerrungen, was schliellich zu einem lo-
kalen plastischen Ermiiden fithrt. Man spricht dann von
alternierender Plastizitdt oder low cycle fatigue. Die kri-
tische Anzahl der Zyklen kann gegebenenfalls sehr klein
sein.

Abbildung 3.3: Alternierende

Plastizitat



3.2 Das statische Einspieltheorem

Inkrementeller Kollaps

Die akkumulierte plastische Dehnung wird in minde-
stens einem Punkt des Korpers so grof3, dass der Korper
infolge dieser groflen Verformungen seine Funktiona-
litat verliert oder durch Bruch versagt. Dieses Verhalten

j j € nennt man nkrementellen Kollaps oder ratcheting.

Abbildung 3.4: Inkrementeller
Kollaps

g

Einspielen

Nach anfanglichen plastischen Verformungen klingen die
plastischen Dehnungsinkremente ab. Der Korper verhélt
sich dann rein elastisch, was als Finspielen oder shake-
down bezeichnet wird.

Jr

Abbildung 3.5: Einspielen

3.2 Das statische Einspieltheorem

Der direkten Methode liegen zwei duale Einspieltheoreme zugrunde, das statische Einspiel-
theorem nach MELAN [75-77| und das kinematische Theorem nach KOITER [55]. In dieser
Arbeit wird ausschliefSlich das MELAN’sche Theorem verwendet, das eine untere Schranke
des Einspiel-Laststeigerungsfaktors liefert.

Es wird linear elastisch - ideal plastisches, zeitunabhingiges Materialverhalten vorausge-
setzt. Auflerdem bleiben die Einfliisse von Temperatur, geometrischen Nichtlinearitdten
und von Materialschddigung unberiicksichtigt. Die Normalitéitsbedingung sei erfiillt. Es
wird die Existenz konvexer Flieffunktionen flo(x,t),Y (x)] gefordert, deren FlieBfldchen
im Spannungsraum $ jeweils einen konvexen Bereich C C $ einschliefen. Dann l&sst sich
das strikte Innere C® als die Menge aller elastischen Spannungszustinde interpretieren:

Ci— {a €S ] flo(x,1); Y(x)) <0, Va eV, w} (3.1)

Der tatsichlich wirkende Spannungszustand o (x,t) wird in den elastischen Referenzspan-
nungszustand o”(x,t) und den Eigenspannungszustand p(z,t) zerlegt. Dabei ist o (x, t)
der Spannungszustand, der zur Zeit t im Punkt x eines vollkommen elastischen Refe-
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3 Einspieluntersuchungen mechanischer Strukturen

renzkérpers KF auftritt, der ansonsten genau den Bedingungen des tatsichlich betrachte-
ten Korpers KC unterliegt. Das Eigenspannungsfeld p(x, ) wird durch die sich einstellenden
plastischen Verformungen hervorgerufen.

o(x,t) = o (x,t) + p(x,t) (3.2)

Diese Spannungen miissen den Gleichgewichtsbedingungen und den statischen Randbedin-
gungen genigen:

Gleichgewicht: V-of'=—f, und V.-p=0 inV (3.3a)
statische RB: n-of=f, und n-p=0 auf Ay (3.3b)

Nimmt man nun an, dass eine vorgegebene Struktur bereits eingespielt hat, dann dndert
sich das Feld der plastischen Verzerrungen e”!(x,t) nicht mehr sondern nimmt einen
konstanten Wert &°!(x) an. Auch die Eigenspannungszustinde miissen dann zeitlich un-
verdnderlich sein, p(x,t) = p(x), auch wenn sich die Spannungen o (x,t) und die elasti-
schen Referenzspannungen o (x,t) weiterhin mit der Belastung dndern konnen.

Dann lésst sich die folgende notwendige Bedingung fiir Einspielen angeben:

Damit eine Struktur unter der gegebenen, zeitlich verdnderlichen Belastung einspielen
kann, muss ein zeitunabhéngiger Eigenspannungszustand p(x) existieren, so dass in jedem
Punkt des betrachteten Korpers K unter allen auftretenden Lastzustdnden die FlieSbedin-
gung nicht verletzt ist.

f(a"(z,t)+ p(x),Y(x)) <0, Ve eV, Vi (3.4)

MELAN konnte zeigen, dass diese Bedingung auch hinreichend ist. Fiir den Beweis wird
der folgende positiv definit quadratische Ausdruck W (t) betrachtet.

W) = / (@, 1) — p(a)] - C° - [pla,t) — p(@)] dV = 0 (3.5)
|4

Im Folgenden wird die zeitliche Ableitung W (t) dieses Ausdrucks untersucht. Da der ela-
stische Nachgiebigkeitstensor C¢ nach (2.29) symmetrisch ist, ergibt die Anwendung der
Produktregel unter Beriicksichtigung der Vertauschbarkeit der Integration iiber V' und der
Ableitung nach t zunéchst den folgenden Ausdruck.

W(t) = / (e, ) — pa)] -~ C° - pla,t) dV (3.6)

Es werden die folgenden Zusammenhénge fiir die Spannungen und Verzerrungen eingesetzt.

p = o—of
ﬁ — O'O—O'E
Ce..p = e—¢ebf —¢g

Dabei ist o°(x,t) € C' ein statisch zuliissiger Spannungszustand innerhalb von C’ nach
Gleichung (3.1). Unter Beriicksichtigung der CAUCHY 'schen Gleichungen (2.19) und (2.20)
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3.2 Das statische Einspieltheorem

sowie der statischen und der kinematischen Randbedingungen lédsst sich damit (3.6) in den
folgenden Term iiberfiihren. Fiir eine schrittweise Herleitung wird auf [104] verwiesen.

LV@):-—/facmty—a%mjﬂ--éﬁmi)dv (3.7)
\%4

Setzt man nun noch die Giiltigkeit der DRUCKER’schen Postulate (2.49) voraus, dann muss
der Integrand in der obigen Gleichung immer positiv sein, weshalb W (t) stets negativ sein
muss.

Wi(t)=— / lo(x,t) — O'O(icr, t)] - ~épl(w,t2 dv <0 (3.8)
v >0

Das bedeutet aber, dass W (t) eine monoton fallende Funktion ist, W (0) > W (t), vt > 0.
Beriicksichtigt man nun noch, dass W (t) nach Definition positiv sein muss, W (t) > 0,
dann muss es einen positiven Grenzwert geben, gegen den die Funktion konvergiert.

lim W(t) = const > 0 und lim W (t) =0 (3.9)

t—o0 t—o0

Ein moglicher Verlauf ist in Abb. 3.6 dargestellt.

A
W (0)

Grenzwert

Abbildung 3.6: Maglicher Verlauf der Funktion W (t)

Die Funktion W (t) muss gegen den Wert null konvergieren. Damit aber das Integral in (3.7)
fiir alle moglichen (o0 — 6°) den Wert null annehmen kann, muss die plastische Dehnra-
te € null sein. Ab einem gewissen Zeitpunkt diirfen sich also keine plastischen Dehnraten
mehr einstellen, und die plastischen Verzerrungen bleiben beschrénkt durch einen endlichen
Wert.

lim é” = 0 (3.10)

t—o0

Dass die plastischen Verzerrungen gegen einen endlichen Wert konvergieren, reicht noch
nicht aus, um das Einspielen zu gewéhrleisten. Es muss zusétzlich noch ausgeschlossen
werden, dass wahrend des Belastungsvorgangs fiir ¢ — oo die plastische Dissipations-
arbeit W (¢) unendlich grof wird. (Dies ist vergleichbar damit, dass zwar die Funkti-
on f(x) = 1/, fiir © — oo gegen den endlichen Wert null strebt, dass dabei aber dennoch
die Fliache unter der Kurve unendlich grof ist.) Deshalb muss die plastische Dissipations-
arbeit genauer untersucht werden.
Ausgangsgleichung ist das DRUCKER’sche Postulat nach (2.49), wobei der Laststeigerungs-
faktor a > 1 eingefiihrt wird.

(0 —ao®)--é">0 (3.11)
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3 Einspieluntersuchungen mechanischer Strukturen

Umformen und Integration iiber V liefert die folgende Ungleichung.

(%

Wp(t):/a~~épldV§a_lf(a—ao)--épldv (3.12)
\% \%

Unter Beriicksichtigung von (3.7) ergibt sich der folgende Zusammenhang.

o

Wpl(t):/a--s'pldvg—
\%4

1V'V(t) (3.13)

(){ J—
Integration iiber die Zeit liefert schliellich die plastische Dissipationsarbeit W (t).

Q

Wat=1) < -5 [ at=-
ﬁvfﬁm--c&--m)dv

IN

(WA(T) — W (0)]

a—1

IN

a—1
Damit ist nachgewiesen, dass die plastische Dissipationsarbeit beschrankt ist.

Jim W(t) < 5= [ #@) - pla) dv (3.14)
1%

Da sowohl die plastischen Verzerrungen als auch die plastische Dissipationsarbeit be-
schrankt sind, spielt das System ein.

3.2.1 Beschreibung des Lastraums

Im Folgenden beschrinken wir uns auf solche Belastungsgeschichten H(x,t), die sich als
Uberlagerung endlich vieler Lastgruppen Py(x,t) beschreiben lassen, deren Anzahl NL an-
sonsten beliebig ist. Die Zeitabhéngigkeit der Belastung wird durch die Einfithrung der
Lastmultiplikatoren i, (t) fiir jede Lastgruppe ¢ erfasst. Alle Lasten werden auf die Ein-
heitslast Py(x) normiert.

Hiw,t) = " P, 1) = 3 pelt) Po() (3.15)
/=1 /=1

Wie in [56] gezeigt, ist es hinreichend, nur die konvexe Hiille der Belastungsgeschichte zu
beriicksichtigen. Dafiir werden die Grenzwerte jedes Multiplikators wie folgt definiert.

pg < pe(t) < g (3.16)

Durch Zusammenfiigen aller Lastmultiplikatoren zum Vektor p = py e, kann die Menge U
aller Kombinationsmoglichkeiten der Lastfdlle innerhalb dieser Grenzen wie folgt angege-
ben werden.

u:{ﬂeRNL)M;gwgﬂj,wa,m} (3.17)
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3.2 Das statische Einspieltheorem

Dann kann der Lastraum 2 als Menge aller méglichen Belastungsgeschichten innerhalb
der durch (3.17) beschriebenen Hiille definiert werden.

(=1

Q= {H(w,t) ’ H(x,t) = Zug(t) Py(x), VY € Z/{} (3.18)

In Analogie zu (3.15) werden die elastischen Referenzspannungen aufgespalten.

o (a,t) =Y p(t) o) (@) (3.19)

3.2.2 Diskretisierung

Durch Anwendung der Finiten Elemente Methode (FEM) werden die Spannungen mit
Stiitzwerten in den GAuUss-Punkten r € [1, NG| approximiert, wobei die Anzahl aller
GAUss-Punkte im System mit NG bezeichnet wird. Die elastischen Spannungen kénnen
durch rein elastische Berechnungen fiir jeden Lastfall ¢ ermittelt werden.

ol (t) =Y m(t) ol (3.20)

Die NL gegebenen Lasten spannen einen NL-dimensionalen Polyeder als Lastraum (2 mit
NC = 2N Ecken auf, die die Basislasten des Lastraums darstellen. Es ist ausreichend, nur
diese Basislasten zu betrachten, um sicher zu stellen, dass das System fiir alle moglichen La-
sten innerhalb des Lastraums einspielt. Daher kann die Zeitabhingigkeit von o® dadurch
beriicksichtigt werden, dass die Spannungszustinde in den Ecken j € [1, NC| des Las-
traums ausgewertet werden. Dafiir wird die Matrix Uy, € RN mit den Eintrigen Uy,
eingefiihrt, wobei j € [1, NC| und ¢ € [1, NL].

NL

Ej _ E

o, —E Ujeo, (3.21)
=1

Die Matrix Uy, wird in Kapitel 9 genauer untersucht.

Das Eigenspannungsfeld p erfiillt per Definition die Gleichgewichtsbedingungen, und das
Prinzip der virtuellen Arbeit lautet wie folgt, [43], wobei de die Variation eines kinematisch
zuldssigen Verzerrungsfelds € beschreibt.

/55 pdV =0 (3.22)
14

Bei Anwendung der FEM wird die Struktur in eine endliche Anzahl NFE von finiten Elemen-
ten unterteilt, von denen jedes NKE Knoten besitzt. Dann wird die Geometrie jedes Ele-
ments durch geeignete Formfunktionen N (&) und den Vektor der Knotenkoordinaten x g
approximiert. Mit & werden hierbei natiirliche Koordinaten bezeichnet.

NKE
T kzl Ni(§)
NKE
x=N(§) xx bzw. y| = 19231 Ni(&) y (3.23)
NKE

z k; Ny (&) 2k
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3 Einspieluntersuchungen mechanischer Strukturen

In dieser Arbeit werden ausschliellich isoparametrische Elemente verwendet, bei denen die
physikalischen Gréflen mit den gleichen Ansétzen approximiert werden wie die Geometrie.
Das Verschiebungsfeld w wird deshalb auch durch die Formfunktionen IN (&) und den
Vektor der Knotenverschiebungen wy ausgedriickt.

u=DN(§) - ux (3.24)

Die Verzerrungen konnen ebenfalls durch die Knotenverschiebungen wy ausgedriickt wer-
den. Dafiir werden sie unter Ausnutzung der Symmetrie der Tensoren in der sogenannten
VoiGT-Notation als sechsdimensionale Vektoren aufgeschrieben. Die Spannungen werden
in analoger Weise dargestellt.

Ex Oy Pa
€y Oy Py
€= o= p= (3.25)
2 €y 20,y 2 Pay
2€y, 20y, 2 Py

Durch Einfithrung der Differentiationsmatrix D, in kartesischen Koordinaten und unter
Verwendung von (2.10) lassen sich die Verzerrungen wie folgt darstellen.

Ju(x) -0 .
D7 9 0 0
ov(x) 0
By 0 8_3/ 0
dw(x) 0 o0 2 u(x)
0z 0z
ela) = = = Dx u(x 3.26
(2) i) oo 0 o || (z)  (3.26)
oy oz oy Oz w(x)
ov(x) N ow(x) 0 0 0
82 8y 82’ 6y
Ju(x) OJw(x) g 2
62 T ax - 32 0 31’ -

Unter Beriicksichtigung von (3.24) und (3.26) sowie der Kettenregel wird die Matrix
B(xz) =D, - N(§) eingefithrt, was die Substitution in (3.22) in der folgenden Form
ermoglicht.

/5s~~pdV:5uK-/B(a:)~pdV:0 - /B(w)-pdV:O (3.27)
1% \%4 \%4

Die Integration in (3.27) wird numerisch in den GAUSs-Punkten GP ausgefiihrt, deren
Koordinaten mit ““z bzw mit “*¢ bezeichnet werden. Die zugehorigen Gewichtungsfak-

1 .
toren werden mit w; bezeichnet. Das Zeichen Z symbolisiert den Ubergang von der
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3.2 Das statische Einspieltheorem

Elementebene zur Systemebene.

E  NGE

N
[B@ pav="Y""3 " wi det |7, (V€| B(Val) - p(Tal)  (329)
v j=1 =1

Dabei wird die Transformation zwischen den kartesischen Koordinaten = (x,y, z) und
den natiirlichen Koordinaten & = (£, 7, () durch die JACOBI -Matrix J ausgedriickt.

9 9§ 0¢
0 0 0 Oz, or Oy 0z
_— = JR— —_ - 4 o — - < R 2
O J - = J 0€ 2%, e;e; an o o (3.29)
00 0y 0:
LOC 9¢ (|

Setzt man den Ansatz (3.23) in Gleichung (3.29) ein, kann die JACOBI-Matrix auch in der
folgenden Form geschrieben werden. Der zusétzlich eingefiihrte Index j steht dabei fiir das
betrachtete Element. Entsprechend stehen dann die z;, fiir die kartesischen Koordinaten
des k-ten Knotens des j-ten Elements.

YN\ & et & e Y om o 4
Til€) =g =g | L V@w | = | X =5 7% L =5 0 X5 7%

NKE

Wonie) s | |uEaNe) |, N |, W oN)

A D L R L S

(3.30)

Die beschriebene Vorgehensweise iiberfiithrt (3.22) in ein lineares Gleichungssystem fiir die
Eigenspannungen p, in den GAUSSs-Punkten.

NG
/B(:c)~pdV:O = ) C-p,=0 (3.31)
v r=1

Die Gleichgewichtsmatrizen C, € R™#*% hiingen ausschlieSlich von der Geometrie des
Systems und den verwendeten Ansétzen fiir die Formfunktionen ab. Dariiber hinaus
werden die kinematischen Randbedingungen beriicksichtigt. Die Dimension der C, ist
my, = 3 NK — NBC', wobei NK fiir die Anzahl der Knoten und NBC' fiir die Anzahl der
kinematischen Randbedingungen steht.

3.2.3 Das aus dem Einspieltheorem resultierende
Optimierungsproblem

Mit (3.21) kann man die MELAN’sche Bedingung (3.4) wie folgt schreiben, wenn man die
Existenz eines Laststeigerungsfaktors o > 1 fordert. Setzt man auflerdem ideal plastisches
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3 Einspieluntersuchungen mechanischer Strukturen

Materialverhalten voraus, kann der kritische Wert der Vergleichsspannung Y, durch die
Flielspannung oy, ersetzt werden.

f(aal? +p,,oy,) <0 Vje[l,NC], Vr € [1, NG| (3.32)

In dieser Bedingung ist bereits beriicksichtigt, dass die Eigenspannungen zeitunabhéngig
sind, da p, unabhéngig von der betrachteten Lastecke j ist. Dass es sich dariiber hin-
aus um ein Eigenspannungsfeld handelt, wird durch (3.31) sicher gestellt. Damit kann das
Optimierungsproblem (Ppejan) formuliert werden, dessen Losung den maximalen Laststei-
gerungsfaktor agp liefert, bei dem das System gerade noch einspielt.

(PMelan) dsp = Mmax o
NG
> Cop, =0 (3.33a)
r=1

faol? +p, 0v,) <0, Vje[L,NC], Vr € [1,NG] (3.33b)

Fiir die Spezialfille von ein- und zweidimensionalen Lastraumen sind die folgenden Trans-
formationen bereits in [1, 2, 47] angegeben worden. Darauf basierend wird im Folgenden
eine generalisierte, konsistente Formulierung hergeleitet, die die Verallgemeinerung fiir eine
beliebige, endlich grofle Anzahl von Lastfillen NL beinhaltet.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Fliebedingung (2.54) nach vON MISES verwendet.

/ (O'f;, UYn") = (07{,1 - ‘77{2)2 + (Ui,z - Uz,3)2 + (Ui,s - Ui,l)Q
16 [(o12)" + (o15)” + (26)°] — 262, (3.34)
Wir fithren die Transformationsmatrix T' sowie die Variablen p/ ein.

V6 V6 V6
V6 V6 V6
V6 —V6 V6

‘ -

ol=T-p/, wobei T= (3.35)

(]
S
(]

Dann kann die FlieSbedingung (3.34) auch mit p? ausgedriickt werden.
1 (Phove) = () + () + (Wl + 1Le) 6 | (W0)” + () + (0he) | —2 0%, (3.36)

In dieser Form geht die dritte Komponente pf;’g des Vektors pJ nicht in die Fliefbedingung
ein. Deshalb kann sie aus dem Problem extrahiert werden, wodurch die Dimension des
Vektors von sechs in p/ auf fiinf in p/ reduziert wird.

Fiir eine physikalische Interpretation dieses Sachverhalts werden die einzelnen Komponen-
ten des Vektors p/ genauer untersucht:

Joo_ J J Joo_ J J Joo_ J
pr,l =0,1— 02 pr,2 = 0,2~ 0:3 pr,3 =01 + 03 (337>

pi,z; = \/601,4 pi,s = ‘/6‘75,5 pﬁ,6 = ‘/601,6 (3.38)
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3.2 Das statische Einspieltheorem

Betrachtet man nun den hydrostatischen Spannungszustand, Ui,1 = 07{2 = 07{3 und

0)4=0}5 = 05 =0, dann ist ersichtlich, dass p; 5 als einzige Komponente nicht null ist.

Da das FlieSkriterium nach VON MISES unabhéingig vom hydrostatischen Druck ist, ist es
auch aus physikalischer Sicht sinnvoll, diese Komponente aus der Formulierung zu entfer-
nen. Die extrahierten Werte v/ = p/ ; aller GAUss-Punkte r € [1, NG] werden zu einem
Vektor v/ = vl e, zusammengefiigt.

—J J

pr,l pr,l j j

' ' Gt Pis

—j j

pr72 pT‘,Q
5 — —J — J J ] — Jj NG
pr=| s | =| P uwd o/ =| i | =| p, |€R (3.39)

—J J

pr,4 pr,5

vj J
i j NG PnG,3
Prs Pre

Durch Einfithren der Matrix LT kann die FlieBbedingung durch die 2-Norm des Vektors
uw) = L* - pJ ausgedriickt werden.

Fldiov) = B gl - 208, = ] - 208, (3.409)

wobei LT =

NG) (3.40D)

Sl

V2

Die beschriebenen Transformationen erlauben eine kompaktere Formulierung des FliefSkri-
teriums. Dariiber hinaus wird die FlieBbedingung durch nur fiinf variable Komponenten pro
Ecke des Lastraums und pro GAUss-Punkt ausgedriickt anstatt durch sechs Komponenten
wie in (3.34).

Da die FlieBbedingung jetzt in Abhingigkeit der Variablen u/ geschrieben ist, muss auch
die Bedingung (3.31) fiir die Eigenspanungen transformiert werden.

NG NG
Y Cop =) C-(0)—acf’)=0 (3.41)
r=1 r=1

Bei dieser Umformung geht jedoch die Information verloren, dass die Eigenspannungen
zeitunabhéngig sind, weshalb sie als zusétzliche Bedingung wieder ins System eingefiihrt
werden muss. Die Zeitunabhéngigkeit von p impliziert die Unabhéngigkeit von der be-
trachteten Lastecke 7 des Lastraums.

p, = ol —actJ = const(5) (3.42)

s

Da diese Bedingung fiir alle j € [1, NC| erfiillt sein muss, kann sie verwendet werden,
um die Spannungen in verschiedenen Ecken des Lastraums mit einander zu verkniipfen.
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3 Einspieluntersuchungen mechanischer Strukturen

Beispielsweise konnen die Ecken j und (5 + 1) folgendermafien mit einander in Beziehung
gesetzt werden.

ot —agPitl = p = ol —aghi (3.43a)
— ol = ola(ef ol Ve LNC-1]  (3.43D)

Mit (3.43b) ist klar, dass die Bedingung (3.41) fiir alle moglichen j gilt, wenn mindestens
ein j existiert, fiir das sie erfiillt ist. Entsprechend kann (3.41) fiir eine beliebig gewéhlte
Lastecke 7 = 1 aufgeschrieben werden.

NG
Z C,- (o —aol')=0 (3.44)
r=1

Mithilfe von (3.35) werden die Spannungen o aus (3.44) substituiert, wobei T' € R**¢ die
Matrix T ohne die dritte Spalte T5 € R® bezeichnet.

NG NG
Z(Dr- (oF —aol!) = ZCT' (T p,+ v, T3) — act']
r=1 r=1

NG
= > [C-T L7 u +0)C,-Ts—aC, o] (3.45)

r=1

Es werden nun noch die Vektoren u!' und b sowie die Matrizen A und B eingefiihrt.

u' = [u%,...,ui,...,u}VG]T6]R5NG (3.46)
NG

b = ) Co-of' eR™ (3.47)
r=1

A = [@1-T-L*T‘...}@T-T-L*T}...‘@NG-T-L*T]eRmEX*"NG (3.48)

B - [Cl-Tg‘...‘CT~T3

...‘@NG : Tg} e RmEXNG (3.49)

Dadurch kann (3.45) wie folgt umgeschrieben werden.
NG ) )
ZCT-(ai—aaf’l):A-ul—i-B-'vl—ab:O (3.50)
r=1

Fiir eine konsistente Formulierung muss (3.43b) ebenfalls durch die Variablen u/ und v’
ausgedriickt werden. Deshalb werden die Spannungen o7 unter Zuhilfenahme von (3.35)
substituiert.

P =pl T (oF) ) (351

Die dritte Komponente dieser Gleichung wird separiert. Dabei bezeichnet T3 ' die dritte
Zeile der Matrix T .

Wt = wi o LT T (0B — Pt (3.52)

B = - aTyt (o - gt (359
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3.2 Das statische Einspieltheorem

Mit (3.40a) und (3.50)—(3.53) kann das Optimierungsproblem (Pysen) in der folgenden
Form (Phjeian)” angegeben werden.

(llDMelan)"< max
A-u'+B-v'—ab=0 (3.54a)
Vre[l, NG|, Vje[l,NC —1]:

Wt =w —aL” T (oFd — gkt (3.54b)
vt =vl —aT5" - (af7 — a7t (3.54c)
Huf,H; —207,<0,Vre[l,NG], Vje[1,NC] (3.54d)

Da die Variablen v/ fiir j > 1 ausschlieflich in der Bedingung (3.54¢) vorkommen und daher
unabhéngig von allen anderen Variablen des Problems sind, konnen sie ohne Einschriankung
des Losungsbereichs aus dem Optimierungsprozess entfernt werden.

Der Einfachheit halber schreiben wir im Folgenden v := v! und verzichten auf die Hoch-
indizes. Dariiber hinaus wird in (3.54b) mit ~7 abgekiirzt. Dadurch erhilt man schliefSlich
die folgende verallgemeinerte Form des Optimierungsproblems.

(P}}%CA) max o

A-u'+B-v—ab=0 (3.55a)
w =ul —a~l, Vre[l,NG], Vje[l,NC —1] (3.55b)
[ull]; 202, <0, ¥re[1,NG], ¥j € [1,NC] (3.55¢)
wobei: 4l = LT - T (a8 — gPit1) (3.55d)

In Kapitel 5.4 werden Modifikationen dieser Formulierung erértert, die zu weiteren Reduk-
tionen des Systems fiihren.
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4 Innere Punkte Verfahren zur Losung
nichtlinearer Optimierungsprobleme

In diesem Kapitel werden zunéchst Optimierungsbedingungen fiir den allgemeinen Fall
mehrdimensionaler, nichtlinearer Optimierungsprobleme mit eingeschranktem Losungsbe-
reich untersucht. Darauthin werden diese Bedingungen an den Spezialfall von konvexen,
reguldren Optimierungsproblemen angepasst. Fiir detailliertere Darstellungen der Grund-
lagen wird auf [31, 100, 120] verwiesen.

Zur Losung solcher Probleme wird haufig die Innere Punkte Methode verwendet, die
auch in dieser Arbeit zur Losung des Optimierungsproblems (Pi%,) in (3.55) heran-
gezogen wird. Dieses Verfahren wird im Abschnitt 4.3 beschrieben. Von der Vielzahl
der Veroffentlichungen im Bereich der Innere Punkte Verfahren werden die Referenzen
(32, 35, 38, 99, 116, 139, 140] empfohlen.

4.1 Allgemeine Optimierungsbedingungen

Die notwendige Bedingung fiir lokale Minima bei mehrdimensionalen Problemen ohne Ein-
schriankung des zuléssigen Bereichs X = R™ kann wie folgt formuliert werden:

Sei f : R" — R eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktion, f € C?,
und X = R". Wenn gilt:

(a) Vf(Z)=0 (4.1a)
(b)  Die HESSE-Matriz V2 f(Z) ist positiv semidefinit. (4.1Db)
dann ist & lokaler Minimalpunkt von f iiber X = R".

Diese Bedingung ist nicht giiltig, wenn der zuléssige Bereich eingeschriankt ist, X C R".
Der Bereich der zulédssigen Losungen wird durch Gleichungen a(x) = 0 eingeschriankt. Au-
Berdem soll der Rand ext(X) des Bereichs X durch Ungleichungen ¢;(x) > 0 beschrieben
werden, wobei die a(x) € R™# und die ¢;(x) € R™ als Restriktionen oder Nebenbedin-
gungen des Optimierungsproblems bezeichnet werden. Der zuldssige Bereich der Vektoren ax
wird dann wie folgt definiert.

X = {ID € ]R”‘ ci/(x) >0 A a(x) = 0} (4.2)

Das beschriankte Optimierungsproblem (P) wird dann in der folgenden Form angegeben.
(P) min f(x)

a(x) =0 (4.3a)

ci(x)>0 (4.3b)

xz c R" (4.3c)
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4.2 Optimierungsbedingungen fiir konvexe reguldre Optimierungsprobleme

Die Bedingung fiir lokale Minima &ndert sich dadurch fiir innere Punkte @ € int(X) nicht.
Fiir Randwerte & € ext(X) muss sie jedoch angepasst werden. Fiir beschrinkte Proble-
me X C R” wird die notwendige Bedingung fiir lokale Minimalpunkte wie folgt angegeben.

Sei f : R® — R eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktion, f € C?,
und X C R™. Wenn & lokaler Minimalpunkt von f iiber X ist, gelten die folgenden
notwendigen Optimalitidtsbedingungen:

1. Ordnung: d-Vf(x) >0, Vde D(Z) (4.4a)
2. Ordnung: d-Vf(®)=0 = d-V*f(&)-d>0, Vdec D(x) (4.4b)

Die Menge D(Z) bezeichnet den Abschluss der Menge D(Z) aller zulissigen Richtungen d
im Punkt &, wobei jede Richtung d in & zulédssig ist, entlang derer man ein \-faches Stiick
gehen kann, ohne den zuléssigen Bereich X zu verlassen.

D(%) = {d eR"

IN>0: [:E,:E+)\d]gx} (4.5)

Fiir innere Punkte & € int(X) ist jede Richtung zuléssig, D(x) = R". Fiir Randpunkte
des zuldssigen Bereichs x € ext(X) ldsst sich die notwendige Optimalitdtsbedingung erster
Ordnung (4.4a) anschaulich deuten:

Die Bedingung d-V f(&) > 0 sagt aus, dass der Gradient der Zielfunktion V f(Z) mit allen
im betrachteten Punkt & zuldssigen Richtungen d einen spitzen Winkel bilden muss. Das
gilt in dem dargestellten Beispiel fiir den unteren der beiden Punkte, der dem Minimum
von f néher liegt, nicht aber fiir den oberen Punkt, der deshalb nicht lokaler Minimalpunkt
von f iiber X sein kann, Abb. 4.1.

\Zi

Hohenlinien von f

Abbildung 4.1: Geometrische Deutung der notwendigen Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung

4.2 Optimierungsbedingungen fiir konvexe regulare
Optimierungsprobleme

Es wird die Menge der aktiven Indizes I(Z) fiir einen zulédssigen Punkt & € X definiert als
die Menge aller Indizes 14, fiir die die Ungleichungen aktiv sind, ¢;,;(Z) = 0.

(%) = {z e {1,....mi}]| era(@) = 0} (4.6)
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4 Innere Punkte Verfahren zur Loésung nichtlinearer Optimierungsprobleme

Desweiteren wird die linearisierte zuldssige Menge Dy (Z) eingefiihrt.

Di(%) = {d e R"

d Ve (z)<0,Viel(®); d Va; =0, Vj € {1,...,mE}} (4.7)

Man kann zeigen, dass die Menge der zuléssigen Richtungen eine Untermenge der linea-
risierten zuliissigen Menge sein muss, D(Z) C Dy (Z). Sind diese Mengen identisch, dann
bezeichnet man das Optimierungsproblem als regulédr. Entsprechend heifit die folgende
Gleichung Regularitédtsbedingung.

D(Z) = Dy() (4.8)

Fiir Ungleichungsrestriktionen sagt die Regularitéitsbedingung aus, dass alle Richtun-
gen d € R™ zuléssig sein miissen, die im Punkt & auf dem Rand ¢;(Z) = 0 des zuléssigen
Bereichs einen stumpfen Winkel mit dem Gradienten V¢; bilden. In Abb. 4.2 wird die-
se Bedingung an einem einfachen Beispiel mit konvexen Ungleichungsrestriktionen ¢y, ¢y
und c3 veranschaulicht.

01:0

Abbildung 4.2: Veranschaulichung der Regularitatsbedingung

In diesem Beispiel beinhaltet die Menge D(Z) alle Vektoren d, die ins Innere des zuléssi-
gen Bereichs X gerichtet sind, aber nicht die Vektoren d tangential an ¢;(Z) = 0. Deshalb
ist D(Z) offen. Beim Abschluss der Menge D(Z) zu D(Z) werden diese Vektoren d hinzu-
gefiigt. Die Menge Dy (Z) beinhaltet alle Vektoren, die mit dem Gradienten V¢ (Z) einen
stumpfen Winkel bilden. Das ist aber genau fiir die zulédssigen Richtungen der Fall. Die
beiden Mengen stimmen iiberein, D(Z) = D (Z). Die Regularititsbedingung ist erfiillt;
das Problem ist regulér.

Die Regularitéitsbedingung ist im Allgemeinen nur schwer direkt iiberpriifbar. Es gibt aber
alternative Bedingungen (Constraint Qualifications), die sicherstellen, dass das Problem
regulér ist. Dazu gehoren:

e Linear Independence Constraint Qualification (LICQ):

Die Menge der Gradienten {V¢;(Z), Va;(Z)} mit i € I[(Z) und j € {1,...,mg} ist
linear unabhéngig.
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4.2 Optimierungsbedingungen fiir konvexe reguldre Optimierungsprobleme

e SLATER-Bedingung:
Alle Gleichungsrestriktionen a(x) sind affin-linear, alle Ungleichungsrestriktio-
nen c;(x) sind konkav, und es existiert mindestens ein innerer Punkt & mit der
Eigenschaft

c/(&)>0 A a(z)=0

Fiir regulére, durch Gleichungen und Ungleichungen restringierte Optimierungsprobleme
kann die notwendige Bedingung 1. Ordnung fiir lokale Minima (4.4a) nicht nur iiber die
zuléssigen Richtungen angegeben werden, sondern auch iiber die Nebenbedingungen.

d-Vfx) >0, Vde D(Z) < d-Vf(@) >0, Vde D(Z) (4.9)
Das bedeutet, dass fiir alle Losungen des Systems
d-Vep(Z) <0, Viellx) A d-Va;=0,Vje{l,....,mg}

auch die Bedingung d - V f(Z) > 0 gelten muss. Mithilfe des FARKAS-Lemmas kann diese
Bedingung in die folgende Form gebracht werden. Dabei sind Ay € R™”? und A; € R}’
die LAGRANGE-Multiplikatoren.

Z )\]ZVC]Z Z)\EJVaJ 1_,‘ =0 (410)

1€l(x)

Diese Bedingung kann dquivalent auch in zwei Gleichungen geschrieben werden, wobei die
zweite Gleichung (4.11b) sicherstellt, dass alle Multiplikatoren A;; von inaktiven Unglei-
chungen null sind.

0 (4.11a)

Z)\]ZVC]Z Z)\EJV(IJQ_,‘
Z Aricrq(Z) =0 (4.11D)
=1

Damit kann fiir reguldre Probleme die notwendige Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung
(4.4a) in Form der KARUSH-KUHN-TUCKER-Bedingung, [62], geschrieben werden:
Seien f(x): R™ — R sowie ¢;(x) € R™ und a(x) € R™* mindestens einmal stetig
differenzierbare Funktionen, f,cr;,a; € Ct. Der Zulissige Bereich sei beschrieben
durch X ={x € R" | ¢;(x) >0 A a(x)=0}.
T € X sei lokaler Minimalpunkt von f iiber X, und die Regularititsbedingung
D(Z) = Dy(x) sei erfiillt. Dann gibt es LAGRANGE-Multiplikatoren Ap € R™®
und A; € R, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Vi € {1 } : )\[Z'C[Z'(.’E) =0 (412&)

Z)\[ZVC]Z Z)\E]VCL] =0 (412b)
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4 Innere Punkte Verfahren zur Loésung nichtlinearer Optimierungsprobleme

Die Gleichung (4.12a) wird haufig als Bedingung fiir komplementéren Schlupf (Complemen-
tary Slackness) bezeichnet, die Gleichung (4.12b) als LAGRANGE-Einschluss (LAGRANGE
Inclusion).

Die KARUSH-KUHN-TUCKER-Bedingung (KKT) lisst sich fiir zweidimensionale Probleme
sehr leicht veranschaulichen:

e Im Innern des zuléssigen Bereichs & € int(X) ist keine der Ungleichungen aktiv,
I(z) = 0. Die Optimalitéitsbedingung vereinfacht sich dann zu V f(&) = 0.

e Ist genau eine der Ungleichungen aktiv, beispielsweise ¢;(Z) = 0, liegt der betrach-
tete Punkt auf dem durch diese Ungleichung beschriebenen Rand. Die KKT besagt
dann, dass der Gradient V f(&) der Zielfunktion mit dem Gradienten Ve (&) der
Nebenbedingung gleichgerichtet sein muss.

Vf(i) — )\]71V01(i) =0 = Vf(i) = )\[71V01(1_,‘)

e Im Fall von zwei aktiven Ungleichungen, beispielsweise I(Z) = {1, 2}, ergibt sich aus
der KKT, dass der Gradient der Zielfunktion V f(&) als Linearkombination der Gradi-
enten Vi (&) und Veo(Z) darstellbar sein muss. Da die LAGRANGE-Multiplikatoren
positiv sind, A\;j,A;2 > 0, muss der Vektor V f(&) innerhalb des von Ve (&)
und Ve, (Z) aufgespannten Kegels liegen, Abb. 4.3.

0120

02:0

Hoéhenlinien von f

Abbildung 4.3: Veranschaulichung der KKT bei zwei aktiven Nebenbedingungen

Im Folgenden werden Optimierungsprobleme betrachtet, deren Nebenbedingungen die
SLATER-Bedingung erfiillen. Fordert man dariiber hinaus die Konvexitit der Zielfunk-
tion f, spricht man von einem konvexen Optimierungsproblem. Konvexe Probleme sind
generell 16sbar, da sie die folgenden Eigenschaften aufweisen:

1. Der zuléssige Bereich X ist konvex und abgeschlossen.

2. Jedes lokale Minimum von (P) ist gleichzeitig globale Losung von (P).
Die Menge X,,+ der optimalen Lésungen von (P) ist konvex und abgeschlossen.

3. Ist f streng konvex, so besitzt (P) keine oder genau eine Lisung.
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4.2 Optimierungsbedingungen fiir konvexe reguldre Optimierungsprobleme

4. Da die HESSE-Matrix jeder konvexen Zielfunktion per Definition positiv semidefinit
ist, ist die notwendige Optimalitédtsbedingung 2. Ordnung (4.4b) a priori erfiillt. Es
muss nur die notwendige Bedingung 1. Ordnung (4.4a) untersucht werden.

5. Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen sind auch hinreichend.

Daraus folgt, dass die KKT fiir globale Minima von konvexen, reguldren Optimierungspro-
blemen hinreichend ist. Dariiber hinaus kann sie in diesem Fall auch iiber die LAGRANGE-
Funktion L£(x, Ag, A;) angegeben werden.

L(x,Ap, A1) = f(x) — Ag-a(x) — A - cf(x) (4.13)

Dabei sind die Ay € R™# und die A; € R} die LAGRANGE-Multiplikatoren. Die LA-

GRANGE-Funktion besitzt bei konvexen Problemen stets einen Sattelpunkt (x*, AL, A7),
wobei ein Punkt (z*, A*) € R" x R™ Sattelpunkt der Funktion F'(x, X) heifit , falls gilt:

Ve e R", VAeR™: F(xz",A) < F(x",\") < F(x, X") (4.14)

Die Bedeutung des Sattelpunktes wird in Abb. 4.4 fiir den zweidimensionalen Fall
(n = m = 1) veranschaulicht.

Abbildung 4.4: Sattelpunkt der LAGRANGE-Funktion

Die KKT kann dann als Sattelpunktbedingung interpretiert werden:

Seien f(x) sowie a(x) und ¢;(x) mindestens einmal stetig differenzierbare Funktio-
nen iiber R™ und der zuléssige Bereich X = {x € R" | ¢;(x) > 0; a(x) = 0} eine
konvexe Menge. Das Optimierungsproblem sei konvex und regulédr in & € X.

Dann ist & genau dann globaler Minimalpunkt von f iiber X, wenn Multiplikatoren
Ag € R™F und A; € R existieren, sodass die LAGRANGE-Funktion L(x, Ag, Af)
im Punkt (Z,Ag, A\;) einen Sattelpunkt besitzt.

Die Sattelpunktbedingung kann durch den Gradienten V ;£ der LAGRANGE-Funktion £
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4 Innere Punkte Verfahren zur Loésung nichtlinearer Optimierungsprobleme

in allen Richtungen IT ausgedriickt werden, wenn alle auftretenden Variablen in dem Vek-
tor IT zusammengefasst werden.
Vil =0 (4.15)

Fiir Details zum Zusammenhang zwischen der LAGRANGE-Funktion und den Optimie-
rungsbedingungen wird auf [101] verwiesen.

4.3 Innere Punkte Verfahren

Die Nebenbedingungen eines Optimierungsproblems spannen den Bereich der zuldssigen
Losungen X auf. Es muss deshalb bei der Losung des Optimierungsproblems gewéhrleistet
werden, dass sie innerhalb dieses Bereichs liegt, € X. Dies kann durch die Anwendung
der Barrierefunktion geschehen.

Betrachtet wird das durch konkave Ungleichungen ¢(x) € R™ restringierte Problem (P,).

(Pe) min f (x)
c(x) >0 (4.16a)
xR (4.16b)

An die Stelle der Restriktionen ¢(x) > 0 treten Zusatzterme @.(x, 1) in der Zielfunktion,
die sicherstellen, dass die Losungskandidaten im Inneren des zuldssigen Bereichs liegen.

Die Zusatzfunktion @.(x, u) wird derart gewahlt, dass sie immer grofer wird, je ndher der
Losungskandidat « der Bereichsgrenze kommt. Dadurch wird erreicht, dass die Zielfunktion
im Innern des Bereichs moglichst wenig verfalscht wird, die & aber den Bereich nicht
verlassen konnen. Das bedeutet, dass die Funktion @.(x, ;1) gegen unendlich strebt, wenn
mindestens eine der Ungleichungen ¢;(x) aktiv wird, ¢;(x) = 0.

Ve € int(X):  P.(x,u) < o0 (4.18)
mlg@)%(%#) = 00 (4.19)

Funktionen mit diesen Eigenschaften werden Barrierefunktionen genannt. Ein geeigneter
klassischer Ansatz, der diese Bedingungen erfiillt, ist die logarithmische Barrierefunktion.

Pe(m, ) = —p ) log (ci()) (4.20)

Die Nebenbedingungen werden derart aufgeweicht, dass sie nicht mehr aktiv werden
kénnen. An die Stelle des Problems (P.) tritt das weniger stark restringierte Problem (P,,).

(Pes) min f,,(2) = f(2) = p)_log (ci())
c(x)>0 - (4.21a)
z c R" (4.21Db)
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4.3 Innere Punkte Verfahren

Fiir dieses Problem kann fiir jeden Wert des Barriereparameters p die Losung Z (i) be-
stimmt werden. Ist f,(, p) fiir alle g > 0 streng konvex auf int(X) und ist die Menge X,
der optimalen Losungen beschrinkt, so existiert ein eindeutiger Minimierer Z(u). Das zu-
gehorige vom Schrankenparameter ;¢ abhéngige Minimum des Problems (P, ) bezeichnet
man auch als analytisches Zentrum des Bereichs B = {x € int(X) | f(x) < f(&(n))}-
Da bei Ansetzen einer Nullfolge fiir den Schrankenparameter der Einfluss der Zusatzfunkti-
on abnimmt, wird dann diese Menge B immer kleiner und der Minimierer () nidhert sich
dem Optimalwert des urspriinglichen Problems (P.) immer weiter an. Um diese Annéhe-
rung des Minimierers an die Optimallésung zu beschreiben, definiert man den zentralen
Pfad C:

C: ne(0,00f — x(p) € int(X) (4.22)

Wird fiir jeden Wert o die Losung &(p) des Problems (P.,) bestimmt, so stellt C genau
die Kurve dar, auf der alle diese Minimierer liegen. Der zentrale Pfad ist demnach eine im
strikten Inneren des zuldssigen Bereichs int(X) zentriert verlaufende Kurve von Minimie-
rern Z(u) des Barriereproblems (P.,,), die sich fiir t — 0 entlang des zentralen Pfads der
Losungsmenge beliebig annéhert.

Der zentrale Pfad eines zweidimensionalen Beispiels mit den Variablen z und y ist ver-
anschaulichend in Abb. 4.3 dargestellt. Die Losung des Optimierungsproblems mit der
Zielfunktion f(z,y) liegt in dem gezeigten Beispiel im Koordinatenursprung.

y y c
y(p) |-
I y(p2) 1
Hohenlinien Hohenlinien
von fu(xvyvl'['l) von fu(xvyvuZ)
T bl (E i = x
z(p1) x(p2)

Abbildung 4.5: Hohenlinien von f,(x,y, po) und f,(x,y, p1) mit o < 1y
Die Innere Punkte Methode eignet sich besonders fiir regulére, konvexe Optimierungspro-

bleme, da dann wie gezeigt die KKT hinreichend ist, und die Sattelpunktbedingung (4.15)
auf das Barriereproblem (P.,) angewendet werden kann.
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5 Anwendung der Innere Punkte
Verfahren fiir Einspieluntersuchungen

Zur Losung konvexer nichtlinearer Optimierungsprobleme ist die Innere Punkte Methode
weit verbreitet, und sie ist bereits in verschiedenen Software Paketen implementiert worden,
wie zum Beispiel IPOPT [88, 128-130], LOQO [13, 42, 122, 124] und KNITRO [19, 132, 143].

Diese Codes haben bereits ihre jeweiligen Fahigkeiten unter Beweis gestellt, wie u.a. in den
vergleichenden Studien [14, 80] gezeigt wird. Dennoch sind sie bisher nur selten im Bereich
der Direkten Methoden angewendet worden, wie z.B. IPOPT in [85].

Dariiber hinaus fanden in den letzten Jahren basierend auf [10, 26] Algorithmen Anwen-
dung im Bereich der Direkten Methoden, die auf second order cone programming (SOCP)
aufbauen. Dabei wurde vor allem das Programm MOSEK [9] in [17, 60, 70, 118] sowie die
Codes sEnpUMI [115] und sDPT3 [119] in [84] verwendet.

Eine alternative Moglichkeit zur Verbesserung der numerischen Prozedur besteht darin,
nicht die Losungsstrategie des Optimierungsproblems zu verfeinern sondern die vorgeschal-
tete Strukturanalyse. Dieser Ansatz wurde vor allem bei Formulierungen verfolgt, die nicht
auf der Standard Finite Elemente Methode (FEM) basieren. Beispielsweise wurde in [65]
die symmetrische GALERKIN Randelemente Methode verwendet, wihrend in [63] die netz-
lose, elementfreie GALERKIN-Methode benutzt wurde. Nicht-Standard FEM fanden unter
anderem Anwendung in [64, 117] fiir zellenbasierte geglittete Elemente beziehungsweise
fiir kantenbasierte geglattete Elemente.

In jedem Fall ist die Anwendung geeigneter numerischer Werkzeuge zur Losung von nicht-
linearen Optimierungsproblemen von grofler Bedeutung fiir Berechnungen im Bereich der
Direkten Methoden. Da sich auflerdem nicht alle Problemklassen von Traglast- und Einspie-
lanalysen als socp formulieren lassen und zum Zweck einer verbesserten Leistungsfahig-
keit durch auf das spezielle Problem zugeschnittene Losungsmethoden, wurden mehrere
unabhéngige Innere Punkte Algorithmen entwickelt, u.a. [58, 61, 91, 92, 125-127].

Fast alle der genannten Arbeiten sind der Traglastanalyse gewidmet, und der Einspielana-
lyse ist wenig Aufmerksamkeit geschenkt worden. Deshalb ist der Innere Punkte Algorith-
mus IPDCA in [1, 2, 47] besonders hervorzuheben, der erfolgreich auf Einspielprobleme mit
entweder einer oder zwei variierenden Lasten angewendet worden ist. Dieser Algorithmus
basiert einerseits auf dem Innere Punkte Verfahren und andererseits auf der DC-Zerlegung,
wie sie in [6-8] vorgestellt wird, mit deren Hilfe auch nicht-konvexe Probleme gelost werden
kénnen.

Auf diesem Programm 1PDCA fundiert auch die Formulierung des in [107-109] vorgestellten
neuen Innere Punkte Algorithmus 1PSA, der sich besonders durch eine sehr problemnahe
Losungsstrategie fiir VON MISES-Materialien auszeichnet. Mit diesem Algorithmus ist auch
die Analyse von Einspielproblemen mit mehr als zwei variierenden Lasten moglich.
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5.1 Reformulierung des Optimierungsproblems fiir Einspieluntersuchungen

5.1 Reformulierung des Optimierungsproblems fiir
Einspieluntersuchungen

In Kapitel 3.2.3 wurde mit (3.55) bereits das aus dem Einspieltheorem resultierende Op-
timierungsproblem (Pj%4) formuliert.

(PIPDCA) IflaXO‘ .
A-u'+B-v—ab=0
uiJrl = ’U,i —Oé’yi ) Vr e [LNG] )
Huﬂ‘z — 20% <0, Vrell,NG],

. ; -1 . .
wobei: Al =LT.-T . (af’ﬂ _ o.f,ﬁl)

€[1,NC —1]

vj
Vi € [1, NC|

Zugunsten einer iibersichtlichen Darstellung werden folgende Abkiirzungen verwendet.

n=(5NC+1)-NG+1 (5.1)
mg =my +5NG - (NC — 1) (5.2)
— NC - NG (5.3)
m=mg+my (5.4)

T = [u%,u%,...,uf;,.. , UG, v, a]T eR" (5.5)
c/(x) =207, — Hui”i e R™ (5.6)

Das Problem wird in der abgekiirzten Form mit (Pp) bezeichnet. Es besteht aus mpg
Gleichungsrestriktionen (5.7a), m; Ungleichungsrestriktionen (5.7b) und n Variablen, die
im Losungsvektor @ zusammen gefasst werden.

(Prp) min f(z) = —a
A-x=0 (5.7a)
ci/(x) >0 (5.7b)
xeR" (5.7¢)

Die Koeffizientenmatrix A € R™#*™ in (5.7a) ist in Abb. 5.1 schematisch dargestellt.

A0 0| B| —b [3NK-NBC

1
A= N &

—1
7 |5NG(NC - 1)

+1 “NC—1

— Y NG
5NG 5NG 5NG NG 1
5NG-NC

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Matrix A
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5 Anwendung der Innere Punkte Verfahren fiir Einspieluntersuchungen

Die Zielfunktion des Optimierungsproblems f(x) = —a und die Gleichungsrestriktionen
sind linear, und die Ungleichungsrestriktionen, die die FlieBbedingung repréasentieren, sind
nichtlinear konkav.

Da die Gleichungsrestriktionen auflerdem affin-linear sind und mindestens ein innerer
Punkt & mit der folgenden Eigenschaft existiert, ist die SLATER-Bedingung erfiillt.

Ai=0 A ¢(@)>0 (5.8)

Das Optimierungsproblem ist deshalb konvex und regulér.

5.2 Das Karush-Kuhn-Tucker-System des
Einspielproblems

Bevor die KKT auf das aus dem FEinspieltheorem resultierende Optimierungsproblem an-
gewendet wird, wird das Problem (P;p) noch durch Einfithren der Schlupfvariablen y, z
und w modifiziert.

(P[p)* min f(:r:)

A-xz=0 (5.9a)
cilk)—w=0 (5.9b)
r—y+z=0 (5.9¢)
w>0,y>0,2>0 (5.9d)
Durch das Einfiithren der Schlupfvariablen w werden die Ungleichungsrestriktionen (5.7b)

des urspriinglichen Systems (Prp) in die Gleichungsrestriktionen (5.9b) iiberfiihrt. Die Va-
riablen y und z sind erforderlich, um die freie Variable & € R™ in (5.7¢) zu beherrschen.
Die Unbeschrénktheit des Losungsvektors kann ansonsten zu numerischen Instabilitdten
fithren, wie sie in [79, 123] beschrieben werden.

Die daraus resultierenden Ungleichungen fiir die Schlupfvariablen (5.9d) werden wie in
Kapitel 4.3 als Zusatzterme in die Zielfunktion injiziert. Die Zielfunktion f(x) geht dadurch
in die Barrierefunktion f,(x,y, 2, w) iiber.

oty w) = £(@) | Y losto) + Y 0w + Y logtwy)| (.10

Das Problem kann dann wie folgt formuliert werden.

(P,) minf,(x,y, 2z w)

A-z=0 (5.11a)
cilx) —w=0 (5.11b)
r—y+2z=0 (5.11c)
w>0,y>0,2>0 (5.11d)

Die zugehorige LAGRANGE-Funktion kann in der folgenden Form angegeben werden.

L=fuzy zw)—Ag-(A-x) = A (¢f(x) —w) —s- (. -y +2), (5.12)
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5.2 Das KARUSH-KUHN-TUCKER-System des Einspielproblems

wobei Ap € R™?, A; € R} und s € R"} die LAGRANGE-Multiplikatoren sind. Da es sich
um ein reguldres konvexes Optimierungsproblem handelt, ist die Sattelpunktbedingung
(4.15) hinreichend fiir die Losung des Problems.

VL=V, f(x)— AT - Ap—CT(x) A\ —5=0 (5.13a)
V,L=-pY ' et+s=0 (5.13b)
VL=-pnZ"'e-5=0 (5.13¢)
Vol=—pW' et =0 (5.13d)
VuL=—(A-2)=0 (5.13e)
ViL=—(ci(x) —w)=0 (5.13f)
VL=—(x—y+2)=0 (5.13g)

wobei: Ci(x) =c/(x)V, € R™M*" (5.13h)

Hier und im Folgenden bezeichnen wir den Einsvektor in passender Dimension mit
e=[1,1,...,1]7 und die Matrizen Y = diag(y;) € R™", Z = diag(z;) € R"*" und
W = diag(w;) € R™>™1.

Um wéhrend der Iteration Konsistenz zu gewéhrleisten, wird die neue Variable r in die
Gleichung (5.13c) eingefiihrt, wie es in [1] vorgeschlagen wird. Da beide Variablen 7 und s
per Definition komponentenweise nicht-negativ sein miissen, werden sie dadurch im Itera-
tionsverlauf gezwungenermaflen zu Nullfolgen.

r=—s (5.14)

Desweiteren werden die drei Gleichungen (5.13b)—(5.13d) mit den Matrizen Y, Z und W
multipliziert. Wie zuvor definieren wir S = diag(s;), R = diag(r;) und A; = diag(Ar ;).

—ne+Y - -S-e=0 (5.15a)
—pne+Z-R-e=0 (5.15b)
—pe+W-Ar-e=0 (5.15¢)

Unter Beriicksichtigung von (4.12a) ist ersichtlich, dass es sich bei diesen Gleichungen
um die Bedingungen fiir komplementédren Schlupf eines durch den Barriereparameter p
gestorten Systems handelt. Das resultierende System der Optimierungsbedingungen kann
in der Funktion F',(IT) zusammen gefasst werden, wobei IT = [z, y,z,w, Ag, A7, s, 7|T
der Vektor aller auftretenden Variablen ist.

~V.f(®)+ A" - Ag+CT(x) - A\ + s
ne—Y -S-e
ne—2-R-e
pe—W . -A;-e

F,(IT) = -V, L = — e —=0 (5.16)

c/(x) —w

r—Y+=z

r+s
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5 Anwendung der Innere Punkte Verfahren fiir Einspieluntersuchungen

5.3 Losung des Gleichungssystems

Das nichtlineare Gleichungssystem (5.16) wird mithilfe des NEWTON-Verfahrens gelost.
Die Schrittwerte AITy im Iterationsschritt k£ + 1 werden aus den im vorherigen Iterations-
schritt k£ bestimmten Werten IT; berechnet.

J(IT,) - AIT, = =V L(IT},) (5.17)
wobei: J(Hk) = Vnﬁ(ﬂ) VH
I1=I1;

Die JAcoBI-Matrix J (IT) der Funktion F',(IT) aus (5.16) kann wie folgt ausgedriickt wer-
den, wobei im Folgenden zugunsten einer iibersichtlichen Darstellung auf die Indizierung
mit tiefgestelltem k verzichtet wird.

vic o o o -A" —Cl(x) -I, O
0 S 0 0 o0 0 Y 0
0 0 R 0 O 0 0 Z
7T = 0 0 0 A; O W 0 o0 (5.18)
-A 0 0 o0 © 0 0 o0
—Ciz) 0 0 I, O 0 0 o0
-1, I, -I, 0 O 0 0 o0
0 0 0 0 O 0 -1, I,

Das Gleichungssystem wird durch sukzessive Elimination solcher Gleichungen kondensiert,
die Diagonalmatrizen enthalten, welche trivialerweise invertierbar sind. Die folgenden Va-
riablen werden durch Substitution eliminiert.

As = —E1 : b1 — E1 - Az (519)
Ay = pS 't e-y-Y -S' As (5.20)
Ar = —r—s—»As (5.21)
Az = uR'e-2—-Z-R "' Ar (5.22)
Aw = pA;'-e—w—Ey A\ (5.23)
wobei: by = z+z+pu(R'—S") e+R "' - Z- s (5.24)
E, = (S'"Y+R' 2)" (5.25)
E, = W-A/! (5.26)
Das kondensierte System ist gegeben durch:
—(V2L+E,) A" Cj(=) Ax d,
A 0 0 | AXg | = | do (5.27)
Ci(x) 0 E, AN ds
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5.3 Losung des Gleichungssystems

Die rechte Seite dieses Systems ergibt sich wie folgt.

d = V,flx)— A" Ag—CT(x) - A\f—s+E,-b (5.28a)
d, = -A-x (5.28b)
d; = —ciz)+uA;'-e (5.28¢)

Unter Beriicksichtigung der Definition (5.12) der LAGRANGE-Funktion £ und ihres Gra-
dienten V,L£ nach x in (5.13a) sowie der Tatsache, dass die Zielfunktion f(a) linear ist,
lisst sich die HESSE-Matrix V2L nach @« folgendermafien angeben.

my

Viﬁ = —Vi (C[(ID) . )\1) = — Z (Vi C[Jg(.’lj)) )\I,k = QI()\[) (529)

k=1

In [1, 2] wird auf Basis von [6-8] eine DC-Zerlegung durchgefiihrt, wodurch die Zielfunk-
tion f(x) in zwei konvexe Funktionen g(x) und h(x) zerlegt wird, f = g — h. Darauthin
wird der konkave Anteil —h linearisiert. Entsprechend wird dort die HESSE-Matrix V2L
der LAGRANGE-Funktion nach & mit G(x) angegeben, obwohl diese Abhéngigkeit von
fiir Einspielprobleme nicht vorhanden ist.

Setzt man auflerdem die FlieBbedingung nach voN MISEs (5.6) voraus und verwen-
det die Formulierung (3.55) fiir das Optimierungsproblem (P#%), dann ist die Matrix
Q;(A;) € R" nur im Bereich i, j € [1,5m] besetzt, wihrend im Bereich 7, j € [5my, n] alle
Eintrdge null sind. Bei dieser Formulierung befinden sich alle Eintriage, die nicht null sind,
auf der Hauptdiagonalen. Sie konnen wie folgt berechnet werden.

for (i € [1,my]) - { for(j € [1,5]): Q54+ 4] =2 A/[i] } (5.30)

Mit den Gleichungen (5.16) und (5.17)-(5.29) ist das zu losende linearisierte Gleichungs-
system eindeutig definiert. Um die Schreibweise zu vereinfachen, wird nun noch wie folgt
zusammen gefasst.

A

A= e R ‘AT = [AT| Cilw)] € m (5.31a)
C[(a,‘)
0 0

F = e R 'E = —[Q,(\) + Ey] € R™ (5.31b)
0 E,
d AXg

‘dy = cR™ AX = cR™ (5.31c)
ds AN

Dieses Zusammenfassen fiihrt auf das folgende System.

—*F *AT Az d1
: - (5.32)
*A F AX d,
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5 Anwendung der Innere Punkte Verfahren fiir Einspieluntersuchungen

5.3.1 Regularisierung des Gleichungssystems

Um das linearisierte Gleichungssystem (5.32) mithilfe einer CHOLESKY-Zerlegung 16sen zu
konnen, miissen die beteiligten Matrizen bestimmten Anforderungen geniigen. Um diese
untersuchen zu konnen, werden in Anlehnung an [121] die folgenden Begriffe definiert:

e Eine symmetrische Matrix K wird als quasidefinit bezeichnet, wenn sie die folgende
Form aufweist:

-E AT
K= = 7 (5.33)
A F
wobei: E c R™", F € R™" : positiv definit

A € R™" : voller Rang

e Eine symmetrische Matrix K heifit faktorisierbar, wenn eine Diagonalmatrix D und
eine untere Dreiecksmatrix L existieren, sodass:

K=L-D-L" (5.34)

e Eine symmetrische Matrix K heifit stark faktorisierbar, wenn dariiber hinaus fiir jede
Permutationsmatrix P eine Faktorisierung existiert, sodass:

P K- P'=L-D-L" (5.35)

In [121] zeigt VANDERBEI, dass jede quasidefinite Matrix K stark faktorisierbar ist. Ent-
sprechend ist fiir jede symmetrische Matrix K, die in der Form (5.33) angegeben wer-
den kann, eine CHOLESKY-Zerlegung méoglich. Wenn die kinematischen Randbedingungen
beriicksichtigt werden und die zugehorigen Nullzeilen gestrichen werden, dann hat die Ma-
trix *A vollen Rang. Weitere Anforderungen werden an diese Matrix nicht gestellt.

Kann dartiber hinaus sicher gestellt werden, dass die beiden Matrizen *E und *F in (5.32)
positiv definit sind, dann ist die Koeffizientenmatrix M des Systems stark faktorisierbar.
Ansonsten kann die Matrix M derart gestort werden, dass die modifizierte Matrix M die-
ser Bedingung gentigt. Dafiir werden die primale und die duale Regularisierungsmatrix R,
und R, eingefiihrt.

5 —E  *AT R, 0
M = + (5.36)
‘A *F 0 Ry

Dabei sind die Regularisierungsmatrizen R, und R, diagonal, und die Zahlenwerte miissen
grof genug sein, damit die gestorten Matrizen (*E + R,) und (*F + R,;) auch unter
Beriicksichtigung von Rundungsfehlern garantiert positiv definit sind. Andererseits sollten
die Zahlenwerte so klein wie moglich gewéhlt werden, damit der Einfluss der Storgréfien
nicht zu grofl wird.

Es existieren verschiedene Ansitze zur Regularisierung [5, 42, 102, 103]. SAUNDERS und
TOMLIN fiihren in [102, 103] die Matrizen R, = v*I,, und R, = 6°I,, mit festen Werten
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5.3 Losung des Gleichungssystems

und ¢ ein, bevor die Faktorisierung durchgefiihrt wird. Alternativ kénnen die Regularisie-
rungsmatrizen auch dynamisch wihrend der Faktorisierung angepasst werden, wie in [5]
gezeigt. In der Implementierung von 1PDCA durch AKOA [1, 2] wird keine primale Regu-
larisierung verwendet. Fiir die duale Regularisierung verwendet AKOA die folgende vom
LAGRANGE-Multiplikator A abhéngige Formulierung.

for (i € [j,mg]) : RY[j] = max {106; %} (5.37)

wobei:  normr = max{ A -zl [cri(z)] falls cri(x) < O}

Das regularisierte System ist dann gegeben durch:

—(Q;+ E) A" C?(”/’) Ax d,
A RY 0 | AXg | = | ds (5.38)
Ci(x) 0 E, AN, ds

Da alle Ungleichungsrestriktionen ¢y () konkav sind, sind die zugehérigen HESSE-
Matrizen V2 crr(x) per Definition negativ semidefinit. Das gilt auch bei Multiplikation
mit A7y, da diese LAGRANGE-Multiplikatoren nicht-negativ sein miissen. Die Matrix Q;
wird nach (5.29) aus den negativen HESSE-Matrizen —V2 ¢y () zusammen gesetzt und
muss daher positiv semidefinit sein.

Die Multiplikatoren r und s sowie die Schlupfvariablen y und z sind a priori positiv. Des-
halb sind alle Eintrége der Diagonalmatrix E; nach (5.25) positiv. Daher ist die Matrix *E
auch ohne Einfithrung einer Stérgréflie positiv definit, und die primale Regularisierung ist
nicht erforderlich. Diese stabilisierende Wirkung ist der Grund fiir die Einfithrung der
Schlupfvariablen. Allerdings muss bei grofler werdenden y und z und gegen null streben-
den r und s im Iterationsverlauf gewihrleistet sein, dass diese Eigenschaft nicht durch
Rundungsfehler beeintrachtigt wird.

Da auch die LAGRANGE-Multiplikatoren Ay und die Schlupfvariablen w positiv sind, ist
die Diagonalmatrix E5 nach (5.26) ebenfalls nur mit positiven Werten besetzt. Die duale
Regularisierung mit R} in (5.38) ist deshalb ausreichend, um sicher zu stellen, dass die
gestorte Matrix positiv definit ist.

5.3.2 Varianten zur Reduktion des Gleichungssystems

Das kondensierte Gleichungssystem (5.27) kann durch Elimination der dritten Zeile und
Spalte der Koeffizientenmatrix weiter reduziert werden. Dafiir wird AX; substituiert:

AX; = E;' - (ds — C; - Ax) (5.39)

Nach Substitution von (5.39) in die erste Zeile ergibt sich das folgende System.

-H AT Ax Jl
: — (5.40)
A 0 AXg dy
wobei: H:QI—FEl—'—C?EQ_lC[

d =d, - Cl E;'-ds
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5 Anwendung der Innere Punkte Verfahren fiir Einspieluntersuchungen

s 5NG

X% NG+1
X
X

5NG NG+1

Abbildung 5.2: Belegungsstruktur der Matrix H

Die Matrix H ist durch den zusitzlichen Anteil CT . E;'- C; etwas voller belegt als
die Diagonalmatrix *E des urspriinglichen Systems. Im Bereich i € [1,5 NG| umgeben die
Eintrédge die Hauptdiagonale blockweise in 5 x5 Blocken, Abb. 5.2. Da der zusétzliche Term
eine quadratische Form hat und die Diagonalmatrix E,' ausschlieflich positive Werte
beinhaltet, ist die Matrix H positiv definit, wenn *E positiv definit ist.

Wie in Abb. 5.2 gezeigt, befindet sich in der rechten unteren Ecke der Matrix H ein
diagonaler Teil H .

- H, 0 ’ H,, € RVGHDXNGH) . giqg (5.41)
0 H’UO(

Entsprechend werden der Losungsvektor Az und der Vektor d; der rechten Seite genauso
wie die Matrix A in analoger Weise aufgespalten.

Au - a [ oar
Az = Cd=| Y], A= [Au Am} . AT = (5.42)
Av, d. "

Mithilfe der Gleichungen (5.41) und (5.42) kann die Variable Aw,, eliminiert werden.
Av, =—H, - (d — Al - AXg) (5.43)

Schliefflich erhélt man das folgende Gleichungssystem, das in jedem Iterationsschritt gelost
werden muss.

~-H, Al Au dy
wobei: K,,= A, - H;al . A;];a

J2 :d2+Ava'H;o}'lea

Es ist bemerkenswert, dass die beschriebenen Umformungen die Dimension des Problems
gegeniiber der urspriinglichen Formulierung deutlich reduzieren. Dariiber hinaus ist die
eingefithrte Matrix K ,, symmetrisch und positiv definit, da es sich um eine quadratische
Form mit positiv definiter Diagonalmatrix H,_ handelt. AuBerdem ist bereits gezeigt
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5.4 Modifizierte Formulierung des Optimierungsproblems

worden, dass die Matrix H, positiv definit ist. Bei dem modifizierten System (5.44) entfillt
deshalb sowohl die primale als auch die duale Regularisierung.

Diesen positiven Aspekten steht der Nachteil gegeniiber, dass es abhéngig von der Struktur
der Matrix A, passieren kann, dass die Matrix K, relativ dicht besetzt ist. Obwohl die
Koeffizientenmatrix von (5.44) auch in diesem Fall insgesamt immer noch diinn besetzt ist,
kann die Dichte von K, zu einer verminderten Effizienz des Losungsalgorithmus fithren.
Ob die beschriebenen Umformungen tatséchlich zu einer hoheren Leistungsfahigkeit des
Losers fiihren, ist deshalb abhéngig von der Struktur des jeweils betrachteten Problems.

5.4 Modifizierte Formulierung des Optimierungsproblems

Die folgende modifizierte Formulierung des Optimierungsproblems fiir Einspieluntersu-
chungen ist bereits in [107, 109] angegeben worden. Die dort vorgeschlagene Modifikation
dient zur Reduktion der Dimension des in Kapitel 3.2.3 formulierten Problems (Pik4).

(P}}%CA) max o

Au'+B-v—ab=0 (5.45a)
w =ul —a~l, Vrell,NG], Vjel,NC—1] (5.45b)
[ul]l5 — 202, <0, ¥re[l,NG], Vj € [1, NC] (5.45¢)
wobei:  ~ = L* - T (of7 — ol ™ (5.45d)

In Gleichung (5.45b) wird der Zusammenhang zwischen den Variablen u/™' der Lastecke
j + 1 und den Variablen u/ der vorhergehenden Lastecke j hergestellt. Stattdessen werden
nun alle /™ in Abhiingigkeit der Variablen u! der ersten Lastecke bestimmt, wobei die
Wahl der ersten Lastecke beliebig ist.

Wt =ul —a LT T (P! — o), Vre[1,NG], Vje[1I,NC —1]  (5.46)

Mithilfe von (5.46) werden die Bedingungen (5.45b) aus dem System eliminiert, indem
sie in die Fliebedingung (5.45¢) substituiert werden. Daraus resultiert das reduzierte Sy-
stem (Prpsa).

(Pipsa)  min f(x) = —«
A-w'+B-v-ab=0 (5.47a)
|ul - aail;—20%, <0, ¥re[L,NG], ¥j € [INC]  (547h)
WObei: G,'Z, — LT . Til . (o-fvl _ 0'57‘7)

Das reduzierte Optimierungsproblem (Pjpgs) kann genau wie das urspriingliche Pro-
blem (P}k.4) in Abschnitt 5.1 behandelt werden. Der Ubersichtlichkeit halber wird dabei
u, = u! bezeichnet und auf die Indizierung verzichtet. Der Losungsvektor &’ kann dann
folgendermaflen geschrieben werden.

x'=[u, ..., U, ..., ung, v, o]t € RONCH (5.48)

Es werden die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt.
A = [A ‘ B‘ —b} (5.49)

c;(z') = 2052/77,—“1;71"—@(1?;“; (5.50)
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5 Anwendung der Innere Punkte Verfahren fiir Einspieluntersuchungen

Damit kann das System auf die folgende zu (5.7) dquivalente Form gebracht werden.

(Pp) min f (z') = —a
A2’ =0 (5.51a)
ci(xz') >0 (5.51Db)
x' €R" (5.51¢)

Die Anzahl der Variablen wird auf n = 6 NG + 1 reduziert, wie sie auch das urspriing-
liche Problem (Ppseian) besitzt. AuBerdem wird die Anzahl der Gleichungsrestriktionen
auf mp = m}, gesenkt. Durch die beschriebene Umformung wird die FlieSbedingung (5.51b)
geringfiigig komplexer, aber die Konvexititseigenschaften werden nicht beeinflusst.
Aquivalent zu (5.27) wird das resultierende Gleichungssystem wie folgt geschrieben.

—-(@Q/+E) (A ()" Az d,
C! 0 E, A ds

Die Belegungsstruktur der Matrix Q; wird dadurch veréindert, da die Ableitung der Un-
gleichungsrestriktionen nach a Eintrige in der letzten Zeile und der letzten Spalte liefert.

X by
, | 5NG
Q[I X X
X b
NG
XX ... XXX X 1
5NG NG 1

Abbildung 5.3: Belegungsstruktur der modifizierten Matrix Q;

Wie in Kapitel 5.3.2 gezeigt, kann auch fiir dieses System die dritte Zeile und Spalte
eliminiert werden, indem AMA; substituiert wird.

AX; = E;' (ds — C - Ax) (5.53)

Nach der Substitution von (5.53) ergibt sich das folgende System.

~H' A" Ax d,
. = (5.54)
A’ 0 AXg dy
wobei: H =Q;+E, + (C’I/)T CE;'-Cy

di=d,—(C)H" E;"dy
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5.4 Modifizierte Formulierung des Optimierungsproblems

Mit der gleichen Begriindung wie vorher fiir die Matrix H kann gezeigt werden, dass
auch die Matrix H' positiv definit ist. Die in Abb. 5.4 dargestellte Belegungsstruktur ist
aufgrund der Eintrdge in der letzten Zeile und der letzten Spalte etwas komplexer, die
Matrix ist aber noch immer sehr diinn besetzt.

5 5 Xi
5 X
s | 5NG
HI: 5 5 X
5 X
X
XX
x| | NG
K-~ XXX X 1
5NG NG 1

Abbildung 5.4: Belegungsstruktur der modifizierten Matrix H'

Beriicksichtigt man diese Verinderung der Matrix H', kann die Vorgehensweise aus Ab-
schnitt 5.3.2 hier ganz analog angewendet werden. Die Matrix H' wird wie folgt aufge-
spalten.

H, 0 h
H=| o H, 0 |, H,cRY>: diag (5.55)
" 0 H,

Entsprechend werden der Losungsvektor Ax und der Vektor Jl/ der rechten Seite genauso
wie die Matrix A in analoger Weise aufgespalten.

Au d, AT
A= | av |, di=|d |, A=|AlAe]. AT=| a7 (5.56)
A« d; al

Mithilfe der Gleichungen (5.55) und (5.56) kann die Variable Av eliminiert werden.
Av=—H,"(d — Al AXp) (5.57)

SchliefSlich erhélt man das folgende Gleichungssystem, das in jedem Iterationsschritt gelost
werden muss.

~-H, -h Al Au d;
~-h" —-H, al |- A« =1 d; (5.58)
A, a, K, AXg d,
wobei: K,=A, H' AT
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5 Anwendung der Innere Punkte Verfahren fiir Einspieluntersuchungen

Wie auch schon in Abschnitt 5.3.2 angesprochen wurde, fithren die beschriebenen Umfor-
mungen zwar zu einer drastischen Reduktion der Dimension des Problems. Allerdings kann
es je nach Problemstellung zu einer relativ dicht besetzten Matrix K, fithren. Dariiber hin-
aus kann sich das Gleichungssystem wéahrend der Iteration als sehr schlecht konditioniert
herausstellen. Wie bereits in [109] gezeigt wurde, ist es in diesem Fall dennoch méglich,
die Konditionierung manuell zu verbessern und damit relativ gute Ergebnisse zu erhalten.
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6 Aspekte der numerischen Umsetzung

Die im vorigen Kapitel 5 beschriebene Losungsstrategie wurde in dem Algorithmus 1PSA in
Standard C implementiert. Hierbei handelt es sich um ein eigenstédndiges, vollstdndig neu
codiertes Programm, das nur in der Grundstruktur an den Code IPDCA angelehnt ist.

In diesem Kapitel werden die wesentlichen numerischen Gesichtspunkte ercrtert, die ei-
nerseits notwendig sind, um die Konvergenz des Algorithmus zu gewéhrleisten, und die
andererseits zu einem moglichst effizienten Programmablauf beitragen sollen. Einige der
hier prasentierten Aspekte wurden bereits in [107-109] vorgestellt.

Der Modus operandi des Algorithmus wird in Abb. 6.1 veranschaulicht, [108].

Initialisierung:
* elast. Spannungen Lése KKT
» C-Matrix

* Transformation

update Dampfe mit
Barriereparam. Nicht-Negativitat

f update KKT
7 Abbruchbed.
= aulere lter. 4
t NEIN
update Abbruchbed.
Variablen innere lter.

Abbildung 6.1: Skizze des Modus operandi des Algorithmus

Dampfe mit
Linesearch

Es existieren zwel Iterationsschleifen:

e Die duflere Iteration stellt die Hauptschleife dar, bei der der Barriereparameter u
in jedem Iterationsschritt der Update-Regel folgend reduziert wird. Dadurch wird pu
im Verlauf des dufleren Iterationsprozesses zu einer Nullfolge.

e Die innere Iteration ist die Nebenschleife, mit deren Hilfe sicher gestellt wird,
dass die Ndherungslosung des linearisierten Gleichungssystems die KKT-Bedingungen
hinreichend genau erfiillt.

In der Literatur wird teilweise die innere Schleife als nicht notwendig bezeichnet, und sie
wurde entsprechend in der urspriinglichen Version von IPDCA nicht implementiert. Setzt
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6 Aspekte der numerischen Umsetzung

man voraus, dass die Ungenauigkeit der Losung des linearisierten Systems durch den fort-
laufenden Iterationsprozess aufgefangen werden kann, erscheint diese Annahme auch sinn-
voll. Nichtsdestotrotz gibt es keine Garantie fiir die Giiltigkeit dieser Voraussetzung Die
innere Iteration kann gegebenenfalls einfach dadurch ausgeschaltet werden, dass die maxi-
male Iterationszahl auf den Wert 1 gesetzt wird. Eine Alternative zu der hier verwendeten
inneren Iteration stellt das ebenfalls weit verbreitete Predictor-Corrector-Verfahren von
MEHROTRA [73] dar. Fiir Details und eine kritische Betrachtung dieses Verfahrens wird
auf [20, 21] verwiesen.

Unabhéngig davon kann es passieren, dass der volle Newtonschritt AIT berechnet nach
(5.17) zu grof ist und geddmpft werden muss. Das wird durch eine Linesearch-Prozedur
erreicht, die im Prinzip eine dritte Iterationsschleife darstellt.

6.1 Eingaberoutine des neuen Lésers

In diesem Abschnitt wird die Routine beschrieben, die die Eingabedaten fiir den neuen
Loser 1PSA liefert. Um die Effizienz dieser Eingaberoutine zu demonstrieren, wird sie mit
der von IPDCA verglichen, die in Abb. 6.2 gezeigt wird.

inputfile.inp UEL
ANSYS

(GUI)
contraintes
ANSYS f

CMAT
CONST-A transfpb.c
IPDCA

stressV1.txt
stressV2.txt

analys.txt

- @ T @D 3 @ «Q

scalf.txt

Abbildung 6.2: Eingaberoutine fiir IPDCA

Mit der kommerziellen FEM-Software ANSYS werden die elastischen Spannungen bestimmt
und in Dateien stress-ansys.txt gespeichert, die mit dem Code contraintes,ANSYS.f um-
formatiert werden miissen. Auflerdem wird die Eingabedatei inputfile.inp generiert, die
notwendig ist, um mit der benutzerdefinierten Subroutine UEL die C-Matrix auf Elemen-
tebene in der Datei cmatriz.tzt zu bestimmen. Dariiber hinaus miissen die Dateien ana-
lys.txt, geom.tat und scalf.txt manuell angelegt werden. Die so generierten Daten werden
mit dem Code generer.f umformatiert, wobei besonders der Ubergang der C-Matrix auf
die Systemebene rechenaufwendig ist. Zuletzt muss das Programm transfpb.c ausgefiihrt
werden, um das endgiiltige Input fiir IPDCA zu erhalten.

Wie man aus Abb. 6.3 ersehen kann, ist die Eingaberoutine fiir IPSA vergleichsweise einfach.

Alle Schritte des Umformatierens sind hier Bestandteil des Hauptprogramms und miissen

nicht vom Benutzer durchgefiihrt werden. Dadurch wird die Rechenzeit minimiert, da keine
umformatierten Daten mehr ausgeschrieben und eingelesen werden miissen. Dariiber hinaus
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6.2 Prékonditionierung

inputfile.inp
neuer

Loser

ANSYS
(GUI)

tragt das neue Schema zum Aufbauen der Systemmatrizen zur Reduktion der CPU-Zeit
bei, das mit der neuen Beschreibung des Lastraums einhergeht, siche Kapitel 3.2.1 und 9.

stress-ansys.txt

Abbildung 6.3: Eingaberoutine fiir IPSA

6.2 Prdakonditionierung

Zur Stabilisierung der Prozedur und fiir eine weitere Minimierung der Rechenzeit ist es
sinnvoll, die Koeffizientenmatrix des KKT-Systems zu untersuchen. Viele Autoren haben
sich mit dem Thema der Prikonditionierung befasst und es existiert eine Vielzahl an
zugehorigen Techniken, z.B. [15, 41].

Eine wichtige Gruppe davon befasst sich mit der Matrix A der Gleichungsbedingungen.
Da jede Zeile dieser Matrix mit dem Freiheitsgrad eines Knotens assoziiert ist, handelt es
sich um eine Nullzeile, wenn der zugehorige Knoten durch Randbedingungen festgehalten
wird. Diese Nullzeilen werden vor der Rechnung aus der Matrix entfernt.

Im Allgemeinen ist es noch wichtiger, leere Spalten der Matrix zu beseitigen. Da jedoch
die Spalten dieser Matrix in direktem Zusammenhang mit den zugehorigen Spannungs-
komponenten der GAUSs-Punkte stehen, kann es vom mechanischen Standpunkt aus keine
Nullspalten geben. Dennoch wird die Matrix daraufhin iiberpriift, um die Richtigkeit der
Eingabedaten zu gewihrleisten.

6.3 Update-Regel des Barriereparameters

Man kann in der Literatur verschiedene Ansétze fiir Update-Regeln des Barriereparameters
finden. Die einfachste davon hat die folgende Form:

Prr1 = Oy pi; (6.1)

Trotz der Einfachheit dieser Regel ist sie hdufig und erfolgreich angewendet worden, z.B.
in [19, 24, 132]. Eine Erweiterung von (6.1) wurde von WACHTER in TPOPT [128-130]
vorgeschlagen und von AKOA in 1PDCA [1, 2] ibernommen.

fik 41 = max {% Mi“”} (6.2)

Eine weitere Gruppe von Update-Regeln bilden die fortschrittsabhingigen Regeln, wie
sie beispielsweise in [3, 4, 36, 105] Verwendung finden. Diese Update-Regeln werden in
Abhéngigkeit von den skalierten Abweichungen der KKT beschrieben. Basierend auf diesen
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6 Aspekte der numerischen Umsetzung

Formulierungen wird hier die folgende Regel angewendet.

IF (f1; < 0.1 ) : if (i, < 107%) ¢ pugeyr = min {0.85 11,5 10 - (0.85)572 [z, }
else: ftr1 = min {0.85 p; 10 - (0.85)%7 i, }
ELSE:  ju41 = min {0.95 15 10 - (0.95)" i, } (6.3)

1
wobei:  [i; = 7 max { skalierte Abweichungen (u)} und g, = f;
pn=0
Bei den Konvergenzkriterien (6.19a)—(6.19f) stellen die Terme auf der linken Seite genau die
skalierten Abweichungen des aktuellen Iterationsschrittes dar. Daher kann der zugehorige
Maximalwert aus der Berechnung der Abbruchkriterien entnommen werden. Eine zusétz-
liche Berechnung ist nicht notwendig. Wie in [3] vorgeschlagen, wird o = 5 gewéhlt.

6.4 Dampfung des Newton-Schritts

Sobald die Schrittwerte AIT; als Losung des linearisierten Gleichungssystems (5.17) be-
stimmt sind, kénnen die Variablen IT;,; des nachfolgenden Iterationsschrittes k£ + 1 wie
folgt bestimmt werden.

I, =11, + 7Y, AlIl, (6.4)

Hierbei bezeichnet Y, die Diagonalmatrix von Dampfungsfaktoren ;. Diese miissen ein-
gefiihrt werden, weil der Fall eintreten kann, dass der volle NEWTON-Schritt, X, = I, sich
als zu grofl erweist. Der Schritt ist zu grofl, wenn mindestens eine der Nicht-negativitéts-
bedingungen der Schlupfvariablen w, y und z oder der LAGRANGE-Multiplikatoren s, r
und A; verletzt wird.

Im Allgemeinen koénnen sich die Dampfungsfaktoren aller Variablen von einander unter-
scheiden. Es ist jedoch géngige Praxis, sowohl in linearen als auch in nichtlinearen Proble-
men zwei verschiedene Werte ap fiir die primalen Variablen ITp = [z, y, z, w]? beziehungs-
weise ap fiir die dualen Variablen ITp = [Ag, Ap, s, 'r]T zu verwenden. Dafiir werden die
folgenden Werte ap und ap bestimmt, um die Nicht-negativitdtsbedingungen zu erfiillen.

ap = max{d ‘ I + G AIT, > 0; IT = [y,z,w]T} (6.5)

ap = max{@‘ﬂ’bjL@AHBZO; HE:[AI,S,T]T} (6.6)

Um zu gewiéhrleisten, dass es sich bei der berechneten Richtung tatsdchlich um eine Ab-
stiegsrichtung sowohl in den Abweichungen der KKT als auch in der Zielfunktion handelt,
kann eine weitere Dampfung erforderlich sein. In dieser Arbeit wird dafiir eine Linesearch-
Prozedur mit der folgenden /o-Giitefunktion @ durchgefiihrt. Der Term in eckigen Klam-
mern [.] ist optional um gegebenenfalls den MARATOS-Effekt [72] zu vermeiden.

A -x i
@(H) = fu(ma Y, z, w) + % C[(ZE) —w + [(A . iL‘) : AE] (67)
T—Y+=z
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6.5 Update-Regel des Strafparameters

Hierbei bezeichnet vy den Strafparameter, der wenn notig in jedem Iterationsschritt aktua-
lisiert wird, bevor die Linesearch-Prozedur gestartet wird. Mittels der Linesearch wird der
zusatzliche Dampfungsfaktor ar bestimmt. Ausgehend von dem Startwert ar =1 wird
dieser Faktor so lange halbiert wie erforderlich ist, um die ArRMIJO-Bedingung (6.8) zu
erfiillen. Wie in [132] vorgeschlagen, wird diese Bestimmung ausschlieflich in Abhéngig-
keit von den primalen Variablen durchgefiihrt. Es wird 3 = 1072 gesetzt. Auflerdem wird
zur Sicherheit der konstante Faktor ag = 0.995 eingefiihrt.

O(IT +aAIl) < O(II)+ Gad' (IT; AIl) (6.8)
wobei: a = aroglp

Sobald damit a7 bestimmt ist, konnen die beiden Dampfungsfaktoren berechnet werden.

Oép:OéTOé()&p, CYD:(XT()(()&D (69)

6.5 Update-Regel des Strafparameters

Der Strafparameter vg in der Giitefunktion @ wird wenn notig in jedem Iterationsschritt
aktualisiert, wodurch die notwendige Bedingung einer Abstiegsrichtung, &'(IT; AIT) < 0,
erfiillt werden soll. Dafiir wird hier eine neue Update-Regel angegeben, fiir deren Herleitung
zunéchst das totale Differential @'(IT; AIT) betrachtet wird.

Die Giitefunktion @ war mit (6.7) folgendermafien definiert.

O(I) = f(x) — p [Z log(y:) + Y _log(:) ) _log(wy) | +[(A- ) Ae]

F2 LA D)+ erte) w2+ @~y + 2]
Das totale Differential ergibt sich aus
P =V, 0 - Ax+V, D - Ay+ V.0 -Az+V, 0 - Aw+ V,, - AN, (6.10)
mit den folgenden Gradienten:

V.? = V.f+us [AT-(A-:B)+C’T-(c—'w)+(:v—y+z)} — AT Mg (6.11

)

Vo = —uY ' e—vg(x—y+2) (6.12)

V.o = —puZ ' etvg(x—y+2) (6.13)

Vo = —pW™-e—vg(c—w) (6.14)

Vi, = —-A-x (6.15)

Dadurch kann das Differential @" wie folgt angegeben werden.

P’ :fo-Aw—u[Y’I-AerZ’l-AerW’l-Aw} — [(AT-/\E) -m+(A-:B)-AE}
+V@{(A-m)-(A-Aw)+(c—w)-[C’-Am—Afw]+(m—y+z)-(Am—Ay+Az)}
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6 Aspekte der numerischen Umsetzung

Daraus lassen sich die folgenden Definitionen fiir ¢ und &;, ableiten.

¥ = +vp P,

P =V,.f Az —p [Y_1~Ay+Z_1~Az+W_1-Aw} — [(AT~)\E) x+ (A-x)- Ag]
P, =(Az) (A - Ax)+(c—w) [C-Azx—Aw|+ (x —y+2) - (Az — Ay + Az)

Unter Beriicksichtigung des KKT-Systems (5.27) und den entsprechenden analytischen Aus-
driicken (5.19)—(5.23) lassen sich die folgenden Zusammenhénge herleiten:

A-Ax = —-A-x
C-Ax = Aw—(c—w)
(Ax —Ay+Az) = —(x—y+ 2)

AbschlieBend kann mit diesen Relationen @/, zu folgendem Ausdruck transformiert werden,
P,=-[(A-2)+(c—w)’+(x—y+2)] (6.16)

Es gilt @/, < 0 fiir alle IT, weshalb die Bedingung &’ < 0 fiir alle Strafparameter vg erfiillt
ist, die der folgenden Ungleichung geniigen.

(pl
Vo > —af (6.17)
Damit ergibt sich die neue Update-Regel fiir den Strafparameter wie folgt.
i 2
IF (Mpk < Y @_/ k) D Upk = Vo @—/ . ELSE : vgr, = vgp—1 (618)

Der Faktor v, = 10 ist zusétzlich eingefiihrt worden, um Probleme infolge numerischer
Ungenauigkeiten zu vermeiden.

6.6 Konvergenzkriterien

Im Allgemeinen haben Konvergenzkriterien in Innere Punkte Algorithmen die Form
|F'|| < e, wobei sich die Formulierungen in der verwendeten Norm, der Wahl der Toleran-
zen € sowie in der Skalierung unterscheiden. Die Abbruchbedingung ist nur sinnvoll, wenn
eine Skalierung benutzt wird. Andererseits bedeutet die Berechnung von Skalierungsfak-
toren in jedem Rechenschritt einen Zuwachs der Rechenzeit. Um eine Balance zwischen
Praktikabilitdt und Skaleninvarianz zu erreichen, werden [132] folgend Skalierungsfaktoren
verwendet, die allein von den jeweiligen Werten des Startpunktes abhéngen, der mit dem
Index (.)p gekennzeichnet wird.

Die Abbruchbedingung der inneren Iteration muss fiir den festgesetzten Barriereparame-
ter p sicher stellen, dass sich die Losung des linearisierten Gleichungssystems in naher
Umgebung der exakten Losung befindet. Sie wird durch die folgenden Gleichungen (6.19a)—
(6.19f) beschrieben.

IVaf(2) — AT - Xp — CT (@) - Ar — 5| < (6.19a)
max{ e~ Y-S el :lue—Z Reel ;lue—W-Ar-e| b <er (6.19b)
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6.7 Wahl eines geeigneten Startpunkts

Es ist dabei zu beachten, dass diese Bedingungen scheinbar nicht skaliert worden
sind, was daran liegt, dass der zugehorige Skalierungsfaktor ohnehin den Wert 1 hat,
max {1; ]|V, f(@)]} = 1.

|A x|, < max{l;||A- x|} 8£e“s (6.19¢)
ler(®) —wll,, < max{1;ler(zo) — wollo} ™ (6.19d)
|z —y+zl, < max{l;|zo— Yo+ 2o} £, (6.19e)
[r+ sl < max{L;[ro+ solw} £, (6.19f)

Folgende Werte werden fiir die Toleranzen der inneren Iteration verwendet:

e = max {0 p; e — p} (6.20a)
5£e“s = max {0 p; e/} (6.20b)

Hier werden die folgenden Werte fiir die Toleranzparameter gesetzt:
g% = gfeas = ot = 1076 (6.21)

Aulerdem wird € = 1 gewihlt. Setzt man sowohl in den Konvergenzkriterien als auch bei
den Toleranzen p = 0, erhélt man die konsistente Formulierung der Abbruchbedingungen
fiir die dufere Iteration. Zusétzlich wird fiir die &uflere Schleife der skalierte Zuwachs der
Zielfunktion als Abbruchbedingung verwendet, wie in [36] vorgeschlagen.

[f(@) — @D

@)

(6.22)

Zur Stabilisierung der Prozedur v.a. bei Rechnungen ohne Linesearch werden zwei weitere
Abbruchkriterien implementiert. Die Iteration wird abgebrochen, wenn:

e das Vorzeichen von c(x) wechselt. In diesem Fall ist die Losung so grofi geworden,
dass die Fliebedingung nicht mehr erfiillt werden kann.

e der Zielwert « iiber mehrere auf einander folgende Schritte nicht mehr ansteigt. Da
das Problem konvex ist, wird dieser Wert auch dann als Losung betrachtet, wenn die
Konvergenzkriterien noch nicht erfiillt sind.

Zu Beginn der Iteration schwanken die Variablen teilweise stark, bevor sich ein stabi-
les Verhalten zeigt. Die zuletzt genannten Bedingungen sollten in diesem Anfangsbereich
noch nicht aktiv sein. Dariiber hinaus gewéhrleisten diese Kriterien Konvergenz nicht.
Sind die Ergebnisse nicht exakt genug, sollte deshalb eine neue Rechnung mit verscharften
Toleranzen oder verdnderten Parametern durchgefiihrt werden.

6.7 Wahl eines geeigneten Startpunkts

Im Allgemeinen ist die Wahl des Startpunkts ein kritischer Aspekt der Innere Punkte
Methode. Fiir viele Probleme ist es schwierig, einen zuldssigen Punkt zu finden. Soll der
Startpunkt dariiber hinaus gut geeignet sein und sich nahe des zentralen Pfades befinden,
wird das Auswahlverfahren noch anspruchsvoller. Will man nicht durch Ausprobieren den
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6 Aspekte der numerischen Umsetzung

Startpunkt speziell auf das gerade betrachtete Problem anpassen (7Tuning), muss eine
geeignete allgemeine Methode zur Startpunktwahl entwickelt werden.

Ein moglicher Ansatz hierfiir besteht darin, das urspriingliche Optimierungsproblem auf
ein Ersatzproblem mit niedrigerem Rang zu reduzieren, welches mittels der sequentiellen
quadratischen Programmierung sQP gelost wird, [34, 39, 40]. Die Losung des Ersatzpro-
blems wird als Startwert des Ausgangssystems verwendet. Im ungiinstigsten Fall ist aber
das reduzierte Problem nicht viel leichter zu losen als das urspriingliche. Dann ist diese
Methode nicht geeignet.

Eine Alternative besteht darin, die physikalischen Eigenschaften des Problems oder gege-
benenfalls der Problemklasse zu beriicksichtigen (Warm Start). Beispielsweise verwendet
WACHTER [128] fiir die Simulation eines Luftzerlegungsprozesses den Destillatstrom zum
Startzeitpunkt als Startwert der Berechnung.

Bei dem in dieser Arbeit betrachteten Problem ist das Auffinden eines zuléssigen Startvek-
tors x( trivial, da die Gleichungsrestriktionen ein homogenes System bilden. Die mogliche
Losung xy ~ 0 ist allerdings nicht gut zentriert. Als Warm Start ist die Konstruktion
des Vektors x.; aus den elastischen Spannungen besser geeignet. Die restlichen Variablen
werden derart gewéhlt, dass die KKT-Bedingung moglichst gut erfiillt ist.

rog = mel(ael) (623&)

y, = 10%e (6.23b)

zZo = Y, — To (6.23¢)

woy = C[(mo) (623(1)

Apo = 107%e (6.23¢)

A = a (6.23f)
Wy,

ro; = - (6.23g)
20,

s0; = - (6.23h)
Yo,

Die Wahl von y,, ist willkiirlich, es sollte allerdings kein zu kleiner Wert verwendet werden.
Mit Ausnahme von (5.13a) werden mit dieser Wahl alle KKT (5.13) erfiillt. Um auBlerdem
(5.13a) erfiillen zu konnen, miisste der Startwert Ag als Losung des folgenden Systems
bestimmt werden, was sich als sehr aufwendig erweist.

(A : AT) . AE70 =A- [me(a,‘o) — C?(mo) . ALQ — SQ] (624)

Es ist bemerkenswert, dass die Bedingung (5.14) mit positiven r und sq nicht erfiillt wer-
den kann. Diese Bedingung ist dennoch notwendig, um diese Variablen im Iterationsverlauf
zu Nullfolgen zu zwingen.

In seiner Bachelorarbeit! vergleicht DANIEL HOWER diesen Startwert mit dem folgenden

'D. Hower: Startpunkt- Untersuchungen bei Anwendung der Innere Punkte Methode zur Bestimmung von
Einspiellasten, Institut fiir Allgemeine Mechanik, RWTH Aachen
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6.7 Wahl eines geeigneten Startpunkts

in IPDCA verwendeten Startpunkt.

xy = 107%e (6.25a)
Yo = 20ve (6.25b)
zZy — 270’y€ (625C)
wy = 200007 e (6.25d)
AE70 = 20e (6256)
10"
Ao = (6.25f)
Wy ;
107!
Toi: = (625g)
20,i
1072
S0, = (6.25h)
Yo,i

Am Beispiel der Lochscheibe unter biaxialer mechanischer Belastung (Abschnitt 7.1) zeigt
HOWER, dass die Rechenzeit durch die verbesserte Startwertwahl deutlich reduziert werden
kann, Tab. 6.1. Man beachte, dass er dafiir einen Dell Precision T7500 mit Xeon E5620-
Prozessor mit 2400 MHz und 12 GB RAM benutzt, der schneller ist als der in Kapitel 7.1
verwendete PC.

Tabelle 6.1: Vergleich der Ergebnisse mit verschiedenen Startwerten

Startwerte AKOA (6.25) Startwerte HOWER (6.23)

@ iter CPU-Zeit [s] o) iter CPU-Zeit [s] o)

0° 437 59.6 1.7626 | 249 40.0 1.7626
10° 397 55.4 1.6805 | 195 34.9 1.6805
20° 349 50.3 1.6538 | 160 30.2 1.6537
30° 324 47.5 1.6781 | 159 30.2 1.6781
40° 339 49.2 1.7573 | 133 274 1.7572
50° 328 48.1 1.7573 | 127 26.7 1.7572
60° 307 45.6 1.6780 | 141 28.3 1.6780
70° 334 48.5 1.6537 | 144 28.5 1.6537
80° 355 50.9 1.6805 | 165 30.9 1.6805
90° 398 47.9 1.7624 | 237 314 1.7626

Die verbesserte Startpunktwahl fithrt bei diesem Beispiel zu einer Reduktion der Rechenzeit
fiir alle betrachteten Winkel ¢. Bei der grofiten Reduktion bei ¢ = 50° wird die CPU-Zeit
fast halbiert.
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7 Validierung der vorgestellten
Methode an praktischen Beispielen

Der beschriebene Algorithmus 1PSA wird anhand von drei Beispielrechnungen validiert.
Zwecks Vergleichbarkeit mit IPDCA werden einige der in Kapitel 6 beschriebenen Modi-
fikationen fiir diese Berechnungen ausgeschaltet. Auflerdem werden die Toleranzen der
Abbruchkriterien an die jeweiligen default-Werte angepasst, und fiir alle Rechnungen wird
der gleiche Startwert verwendet.

Als erstes wird das typische Validierungsbeispiel einer quadratischen Lochscheibe unter
biaxialer mechanischer Belastung untersucht. Fiir dieses Beispiel existieren viele Refe-
renzlosungen in der Literatur sowie eine teilanalytische Losung, weshalb es sich zur Vali-
dierung der numerischen Ergebnisse eignet. Dariiber hinaus wird die Effizienz von 1PSA
verdeutlicht, indem die Rechenzeiten sowohl mit 1PDCA aus [1, 2] als auch mit dem Pro-
gramm LANCELOT [27] verglichen werden.

Das zweite Beispiel einer thermisch belasteten Rohrplatte eines Warmetauschers ist aus
dem Apparate- und Anlagenbau entnommen. Dieses Beispiel wird mit 1PSA , IPDCA und
mit dem Open-Source Programm 1POPT [129, 130] berechnet. Es werden sowohl die nume-
rischen Resultate als auch die Rechenzeiten gegeniibergestellt.

Auch das dritte Beispiel behandelt eine Komponente des Apparate- und Anlagenbaus. Der
untersuchte schrige Rohrleitungsanschluss gehort zwar nicht zu den Standardausfithrun-
gen, findet jedoch aufgrund von konstruktiven und stromungstechnischen Gesichtspunkten
seine Anwendung. Fiir dieses realistische Beispiel wird eine Kombination von thermischer
und mechanischer Belastung angesetzt.

In allen Rechnungen werden die Materialparameter als temperaturunabhéngig angenom-
men. Aulerdem werden ausschliellich stationére Prozesse betrachtet, wobei angenommen
wird, dass sich Temperaturdnderungen hinreichend langsam einstellen. Dariiber hinaus
wird Kriechen infolge hoher Temperaturen nicht beriicksichtigt.

7.1 Quadratische Lochscheibe unter biaxialer
mechanischer Belastung

Es wird eine quadratische Scheibe mit einem runden, zentrierten Loch unter biaxialer
mechanischer Belastung betrachtet, Abb. 7.1.

Die Lochscheibe besteht aus 2024-T6 Aluminium und wird als homogen isotrop ange-
nommen. Die charakteristischen Dimensionen werden in Tab. 7.1 angegeben, wihrend die
mechanischen Eigenschaften des Materials Tab. 7.2 entnommen werden kénnen.

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Systems wird nur ein Viertel der Scheibe be-
trachtet. Das System ist mit isoparametrischen Volumenelementen solid45 (kubisch mit
8 Knoten) in ANSYs diskretisiert. Das verwendete Netz besteht aus 882 Knoten und 400
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7.1 Quadratische Lochscheibe unter biaxialer mechanischer Belastung

HHH
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Abbildung 7.1: System und biaxiale Belastung

Tabelle 7.1: Dimensionen der Lochscheibe

Lénge L in [mm] 100
Tiefe ¢ in [mm] 2
Durchmesser D in [mm| 20

Tabelle 7.2: Mechanische Eigenschaften

Elastizitdtsmodul [MPal] 7.24 x 10%
Fliespannung [MPa) 345
Querkontraktionskoeffizient 0.33
Dichte [kg/m?] 2.78 x 10°

Elementen, Abb. 7.2.

Die Scheibe wird durch zwei Flachenlasten P, und P, belastet, die in beiden Richtungen
senkrecht zu den Kanten der Scheibe aufgebracht werden. Fiir die Berechnung der ela-
stischen Spannungen wurde der willkiirliche Wert Fy = 100 MPa verwendet. Die Lasten
variieren unabhéngig voneinander in den folgenden Grenzen:

0< P <puj By (7.1b)
Der zugehorige zweidimensionale Lastraum wird in Abb. 7.3 dargestellt. Der gréfere der
beiden Werte p und pg wird als eins gewiihlt, der andere wird entsprechend mit dem

Verhiiltnis i /u3 beziehungsweise g /uf skaliert. In der Formulierung von 1PDCA wurde
das Verhéltnis der Lasten iiber den Winkel ¢ beschrieben, sodass die Faktoren durch
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7 Validierung der vorgestellten Methode an praktischen Beispielen

Abbildung 7.2: FEM-Modell der Lochscheibe

i = cosp und puf = sinp gegeben sind. Daher miissen zwecks Vergleichbarkeit die
Ergebnisse von IPDCA mit cos ¢ beziehungsweise mit sin ¢ skaliert werden.

P/ Fy

(0, 13) (1. 13)

P P/ Py

Abbildung 7.3: Zweidimensionaler Lastraum

Seit der Pionierarbeit von BELYTSCHKO [12] sind verschiedene Resultate verdffentlicht
worden, w.a. [22, 23, 25, 29, 37, 59, 65, 87, 117, 138, 145]. Vergleichende Studien dieser
Arbeiten werden in [43, 59, 65, 146] prasentiert. Die mit IPSA ermittelten Ergebnisse werden
in Tab. 7.3 fiir die drei Lastfille P, = 0, P, = 4P, und P, = P; mit den genannten
Ergebnissen verglichen. Die angegebenen Werte sind mit dem Verhéltnis Py/oy skaliert
und sind deshalb problemunabhingig.

Die Referenzlosung basiert auf der aus [144] entnommenen teilanalytischen Losung. Darin
wird der folgende Ausdruck fiir den Einspielfaktor hergeleitet:

2

= .2
asp a—~b (7.2)

b ,u;, fir P, > P, (uf = 1)
wobei v =
,uf, fir P, <P, (u; = 1)

Die Zahlenwerte a und b bezeichnen die elastische Spannungskomponente o in dem am

meisten beanspruchten Punkt A (Abb. 7.1) in den beiden Lastfillen P, # 0 A P, = 0
beziehungsweise P, = 0 A P, # 0. BELYTSCHKO [12] verwendete die Werte a = 3.14 und
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7.1 Quadratische Lochscheibe unter biaxialer mechanischer Belastung

Tabelle 7.3: Vergleich verschiedener numerischer Resultate

P,=P P,=P/2 P,=0

Zouain et al. (2002) [146] 0.429 0.500 0.594
Krabbenhoft et al. (2007) [59] 0430  0.499 0.595
Schwabe (2000) [104] 0.430 0.505 0.595
Belytschko (1972) [12] 0431  0.501 0.571
Tran et al. (2010) [117] 0.434 — 0.601
Garcea et al. (2005) [37] 0.438 0.508 0.604
GroB-Weege (1997) [43] 0.446 0.524 0.614
Akoa et al. (2007) [2] 0.466T* — 0.6377*
Liu et al. (2005) [65] 0.477 0.549 0.647
Chen, S. et al. (2008) [25] 0480  0.553 0.649
Chen, H.F. & Ponter (2001) [23] 0.4921  — 0.667
Zhang & Raad (2002) [145] 0494  — 0.574
Carvelli et al. (1999) [22] 0518  — 0.696
Referenzlosung [144] 0.431 0.514* 0.596
Eigene Losung 0.458 0.531 0.627
Relativer Fehler 6.26 % 3.31% 5.20 %

t skaliert mit oy /Py; * skaliert mit cos ¢
* ermittelt durch lineare Interpolation

b= —1.11, die in [54] durch sukzessive Approximation bestimmt wurden. Diese wurden al-
lerdings von ZHANG [144] basierend auf einer FEM-Analyse durch a = 3.354 und b = —1.288
korrigiert. Da in beiden Fillen die angegebenen Werte numerisch bestimmt worden sind,
handelt es sich streng genommen nicht um eine analytische Losung. Trotzdem wird die
Losung von ZHANG als Referenz genutzt.

Der resultierende Einspielbereich ist in Abb. 7.4 dargestellt. Zum Vergleich werden sowohl
die teilanalytische Losung als auch die in [82] von MOUHTAMID berechnete Losung ange-
geben. Um einen sinnvollen Vergleich durchfiithren zu konnen, miissen die letzteren Werte
noch mit sin ¢ beziehungsweise mit cos ¢ multipliziert werden, je nachdem ob ¢ > 45°
oder ¢ < 45°. Es miissen dort {ibrigens die Werte aus der Tabelle 5.3 benutzt werden, die
in der Tabelle 5.5 angegebenen Werte sind falsch.

Die angegebenen Resultate in Tab. 7.3 und in Abb. 7.4 zeigen eine gute Ubereinstimmung
sowohl mit den Referenzwerten der Literatur als auch mit der teilanalytischen Losung. Mit
einem maximalen Fehler von ungefihr 6 % ist die Validierung des Algorithmus zufrieden-
stellend.

Abschliefend werden in Tab. 7.4 die Rechenzeiten von 1PSA, IPDCA und LANCELOT mit-
einander verglichen. Alle Rechnungen wurden auf einem PC mit 4096 MB RAM und einem
AMD Opteron-Prozessor mit 2200 MHz durchgefiihrt, den auch MOUHTAMID benutzt hat.
Die Rechenzeiten von LANCELOT sind aus [82] entnommen. Die dort angegebenen Werte
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7 Validierung der vorgestellten Methode an praktischen Beispielen

-—o--Teilanalytische Lésung
- ¢ - Mouhtamid (2007)
—*— Eigene Losung

O 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Pl/O'y

Abbildung 7.4: Resultierender Einspielbereich der Lochscheibe bei biaxialer Belastung

fiir IPDCA miissen allerdings noch erhoht werden, da die benotigte CPU-Zeit von ungeféihr
288 s (231 s fiir das Bilden der Systemmatrix C aus den Elementmatrizen mit generer.f
und @57 s fiir die Transformation mit transfpb.c) fiir die in Abschnitt 6.1 beschriebene
Transformation nicht beriicksichtigt wurde.

Tabelle 7.4: Vergleich der Rechenzeiten in [s]

¢ LANCELOT IPDCA IPSA

0° 129 600 1533 179
10° 90 600 1403 176
20° 90 400 1388 173
30° 90 200 1408 173
40° 90 100 1403 179
45° 90 000 1398 176
50° 90 200 1402 173
60° 90 200 1408 165
70° 90 300 1398 160
80° 90 100 1403 163
90° 90 000 1403 165

Die angegebenen Rechenzeiten zeigen die Effizienz des neuen Algorithmus. Die fiir IPDCA
notwendige Transformation des Problems dauert schon ldnger als die komplette Berech-
nung mit IPSA. Auch unter Beriicksichtigung dieser Zeit fiir die Transformation ist mit
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7.2 Rohrplatte eines Wiarmetauschers

IPDCA weniger als 2 % der CPU-Zeit erforderlich, die LANCELOT zur Losung benotigt. Mit
IPSA kann diese Rechenzeit von IPDCA noch einmal auf etwa ein Achtel reduziert werden.

7.2 Rohrplatte eines Warmetauschers

Als zweites Beispiel wird das vereinfachte Modell einer Rohrplatte eines Warmetauschers
untersucht. Die betrachtete Rohrplatte ist rechteckig mit sechs zylindrischen Lochern in
symmetrischer Anordnung, Abb. 7.5. Als Randbedingungen werden alle translatorischen
Freiheitsgrade an der linken und an der unteren Kante gesperrt.

b
[< =]
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Abbildung 7.5: System und Belastung der Rohrplatte

Die Rohrplatte besteht aus 2024-T6 Aluminium und wird als homogen isotrop angenom-
men. Die charakteristischen Dimensionen werden in Tab. 7.5 angegeben, die mechanischen
und thermischen Eigenschaften des Materials konnen Tab. 7.6 entnommen werden.

Das System ist mit isoparametrischen Volumenelementen (kubisch mit 8 Knoten) diskreti-
siert. Das verwendete Netz besteht aus 1798 Knoten und 768 Elementen (1 Element tiber
die Dicke), Abb. 7.6.

Die Berechnung der elastischen Spannungen wird in zwei Schritten mit dem FEM Software-
Paket ANSYS durchgefiihrt. Zuerst wird mit dem Element solid70 das Temperaturfeld in
der Platte berechnet. Dabei werden Temperaturlasten T, und Tk in den Lochern der Plat-
te aufgebracht, um den Durchfluss einer heiflen Fliissigkeit durch die von der Rohrplatte
gehaltenen Rohre zu simulieren. Die Anfangstemperatur der Platte wird mit Ty = 300 K
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7 Validierung der vorgestellten Methode an praktischen Beispielen

Tabelle 7.5: Abmessungen der Rohrplatte

Hohe h in [mm] 800
Breite b in [mm)] 400
Tiefe t in [mm] 10

Durchmesser d in [mm] 100

Tabelle 7.6: Thermische und mechanische Kennwerte

Elastizitdtsmodul [MPa] 7.24 x 10*
FlieBspannung [MPa) 345
Querkontraktionskoeffizient 0.33
Dichte [kg/m?] 2.78 x 10°
Wirmeleitfdhigkeit [W/(m-K)] 151
Spezifische Warmekapazitit [J/(kg-K)] 875
Wérmeausdehnungskoeffizient [1/K] 2.47 x 107°
Wirmeiibergangszahl Platte-Luft [W/(m?-K)] 200
Wirmeiibergangszahl Platte-Fliissigkeit [W/(m?-K)] 1200

Abbildung 7.6: FEM-Modell der Rohrplatte

festgesetzt. Es werden zwei unabhéngige Lastfélle untersucht, ndmlich Temperaturlasten
in den drei Lochern auf der linken Seite 77, = 500 K und auf der rechten Seite T = 500 K.
In beiden Fillen wird die Umgebungstemperatur mit 75 = 300 K angenommen. Die resul-
tierenden Temperaturverliufe beider Lastfille sowie ihrer Uberlagerung sind in Abb. 7.7
dargestellt.

Im zweiten Schritt werden diese Temperaturfelder verwendet, um die Temperaturbelastung
in den Knoten des Systems zu bestimmen. Mit diesen Knotenlasten kénnen die elastischen
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7.2 Rohrplatte eines Wiarmetauschers
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linken Locher rechten Locher Locher

Abbildung 7.7: Temperaturverldufe infolge Erwarmung in den Lochern

Spannungen mit dem Element solid185 berechnet werden. Diese werden durch die Verldufe
der vON MisEs-Spannungen fiir beide Lastfille und deren Superposition in Abb. 7.8 ver-
deutlicht.

3.650 7.877 _ 5.453
29,048 37.791 = 20.392
54.437 67.704 Q 35,33
79,826 97.618 s 50.269
105.215 1z27.532 f-\ 65.z07
130. 604 157.445 Q 80.145
155.002 187.359 5 95,084
181,381 z17.272 = 110.022
206.77 247.186 Q 124.961
232.159 277.1 T 135.5959

(a) Temperaturbelastung der (b) Temperaturbelastung der (¢) Temperaturbelastung aller

linken Locher rechten Locher Locher

Abbildung 7.8: Verlaufe der Vergleichsspannungen infolge Erwdarmung in den Lochern

Sind die elastischen Spannungen bestimmt, dann kann der Einspielbereich mithilfe der
Innere Punkte Methode bestimmt werden. Von hier an macht es keinen Unterschied, ob
die Spannungen durch mechanische oder durch thermische Lasten hervorgerufen wurden.

Der mit 1PSA berechnete Einspielbereich sowie die elastische Losung werden in Abb. 7.9
dargestellt. Zum Vergleich sind auflerdem die Ergebnisse von IPDCA und dem Open-Source
Software-Paket 1POPT [128-130] dargestellt.
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7 Validierung der vorgestellten Methode an praktischen Beispielen
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Abbildung 7.9: Elastizitatsgrenze und Einspielbereich (SD) der Rohrplatte

Diskussion der numerischen Ergebnisse

Im Allgemeinen garantiert das Einspieltheorem, dass das betrachtete System weder infol-
ge von inkrementellem Kollaps noch infolge alternierender Plastizitdat versagt. In diesem
speziellen Fall ist nur die Bedingung fiir alternierende Plastizitit mafigebend.

Es ist zu bemerken, dass -im Gegensatz zu den Temperaturverldufen (Abb. 7.7)- die elasti-
schen Spannungsfelder infolge der Geometrie und der Randbedingungen nicht symmetrisch
sind, Abb. 7.8. Deshalb ist der resultierende Einspielbereich ebenfalls nicht symmetrisch.
Unabhéngig davon mag es erstaunen, dass scheinbar eine Region im Lastraum existiert, fiir
die der elastische Grenzlastfaktor ag; grofer ist als der Einspielfaktor asp, agr, > agp.
Um das erkldren zu kénnen, werden in Abb. 7.10 die elastische Grenzkurve (gepunktet) und
die Einspielkurve (gestrichelt) dargestellt. Dabei wird ein konstantes Lastverhéltnis T5/T;
betrachtet, reprédsentiert durch den Winkel ¢ im Lastraum. Fiir diesen Winkel ¢ kann
der elastische Grenzlastfaktor ag; durch eine simultane Laststeigerung beider Lasten bis
zum Erreichen der Elastizitdtsgrenze ermittelt werden. Entsprechend représentiert der zu-
gehorige Punkt B auf der elastischen Grenzkurve einen einzelnen Lastpfad, ndmlich die
proportionale Belastung in der durch ¢ beschriebenen Richtung.

Im Gegensatz dazu beschreibt jeder Punkt auf der Einspielkurve | z.B. der Punkt A, einen
ganzen sicheren Bereich (2. Fiir den gegebenen Winkel ¢ ist dieser rechteckige Bereich
im Lastraum in Abb. 7.10 in grau geplottet. Das System spielt fiir jeden beliebigen Bela-
stungspfad innerhalb dieses Bereichs (2’ ein.

Auflerdem existiert ein in dunkelgrau gedruckter Bereich, in dem {2’ den elastischen Bereich
verlasst. Alle Belastungspfade, die diesen Bereich durchlaufen, fithren zu plastischem Ma-
terialverhalten. Beispielsweise ist in Abb. 7.10 der Lastpfad (0,0) — (77,0) — (17, 7%)
hervorgehoben. Daraus folgt, dass Belastungspfade mit plastischem Materialverhalten im
Einspielbereich existieren, auch wenn agsp < agp, gilt.
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7.2 Rohrplatte eines Wiarmetauschers
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Abbildung 7.10: Elastizitatsgrenze und Einspielbereich bei festgelegtem Verhaltnis der Lasten

Um das Auftreten der alternierenden Plastizitéit zu erkldren, wird wieder der Lastpfad
mit maximaler Beanspruchung fiir den Punkt A in Abb. 7.10 betrachtet. Zuerst wird die
Temperaturlast in den linken Lochern aufgebracht, (0,0) — (77,0), und danach wird
zusitzlich die Temperaturlast in den rechten Lochern erhoht, (77,0) — (77, 73). Die zu
den Punkten (77,0) und (77, 7T;) gehorenden, dquivalenten elastischen Spannungsverldufe
sind qualitativ in Abb. 7.8(a) und Abb. 7.8(c) dargestellt. Da die am meisten belasteten
Punkte der Struktur in den Kanten um die Locher liegen, in denen die Spannungszustédnde
iiberwiegend einachsial sind, ist es fiir qualitative Schlussfolgerungen ausreichend, die dqui-
valenten Spannungen zu betrachten.

Die dquivalenten elastischen Spannungswerte der Verteilung in Abb. 7.8(c) sind signifikant
kleiner als diejenigen in Abb. 7.8(a). Deshalb muss es sich bei dem zweiten Lastschritt
(T7,0) — (17, T3) um Entlastung in den am meisten belasteten Punkten handeln, die fiir
das Versagen verantwortlich sind. Wenn man nun den gezeigten Belastungspfad als zyklisch
betrachtet, dann treten entsprechend plastische Deformationen mit alternierenden Vorzei-
chen auf. Ahnliche Argumentationsketten kénnen fiir jeden der moglichen Belastungspfade
formuliert werden, die im zugehorigen Bereich (2 enthalten sind. Deshalb ist die Grenz-
last infolge alternierender Plastizitdt verglichen mit der Elastizitdtsgrenze relativ klein,
da die Existenz eines einzelnen zeitunabhéngigen Eigenspannungsfeldes fiir alle moglichen
Belastungspfade innerhalb von 2" notwendig ist, damit das System einspielen kann.
AbschlieBend werden in Tab. 7.7 die Rechenzeiten von IPSA mit denen von IPDCA
und POPT miteinander verglichen. Alle Rechnungen wurden auf einem IBMe326m mit
16384 MB RAM und zwei AMD Opteron-Prozessoren mit 3000 MHz durchgefiihrt. Da
zwecks simultaner Rechnung die Werte fiir ¢ = 0° und ¢ = 90° mit 1POPT auf anderen
Computern ermittelt wurden, werden die zugehorigen Rechenzeiten nicht angegeben, da
die Vergleichbarkeit nicht gegeben ist. Die Rechnungen mit 1POPT sind fiir das gemeinsame
Paper [107] von MIN CHEN durchgefiihrt worden.

Aus den Kurven in Abb. 7.9 ist gut zu erkennen, dass im Rahmen der numerisch erreichba-
ren Genauigkeit die Ergebnisse von IPOPT und IPSA in den meisten Punkten identisch sind.
Nur fiir kleine Winkel ¢ ergeben sich verschiedene Resultate. Auch mit den Ergebnissen
von IPDCA ist eine gute Ubereinstimmung zu erkennen.

Es zeigt sich allerdings ein eklatanter Unterschied in der dafiir benotigten Rechenzeit. Die
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7 Validierung der vorgestellten Methode an praktischen Beispielen

Tabelle 7.7: Vergleich der Rechenzeiten in [s]

@ IPOPT IPDCA IPSA

0° — 112241 314
10° 88320 112783 296
20° 53739 113862 325
30° 61 662 104 846 325
40° 24 410 101 102 318
50° 2483 95304 326
60° 32978 92810 301
70° 14 086 96 530 267
80° 36 206 105335 278
90° — 101 527 299

CPU-Zeiten von 1POPT schwanken sehr stark, sind aber durchgéngig deutlich grofler als
die entsprechenden Zeiten von 1PSA . Der Faktor zwischen diesen beiden liegt ungefihr
zwischen 8 bei ¢ = 50° und 300 bei ¢ = 10°. Fiir jeden der berechneten Winkel ist die
Rechenzeit mit 1PDCA deutlich am grofiten. Diese Rechnungen dauern mehr als 300-mal so
lange wie die entsprechenden Berechnungen mit 1PSA .

7.3 Abgewinkelter Rohrabzweig unter
thermomechanischer Belastung

Als drittes Beispiel wird ein schriger Rohrleitungsanschluss mit einem Winkel von 60°
zwischen Hauptrohr und Stutzen betrachtet.

In [74] werden numerische und experimentelle Ergebnisse fiir schrige Rohrstutzen unter
Innendruck in Kombination mit verschiedenen &ufleren Lasten angegeben. Die zusétzli-
che Belastung durch Temperaturlasten wird hingegen in der Literatur kaum untersucht.
In dieser Arbeit wird deshalb der Rohrabzweig durch Innendruck und durch Temperatur
belastet, die unabhéngig voneinander variieren kénnen. Da es sich bei beiden um symme-
trische Lastfille handelt, reicht es aus, nur das halbe System zu betrachten, Abb. 7.11.
Das verwendete FEM-Modell wurde im Rahmen einer Projektarbeit! von DAVID HUET er-
stellt. Das linke Ende des Rohrs ist fest eingespannt, wihrend das rechte Rohrende nur in
Léngsrichtung festgehalten wird. Der Stutzen wird an seinem freien Ende als geschlossen
angenommen, ohne dass die Verschiebungen eingeschrinkt werden. Die charakteristischen
Dimensionen des Rohrstutzens konnen Tab. 7.8 entnommen werden. Der Rohrstutzen ist
aus Stahl mit den in Tab. 7.9 angegebenen mechanischen und thermischen Kennwerten
gefertigt.

Fiir die Finite Elemente Berechnung wird das Software-Paket ANSYS verwendet. Das Sy-
stem ist mit isoparametrischen Volumenelementen (kubisch mit 8 Knoten) diskretisiert,

ID. Huet: Comparative computations of shakedown loads with different interior-point algorithms using
Finite Element Methods, Institut fiir Allgemeine Mechanik, RWTH Aachen
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Abbildung 7.11: FEM-Modell des Rohrstutzens

Tabelle 7.8: Abmessungen des Rohrstutzens

Lénge [mm] Innenradius [mm] Dicke [mm]

Rohr 600.00 53.55 3.6
Stutzen 157.15 18.60 2.6

Tabelle 7.9: Thermische und mechanische Kennwerte

Elastizitdtsmodul [MPal] 2.1 x 10°
FlieBspannung [MPa] 235
Querkontraktionskoeffizient 0.3

Dichte [kg/m?] 7.85 x 10°
Wiirmeleitféhigkeit [W/(m-K)] 48
Spezifische Warmekapazitét [J/(kg-K)] 470
Wérmeausdehnungskoeffizient [1/K] 1.2 x107°
Wirmeiibergangszahl Platte-Luft [W/(m?-K)] 200

Wirmeiibergangszahl Platte-Fliissigkeit [W/(m?-K)] 1200

insbesondere wird das Element solid70 fiir die Berechnung des Temperaturverlaufs benutzt,
danach findet das Element solid185 Anwendung fiir die Strukturanalyse. Das verwendete
Netz besteht aus 1136 Knoten und 510 Elementen (1 Element tiber die Dicke).

Als Ergebnis der FEM-Analyse sind in Abb. 7.12 und Abb. 7.13 die Vergleichsspannun-
gen infolge der Lastfille Temperatur und Innendruck gezeigt. Zur Berechnung wurden die
willkiirlich gewé#hlten Lasten p = 2 MPa und AT = 20 K verwendet. Wie auch in [74] be-
schrieben, tritt das Beanspruchungsmaximum infolge reiner Innendruckbelastung an der
spitzwinkligen Seite auf.

Es werden die Einspielfaktoren fiir verschiedene Winkel ¢ im zweidimensionalen Lastraum
bestimmt. Der elastische Bereich und der Einspielbereich werden in Abb. 7.14 dargestellt,
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1.094 16.8653 3Z.I11 47.77 63.3Z8
8.874 24,432 39.99 55.548 71.107

Abbildung 7.12: Vergleichsspannungen infolge Temperaturbelastung

=

2.327 32.207 62.087 91.988 121.548
17.267 47.147 77.028 106,908 136.7588

Abbildung 7.13: Vergleichsspannungen infolge Innendruckbelastung

und die zugehorigen Zahlenwerte konnen aus Tab. 7.10 entnommen werden. Im Gegen-
satz zu der im vorigen Beispiel angegebenen elastischen Grenzkurve beschreibt hier der
elastische Bereich die Menge aller moglichen Belastungspfade, die zu elastischem Materi-
alverhalten fiihren.

Die Einspielkurve wird durch zwei verschiedene Bereiche definiert, von denen jeder einen
niherungsweise linearen Verlauf hat, Abb. 7.14. Der Ubergang zwischen diesen beiden
Kurven liegt ungeféhr bei ¢ ~ 61.6°, weshalb dieser Punkt in Abb. 7.14 zusétzlich geplot-
tet wurde. Es ist zu beachten, dass es sich hierbei nicht um verschiedene Mechanismen
sondern bei beiden Bereichen um Versagen durch alternierende Plastizitdt handelt. Der
Unterschied liegt in dem jeweils am meisten beanspruchten Punkt. In beiden Lastfillen
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Tabelle 7.10: Numerische Resultate der Einspielanalyse des Rohrstutzens

@ 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

p/oy 0.0292 0.0287 0.0282 0.0277 0.0270 0.0261 0.0249 0.0174 0.0091 O
EarAT/oy 0  0.1276 0.2589 0.4023 0.5705 0.7847 1.0874 1.2066 1.2939 1.3891

EapAT/oy

0.4* ) 4

Temperatur

0.2

e}
o
O
o

O 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Innendruck p/oy

Abbildung 7.14: Elastischer Bereich (gepunktet) und Einspielbereich des Rohrstutzens

liegt der Punkt mit maximaler Beanspruchung auf der Schnittkante zwischen Hauptrohr
und Stutzen. Dabei tritt im durch den Innendruck dominierten Bereich die maximale Be-
lastung in Rohrldngsrichtung an der spitzwinkligen Seite auf, Abb. 7.13, wihrend sich
die grofite Beanspruchung im durch die Temperaturlast dominierten Bereich senkrecht zur
Rohrlangsrichtung befindet, Abb. 7.12.

Plausibilitatsbetrachtungen

Um die Plausibilitéit der Ergebnisse einschétzen zu konnen, wird der Lastfall Innendruck
untersucht. Der elastische Grenzdruck p8”” kann aus dem berechneten elastischen Span-
nungsverlauf ermittelt werden. Der Maximalwert der elastischen Spannung tritt in der
spitzwinkligen Ecke auf und betrigt 136.8 MPa bei einer Belastung durch p = 2 MPa.

Entsprechend ergibt sich der elastische Grenzdruck zu:
p& =0.0146 oy (7.3)

Die Traglast des Rohrleitungsabzweigs kann mithilfe des Flachenvergleichsverfahrens ab-
geschitzt werden, wie es in [131] in Anlehnung an das AD-Merkblatt B9 [78] und die
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7 Validierung der vorgestellten Methode an praktischen Beispielen

TRD-Richtlinie 301 [16] vorgestellt wird. Dieses Verfahren beruht auf einer Gleichgewichts-
betrachtung der Resultierenden des Drucks p auf der Belastungsfliche A, und der Resul-
tierenden der Spannung o auf der Materialfliche A,:

p-A,=0-A, (7.4)
Damit ergeben sich die Normalspannungen zu:

mittlere Membranspannung;: dg=pA,JA,

mittlere Radialspannung: o, = —p/2

Auf Grundlage der im Rohrleitungs- und Behélterbau iiblicherweise verwendeten Schub-
spannungshypothese ergibt sich damit die mittlere Vergleichsspannung wie folgt:

A 1

F =& — F. = e
Oy =0 — 0y p<A0+2) (7.5)

Um daraus den Grenzdruck py,;e berechnen zu koénnen, miissen die zugehorigen
Fléchen A,; und A,; sowie A, und A,;; aus Abb. 7.15 bestimmt werden.

N

Abbildung 7.15: Relevante Flachen fiir das Flachenvergleichsverfahren des AD-Merkblatts

Aus [131] werden die folgenden Ausdriicke fiir die mittragenden Léngen des Grundrohrs ag
und des Stutzens a; entnommen:

ag = A/ (d@o + 80) So = 20.0 mm

a = (1 +0,25 9(;0> (diq + s1) 81 =11.9 mm
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Die relevanten Flachen kénnen damit wie folgt bestimmt werden:

d; d; d?, cosa — 2d;od; 1 +d7, cosa
A = ZPagt 5 an — =5 : 2l el = 1514.8 mm>
sin o
d; d; d? cosa+2d;0d; 1 + d? CoS Qv
A = S ag+ 5t ay = : 0Ll — 3370.2 mm?
sin o
S2 cosa — 25081 + 85 cosa 9
Asr = Soap+sia; — 2 o = 108.1 mm
sin o
2 2
2
Aon = soag+siap+ Sp cosa + 28981 + 8] COs 1194 mm?

2 sin «v

Mit diesen Werten ergeben sich nach (7.5) die folgenden Werte fiir den Grenzdruck:

pr = = 0.06888 oy
Ay 1
A, 2

oy — 0.03482 oy

P = —Apn . 1
AUH 2
Wie zu erwarten war, ist die spitzwinklige Seite des Abzweigs mafligebend fiir den Trag-

lastdruck:
Piir = 0.0348 oy (7.6)

Ein Vergleich mit den von MOUHTAMID [82] berechneten Werten fiir einen senkrechten
Rohrabzweig zeigt den Einfluss der Schragstellung. Dort wurden die folgenden mit dem
AD-Merkblatt [78] und 1PDCA berechneten Werte fiir den Grenzdruck angegeben:

AD-Merkblatt: — p 2., = 0.0427 oy (7.7)
IPDCA:  pio.. = 0.0450 oy (7.8)

Der hier berechnete Wert fiir den zur Einspielgrenze gehdrenden Grenzdruck pS® bei reiner
Druckbelastung betrégt nach Tab. 7.10:

P& = 0.0292 oy (7.9)

Es ist einsichtig, dass der zur Einspielgrenze gehorende Grenzdruck (7.9) kleiner als der zur
Traglast gehorende Grenzdruck (7.6) ist, wobei beide die gleiche Grofenordnung haben.
Fiir einen weiteren Vergleich wird eine Berechnung aus [74] herangezogen. Dort wird in
Abb. 52 die Einspielkurve an einem vergleichbaren Rohrabzweig unter Innendruck und
duBerer Belastung gezeigt. Der Einspieldruck pS2" fiir reine Druckbelastung kann dort in
Abhiingigkeit vom elastischen Grenzdruck pS%° abgelesen werden:

P
i~ 1.934 (7.10)

Die dort verwendeten Dimensionen stimmen zwar nicht mit den hier gewdhlten Abmes-
sungen iiberein, die Verhéltnisse sind aber dhnlich genug, um vergleichbare Ergebnisse zu
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7 Validierung der vorgestellten Methode an praktischen Beispielen

liefern. Mit dem elastischen Grenzdruck nach (7.3) liefert die Referenzlosung (7.10) von
MEIER [74] den folgenden Wert:

pgp = 0.0282 oy (7.11)

Die Ubereinstimmung zwischen dem hier berechneten Wert PS8 und der Vergleichslésung
von MEIER pSY ist offensichtlich.
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8 Selektiver Algorithmus

Die Effizienz des vorgestellten Algorithmus 1PSA wurde bereits bei der Anwendung in
Kapitel 7 unter Beweis gestellt. Dennoch ist es fiir die Berechnung grofler Strukturen er-
forderlich, den Rechenaufwand so weit wie moglich zu reduzieren. Eine Moglichkeit das zu
Erreichen ist bereits in [48] vorgeschlagen worden. Dort wird eine Strategie zur Reduktion
des Systems auf die plastisch aktiven Substrukturen vorgestellt, die allerdings nicht imple-
mentiert worden ist. In [110] wurde diese Idee aufgegriffen und erstmals in einen Innere
Punkte Algorithmus implementiert.

Die Grundidee des Algorithmus besteht darin, zunéchst das Gesamtsystem wie gehabt zu
berechnen, den Iterationsprozess aber schon friihzeitig abzubrechen, lange bevor Konver-
genz erreicht ist. Das so berechnete Zwischenergebnis wird benutzt, um die aktiven Zonen
des Systems zu identifizieren, aus denen ein reduziertes System gebildet wird. Dieses re-
duzierte System wird dann bis zur Konvergenz gelost.

Damit dieses Vorgehen Erfolg haben kann, muss zunéchst untersucht werden, ob sich die
zugrundeliegenden mechanischen Uberlegungen auf das mathematische Problem iibertra-
gen lassen.

8.1 Koharenz zwischen mechanischem und
mathematischem Problem

Es entspricht der géngigen Herangehensweise von konstruktiven Ingenieuren, sich auf die
am meisten beanspruchten Teilsysteme einer Struktur zu konzentrieren. Es ist hingegen
aus mathematischer Sicht nicht ohne n&here Untersuchung ersichtlich, welchen Einfluss
das Beschranken auf Teilsysteme auf die Losung des Optimierungsproblems hat. Die me-
chanisch motivierte Reduktion des Systems kann nur gelingen, wenn eine entsprechende
Kohérenz zwischen den mathematischen Variablen des Optimierungsproblems einerseits
und den mechanischen Groflen des Einspielproblems andererseits nachgewiesen werden
kann. Dafiir werden in Abb. 8.1 und in Abb. 8.2 die Ergebnisse der Optimierungsprobleme
fiir die Lochscheibe aus Abschnitt 7.1 und den Rohrstutzen aus Abschnitt 7.3 dargestellt.
Bemerkenswert ist dabei, dass die durch Retransformation des Losungsvektors a& nach
(3.35) und (3.40b) ermittelten Ergebnisse mit den aus mechanischer Sicht zu erwartenden
Spannungen iibereinstimmen. Die fiir die vierte Lastecke dargestellten Verlaufe Abb. 8.1(d)
und Abb. 8.2(d) entsprechen genau den sich einstellenden Eigenspannungen, da in beiden
Féllen diese Ecke mit dem Koordinatenursprung des zweidimensionalen Lastraums zusam-
men fallt, p; = py = 0.

Da es sich um die Werte des jeweils letzten Iterationsschrittes handelt, erreichen die Maxi-
malwerte sowohl der Eigenspannungen als auch des fiir das Versagen mafigeblichen Lastfalls
fast die FlieBspannung. Bei der Lochscheibe mit oy = 280 MPa (abweichend von Kapi-
tel 7.1) betrifft das die Lastecken drei und vier, Abb. 8.1(c) und Abb. 8.1(d), bei dem
Rohrstutzen mit oy = 235 MPa die Lastecken eins und vier, Abb. 8.2(a) und Abb. 8.2(d).
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Abbildung 8.1: Mathematische Losung des Optimierungsproblems der Lochscheibe

Mit diesen Beispielen kann die Kohérenz der mathematischen und der mechanischen Va-
riablen veranschaulicht werden. Die sich aus dem Optimierungsprozess ergebenden Werte
sind physikalisch interpretierbar. Das gilt nicht nur fiir die endgiiltigen Resultate sondern
fiir die Ergebnisse jedes einzelnen Iterationsschritts.

8.2 Entwicklung der aktiven Zonen

Um das Gesamtsystem auf die plastisch aktiven Zonen zu reduzieren, ist zunéchst die
Definition eines Kriteriums notwendig, wann ein Element als aktiv gilt. In [48] werden die-
jenigen Elemente als aktiv betrachtet, deren Eigenspannung einen bestimmten Grenzwert
iiberschreiten. Dieses Kriterium kann allerdings nur dann sinnvoll angewendet werden,
wenn die Plastifizierung geniigend fortgeschritten ist und sich bereits Eigenspannungen
ausgebildet haben. Damit der Iterationsprozess auch vorher abgebrochen werden kann,
wird das Kriterium hier stattdessen in Abhéngigkeit von den absoluten Spannungen o
formuliert:

if: F(o)>koy then: GP ist aktiv (8.1)

Ein GAuss-Punkt (GP) gilt als aktiv, wenn die VON MISES-Vergleichsspannung F(o)
mindestens das k-fache der FlieBspannung oy erreicht. Wird ein GP eines Elements als
aktiv identifiziert, wird dieses Element und alle benachbarten Elemente ebenfalls als aktiv
gesetzt. GP und Knoten von aktiven Elementen sind aktiv. Dariiber hinaus wird jedes
Element aktiviert, das von aktiven Elementen eingeschlossen ist.

Im vorherigen Abschnitt wurde bereits der Zusammenhang zwischen den mathematischen
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Abbildung 8.2: Mathematische Lésung des Optimierungsproblems des Rohrstutzens

und den mechanischen Variablen aufgezeigt. Dieser lédsst sich auch an der Entwicklung
der aktiven Zonen ablesen, der in Abb. 8.4 fiir die Lochscheibe mit ¢ = 45° und x = 0.8
dargestellt wird. Nach einem anféinglich ungeordneten Zustand der aktiven Elemente in der
Startphase (Abb. 8.3(b)) sind iiber einen langen Zeitraum hinweg alle Elemente inaktiv.
Erst bei Iterationsschritt 250 treten wieder aktive Elemente auf. In der nachfolgenden
Entwicklung der aktiven Zonen ist deutlich zu erkennen, dass sie sich um die Punkte mit
maximaler Belastung herum ausbilden, Abb. 8.4.

° e -

) FEM-Modell (b) Iteration 20,352

Abbildung 8.3: Modell und anfanglich ungeordneter Zustand der Lochscheibe

Der gezeigte Verlauf mit einem relativ hohen Faktor x = 0.8 zeigt die Entwicklung der ak-
tiven Zonen am Ende der Iteration. Wesentlich fiir den selektiven Algorithmus ist dariiber
hinaus, dass sich dhnliche Evolutionen auch friithzeitig im Iterationsprozess beobachten las-
sen, wenn x kleiner gew#hlt wird. Das wird im folgenden Verlauf fiir den Rohrstutzen mit
r = 0.2 veranschaulicht, Abb. 8.5.
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Abbildung 8.4: Entwicklung aktiver Zonen bei der Lochscheibe mit ¢ = 45° und kK = 0.8
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Abbildung 8.5: Entwicklung aktiver Zonen beim Rohrstutzen mit ¢ = 45° und k = 0.20

Es ist zu beobachten, dass die dargestellten aktiven Zonen des Rohrstutzens mit denen
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tibereinstimmen, die sich bei Faktoren von ungefihr £ > 2/3 am Ende des Iterationsverlaufs
einstellen. Sie eignen sich deshalb besonders als reduziertes System, das Gesamtsystem
muss nur bis etwa ein Drittel der Iterationsanzahl durchlaufen werden.

8.3 Berechnung des reduzierten Systems

Sind die aktiven Elemente des Systems bestimmt, wird es auf die aktive Substruktur re-
duziert. Dafiir werden die entsprechenden Variablen aus dem Losungsvektor extrahiert
und die zugehorigen Ungleichungsnebenbedingungen entfallen. Fiir die Gleichungsneben-
bedingungen werden in der Koeffizientenmatrix A sowohl die zu inaktiven GP gehorigen
Spalten als auch die zu inaktiven Knoten gehorigen Zeilen gestrichen. Die Dimension des
Optimierungsproblems wird dadurch drastisch verkleinert.

Wie KREIMEIER in seiner Bachelorarbeit! gezeigt hat, treten Schwierigkeiten bei Proble-
men auf, bei denen mehrere voneinander unabhéngige Zonen existieren. Das gilt beispiels-
weise bei der Lochscheibe, bei der sich zwei separierte Zonen ausbilden. In diesen Fiéllen
kann es passieren, dass der Loser nicht konvergiert. Wéahlt man hingegen manuell eine zu-
sammenhéngende Zone, die die aktiven Bereiche beinhaltet, ist ein stabiles Verhalten zu
beobachten. Dafiir werden um das Loch herum ringférmige Zonen betrachtet Abb. 8.6.

Abbildung 8.6: Ringférmig gewahlte aktive Zone der Lochscheibe

Es werden Zonen mit verschiedener Anzahl an Ringen berechnet, wobei ¢ = 30° ange-
nommen wird. Die Ergebnisse werden von KREIMEIER {ibernommen und sind in Tab. 8.1
zusammen gestellt.

Die prasentierten Ergebnisse zeigen das Potential des selektiven Algorithmus. Die Re-
chenzeit kann mit 57 s bei 7 Ringen auf etwa 20% der CPU-Zeit des Gesamtsystem mit
270 s reduziert werden. Man muss dabei allerdings beachten, dass das Problem der nicht-
zusammenhéangenden Zonen noch nicht gelost ist.

Desweiteren ist zu erkennen, dass das Ergebnis des reduzierten Systems nicht mit dem
des Gesamtsystems iibereinstimmt, wenn zu wenig aktive Elemente gewéhlt werden. Um
die Giiltigkeit des am reduzierten System berechneten Ergebnis zu gewéhrleisten, muss es
abschlielend ins Gesamtsystem injiziert werden. Hierbei ist nicht klar, wie die vormals in-

M. Kreimeier: Entwicklung eines selektiven Algorithmus fiir die Innere Punkte Methode zur Bestimmung
von Finspiellasten, Institut fiir Allgemeine Mechanik, RWTH Aachen
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Tabelle 8.1: Numerische Ergebnisse des reduzierten Systems

Ringe | GP aktiv NK aktiv « Iter CPU [s
2 320 126 1.239* 186 9
3 480 168 1.328* 198 15
4 640 210 1.427 232 25
) 800 252 1.511* 227 32
6 960 294 1.608* 270 47

1120 336 1.678 270 o7

8 1280 378 1.678 217 56
9 1440 420 1.678 217 66
10 1600 462  1.678 217 76
15 2400 672 1.678 286 161
GS 3200 882 1.678 335 270

* mit gelockerten Konvergenzkriterien

aktiven Variablen angepasst werden kénnen. An dieser Stelle sind weitere Untersuchungen
notwendig, die den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten.
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9 Erweiterung fiir mehrdimensionale
Lastraume

In Kapitel 3 ist die Formulierung des aus dem Einspieltheorem resultierenden Optimie-
rungsproblems angegeben worden. Dort wurden die in [1, 2, 47] fiir die einfachen Spezi-
alfille von ein- und zweidimensionalen Lastrdumen beschriebenen Transformationen fiir
eine beliebige, endlich grofie Anzahl von Lastfillen NL verallgemeinert.

In diesem Kapitel wird die Anwendung dieser verallgemeinerten Formulierung beschrieben.
Es sind bisher keine Ergebnisse fiir Probleme mit mehrdimensionalen Lastrdumen in der
Literatur zu finden. Die zum Abschluss dieses Kapitels angegebenen Resultate fiir ein
Problem mit drei voneinander unabhéngig variierenden Lasten sind die ersten dieser Art.

9.1 Beschreibung von mehrdimensionalen Lastrdaumen

In 3.2.1 wurde bereits die folgende Beschreibung des Lastraums (2 angegeben.

Q= {H(w,t) ‘ H(x,t) = Zug(t) Py(x), VYV € Z/{} (9.1)

(=1

Dabei wird sich auf solche Belastungsgeschichten H(x,t) beschrankt, die als Linearkombi-
nation der einzelnen NL Lastfélle ausgedriickt werden kénnen. Die einzelnen Lasten Py(x, t)
werden dabei auf die generalisierte Einheitslast Py(x) skaliert und die Zeitabhéngigkeit
wird durch die Lastmultiplikatoren p,(t) erfasst. Fiir jeden dieser Lastmultiplikatoren wer-
den Grenzwerte in der folgenden Form angegeben.

py < pelt) < g (9.2)

Damit kann die Menge U aller moglichen Kombinationen der Lastfille innerhalb der durch
(9.2) beschriebenen Grenzen definiert werden, wobei die Lastmultiplikatoren in dem Vektor
wn = e e, zusammengefasst werden.

U={meR™ |y < < pf Ve 1, NL (9.3)

Entsprechend konnen die elastischen Referenzspannungen durch eine Kombination der
einzelnen Lastfélle beschrieben werden.

oF(@,t) =Y w(t)of (@) (9.4)

(=1

Diese Beschreibung der elastischen Spannungen durch Lastfaktoren ist notwendig, da die
urspriinglich verwendete Methodik, bei der das betrachtete Lastverhéltnis durch einen
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9 Erweiterung fiir mehrdimensionale Lastrdume

Winkel ¢ im Lastraum definiert wird, nicht auf mehrdimensionale Probleme iibertragen
werden kann.

Die Anwendung der FEM fiihrt auf die Angabe der Spannungen in den GAUSs-Punkten
r € [1, NG|. Die Spannungen O’fz kénnen durch elastische Strukturanalysen fiir den jewei-
ligen Lastfall £ mittels géngiger FEM-Software ermittelt werden.

Py = pult) ¥, (95)

Die NL gegebenen Lasten spannen einen NL-dimensionalen Polyeder als Lastraum {2 mit
NC = 2N Ecken auf, die die Basislasten des Lastraums darstellen. Es ist ausreichend, nur
diese Basislasten zu betrachten, um sicher zu stellen, dass das System fiir alle moglichen
Lasten innerhalb des Lastraums einspielt. Daher kann die Zeitabhingigkeit von o” dadurch
beriicksichtigt werden, dass die Spannungszustinde in den Ecken j € [1, NC| des Last-
raums ausgewertet werden. Dafiir wird die Matrix Uyz, € RM*M mit den Eintrigen Usje
eingefiihrt, wobei j € [1, NC| und ¢ € [1, NL].

NL
Ej _ E E
o," = szar,é (96)
=1

Jede Zeile der dadurch eingefithrten Matrizen Upy, reprasentiert die Koordinaten einer der
Ecken des Lastbereichs im NL-dimensionalen Lastraum — skaliert mit der Einheitslast F.
Das Aufstellen solcher Matrizen Uy, fiir spezielle Einzelfdlle erscheint trivial, wohinge-
gen es sich als kompliziert heraus stellt, eine allgemeine Vorgehensweise fiir jede beliebige
Anzahl von Lastfillen NL anzugeben. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die folgende Vor-
gehensweise neu entwickelt, die auf einer speziellen Anordnung der Lastecken basiert.
Der Einfachheit halber wird das Vorgehen zunéchst fiir den Fall von drei unabhéngigen
Lasten veranschaulicht, NL = 3, fiir den die Matrix U3 defniert wird.

e T T
| ps |
| gy |
| ps |
U, = | =217 (9.7)
ul |y |
| B | 1
i | sy | g
| 1| B | M3

Der zugehorige Lastbereich im dreidimensionalen Lastraum ist in Abb. 9.1 dargestellt.

Die angesprochene spezielle Anordnung der Lastecken und der zugehorigen Lastmultipli-
katoren ist in (9.7) illustriert. Die dritte Spalte besteht aus 2 Abschnitten mit jeweils 4
Eintriigen, wobei alle Eintrige im ersten Abschnitt den Wert p7 und alle Eintriige im
zweiten Abschnitt den Wert p; aufweisen. Im Folgenden werden solche Substrukturen be-
stehend aus zwei solcher Abschnitte als Block bezeichnet. Entsprechend kann die zweite
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9.1 Beschreibung von mehrdimensionalen Lastrdumen

P3/Fy

(py 3 113
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.................................................
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(ks 112 s 115) (1l 13, p13)

P /P

Abbildung 9.1: Belastungsbereich in einem dreidimensionalen Lastraum

Spalte der Matrix U in zwei Blocke eingeteilt werden, von denen jeder Block je zwei Wer-
te ug und s, besitzt. Die erste Spalte beinhaltet vier Blécke mit jeweils einem Eintrag p]
und p; .

Dieses Ordnungsschema kann fiir den Fall von NL beliebig vielen Lastféillen verallgemei-
nert werden. Die letzte Spalte jeder zugehorigen Matrix Uy;, € RN besteht aus nur
einem Block mit NC/2 Eintrégen j}, und py; . Die vorletzte Spalte ist aus zwei Blécken
zusammengesetzt, die jeweils NC'/4 Eintréige pk; | und py, , aufweisen, und so weiter.
Als letztes kann die erste Spalte der Matrix in NC'/2 Blocke gespaltet werden, wobei jeder
Block nur aus je einem Paar g und p; besteht.

Mit dem folgenden Vorgehen kénnen dadurch die Matrizen Uy, € RYOXN gpaltenweise
definiert werden:

For ¢=1,2,..., NL do:

Schreibe in der betrachteten Spalte ¢ untereinander 2V~ Blocke, wobei jeder der
Blocke aus 27! Eintragen mit dem maximalen Lastmultiplikator i, gefolgt von 2¢7!
Eintragen mit dem minimalen Lastmultiplikator y, besteht.

Die beschriebene Prozedur ist nicht auf mechanische Lasten begrenzt, sondern kann auch
fiir thermische Lasten verwendet werden. Genau wie in den Beispielen 7.2 und 7.3 fiir
zweidimensionale Probleme, geht die Temperatur 7" nur bei der Berechnung der elasti-
schen Spannungen afg der mit Temperaturbelastung assoziierten Lastfélle ¢ ein, solange
alle Materialparameter als temperaturunabhéngig angesehen werden. Deshalb konnen me-
chanische und thermische Lasten in dhnlicher Weise behandelt werden, und Unterschiede
treten nur in der technischen Umsetzung des Verfahrens auf, [107].
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9 Erweiterung fiir mehrdimensionale Lastrdume

9.2 Anwendung: Quadratische Lochscheibe unter
dreidimensionaler Belastung

Der Algorithmus mit der beschriebenen Erweiterung fiir mehrdimensionale Lastridume wird
validiert, indem das in Abschnitt 7.1 behandelte typische Problem der quadratischen Schei-
be mit rundem, zentriertem Loch erweitert wird. Zusétzlich zu den beiden Fldchenlasten
wird eine Temperaturbelastung im Innern des Lochs aufgebracht, Abb. 9.2.

P, N2
L
T
[
o &D =
D I R =

Abbildung 9.2: System und dreidimensionale, thermomechanische Belastung

Es werden die gleichen Dimensionen wie im Beispiel 7.1 gewéhlt, Tab. 9.1.

Tabelle 9.1: Dimensionen der Lochscheibe

Lénge L in [mm] 100
Tiefe ¢ in [mm] 2
Durchmesser D in [mm] 20

Auflerdem wird die Scheibe aus dem gleichen, als homogen und isotrop angenommenen
Material 2024-T6 Aluminium, gefertigt. Die mechanischen und thermischen Eigenschaf-
ten konnen Tab. 9.2 entnommen werden. Die Materialparameter werden als temperatur-
unabhéingig angenommen. Auflerdem werden ausschliefSlich stationére Prozesse betrachtet,
wobei angenommen wird, dass sich Temperaturdnderungen hinreichend langsam einstellen.
Dariiber hinaus wird Kriechen infolge hoher Temperaturen nicht beriicksichtigt.
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9.2 Anwendung: Quadratische Lochscheibe unter dreidimensionaler Belastung

Tabelle 9.2: Thermische und mechanische Kennwerte

Elastizitdtsmodul [MPa] 7.24 x 10*
FlieBspannung [MPa] 345
Querkontraktionskoeffizient 0.33
Dichte [kg/m3] 2.78 x 10°
Wirmeleitfihigkeit [W/(m-K)] 151
Spezifische Warmekapazitét [J/(kg-K)] 875
Wérmeausdehnungskoeffizient [1/K] 2.47 x 107°
Wirmeiibergangszahl Platte-Luft [W/(m?-K)] 200
Wirmeiibergangszahl Platte-Fliissigkeit [W/(m?-K)] 1200

Unter Berticksichtigung der Symmetrie des Systems wird nur ein Viertel der Scheibe be-
trachtet. Das System ist mit isoparametrischen Volumenelementen (kubisch mit 8 Knoten)
in ANSYS diskretisiert. Fiir die thermische Analyse zur Berechnung des Temperaturfeldes
wird das Element vom Typ solid70 benutzt, fiir die Strukturanalyse zur Berechnung der
elastischen Spannungen wird der Elementtyp solid185 verwendet. Das Netz besteht aus
882 Knoten und 400 Elementen, Abb. 9.3.

Abbildung 9.3: FEM-Modell der Lochscheibe

Zusétzlich zu den beiden Flachenlasten P, und P» an den Kanten der Lochscheibe wird
eine Temperaturbelastung AT am Rand des Lochs eingeprigt. Alle drei Lasten variieren
unabhéngig von einander. Fiir die Berechnung der elastischen Spannungen wurden die
beliebig gewihlten Werte Fy = 100 MPa, Ty = 300 K und 77 = 500 K angesetzt. Die Last-
multiplikatoren werden mit p; = 5 = pg = 0 derart gewihlt, dass die Lasten innerhalb
der folgenden Grenzen variieren:

0< AT < uf AT, (9.8¢)
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9 Erweiterung fiir mehrdimensionale Lastrdume

Der zugehorige Belastungsbereich ist in Abb. 9.4 dargestellt. Auflerdem sind die 111 Punkte
des dreidimensionalen Lastraums gezeigt, fiir die die Berechnung durchgefiihrt worden ist.

0.8+
0.6
0.4+

0.2+

8\

Abbildung 9.4: Belastungsbereich und berechnete Lastpunkte

Die Ergebnisse dieser Berechnungen koénnen als Sequenz von zweidimensionalen Abbildun-
gen dargestellt werden, Abb. 9.5. In diesen Abbildungen werden die Resultate fiir verschie-
dene Verhiltnisse ui /3 gezeigt, von denen jedes einzelne Verhéltnis einen festen Winkel
in der P,—P,—Ebene repréasentiert. Dabei ist zu beachten, dass hier nur dieses Verhéltnis
der maximalen Lastmultiplikatoren konstant gehalten wird, wohingegen alle drei Lasten in
allen Rechnungen unabhéngig von einander variieren konnen.

Eine anschaulichere Art der Darstellung zeigt Abb. 9.6, in der der gesamte Einspielbereich
im dreidimensionalen Lastraum angegeben ist. Zugunsten einer deutlicheren Illustration
ist der Punkt (0,0,22.823) dort nicht geplottet, da ansonsten der Abstand zwischen den
restlichen Punkten zu stark reduziert werden miisste.

Fiir einige spezifische Lastverhéltnisse sind die numerischen Ergebnisse in Tab. 9.3 aufgeli-
stet. Zwecks einer materialunabhéngigen Darstellung werden die Koordinaten der Punkte
im skalierten Lastraum angegeben.

Die hohen Werte der Einspielfaktoren in dem von der Temperatur dominierten Bereich,
pi < 05pu3 und py < 0.5p3, sind nur von theoretischem Interesse. Die zugehdrigen
Temperaturen sind so hoch, dass die Annahme der Temperaturunabhéangigkeit der Mate-
rialparameter nicht aufrecht erhalten werden kann, wenn realistisches Materialverhalten
betrachtet wird. Es wird jedoch deutlich, dass der Einfluss der Temperaturlast auf den
Einspielfaktor auch dann nicht zu vernachléssigen ist, wenn der durch die Flichenlasten
dominierte Bereich betrachtet wird.

Abschlielend wird diese Rechnung des dreidimensionalen Problems mit dem zweidimen-
sionalen Beispiel 7.1 verglichen. Die relevanten numerischen Details werden in Tab. 9.4
einander gegeniiber gestellt. Fiir beide Fille werden die reprasentativen Zahlen angegeben,
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9.2 Anwendung: Quadratische Lochscheibe unter dreidimensionaler Belastung

25 w —— w 25
Hq /Mgr =0

u /u —04
+ui/u

Ear AT /oy

o———% " % &
0 02040608 1 0 02040608 1 0 02040608 1

V(P4 P3)/oy V(PE+ P3)/oy V(PP + P /oy

Abbildung 9.5: Einspielbereiche in Ebenen mit festen Verhaltnissen p} /3

Tabelle 9.3: Numerische Ergebnisse der Einspielanalyse im dreidimensionalen Lastraum

(usp3 5 1q) Pijoy PyJoy EarAT/oy

(1,0,0) 0.619 0 0

(0,1,0) 0 0.611 0

(0,0,1) 0 0 22.823
(1,1,0) 0.454  0.454 0

(0,1,1) 0 0.566 2.022
(1,0,1) 0.568 0 2.029
(1,1,1) 0.426  0.426 1.523
(0.5,0.5,1) 0.402  0.402 2.876
(0.5,1,0.5) 0.254  0.508 0.908
(1,0.5,0.5) 0.508  0.254 0.907
(0.5,1,1) 0.244  0.489 1.748
(1,0.5,1) 0.489  0.244 1.747
(1,1,0,5) 0.440  0.440 0.786

die die Dimensionen des Problems beschreiben. Dabei bezeichnen NK die Gesamtanzahl
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9 Erweiterung fiir mehrdimensionale Lastrdume

EO&T AT/O'Y

Abbildung 9.6: Einspielbereich im dreidimensionalen Lastraum

der Knoten des Systems, NG die Gesamtanzahl der GAUSS-Punkte des Systems und NC
die Anzahl der Lastecken im Lastraum. Die Anzahl der Variablen ist mit n bezeichnet,
wahrend mg und m; die Anzahl der Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen an-
geben.

Dariiber hinaus werden die Mittelwerte der Anzahl der notwendigen Iterationen sowie
der erforderlichen Rechenzeiten angegeben. Da die Anzahl der Iterationen sehr sensitiv
gegeniiber den verwendeten Konvergenzkriterien und vor allem gegeniiber den zugehorigen
Toleranzen ist, sind diese Mittelwerte aussagekriftiger als Absolutwerte. Aulerdem sind
im dreidimensionalen Fall viel mehr Punkte im Lastraum zu berechnen.

Ahnlich lisst sich fiir die Rechenzeiten argumentieren, wenn man die Sensitivitéit der CPU-
Zeiten gegeniiber der Prozessorleistung und der Arbeitsspeicherkapazitit des jeweils ver-
wendeten Computers beriicksichtigt. Daher werden auch die Rechenzeiten normiert auf
den zweidimensionalen Fall angegeben. Fiir konkrete Zahlenwerte wird an dieser Stelle auf
Tab. 7.4 verwiesen, aus der die erforderlichen Rechenzeiten bei Verwendung eines PC mit
4096 MB RAM und einem AMD Opteron-Prozessor mit 2200 MHz entnommen werden
kénnen.

Wie man in Tab. 9.4 erkennen kann, ist die Anzahl der Variablen im dreidimensionalen
Fall nahezu doppelt so gro wie die Anzahl der Variablen im zweidimensionalen Fall.
Die Anzahl der Restriktionen des Optimierungsproblems wird sogar mehr als verdoppelt.
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9.2 Anwendung: Quadratische Lochscheibe unter dreidimensionaler Belastung

Tabelle 9.4: Vergleich des 2D- und des 3D-Falls

2D-Fall  3D-Fall

NK 882 882
NG 3200 3200
NC 4 8

n 67201 131201
mg 50646 114646
mr 12 800 25600
& Tterationen 100 % 113 %
@ CPU-Zeit 100 % 249 %

Der signifikante Anstieg der erforderlichen Rechenzeit um das 2.5-fache ist deshalb nicht
verwunderlich. Es ist allerdings beachtlich, dass sich die Anzahl der Iterationen kaum
verdndert.

Zusammenfassend lésst sich schlussfolgern, dass die in dieser Arbeit beschriebene theo-
retische Erweiterung fiir mehrdimensionale Lastraume erfolgreich implementiert werden
konnte. Die Rechenzeit ist zwar signifikant grofler als im zweidimensionalen Fall. Aller-
dings iiberzeugt der Algorithmus auch im 3D-Fall mit einer durchschnittlichen CPU-Zeit
von etwa 428 s mit dem oben genannten PC durch seine Effizienz.

Da es sich um die erste Présentation von Ergebnissen fiir mehrdimensionale Probleme
handelt, ist das untersuchte Beispiel illustrativ und hat eher akademischen Charakter, da es
in Anlehnung an das typische Validierungsproblem im zweidimensionalen Fall ausgewéhlt
wurde. Nichtsdestotrotz erlaubt die beschriebene Methodik die Anwendung auf komplexere
Strukturen und komplexere Lastzustéande.
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10 Beriicksichtigung von begrenzter
kinematischer Verfestigung

Bisher wurde ausschliellich elastisch-ideal plastisches Materialverhalten betrachtet. Um
realitdtsnahe Ergebnisse zu erzielen, ist es jedoch erforderlich, die Verfestigung des Mate-
rials zu beriicksichtigen, die in Kapitel 2.3.3 beschrieben wurde. Einspieluntersuchungen
mit Beriicksichtigung der Verfestigung sind in der Literatur bereits ausfiihrlich behandelt
worden, w.a. [67, 77, 98, 142]. In den genannten Arbeiten wurde nur die unbegrenzte kine-
matische Verfestigung untersucht.

Die Annahme von unbegrenzt kinematisch verfestigendem Materialverhalten erlaubt aller-
dings die Beschreibung von inkrementellem Kollaps nicht, sondern es kann ausschliefSlich
die alternierende Plastizitit damit erfasst werden, [56, 57, 98, 142]. Deshalb sind Verfah-
ren zur Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung von grofier Bedeutung,
[28, 44, 71, 86, 94-97, 111-114, 133]. Die begrenzte kinematische Verfestigung wurde erst-
mals von WEICHERT und GROSS-WEEGE theoretisch und numerisch untersucht, [44, 133,
gefolgt von STEIN et al [112-114]. In [52] konnte spiter HEITZER zeigen, wie die beiden
verschiedenen Modelle ineinander iiberfithrt werden kénnen.

Da das statische Einspieltheorem in Spannungsgréfien formuliert ist, eignet es sich be-
sonders zur Erweiterung fiir begrenzte kinematische Verfestigung. Insbesondere bietet die
Verwendung von Zwei-Flachen-Modellen eine einfache Moglichkeit, dieses Phénomen in die
Formulierung einzubetten, [44, 86, 97, 111, 133].

10.1 Zwei-Flachen-Modell der begrenzten kinematischen
Verfestigung

Wie bereits in Kapitel 2.3.3 beschrieben, kann die kinematische Verfestigung als Translation
der FlieBflache im Spannungsraum aufgefasst werden. Dabei bewegt sich die Flieifléche von
der AnfangsflieBfliiche f(v,0y) = 0 zu der aktuellen FolgeflieBfliche fy (v, oy) = 0, ohne
dass sich ihre Grofle oder Orientierung dabei &ndern. Die absoluten Spannungen o werden
dafiir in zwei Anteile w und v zerlegt, von denen der eine Anteil 7w die Bewegung des
Flieflichenmittelpunktes beschreibt, wiahrend der andere Anteil v verantwortlich fiir das
Auftreten der plastischen Verzerrungen ist.

o(x,t) =mn(x,t) +v(x,t) (10.1)
Die Spannungen 7 werden im Englischen back stresses genannt, hier werden sie [11] folgend
als Bauschingerspannungen bezeichnet. Im Allgemeinen ist die Verfestigung des Materials

dadurch gekennzeichnet, dass die Bauschingerspannungen 7t abhéngig von den plastischen
Verzerrungen e” sind. Bei Anwendung von inkrementellen Methoden wird die Anderung
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10.1 Zwei-Fldchen-Modell der begrenzten kinematischen Verfestigung

der Bauschingerspannungen dz mithilfe der Verfestigungsregel angegeben. Werden hinge-
gen die Direkten Methoden angewendet, ist die konkrete Angabe einer Verfestigungsregel
nicht notwendig.

Um die Begrenzung der kinematischen Verfestigung zu erfassen, wird in dieser Arbeit
dem von WEICHERT und GROSS-WEEGE in [133] vorgeschlagenen Ansatz gefolgt, in dem
ein Zwei-Flachen-Modell Verwendung findet, Abb. 10.1. Dabei wird die Bewegung der
Fliefliche durch die Begrenzungsflache fy (o, o) = 0 begrenzt.

Folgeflieiflache
fy (’U, O'y) =0

- U’ij
Begrenzungsfldche
AnfangsflieBifléiche fulo,oq) =0

f}0f<U7O-Y) =0

Abbildung 10.1: Schematische Darstellung der begrenzten kinematischen Verfestigung

Wie schon in Abschnitt 3.2.3 wird der folgende Zusammenhang zwischen den absoluten
Spannungen o/ in der Lastecke j im GAUSS-Punkt r des Systems, den elastischen Re-
ferenzspannungen o7 und den Eigenspannungen p, angesetzt, wobei a wie zuvor den
Laststeigerungsfaktor bezeichnet.

ol =aocl’ +p, (10.2)

Die Eigenspannungen p, sind zeitunabhéngig und deshalb auch unabhéngig von der be-
trachteten Lastecke 7. Mit (10.1) kénnen die reduzierten Spannungen v7 in dhnlicher Weise
ausgedriickt werden. Dabei ist zu beachten, dass auch die Bauschingerspannungen 7, un-
abhéngig von der betrachteten Lastecke sind, weil die Begrenzungsfliche feststeht.

vl =0l —7w,=ac? +p, —7, (10.3)

Damit kann das MELAN’sche Theorem mit Berticksichtigung der begrenzten kinematischen
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung

Verfestigung durch das folgende Optimierungsproblem beschrieben werden.

(Piretan) agp = max o

NG

> Cp, =0 (10.4a)
r=1

Vj e [1,NC], Vr € [1,NG] :

fy (ae?’+p, — @, 0v,) <0 (10.4b)
Vj e [1,NC], Vr € [1,NG] :

fu (a Uf’j + pr,oHﬂn) <0 (10.4¢)

Sowohl die sich bewegende Flieflache fy (v, oy ) als auch die Begrenzungsflache fy (o, o)
werden mit dem Kriterium nach VON MISES beschrieben. Dieses kann nach (3.34) mit den
Platzhaltern § und o wie folgt angegeben werden.

F(8.0) = (01— 02)* + (62— 63)% + (03 — 01)* + 6 [(61)” + (05)* + (J6)°] —20%  (10.5)

Mit den in den Gleichungen (3.35)—(3.40b) beschriebenen Transformationen kann dieses
Kriterium durch die Euklidische Norm des Vektors d ausgedriickt werden.

fld,o)=|d|?—20> mit: d=LT-T -6 (10.6)

Man kann entsprechend sowohl o/ als auch v? fiir den Platzhalter § einsetzen.

= .

LT T ' o) (10.7)

r

! (10.8)

f(ul,on) = Hui”i —20% mit: U

=LT.T

= .

f (Wl oy) = Hljin — 20y mit: v

In Kapitel 3.2.3 wurde mit (3.52) weiterhin gezeigt, wie sich die Bedingung der Zeit-
unabhéngigkeit der Eigenspannungen p, = const(j) ausnutzen lisst, um die Spannungen
verschiedener Lastecken miteinander in Beziehung zu setzen.

W =) — LT T (oF9 — g Bt (10.9)

Auch die Bauschingerspannungen sind zeitunabhéngig, 7, = const(j), weshalb sich mit
(10.3) folgende Relation schreiben ldsst.

p, — T, = vl —aaki = const(j) (10.10)

T

Entsprechend kann ein zu (10.9) dquivalenter Zusammenhang fiir die reduzierte Spannung

aufgestellt werden.

-1

vitt=vl —aL" T - (aF7 — a7 (10.11)

Dadurch erhélt man schliellich die folgende verallgemeinerte Form des Optimierungspro-
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blems mit Beriicksichtigung der begrenzten kinematischen Verfestigung.

(Pg) maxa

A-u'+B-v—ab=0 (10.12a)
vr € [1,NG], Vj € [I,NC' —1] :

wt =ul —a~l (10.12b)
vith =l — ol (10.12¢)
Vr € [1,NG] , Vj € [1, NC] :

[ul]|; —20%, <0 (10.12d)
[vi]s — 202, <0 (10.12e)

—1

wobei: vl =L"-T - (oF7 — o™ (10.12f)

10.2 Losung des Optimierungsproblems mit begrenzter
kinematischer Verfestigung

Es wird nun die Losungsstrategie des ideal plastischen Problems in Kapitel 5.1 fiir das
erweiterte Problem mit Berticksichtigung der begrenzten kinematischen Verfestigung ver-
allgemeinert. Zugunsten einer iibersichtlichen Darstellung werden folgende Abkiirzungen
verwendet.

n=(10NC +1)- NG+ 1 (10.13)

mg = my + 10NG - (NC' — 1) (10.14)
m; = NC - NG (10.15)
m=mg+2my (10.16)
z=[ulul,. . ul, udG whvh vl NG va]! e R (10.17)
cu(x) = 20%, — ||[ul]|; € R™ (10.18)
ey(x) =202, — ||VI|; e R™ (10.19)

Das Problem wird in der abgekiirzten Form mit (Pf,) bezeichnet. Es besteht aus mp Glei-
chungsrestriktionen (10.20a), 2 m; Ungleichungsrestriktionen (10.20b) und (10.20c¢) sowie n
Variablen, die im Losungsvektor & zusammen gefasst werden.

(Pip) min f(xz) = —a

Ay-z=0 (10.20a)
cu(x) >0 (10.20D)
cy(xz) >0 (10.20c)
x e R" (10.20d)

Die Koeffizientenmatrix Ay € R™#*" ist in Abb. 10.2 schematisch dargestellt.
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung
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Abbildung 10.2: Schematische Darstellung der Matrix Ay mit Verfestigung

Bevor die KKT auf das aus dem FEinspieltheorem resultierende Optimierungsproblem an-
gewendet wird, wird das Problem (P) noch durch Einfithren der Schlupfvariablen y, z
sowie wy und wy modifiziert.

(Pp)"  min f(x)

Ay =0 (10.21a)
cy(x) —wy =0 (10.21b)
cy(x) —wy =0 (10.21c)
r—y+z=0 (10.21d)
wy >0, wy >20,y>0,2>0 (10.21e)

Durch das Einfithren der Schlupfvariablen wy und wy werden die Ungleichungsrestrik-
tionen (10.20b) und (10.20c) des urspriinglichen Systems (P#5) in Gleichungsrestriktionen
iiberfiihrt. Die Variablen y und z sind erforderlich, um die freie Variable € R" in
(10.20d) zu beherrschen. Die daraus resultierenden Ungleichungen fiir die Schlupfvaria-
blen (10.21e) werden wie in Kapitel 4.3 als Zusatzterme in die Zielfunktion injiziert. Die
Zielfunktion f(x) geht dadurch in die Barrierefunktion f,(x,y, z, wy, wy) iiber.

n n mr mr
fu(@,y, 2z, wi,wy) = f@) — | Y log(y:) + > log(z) + > log(we,) + Y log(wy;)
i=1 i=1 7j=1 7j=1

(10.22)
Das Problem kann dann wie folgt formuliert werden.
(735) min f,(x,y, 2, wy, wy)

Ag-x=0 (10.23a)
cy(x) —wy =0 (10.23b)
cy(x) —wy =0 (10.23c)
r—y+z=0 (10.23d)
wy >0, wy >0,y>0,z>0 (10.23e)
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10.2 Losung des Optimierungsproblems mit begrenzter kinematischer Verfestigung

Die zugehorige LAGRANGE-Funktion kann dann in der folgenden Form angegeben werden:

Ly=fulx,y,z,wy,wy)—Ap-(Ag-x) — Ay - (cu(x) —wpy)
— Ay - (ey(xz) —wy) —s- (x—y+2), (10.24)

wobei Ap € R™?, Ay € R, Ay € R und s € R’} die LAGRANGE-Multiplikatoren
sind. Die Sattelpunktbedingung (4.15) ist hinreichend:

V.Ly=V.f(x) - AL - Ag - CL(x) - Ay — CL(x)- Ay —s=0 (10.25a)
VLg=—pY ' ets=0 (10.25b)
VLy=—puZ'e-5=0 (10.25c¢)
Vgl =— Wy e+ Ay =0 (10.25d)
Vo Lu=—pWy'-e+Ay =0 (10.25¢)
VL =—(Ag-x)=0 (10.25f)
Vouln =—(cn(x) —wy) =0 (10.25g)
Vi Ly =—(ey(z) —wy)=0 (10.25h)
Vilg=—(x—y+ z) =0 (10.251)

wobei: Cy(x) =cy(x)V, € R™*"
Cy(x) =cy(x)V, € R™*"

Um wahrend der Iteration die Konsistenz zu gewéhrleisten, wird die Variable r in die Glei-
chung (10.25¢) eingefithrt. Da beide Variablen r und s per Definition komponentenweise
nicht-negativ sein miissen, werden dadurch beide Variablen im Iterationsverlauf gezwun-
genermaflen zu Nullfolgen.

r=—s (10.26)

Desweiteren werden die vier Gleichungen (10.25b)—(10.25¢) mit den Matrizen Y, Z, Wy
beziehungsweise Wy multipliziert.

—pe+Y - -S-e=0 (10.27a)
—pe+Z-R-e=0 (10.27b)
—pe+Wpy-Ag-e=0 (10.27¢)
—pe+Wy-Ay-e=0 (10.27d)

Das resultierende System der Optimierungsbedingungen wird in der Funktion Ff (IT)
zusammen gefasst, wobei

T
II = [z,y,z,wy, wy, Ag, Ag, Ay, S, T]

der Vektor aller auftretenden Variablen ist.
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung

—V.f(x)+ AL - Ap+Ch(x) - Ag + CL(x) - Ay + s
pe—Y -S-e
pne—Z -R-e
pe—Wypy-Apy-e
FI(IT) = - pe= Wy hyee —0 (10.28)
Ay -x
cy(x) —wy
cy(x) —wy

T—Y+=z

r+s

Wie zuvor wird das nichtlineare Gleichungssystem (10.28) mithilfe des NEWTON-
Verfahrens gelost. Die Schrittwerte AIT, im Iterationsschritt k + 1 werden aus den im
vorherigen [terationsschritt & bestimmten Werten IT; berechnet.

J(IT;) - AIT, = —V; Ly (IT}) (10.29)

wobei: J(Hk) = VnﬁH(ﬂ) VH

=11,

Die JacoBI-Matrix J(IT) der Funktion F f (IT) kann wie folgt ausgedriickt werden, wobei
im Folgenden zugunsten einer iibersichtlichen Darstellung auf die Indizierung mit tiefge-
stelltem k verzichtet wird.

ViCy 0 0 0 0 —-AL —Ch(z) -CL(x) -I, 0
0 S 0 0 0 0 0 0 Y 0
0 0 R 0 0 © 0 0 0 Z
0 0 0 Ay 0 0O Wy 0 0 0
) = 0 0 0 0 Ay O 0 Wy 0 0 (10.30)
—Ay; 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—Cy(x) 0 0 I, 0 O 0 0 0 0
—Cy(x) 0 0 0 I, O 0 0 0 0
-1, I,-I, 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O 0 o -I, I,

Das Gleichungssystem wird durch sukzessive Elimination solcher Gleichungen kondensiert,
die Diagonalmatrizen enthalten, welche trivialerweise invertierbar sind. Die folgenden Va-
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10.2 Losung des Optimierungsproblems mit begrenzter kinematischer Verfestigung

riablen werden durch Substitution eliminiert.

As = —FE,-bj—FE, Az (
Ay = uS 't e—y-Y-8' As (
Ar = —r—s—As (
Az = pyR'e-2—-Z R ' Ar (
Awyg = MAI_{1~e—wH—EH-A)\H (

Awy = pAy'-e—wy — Ey-A)ly (10.36
wobei: b, = w+z+M(R_1—S_1)-e+R_1~Z-S (
E, = (ST Y+R' 2)" (
Ey = Wy Aj (
Ey = Wy A;! (

Das resultierende, kondensierte System ist gegeben durch:

—(ViLy+ E.) A}, ChL(z) Ci(=) Ax d,

A 0 0 0 AX d
" : S I (10.41)

Cy(x) 0 Ey 0 Ay di

Cy(z) 0 0 Ey Ay dy

Die rechte Seite dieses Systems ergibt sich wie folgt.

d = V.f(x)— AL Ag—ChL(x) - Ay —CL(x)- Ay —s+ E;-b; (10.42a)
dl = —cu(x)+puAy-e (10 42c)
dl = —cy(z) +pAyt (10.42d)

Unter Beriicksichtigung der Definition (10.24) der LAGRANGE-Funktion Ly und ihres
Gradienten V,Lpy nach @ in (10.25a) lisst sich die HESSE-Matrix V2Ly nach  folgen-
dermaflen angeben.

= - Z V CHk )\H,k + (Vi Cy7k(m)) AYJJ (1044)
= QH(AH) + Qy(Ay) = Qyu(An, Ay) (10.45)

Setzt man die FlieBbedingung nach voN MISES (10.18) und (10.19) voraus, dann ist die
Matrix Qyy (A, Ay) € R™ nur im Bereich i, j € [1,10m;] besetzt, wihrend im Bereich
i,7 € [10my, n] alle Eintrage null sind. Bei dieser Formulierung befinden sich alle Eintrége,
die nicht null sind, auf der Hauptdiagonalen. Sie konnen wie folgt berechnet werden.

for (i € [1,my]) : {for(j€[1,5]): QYH[5i+j]:2)\H[z’]} (10.46)

for (i € [mr,2my)) : {for(je[1,5]): QYH[5i+j]:2)\y[z']} (10.47)
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung

Das in Kapitel 5.3.1 beschriebene Problem des Nullblocks auf der Hauptdiagonalen der
Koeffizientenmatrix tritt auch bei dem System (10.41) auf. Entsprechend wird auch hier
eine duale Regularisierung mit der Matrix RS nach (5.37) vorgenommen, sodass die der-
art modifizierte Matrix im Sinne von VANDERBEI [121] stark faktorisierbar ist, wodurch
eine CHOLESKY-Zerlegung erméglicht wird. Da die beteiligten Ungleichungsrestriktionen
(10.18) und (10.19) auch bei Beriicksichtigung der begrenzten kinematischen Verfestigung
alle konkav sind, ist wie bisher keine primale Regularisierung notwendig.

Das derart regularisierte System ist dann gegeben durch:

—(Qyr(Am, Av) + E\) A Ch(z) Cy(=) Ax d;
A RY 0 0 AX d

. a : Pl | (104s)
Cy(x) 0 Ey 0 ANy dl
Cy(.’l)) 0 0 Ey A)\y dé/

Aufgrund der speziellen Formulierung des Problems lésst es sich derart zusammen fassen,
dass die Analogie zum ideal plastischen Fall deutlich wird.

E 0 C
g, — | 7" o = " HOT — [Cﬁ)cﬂ (10.49a)
0 Ey CY
" Ar . Ay H dy'
A= A" = d; = (10.49Db)
Ay Ay dy
Das zusammengefasste System ergibt sich wie folgt:
Ap RY 0 | Axg | =] dy (10.50)
HC[(.’B) 0 HE2 AH)\[ Hd3

Der Vergleich mit (5.27) zeigt die Analogie der Formulierungen. Durch das Zusammenfassen
(10.49) kann das Problem mit Beriicksichtigung der begrenzten kinematischen Verfestigung
in d&hnlicher Weise behandelt werden wie das Problem fiir ideal plastisches Materialverhal-
ten.

10.3 Validierung des Algorithmus mit begrenzter
kinematischer Verfestigung

Die beschriebene Methode wurde in 1PSA implementiert. In diesem Abschnitt wird der
Algorithmus mit Beriicksichtigung der begrenzten kinematischen Verfestigung anhand von
vier Beispielen validiert.

Fiir alle Beispiele werden zweidimensionale Lastrdume betrachtet, wobei die jeweiligen
Lasten unabhéngig voneinander in den folgenden Grenzen variieren.
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10.3 Validierung des Algorithmus mit begrenzter kinematischer Verfestigung

Die FEM-Analyse fiir alle Rechnungen wurde mit dem Software-Paket ANSYS durchgefiihrt.
Die verwendeten Modelle wurden basierend auf Vorlagen von SATD MOUHTAMID im Rah-
men einer Studienarbeit von SEBASTIEN PERROY erstellt. Die Diskretisierung erfolgt mit
isoparametrischen Volumenelementen (kubisch mit 8 Knoten). Insbesondere findet das Ele-
ment solid45 bei den mechanischen Lasten Anwendung. Fiir thermische Lastfille wird
zunéchst die Temperaturverteilung mit dem Element solid70 berechnet, dann wird mit
den berechneten Temperaturknotenlasten die Spannungsanalyse mit dem Element solid185
durchgefiihrt.

In allen Rechnungen werden die Materialparameter als temperaturunabhéngig angenom-
men. Auflerdem werden ausschliefllich stationédre Prozesse betrachtet, wobei angenommen
wird, dass sich Temperaturdnderungen hinreichend langsam einstellen. Dariiber hinaus
wird Kriechen infolge hoher Temperaturen nicht beriicksichtigt.

Die Rechnungen werden auf einem Dell Precision T7500 mit Xeon E5620-Prozessor mit
2400 MHz und 12 GB RAM durchgefiihrt.

10.3.1 Scheibe unter thermomechanischer Belastung

Es wird eine Scheibe unter thermomechanischer Belastung betrachtet. Die Scheibe wird
entlang der horizontal verlaufenden Kanten wie dargestellt gelagert, Abb. 10.3. An den
anderen Kanten wird die Flachenlast p in z-Richtung eingeprdagt. Wie in dem hinldng-
lich bekannten Beispiel von BREE wird auf einer Seite der Scheibe die Temperaturlast
AT =Ty — Ty aufgebracht. Die Temperaturverteilung wird als linear {iber die Dicke der
Scheibe angenommen.

- - ,\\T/,
-4 - -« TO—>
-t . y'e N
- \\Tf/ >

D |- ~ T, — > D
- » ~a -
17 YN >

Abbildung 10.3: System und Belastung der Scheibe

Die Scheibe besteht aus Stahl X6CrNiNb 18-10 und wird als homogen isotrop angenom-
men. Die mechanischen und thermischen Eigenschaften des Materials konnen Tab. 10.1
entnommen werden.

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Systems wird nur die Halfte der Scheibe be-
trachtet. Das verwendete Netz besteht aus 676 Knoten und 432 Elementen (3 Elemente
tiber die Dicke), Abb. 10.4.

Das elastische Spannungsfeld infolge der Flichenlast p ist homogen mit o, = p und
o, = v p, alle anderen Spannungskomponenten sind null. Bei einem willkiirlich gew#hlten
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung

Tabelle 10.1: Thermische und mechanische Kennwerte

Elastizitdtsmodul [MPa] 2.0 x 10°
FlieBspannung [MPa] 205
Querkontraktionskoeffizient 0.3
Dichte [kg/m?] 7.9 x 103
Wiérmeleitfihigkeit [W/(m-K)] 15
Spezifische Warmekapazitét [J/(kg-K)] 500
Wérmeausdehnungskoeffizient [1/K] 1.6 x 107°

Abbildung 10.4: FEM-Modell der Scheibe

Wert p = 100 MPa stellt sich damit eine Vergleichsspannung von 88.882 MPa ein. Die ela-
stische Spannungsverteilung infolge der Temperaturlast ist in Abb. 10.5 dargestellt, wobei
der willkiirlich gewéahlte Wert AT = 100 K verwendet wurde.

41 .45% 97,261 153.062 Z08.864 264.666
69.36 125,161 180.963 236.765 292 . 566

Abbildung 10.5: Elastische Vergleichsspannung der Scheibe infolge Temperaturbelastung

Das Ergebnis der Einspielanalyse ist in Abb. 10.6 dargestellt. Dort wird der elastische
Bereich gepunktet gezeichnet, der die Menge aller moglichen Belastungspfade umschlief3t,
die zu elastischem Materialverhalten fiihren. Aulerdem wird der Einspielbereich fiir ideal
plastisches Materialverhalten mit der Fliespannung oy = 205 MPa und mit Strich-Punkt-
Linien fiir Vielfache der FlieBspannung o3,; = 1.250y, 035 = 1.50y und 033 = 1.75 0y an-
gegeben. Dariiber hinaus werden die Einspielbereiche mit Beriicksichtigung der begrenzten
kinematischen Verfestigung mit op; = 1.250y, o2 = 1.50y und og 3 = 1.75 0y und mit
unbegrenzter kinematischer Verfestigung dargestellt. Beide Achsen sind auf den jeweiligen
Wert pg beziehungsweise ATy bei ideal plastischem Materialverhalten skaliert.
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2 T T
o~ Elastischer Bereich
18 —o—Ideal plastisch ||
e k. -—o- |deal plastisch *1.25
B --o- |deal plastisch *1.5
1.6+ T - % -—%- |deal plastisch *1.75
" 0=.0.-q_. T —o— Verfestigung 1.25
HO 14l o~ o o -q * ) —o— Verfestigung 1.5 L
ﬁ O =o_._ o %| —«— Verfestigung 1.75
&~ ¢S = ~o._ —%— Unbegr. Verfestigung
q 1.2f nﬁ\u\EN "~ S ]
- n. N \
- \
N 1 - ) n
=
~—
z
& 0.8 i
% 0.6 i
=
0.4 i
0.2 i

12
p/Po

018 1
Fliachenlast

0.6 14

Abbildung 10.6: Ergebnis der Einspielanalyse der Scheibe

Sowohl im ideal plastischen Fall als auch unter Beriicksichtigung der begrenzten Verfe-
stigung lassen sich die verschiedenen Mechanismen der alternierenden Plastizitéit und des
inkrementellen Kollaps eindeutig identifizieren. Bei vorherrschender Temperaturbeanspru-
chung stimmen alle Einspielgrenzen mit der Kurve fiir unbegrenzte Verfestigung iiberein,
die wiederum die alternierende Plastizitat widerspiegelt. Die Verfestigung spielt hier keine
Rolle. Entsprechend ist die Einspieltemperatur ATy genau doppelt so grof3 wie die ela-
stische Grenztemperatur. Im durch die Flidchenlast dominierten Bereich ist hingegen die
Einspielgrenze durch Versagen infolge inkrementellen Kollaps definiert. Hier wird der Ein-
fluss der Verfestigung deutlich. Die Einspielgrenze vergrofiert sich genau mit dem Verhéltnis
oy /oy, die Ubereinstimmung mit den Kurven fiir das jeweilige Vielfache der FlieBspan-
nung ist offensichtlich. Die Flachenlast der elastischen Grenze und der Einspielgrenze bei
ideal plastischem Material py stimmen iiberein, da das homogene Spannungsfeld keine pla-
stischen Reserven erlaubt. Es ist beachtlich, wie gut der Ubergang zwischen den genannten
Mechanismen erfasst wird.

Zur Validierung der Ergebnisse werden sie mit Rechnungen von HEITZER et al. [53],
SCHWABE [104] und MOUHTAMID [82, 134] verglichen. Die genannten Arbeiten basie-
ren ebenfalls auf dem statischen Einspieltheorem, allerdings unterscheiden sie sich in der
Losungsstrategie. Wahrend HEITZER die Methode der reduzierten Basen verwendet, benut-
zen SCHWABE und MOUHTAMID das Programm LANCELOT [27], das auf einem augmentier-
ten LAGRANGE’schen Verfahren beruht. Die Rechnungen von SCHWABE und MOUHTAMID
unterscheiden sich in den verwendeten Elementtypen.

Die prisentierten Resultate fiir Verfestigung zeigen eine gute Ubereinstimmung mit den Re-
ferenzergebnissen, Abb. 10.7-Abb. 10.9. Abweichungen werden nur bei der ideal plastischen
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Abbildung 10.7: Vergleich mit Ergebnissen von HEITZER et al. [53]

Einspielgrenze beobachtet. Hier liefert 1PSA einen schérferen Ubergang vom Mechanismus
des inkrementellen Kollaps zum Mechanismus der alternierenden Plastizitét.

Der Einfluss der Verfestigung auf die wesentlichen numerischen Kennwerte des Problems
wird in Tab. 10.2 ersichtlich.

Tabelle 10.2: Einfluss der Verfestigung auf numerische Details

Ideal plast. Verfestigung

n 72577 141 697
mg 53 868 105708
mr 13824 27 648
@ Tterationen 3 802 3 869
& CPU-Zeit [s] 636 965

Die Anzahl der erforderlichen Iterationen wird kaum beeinflusst, aufgrund der gréfleren
Anzahl der Variablen ist die Rechenzeit allerdings hoher. In den Referenzen wird keine
Rechenzeit angegeben. Beriicksichtigt man jedoch die CPU-Zeiten von LANCELOT bei den
Beispielen im Kapitel 7, ist anzunehmen, dass diese Rechnungen wesentlich ldnger dauern.

104



10.3 Validierung des Algorithmus mit begrenzter kinematischer Verfestigung

AT/AT,

Temperatur

AT/AT,

Temperatur

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

—o— Elastischer Bereich
—o—ldeal plastisch
—o— Verfestigung 1.5
—+— Unbegr. Verfestigung H
Schwabe elastisch
Schwabe ideal plastisch
Schwabe Verfestigung 1.5
Schwabe unbegr. VerfestigungH

* 0 o =

!
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Flichenlast

1.2 14 1.6 1.8 2

p/ Po

Abbildung 10.8: Vergleich mit Ergebnissen von SCHWABE [104]

T T T
—o— Elastischer Bereich
—o— Ideal plastisch
—o— Verfestigung 1.5
—&— Unbegr. Verfestigung H
Mouhtamid elastisch
Mouhtamid ideal plastisch
Mouhtamid Verfestigung 1.5
Mouhtamid unbegr. Verfestigungh

* 0 o=

!
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Flichenlast

1.2 14 1.6 1.8 2

p/ Po

Abbildung 10.9: Vergleich mit Ergebnissen von MOUHTAMID [82]
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung

10.3.2 Langes Rohr unter thermomechanischer Belastung

Als zweites Beispiel wird ein Rohr unter thermomechanischer Belastung betrachtet,
Abb. 10.10. Das Rohr wird als sehr lang und offen angenommen. Als Belastung werden der
Innendruck p sowie eine Temperaturlast AT =T} — Ty im Innern des Rohrs eingeprégt.
Das Verhiltnis von Wanddicke h und Radius R wird als £/}, = 10 gewahlt.
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Abbildung 10.10: System und Belastung des Rohrs

Das Rohr besteht aus Stahl X6CrNiNb 18-10 und wird als homogen isotrop angenommen.
Die mechanischen Eigenschaften des Materials kénnen Tab. 10.1 des vorigen Beispiels ent-
nommen werden. Unter Berticksichtigung der Symmetrie des Systems wird nur die Hélfte
des Rohrs betrachtet. Das verwendete Netz besteht aus 984 Knoten und 600 Elementen (5
Elemente iiber die Wanddicke), Abb. 10.11(a).
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(a) FEM-Modell (b) Elastische Vergleichsspannun- (c) Elastische Vergleichsspannun-
gen infolge Innendruck gen infolge Temperatur

Abbildung 10.11: Modell und elastische Spannungen des langen Rohrs

Die Verldufe der elastischen Vergleichsspannungen sind in Abb. 10.11 dargestellt. Hierfiir
wurden die willkiirlich gewéhlten Werte p = 10 MPa und AT = 100 K verwendet.
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10.3 Validierung des Algorithmus mit begrenzter kinematischer Verfestigung

Das Ergebnis der Einspielanalyse ist in Abb. 10.12 dargestellt. Dort wird der elastische
Bereich gepunktet gezeichnet, der die Menge aller méglichen Belastungspfade umschlief3t,
die zu elastischem Materialverhalten fiihren. Auflerdem wird der Einspielbereich fiir ideal
plastisches Materialverhalten mit der FlieBspannung oy = 205 MPa und mit Beriicksich-
tigung der begrenzten kinematischen Verfestigung mit op = 1.20y, o2 = 1.350y und
op 3 = 1.5 0y sowie mit unbegrenzter kinematischer Verfestigung dargestellt. Beide Achsen
sind auf den jeweiligen Wert py beziehungsweise AT} bei ideal plastischem Materialverhal-
ten skaliert.
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Abbildung 10.12: Ergebnis der Einspielanalyse des langen Rohrs

Wie zuvor lassen sich die verschiedenen Mechanismen der alternierenden Plastizitét und des
inkrementellen Kollaps eindeutig identifizieren. Bei vorherrschender Temperaturbeanspru-
chung fallen alle Einspielkurven zusammen, und es handelt sich um alternierende Plasti-
zitét. Die Verfestigung spielt hier keine Rolle. Entsprechend ist die Einspieltemperatur ATj
genau doppelt so grof} wie die elastische Grenztemperatur. Im durch den Innendruck do-
minierten Bereich ist hingegen die Bedingung fiir inkrementellen Kollaps maf3igebend. Hier
wird der Einfluss der Verfestigung deutlich. Die Einspielgrenze vergréflert sich genau mit
dem Verhiltnis oy /oy

Zur Validierung der Ergebnisse werden sie mit Rechnungen von MOUHTAMID [82], HA-
CHEMI [46] und HEITZER et al. [53] verglichen. Diese basieren ebenfalls auf dem statischen
Einspieltheorem, allerdings unterscheiden sie sich in der Losungsstrategie. Die Rechnung
von MOUHTAMID wurde mit IPDCA durchgefiihrt, sodass die Methodik sehr dhnlich ist.
Allerdings kann dort keine Verfestigung beriicksichtigt werden. Die dargestellte Kurve fiir
unbegrenzte kinematische Verfestigung ist die fiir alternierende Plastizitdt. HACHEMI ver-
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung

wendet den BFGS-Algorithmus zur Losung des Optimierungsproblems, u.a. [81], wohinge-
gen HEITZER die Methode der reduzierten Basen benutzt.
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Abbildung 10.13: Vergleich mit Ergebnissen von MOUHTAMID [82]

Der Vergleich mit der Rechnung von MOUHTAMID zeigt eine gute Ubereinstimmung,
Abb. 10.13. Nur im Bereich vorherrschenden Drucks ist eine Abweichung zu beobach-
ten, die durch unterschiedliche elastische Losungen infolge unterschiedlicher FEM-Modelle
begriindet werden kann. Der Unterschied des Einspieldrucks mit unbegrenzter Verfestigung
ist genau doppelt so grofl wie der Unterschied des elastischen Grenzdrucks.

Die Kurven von HACHEMI liegen tendenziell iiber den hier berechneten Losungen, die Ein-
spiellasten werden sowohl mit als auch ohne Beriicksichtigung der Verfestigung iiberschétzt,
Abb. 10.14. Die Verldufe sind qualitativ ahnlich, auch die Steigungen an den Achsenschnitt-
punkten stimmen iiberein.

Die Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit denen von HEITZER, Abb. 10.15. Bei Beriick-
sichtigung der Verfestigung sind seine Werte etwas niedriger, die Abweichung ist allerdings
gering.
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Abbildung 10.14: Vergleich mit Ergebnissen von HACHEMI [46]
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Abbildung 10.15: Vergleich mit Ergebnissen von HEITZER et al. [53]
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung

10.3.3 Geschlossenes Rohr unter thermomechanischer Belastung

Das Rohr des vorherigen Beispiels 10.3.2 wird nun als geschlossen angenommen, Abb. 10.16.
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Abbildung 10.16: System und Belastung des geschlossenen Rohrs

Zu Vergleichszwecken wird ein Abschnitt betrachtet, der sich weit genug von dem Ab-
schluss befindet, sodass der Einfluss auf das Verformungsverhalten nicht berticksichtigt
werden muss. Allerdings muss auch dann der Axialdruck o, beriicksichtigt werden. Die
Kraft auf den Deckel mit der Fliche Ap = 7 (R — h)? steht mit der Resultierenden der
Axialspannung o, auf der Rohrschnittfliche Az = 7 (2 Rh — h?) im Gleichgewicht.

2 2 (R —h)?
OueT(2Rh—h*)=pr(R—h)" — Uax_p(ZRh—hQ)
Durch diese zusétzliche Axialbelastung éndert sich der elastische Spannungsverlauf infol-
ge Innendruck, Abb. 10.17. Wie vorne wurde der willkiirlich gewéhlte Wert p = 10 MPa
verwendet. Der Lastfall Temperatur ist davon nicht betroffen, und es kann weiterhin der
Verlauf Abb. 10.11(c) verwendet werden.
Das Ergebnis der Einspielanalyse ist in Abb. 10.18 dargestellt. Dort wird der Einspiel-
bereich fiir ideal plastisches Materialverhalten mit der Fliespannung oy = 205 MPa
und mit Beriicksichtigung der begrenzten kinematischen Verfestigung mit op; = 1.2 0y,
o2 = 1.350y und oy s = 1.5 0y sowie mit unbegrenzter kinematischer Verfestigung dar-
gestellt. Beide Achsen sind auf den jeweiligen Wert py beziehungsweise ATy bei ideal pla-
stischem Materialverhalten skaliert.
In Abb. 10.18 konnen die verschiedenen Mechanismen der alternierenden Plastizitdt und
des inkrementellen Kollaps eindeutig identifiziert werden. Bei vorherrschender Tempera-
turbeanspruchung fallen alle Einspielkurven zusammen, ohne dass die Verfestigung einen
Einfluss hat. Es handelt sich um alternierende Plastizitat. Zu beachten ist, dass die Ein-
spielkurve der alternierenden Plastizitédt ndherungsweise linear verlauft. Im durch den In-
nendruck dominierten Bereich ist hingegen die Bedingung fiir inkrementellen Kollaps maf3-
gebend, und die Verfestigung beeinflusst das Ergebnis. Die Einspielgrenze vergrofiert sich
genau mit dem Verhéltnis oy /oy .
Zur Validierung der Ergebnisse werden sie mit der Rechnung von GROSS-WEEGE [43]
verglichen, die ebenfalls auf dem statischen Einspieltheorem basieren. Allerdings wurde
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Abbildung 10.17: Elastische Vergleichsspannung des geschlossenen Rohrs infolge Innendruck
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Abbildung 10.18: Ergebnis der Einspielanalyse des geschlossenen Rohrs

dort das Optimierungsproblem mit einem auf der Methode der reduzierten Basen beru-
henden Algorithmus gelost. Die Ergebnisse stimmen gut iiberein, auch wenn im Bereich
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10 Beriicksichtigung von begrenzter kinematischer Verfestigung

des inkrementellen Kollaps bei Verfestigung die berechneten Werte etwas iiber denen von
GRrOsS-WEEGE liegen, Abb. 10.19.
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Abbildung 10.19: Vergleich mit Ergebnissen von GROSS-WEEGE [43]

10.3.4 Flansch unter biaxialer mechanischer Belastung

Abschlieend wird ein Flansch mit drei verschiedenen Auflenradien betrachtet, der durch
den Innendruck p und die Axialkraft @) belastet wird, Abb. 10.20.

Zwecks Vergleichbarkeit werden die Geometrie- und Materialdaten von [82] ibernommen.
Die Abmessungen kénnen Tab. 10.3 entnommen werden, wihrend die mechanischen Ei-
genschaften in Tab. 10.4 angegeben werden.

Tabelle 10.3: Dimensionen des Flansches

Lénge L in [mm] 386.9
Innenradius R; in [mm] 60.0
Auflenradius R, in [mm]  68.1
Auflenradius R, 2 in [mm]  77.8
Auflenradius R, 3 in [mm]  90.5

Unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie wird das folgende FEM-Modell fiir die Berech-
nung der elastischen Spannungen verwendet, Abb. 10.21(a). Das Netz besteht aus 265
Elementen mit 678 Knoten (1 Element iiber die Dicke).
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Abbildung 10.20: System und Belastung des Flansches

Tabelle 10.4: Mechanische Eigenschaften

Elastizitdtsmodul [MPa] 2.0 x 10°
FlieBspannung [MPa)] 200
Querkontraktionskoeffizient 0.3

Die elastischen Vergleichsspannungen sind in Abb. 10.21 dargestellt. Dafiir wurden die
willkiirlich gewéhlten Werte p = 10 MPa und @ = 113.097 kN verwendet. Dabei ist zu
beachten, dass zwar der Spannungsverlauf infolge Druckbelastung exakt mit dem von
MOUHTAMID {ibereinstimmt, dass Abweichungen in der Modellierung jedoch zu einem
Unterschied bei der Axialkraft fithren. MOUHTAMID gibt den Maximalwert der Vergleichs-
spannung in diesem Fall mit 106.465 MPa an, wohingegen in der vorliegenden Rechnung
der maximale Wert 100.143 MPa betragt.

Das Ergebnis der Einspielanalyse ist in Abb. 10.22 dargestellt. Dort wird der elastische
Bereich gepunktet gezeichnet, der die Menge aller méglichen Belastungspfade umschlief3t,
die zu elastischem Materialverhalten fithren. Auflerdem wird der Einspielbereich fiir ide-
al plastisches Materialverhalten mit der Fliespannung oy = 200 MPa und mit Strich-
Punkt-Linien fiir Vielfache der Flieispannung oy-; = 1.250y und oy, = 1.5 0y angegeben.
Dariiber hinaus werden die Einspielbereiche mit Beriicksichtigung der begrenzten kinema-
tischen Verfestigung mit oy = 1.250y und og 2 = 1.5 0y und mit unbegrenzter kinema-
tischer Verfestigung dargestellt. Beide Achsen sind auf den jeweiligen Wert py beziehungs-
weise )y bei ideal plastischem Materialverhalten skaliert.

Sowohl im ideal plastischen Fall als auch unter Beriicksichtigung der begrenzten Verfesti-
gung sind die Mechanismen der alternierenden Plastizitédt und des inkrementellen Kollaps
gut unterscheidbar. Im Bereich der Axialkraft stimmen alle Einspielgrenzen mit der Kurve
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Abbildung 10.21: Modell und elastische Spannungen des Flansches
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10.3 Validierung des Algorithmus mit begrenzter kinematischer Verfestigung

fiir unbegrenzte Verfestigung iiberein. Es handelt sich hierbei um alternierende Plastizitit,
wobei die Verfestigung keine Rolle spielt. Die zur Einspielgrenze gehérende Axialkraft
ist doppelt so grol wie die elastische Grenzkraft. Im Gegensatz dazu herrscht im durch
den Innendruck dominierten Bereich Versagen infolge inkrementellen Kollaps vor. Hier
wird der Einfluss der Verfestigung deutlich. Die Einspielgrenze vergréflert sich genau mit
dem Verhéltnis oy /0oy. Die Kurven fiir begrenzte Verfestigung mit oy sind in diesem Be-
reich nahezu identisch mit denen der idealen Plastizitdt mit erhohter FlieBspannung o7
Die zu den verschiedenen Mechanismen gehérenden Kurven werden beinahe iibergangslos
ineinander iiberfiihrt.

AbschlieBend werden die Ergebnisse mit Rechnungen von MOUHTAMID [82, 135] verglichen,
Abb. 10.23. Diese Rechnungen wurden mit dem Programm LANCELOT [27] durchgefiihrt,
das auf einem augmentierten LAGRANGE’schen Verfahren beruht.
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Abbildung 10.23: Vergleich mit Ergebnissen von MOUHTAMID [82]

Auch bei diesem Beispiel zeigt sich eine gute Ubereinstimmung mit der Referenzlésung.
Die angesprochene Abweichung in der elastischen Losung schligt sich in einer Abwei-
chung der Kurven fiir unbegrenzte Verfestigung nieder. Auch bei ideal plastischem Material
sind die Werte von MOUHTAMID tendenziell etwas grofler. Die Verldaufe mit Verfestigung
oy = 1.5 oy liegen hingegen sehr nah bei einander.

MoUHTAMID gibt leider keine Rechenzeiten an. Mit 1PSA liegt fiir dieses System mit
Berticksichtigung der Verfestigung der Durchschnitt der Rechenzeit unter 5 Minuten. Mit
den Erfahrungen aus Kapitel 7 kann vermutet werden, dass die CPU-Zeit mit LANCELOT
deutlich dariiber liegt.

115



11 Fazit und Ausblick

Die Bestimmung der Einspiellasten von mechanischen Systemen ist von entscheidender
Bedeutung im konstruktiven Ingenieurwesen. Das gilt insbesondere fiir Komponenten, auf
die verénderliche thermomechanische Lasten einwirken. Um méglichst realitétsnahe Ergeb-
nisse erzielen zu konnen, ist die Erfassung von begrenzt kinematisch verfestigendem Ma-
terialverhalten notwendig. Diese Aufgabe erweist sich als besonders komplex, wenn grofle
Ingenieurstrukturen betrachtet werden, da diese auf Optimierungsprobleme mit besonders
hoher Anzahl von Unbekannten und Restriktionen fiihren.

In der vorliegenden Arbeit wurde der neue Algorithmus 1PSA vorgestellt, der speziell
fiir Einspieluntersuchungen mechanischer Komponenten aus VON MISES- Materialien ent-
wickelt worden ist. Die zugrundeliegende mathematische Formulierung basiert auf der An-
wendung des statischen Einspieltheorems von MELAN. Das daraus resultierende Optimie-
rungsproblem wird mithilfe der Innere Punkte Methode gelost, wobei die Losungsstrategie
speziell auf das vON MISES Fliekriterium zugeschnitten ist.

Die Validierung erfolgte zunéchst fiir Strukturen mit elastisch- ideal plastischem Material-
verhalten unter der Einwirkung von zwei unabhéngig voneinander variierenden thermome-
chanischen Lasten. Hier wird die Genauigkeit von 1PSA beim Vergleich mit Ergebnissen der
Literatur sowie mit Rechnungen mit den Programmen LANCELOT, IPOPT und IPDCA ge-
zeigt. Dariiber hinaus wird deutlich, dass sich der Algorithmus durch besondere Effizienz
auszeichnet. Im schlechtesten Fall betriagt die Rechenzeit ungefahr ein Achtel der von den
genannten Programmen bendtigten, wihrend sie im besten Fall um einen Faktor von iiber
300 reduziert werden kann.

Desweiteren wurde in dieser Arbeit sowohl die theoretische Herleitung als auch die Im-
plementierung fiir den Fall beliebig vieler Lasten erweitert. Das Vorgehen wurde anhand
der Berechnung einer durch drei unabhéngig variierende thermomechanische Lasten bean-
spruchten Lochscheibe veranschaulicht. Die préasentierten Ergebnisse des Einspielbereichs
im dreidimensionalen Lastraum sind die ersten ihrer Art.

Daraufhin wurde die Erweiterung fiir begrenzte kinematische Verfestigung prasentiert. Die-
se beruht auf einem von WEICHERT und GROSS-WEEGE vorgeschlagenen Zwei-Fléachen-
Modell, das die Einbettung dieser Verfestigung in das statische Einspieltheorem erméglicht.
Wie im ideal plastischen Fall, wurde die Innere Punkte Methode zur Losung des erweiter-
ten Optimierungsproblems verwendet. Die Richtigkeit der Implementierung in 1PSA konnte
durch vier Beispiele belegt werden, deren Ergebnissen gute Ubereinstimmung mit den in
der Literatur vorhandenen aufweisen.

Abschlieflend lésst sich schlussfolgern, dass die Innere Punkte Methode ausgezeichnet fiir
die Losung des aus dem statischen Einspieltheorem resultierenden Optimierungsproblems
geeignet ist. Insbesondere bei der Anwendung auf grofie Ingenieurstrukturen mit ideal
plastischem oder begrenzt kinematisch verfestigendem Verhalten hat sich der Algorithmus
1PSA bewéhrt und durch hohe Effizienz iiberzeugt.
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Bisher handelt es sich bei IPSA um ein unabhéngiges Programm, das der Berechnung der
elastischen Spannungen mittels eines FEM-Softwarepakets nachgeschaltet ist. Ein néchster
Schritt sollte darin bestehen, den Code direkt in ein solches Softwarepaket zu integrieren.
Diese Aufgabe ist eher technischer Natur, ist aber notwendig, um ausfiihrliche Parameter-
studien der numerischen Parameter der Abbruchbedingungen und der Update-Regeln an
moglichst vielen verschiedenen Systemen zu erméglichen. Dariiber hinaus erscheint eine
weitere Untersuchung der Startwertwahl vielversprechend.

Die Anwendung des selektiven Algorithmus auf das Beispiel der Lochscheibe zeigt ein
hohes Potential auf, die Rechenzeit bei grofflen Systemen deutlich zu reduzieren. Es scheint
deshalb empfehlenswert, diese Vorgehensweise fiir beliebige Probleme zu verallgemeinern.
Eine Moglichkeit zur Weiterentwicklung der présentierten Methode kénnte in der Beriick-
sichtigung der Materialschidigung liegen. Dem Ansatz von HACHEMI und WEICHERT [51]
folgend, kann durch Einfithrung des Schiadigungsparameters D die Schidigung im stati-
schen Einspieltheorem beriicksichtigt werden. Dabei muss fiir die neue Variable D des Opti-
mierungsproblems auch eine neue Nebenbedingung formuliert werden, die die Beschrankt-
heit der Schiadigung ausdriickt. Schwierigkeiten konnen allerdings dadurch hervorgerufen
werden, dass diese Bedingung nicht konvex ist.

Eine alternative Entwicklungsmoglichkeit besteht darin, die vorgestellte Methodik auf
Formgedéchtnislegierungen anzuwenden. Fiir den Spezialfall der spannungsinduzierten
Phasentransformation ohne Beriicksichtigung der Temperatur, die als konstant im Bereich
mit pseudoelastischem Materialverhalten angenommen wird, geben FENG und SUN bereits
ein statisches Einspieltheorem an, [33]. Eine entsprechende Erweiterung von 1PSA erscheint
moglich und sinnvoll.
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A Darstellung des Spannungstensors

A.1 Spannungsdeviator und Verzerrungsdeviator

Der Spannungstensor o wird in einen deviatorischen Anteil & und einen dilatatorischen
Anteil pI (oder auch Kugeltensor) aufgespalten.

o=o0+pl (A.1)

mit dem hydrostatischen Druck p= %akk = % (or+om+om) (A.2)
Entsprechend wird der Verzerrungstensor aufgespalten in

e=¢e+tepd (A.3)

mit der mittleren Dehnung Em = %5% = % (er+em+em) (A.4)

Damit beschreibt & allein die Distorsion (Gestaltéinderung). Das HOOKE’sche Gesetz lasst
sich dann wie folgt schreiben.

Distorsion : & =2Gé& (A.5)
Dilatation : p= Ke,, (A.6)
Dabei bezeichnet K den Kompressionsmodul :

1+v FE
K=26 1-2v) (1-2v) (A7)

A.2 Hauptachsentransformation und Invarianten

Jeder Tensor zweiter Stufe T' lésst sich durch seine Koordinatenmatrix und die dazugehori-
ge orthonormale Basis e; eindeutig festlegen.

Ty Ty Tis T, 0 0
T=| Ty Ty Ty |ee; - T= 0 Ty O n;n;
T3 T3y T33 0 0 T

T lisst sich durch die sogenannte Hauptachsentransformation diagonalisieren, indem das

Eigenwertproblem
(T—-T;I) - n;=0

gelost wird. Dann sind die Hauptrichtungen n; genau die Richtungen, unter denen die ex-
tremal moglichen zum Zustand T gehorenden Hauptwerte Ty, Ty, Ty auftreten. Entspre-
chend sind oy, o7, o die Hauptspannungen des Spannungstensors o, die die extremalen
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A.3 Der Satz von CAYLEY-HAMILTON

Normalspannungen darstellen, die genau dann auftreten, wenn keine Schubspannung tan-
gential zur Schnittfliche wirkt. Das Losen des genannten Eigenwertproblems fiihrt auf die
folgende in T; kubische Gleichung

7}3 _ TIEQ + TII/_Z'VZ_ o TIII — 0 (A8)

mit den (isotropen) Invarianten

' = T =Ty
1 1
= L) - (TR = 1 - T3
1
T .= detT:§ i Lk T

Die Invarianten des Spannungstensors werden durch [y, I5, I3 gekennzeichnet.

I, = ol=tro =04, =3p
1 1
I, = o= 5[tr(az) — (tro)?’] = 519305 = Tk (A.9)
1
I; = o =deto = 30ii0kTki

Analog lassen sich fiir den Spannungsdeviator & die Invarianten Jy, Jo, J3 definieren.

Ji = 6l=tr6=6.,=0
1 1
Jy = o = §[tr(&2) — (tr6)”] = 564505 (A.10)
1
Jy = 6" =deté = g@j@k@z‘

Diese Invarianten des Spannungstensors und des Spannungsdeviators sind unabhéngig vom
gewdhlten Basissystem e;. Daher eignen sie sich fiir die Formulierung von Stoffgesetzen.
Folgende Darstellungen von J; werden ebenfalls haufig verwendet:

1 1
Ao 22 | 22 | 22 PPN PSRN A A ~2 ~2 ~2
JQ = 50'1']'0']'2‘ = 5 [O’I—FO'H—FO'IH} = 0110922 +O’110’33+0’220’33 — 019 — 013 — 093
1 1 2 2 2
Jo = 501‘3‘03‘@':6[(01—011) + (o7 —omr) +((7H_0'HI)]

A.3 Der Satz von Cayley-Hamilton

Aus der kubischen Gleichung (A.8) zur Bestimmung der Hauptwerte eines Tensors T ldsst
sich der Nulltensor darstellen.

T, 0 0 Ty= T} —T'T? + T, — T
0= 0 T22 0 n;n; wobei: T22: TI?} — TITIQI + THTH — THI
0 0 Ty Tyu=T3 — T'T2, + T Ty — T
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A Darstellung des Spannungstensors

T 0 0 T? 0 0 r 0 0
o=| 0 75 0 |nn-T"| 0 72 0 |[nn+T"| 0 17, 0 |nn;—T"I
0 0 TI?}I 0 0 T[2[[ 0 0 TIH
0 = T°-7'r*+7'T-7"1 |- T"

0 = Tp+3 o TITp+2 + TIITP+1 o TIIITp

Mit dieser Gleichung kann man jede Potenz des Tensors T' durch die drei néchstkleineren
Potenzen ausdriicken. Diese Gleichung ist bekannt als Satz von CAYLEY- HAMILTON.

Tp+3 — TITp+2 o TIITp+1 4 TIIITp (All)
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