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❱♦r✇♦rt

❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ✐st ❡✐♥ ❊r❣❡❜♥✐s ♠❡✐♥❡r ❚ät✐❣❦❡✐t ❛❧s ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r ▼✐t❛r✲
❜❡✐t❡r ❛♠ ▲❡❤rst✉❤❧ ❢ür ❈♦♠♣✉t❡r❣❡stüt③t❡ ❆♥❛❧②s❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ✭❈❆❚❙✮ ❞❡r
❘❲❚❍ ❆❛❝❤❡♥✳ ❩✉ ❛❧❧❡r❡rst ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❞❛♥❦❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉ ❞❡♠
❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞❡♥ ❘✉❢ ❞❡r ❘❲❚❍ ❆❛❝❤❡♥ ❜❡✐❣❡tr❛❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❜❡✐tr❛❣❡♥✳
❩✉ ❞✐❡s❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❣❡❤ört ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ♠❡✐♥ ❉♦❦t♦r✈❛t❡r✱ ❍❡rr Pr♦❢❡ss♦r ▼❛r❡❦ ❇❡❤r✱
P❤✳❉✳ ❉❛♥❦ ✐❤♠ ✐st ❞✐❡ ❘❲❚❍ ❆❛❝❤❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s
❍♦❝❤❧❡✐st✉♥❣sr❡❝❤♥❡♥s ✉♥❞ ❞❡r ❋❧✉✐❞s✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❜❡r❡✐❝❤❡rt ✇♦r✲
❞❡♥✳ ■❝❤ ❜✐♥ s❡❤r ❞❛♥❦❜❛r✱ ❞❛ss ❡r ♠✐r ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✱ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ●❡❜✐❡t
❢♦rs❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠❡✐♥❡ ❉♦❦t♦r❛r❜❡✐t ❡rst❡❧❧❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛♥❦ s❡✐♥❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣
✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❛r❜❡✐t✉♥❣s♣❤❛s❡✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❡r ♠✐r ✉♥❞ ♠❡✐♥❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ❞✐❡ ❚❡✐❧✲
♥❛❤♠❡ ❛♥ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡✱ ❤❛tt❡ ✐❝❤ ❞✐❡ ❈❤❛♥❝❡✱ ♠✐❝❤ t✐❡❢ ✐♥ ❞❛s ❢ür ♠✐❝❤ ♥❡✉❡
❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❣❡❜✐❡t ❡✐♥③✉❛r❜❡✐t❡♥✳ ❉❛♥❦❡♥ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ✐❤♠ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❋r❡✐❤❡✐t ❜❡✐ ❞❡r
❆✉s✇❛❤❧ ❞❡s Pr♦♠♦t✐♦♥st❤❡♠❛s✱ ✇❛s ♠✐❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs ♠♦t✐✈✐❡rt❡✳
❇❡s♦♥❞❡r❡r ❉❛♥❦ ❣✐❧t ❛✉❝❤ ♠❡✐♥❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ✈♦♠ ▲❡❤rst✉❤❧ ❈❆❚❙✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐r ✐♠♠❡r

♠✐t ❣✉t❡♠ ❘❛t ③✉r ❙❡✐t❡ st❛♥❞❡♥✳ ❍✐❡r ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs ▼✐❦❡ ◆✐❝♦❧❛✐ ❞❛♥❦❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r
✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣ ❛♥ ❡✐♥ t✐❡❢❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❢ür ❞❛s ❑♦♠♣✐❧✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❘❡❝❤♥❡♥ ❛✉❢ ●r♦ÿr❡❝❤♥❡r♥
✐♥ ❏ü❧✐❝❤ ❤❛tt❡ ✉♥❞ ❞✐❡s ❛✉❝❤ ✐♠♠❡r ❛♥ s❡✐♥❡ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ✈❡r♠✐tt❡❧t❡✳
❲❡✐t❡r❤✐♥ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❙t✉❞❡♥t❡♥ ❜❡❞❛♥❦❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ✐❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥

❞❡r ❇❡tr❡✉✉♥❣ ✈♦♥ ❙t✉❞✐❡♥✲ ✉♥❞ ❉✐♣❧♦♠❛r❜❡✐t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ❛r❜❡✐t❡♥ ❞✉r❢t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ♠✐❝❤
❜❡✐ ♠❡✐♥❡r tä❣❧✐❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t ❛♠ ▲❡❤rst✉❤❧ ❈❆❚❙ ✉♥t❡rstüt③t❡♥✳
❩✉ ❣✉t❡r ▲❡t③t ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ♥❛tür❧✐❝❤ ❜❡✐ ♠❡✐♥❡r ❋❛♠✐❧✐❡ ❜❡❞❛♥❦❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐❝❤

③✉ ❥❡❞❡r ❩❡✐t ✉♥t❡rstüt③t❡ ✉♥❞ ♠✐r ❙✐❝❤❡r❤❡✐t ❣❛❜✳

❆❛❝❤❡♥✱ ✐♠ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✺ ❊r✐❝ ❇♦rr♠❛♥♥



❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ ♣r♦♣✉❧✲
s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❛ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ✭❱❲❚✮ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❱♦✐t❤ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡rs
✭❱❙P✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❱❲❚✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t✐♥❣ ❱❙Ps ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s
♦❢ ❡❛❝❤ ❱❙P✱ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆ ❙❤❡❛r✲❙❧✐♣ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡
▼❡t❤♦❞ ✭❙❙▼❯▼✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❱❙P ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❊❧❛st✐❝ ▼❡s❤
❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❊▼❯▼✮ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♦❢ ❛ ❱❙P✳
❚❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❣❛r❞s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ❛s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s♦❧✐❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡

❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❛♥❣❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤
r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❥✉st ✷✳✻ ❝❡♥✲
t✐♠❡tr❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ❱❙Ps✳ ❲❤✐❧❡ tr②✐♥❣ t♦ ♣❛rt❧② ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❊▼❯▼ ♥♦❞❡
♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ t❛♥❣❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛ ❈♦♥❝❡♥tr✐❝
❙❤❡❧❧ ▼❡s❤ ▼♦t✐♦♥ ✭❈❙▼▼✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳
❚❤❡ ❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②

♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❛♥❣❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❈❙▼▼
❝♦♥❝❡♣t ❞❡♠❛♥❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt ✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥✲
❝❡♣ts✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡r❡✐♥ ❛♥ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❜❧❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❱❙P ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥✲
❝❡♣t✱ ✇♦rs❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❙▼▼
❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❛ ✇♦rs❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ t❡♥ ❜❧❛❞❡ ❱❲❚
♣r♦♣❧✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❆ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣❧✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❡r❡✱ s✐♠✐❧❛r ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜♥❡st ♠❡s❤❡s s❤♦✇ ❛♥
❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t
❛❣r❡❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✜✈❡ t♦ ❡✐❣❤t ♣❡r❝❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤r✉st ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ✈❛r✐❡s ❜②
✉♣ t♦ t✇❡❧✈❡ ♣❡r❝❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❜② ❱♦✐t❤✳
❇❡s✐❞❡ t❤❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ❛ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉❧❧ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✐♥❣❧❡ s✉❜❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡
s✉❜❛r❡❛s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❈❆❉ s♣❧✐♥❡ ❜❛s❡❞ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

✹



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❋❧✉✐❞s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❆♥tr✐❡❜ss②s✲
t❡♠s ❡✐♥❡s ❱♦✐t❤ ❲❛ss❡rtr❛❦t♦rs ✭❱❲❚✮ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉❛s ❆♥tr✐❡❜ss②st❡♠ ❜❡st❡❤t ❛✉s
③✇❡✐ ❱♦✐t❤✲❙❝❤♥❡✐❞❡r✲Pr♦♣❡❧❧❡r♥ ✭❱❙P✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❙❝❤✉t③♣❧❛tt❡✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ❋❧✉✐❞s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❙trö♠✉♥❣ ✉♠ ❞✐❡ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡♥ ❚❡✐❧❡ ❞❡s ❱❲❚✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❣❡❣❡♥❧ä✉✜❣ r♦t✐❡r❡♥❞❡♥
❱❙P ✉♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❘♦t♦r❜❧ätt❡r ❥❡❞❡s ❱❙P✱ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡s ◆❡t③
❛✉s ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❦♦♥str✉✐❡rt✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❉r❡❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❱❙P ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❙❤❡❛r✲❙❧✐♣ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✭❙❙▼❯▼✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❊✐♥❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡✐♥❡r ❉r❡❤✉♥❣ ❡✐♥③❡❧♥❡r ❘♦t♦r❜❧ätt❡r ❞❡r ❱❙P ❡r❢♦❧❣t ♠✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❊❧❛st✐❝ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡
▼❡t❤♦❞❡ ✭❊▼❯▼✮✳
❇❡✐ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❊▼❯▼✲❑♦♥③❡♣t❡s ✇❡r❞❡♥ ❞❛s ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲◆❡t③ ❛❧s ❡✐♥

❡❧❛st✐s❝❤❡r ❋❡st❦ör♣❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❊❧❛st✐③✐tätst❤❡♦r✐❡
❣❡❧öst✳ ❉❛❞✉r❝❤ s✐♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❞❡s ◆❡t③❡s ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ❦♦♥tr♦❧❧✐❡r✲
❜❛r✱ ✇❛s ③✉ ❞❡❣❡♥❡r✐❡rt❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✐♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇♦ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❤❡rrs❝❤t✳ ❉✐❡s ✐st ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦r✐t✐s✲
❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❯♥t❡rs❡✐t❡♥ ❞❡r ❘♦t♦r❜❧ätt❡r ✉♥❞ ❞❡r ❉üs❡♥♣❧❛tt❡ ❞❡r ❋❛❧❧✱
✇❡❧❝❤❡ ♥✉r ✷✱✻ ❝♠ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❘♦t♦r❜❧ätt❡r ❛♥❣❡♦r❞♥❡t ✐st✳ ❲ä❤r❡♥❞ ✈❡rs✉❝❤t ✇✐r❞✱
✐♥ ❞❡♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ③✉♠ ❚❡✐❧ ❑♥♦t❡♥❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ✈♦r③✉❣❡❣❡❜❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❉❡❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ③✉ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥✱ ✇✐r❞ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥ ❆♥s❛t③ ❡✐♥❡r ❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❙❤❡❧❧
▼❡s❤ ▼♦t✐♦♥ ✭❈❙▼▼✮ ✈❡r❢♦❧❣t✳
❉❛s ❈❙▼▼✲❑♦♥③❡♣t ✐st s♦ ❦♦♥③✐♣✐❡rt✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❥❡❞❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♥♦t❡♥s ❞❡s

◆❡t③❡s ❡①♣❧✐③✐t ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥ ✐st ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❊❧❡♠❡♥t❡s ✉♥♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ❏❡✲
❞♦❝❤ ❡r❢♦r❞❡rt ❞❛s ❈❙▼▼✲❑♦♥③❡♣t ❡✐♥❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❊▼❯▼✲❑♦♥③❡♣t ❤ö❤❡r❡♥ Pr♦✲
❣r❛♠♠✐❡r❛✉❢✇❛♥❞ ❢ür ❞✐❡ ◆❡t③❣❡♥❡r✐❡r✉♥❣✳ ❉❛s ❈❙▼▼✲❑♦♥③❡♣t ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♠ ❊▼❯▼✲
❑♦♥③❡♣t ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ◆❡t③✈❡r❢❡✐♥❡r✉♥❣sst✉❞✐❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❙t✉❞✐❡ ✇✐r❞
❡✐♥❡ ✐♥st❛t✐♦♥är❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✲❙trö♠✉♥❣ ✉♠ ❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡s ✈❡r❞r❡❤t❡s ❘♦t♦r❜❧❛tt ❡✐♥❡s
❱❙Ps ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❊▼❯▼✲❑♦♥③❡♣t ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s
❈❙▼▼✲❑♦♥③❡♣t❡s ❊❧❡♠❡♥t❡ ♠✐t ❡✐♥❡r s❝❤❧❡❝❤t❡r❡♥ ◗✉❛❧✐tät ✐♥ ❞❡♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤
✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❘♦t♦r❜❧ätt❡r ❡r③❡✉❣t✳ ❉✐❡s ✈❡r✉rs❛❝❤t ❡✐♥ s❝❤❧❡❝❤t❡r❡s ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧✲
t❡♥ ❡✐♥❡r ▲ös✉♥❣ ❞❡r ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ❋❧✉✐❞s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡s ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❆♥tr✐❡❜ss②st❡♠s ❞❡s ❱❲❚ ♠✐t ③❡❤♥ ❘♦t♦r❜❧ätt❡r♥ ❞❛s ❊▼❯▼✲❑♦♥③❡♣t
❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳
❯♠ ❞✐❡ ✐♥st❛t✐♦♥är❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✲❙trö♠✉♥❣ ✉♠ ❞❛s ❱❲❚ ❆♥tr✐❡❜ss②st❡♠ ③✉ ❜❡r❡❝❤✲

♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ◆❡t③✈❡r❢❡✐♥❡r✉♥❣sst✉❞✐❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ä❤♥❧✐❝❤❡
◆❡t③❛✉✢ös✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ❘♦t♦r❜❧ätt❡r ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ◆❡t③✈❡r❢❡✐♥❡r✉♥❣sst✉❞✐❡
③✉r ❙trö♠✉♥❣ ✉♠ ❞❛s ❡✐♥③❡❧♥❡ ✈❡r❞r❡❤t❡ ❘♦t♦r❜❧❛tt ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❙trö✲
♠✉♥❣s❢❡❧❞❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❞❡♥ ③✇❡✐ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ❛✉❢❣❡❧öst❡♥ ◆❡t③❡♥ ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ st✐♠✲
♠❡♥ ❛♥♥ä❤❡r♥❞ ü❜❡r❡✐♥✳ ❊✐♥❡ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t ❞✐❡s❡♥ ◆❡t③❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡
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❑r❛❢t ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❘♦t♦r❜❧❛tt❡s s♦✇✐❡ ❡✐♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞✐❡s❡r
❑r❛❢t ③❡✐❣❡♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ❢ü♥❢ ❜✐s ❛❝❤t Pr♦③❡♥t✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐t✲
t❧✐❝❤❡ ❑r❛❢t ❡✐♥❡s ❘♦t♦r❜❧❛tt❡s ✇❡✐❝❤t ✉♠ ❜✐s ③✉ ③✇ö❧❢ Pr♦③❡♥t ✈♦♥ ▼❡ss✲ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s❞❛t❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❍❛✉s❡ ❱♦✐t❤ ❛❜✳
◆❡❜❡♥ ❞❡r ❙trö♠✉♥❣ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❲❚ ❆♥tr✐❡❜ss②st❡♠s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ❢r❡✐❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤✐✛sr✉♠♣❢ ❞❡s ❱❲❚ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❛❜❡✐
✇✐r❞ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞❡s ❙❝❤✐✛sr✉♠♣❢❡s ✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❚❡✐❧✢ä❝❤❡♥ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡
●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❚❡✐❧✢ä❝❤❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ❦ü♥st❧✐❝❤❡♥ ◆❡✉r♦♥❛❧❡♥ ◆❡t③❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ ❆♥s❛t③ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ❙♣❧✐♥❡❢✉♥❦t✐♦✲
♥❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❙❝❤✐✛r✉♠♣❢❣❡♦♠❡tr✐❡ ✈❡r③✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
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✶✷✳✻✳✸ ❈❙▼▼ ▼❡s❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✶✷✳✻✳✹ ❈❙▼▼ ▼♦❞✐✜❡❞ ▼❡s❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✶✷✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❧❛❞❡ ❋♦r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✶✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ Pr♦♣✉❧s✐♦♥ ❙②st❡♠ ✶✵✸

✶✹ ❙❤✐♣ ❍✉❧❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✶✶✵

✶✺ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦ ✶✶✼

✶✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ ❘❡✜♥❡♠❡♥t ❙t✉❞② ▼❡s❤❡s ✶✷✵

✶✻✳✶ ▼❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❇❧❛❞❡ ❘❡✜♥❡♠❡♥t ❙t✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✶✻✳✶✳✶ ❊▼❯▼ ▼❡s❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✶✻✳✶✳✷ ▼♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼ ▼❡s❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✶✻✳✶✳✸ ❈❙▼▼ ▼❡s❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✶✻✳✶✳✹ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈❙▼▼ ▼❡s❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ❤✉❣❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s
✭❈❋❉✮ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❤❛✈❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♠✉❝❤
✐♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ ❢r♦♠ ✐♥✲❤♦✉s❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✱ ♦✈❡r ❜✐❣ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ♠❛♥② ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✱
t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❡♥t❡rs s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❏ü❧✐❝❤ ♦r ❙t✉tt❣❛rt✱ ❥✉st t♦
♥❛♠❡ t❤♦s❡ ✐♥ ●❡r♠❛♥②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❛❝t✐✈✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ t✇❡♥t② ②❡❛rs ❛❣♦✳ ❇② ♥♦✇✱
♠♦st ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛
❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
❛r❡ t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ t❡sts ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞
t❤❡✐r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✱ s✉❝❤ ❛s ❢✉❡❧
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❛ s❤✐♣ ✇✐t❤ ♦♥❧② s❡✈❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
❡✳❣✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡s✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤✱ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t✱ t❤❡
♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡r ♠✐♥✉t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡❞
s❤✐♣✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥✱
❡✳❣✳✱ t❤❡ s❤✐♣✬s ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐ts r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞
✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t
t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t②✳ ▲✐♠✐t❡❞ t✐♠❡ ❛♥❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② r❡str✐❝t t❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s t♦ ♦♥❧② ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts✱ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ✈❡r② t✐♥② ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ t❡st✐♥❣✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ r❡❛❧ t❡sts ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡✳
❊rr♦r s♦✉r❝❡s ❞✉❡ t♦ s❝❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ t❡sts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❜②
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
t❛s❦✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡
✢♦✇✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣♦rts ♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ✭❱❲❚✮ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡
t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② t❤❡♦r② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❀ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ✐t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
♦♥ t❤❡ r♦❛❞ t♦ ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
t✇♦ ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t✐♥❣ ❱♦✐t❤ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❛♥❞ ❛ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✳
❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞

✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡✐♥ ✇❛t❡r ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠s
❢♦r s❤✐♣s ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❣❧✐♠♣s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
❞❡s✐❣♥ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❆r❝❤✐♠❡❞✐❛♥ s❝r❡✇ t♦ t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐✈❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♦❢ t♦❞❛②✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r
✹✱ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡r ✭❱❙P✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥❜r❡❛❦❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ♦❢ ❊r♥st
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❙❝❤♥❡✐❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
✐❞❡❛ ♦❢ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ✇❛s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s❤✐♣ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❜❧❛❞❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛
s✐♠✐❧❛r ♠♦t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✜♥s ♦❢ ❛ s✇✐♠♠✐♥❣ ❝❛t✜s❤✳ ❍♦✇ ❤❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ tr❛♥s❢❡r ❤✐s ✐❞❡❛s
t♦ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❈❤❛♣t❡r ✺ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ ❝♦♥✲

s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t✐♥❣ ❱❙Ps ❛♥❞ ❛ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❱❙P s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❱❙P
✐s ❜✉✐❧t ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❣♦♦❞ ❞✉❝t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛♣ ❝❛✉s❡s
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❱❙Ps ❛♥❞ t❤❡
st❛t✐❝ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♣r❡s❡♥t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣✲
❝✉❧t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥
❈❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥✲

t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜①❡❞ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❜r✐❡✢②✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦✈✐♥❣ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞✳
❚❤❡ s❧✐❞✐♥❣✱ t❤❡ ❝❧✐❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤✐♠❡r❛ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

❛r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❤❡❛r✲s❧✐♣ ♠❡s❤ ✉♣❞❛t❡ ♠❡t❤♦❞
✭❙❙▼❯▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ✉♣❞❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❊▼❯▼✮ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s❤❡❛r✲s❧✐♣
♠❡s❤ ✉♣❞❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥✜♥✐t❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ✉♣❞❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ sq✉❡❡③✐♥❣
♦r str❡t❝❤✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ✉♣❞❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❍❡r❡✐♥✱ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❱❙P ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s
❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ❙❙▼❯▼ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts✱
❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❈❆❉✲❞❛t❛ ✜❧❡
♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✈✐❛ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❱❙P
❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ●r✐❞❣❡♥✱ t♦
t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍❡r❡❜②✱ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r♠❛t
t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ❛ t♦♦❧ ❝❤❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦
s❤♦✇ ✇❤✐❝❤ t♦♦❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ❢♦r♠❛t t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❱❙P ❜② s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜✉t ✐s ❣❛✐♥❡❞
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❧❛❞❡ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❱❙P ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡s ✐♥s✐❞❡

✶✵



t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞
t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡❧❛st✐❝
♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ t✐♥② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♥❧❛r❣❡❞✱ ❛s t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❜❧❛❞❡ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ♦♥❧② ✷✳✻ ❝♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣s ♦❢
t❤❡ ❜❧❛❞❡s✳ ■♥s✐❞❡ t❤❛t t✐♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤✱ t❛♥❣❧✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❝❝✉rs ♦❢t❡♥✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ s✉❝❤ ❛ ♠❡s❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❙❡✈✲
❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛♥❞ t❡st❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣r♦♣❡r ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❛♥❣❧✐♥❣✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❛♥❣❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡

❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❙❤❡❧❧ ▼❡s❤ ▼♦t✐♦♥ ✭❈❙▼▼✮✱ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ ❛ ❱❙P ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❍❡r❡✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤
❛r♦✉♥❞ ❛ ❜❧❛❞❡ ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ s❤❡❧❧s✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ♦♥ ❛
s❤❡❧❧ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❇② t❤❛t ♠❡s❤ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✱
t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ t❛♥❣❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✱ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❧❧ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡

❜❡st ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢
❛ ❱❙P✱ ❛ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✶✳ ❋♦r t❤❡
✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛s ❛ ❧♦✇ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❛t ♠❡s❤✳ ❈❤❛♣t❡r ✶✶
❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ♠❡s❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥
❛r♦✉♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❊▼❯▼ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♥❞

t❤❡ ❙❙▼❯▼ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✷✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ❞❡✢❡❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❣❡t ✐♥ t❤❡✐r ✇♦rst ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❢✉❧❧
r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❱❙P✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② s✉❣❣❡sts ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡s❤
♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ✐s ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ t❡♥ ❜❧❛❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
♣❧❛t❡✳
❍❡r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✐♥✲❤♦✉s❡ ◆❛✈✐❡r✲

❙t♦❦❡s ❙♦❧✈❡r ✭❳◆❙✮ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✸ t❤❡ ❜❡st ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳
■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥♦t❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❜② ❱♦✐t❤✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳
■♥ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠

❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r✱ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
✇❛✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✹✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❝✐r❝✉♠✈❡♥ts t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤
❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦❞❡✳ ❆s ❛
✜rst t❡st✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s s❤✐♣ ❤✉❧❧✳ ❈❤❛♣t❡r ✶✺ ❣✐✈❡s ❛
s✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ♦♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

✶✶



✷ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ▼♦t✐♦♥ ❢♦r

■♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❋❧✉✐❞ ❋❧♦✇

❇❡❢♦r❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❈❧❛✉❞❡✲▲♦✉✐s ◆❛✈✐❡r ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ●❛❜r✐❡❧ ❙t♦❦❡s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦r ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s ✐♥ t❤❡ ✜rst
❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥✐♥❡t❡❡♥t❤ ❝❡♥t✉r②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❱❙P s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
✇❛t❡r✱ ✇❛t❡r ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✜❧❧ ❛ t✐♥② ✇❛t❡r
❞♦♠❛✐♥ Ωt ⊂ Rnsd ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Γt ❛t ❛♥ ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡ t ∈ (0, T )✱ ✇❤❡r❡ nsd s②♠❜♦❧✐③❡s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ Ωt ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡ ❛♥❞ t❤✐s
❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐s t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r
❛❧❧ ♣❧❛❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωt t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱
u(x, t) ❛♥❞ p(x, t)✱ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ✐♠♣✉❧s❡ ❛t ❛♥② ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡
t ∈ (0, T )✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❢♦r ✇❛t❡r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❛t❡r✱ r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∇ · u = 0 ♦♥ Ωt ∀t ∈ (0, T ). ✭✷✳✶✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ✇❛t❡r ✐s✿

ρ

(

∂u

∂t
+ u · ∇u− f

)

−∇ · σ = 0 ♦♥ Ωt ∀t ∈ (0, T ), ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ f(x, t) ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧
❢♦r❝❡s ✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞✳ ❋♦r ✇❛t❡r✱ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r σ ❡①♣r❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉❡ t♦ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛s❝❡rt❛✐♥❡❞
✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥❧② ❛❝ts ♥♦r♠❛❧❧② t♦ ❛ ✇❛t❡r ❞♦♠❛✐♥
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❢♦r ✇❛t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

σ = −pI+T, ✭✷✳✸✮

T = 2µε(u), ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ✇❛t❡r µ ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥
r❛t❡ t❡♥s♦r ε(u)✱ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥
❛❧❧ t❤r❡❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

ε(u) = 1
2(∇u+ (∇u)T ). ✭✷✳✺✮

✶✷



❋❧✉✐❞s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ❧✐❦❡ ✇❛t❡r ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♣❡❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② Γt✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ r❡❢❡r ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t②✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲t②♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ gd✱ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ str❡ss ✐♥
❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ◆❡✉♠❛♥♥✲t②♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ hd✿

u · ed = gd ♦♥ (Γt)g, d , d = 1...nsd , ✭✷✳✻✮

n · σ · ed = hd ♦♥ (Γt)h, d , d = 1...nsd , ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ (Γt)g, d , ❛♥❞ (Γt)h, d , ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② Γt✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ ed ✐s ❛ ❜❛s✐s ✐♥ Rnsd ✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ✐♥✢♦✇
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ Γt ❛r❡ ♦❢ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲t②♣❡✱ s♦ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② s❡❝t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛
t②♣✐❝❛❧ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ str❡ss❡s ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ ♦r✱ ❜✉t
♠♦r❡ ✉♥❝♦♠♠♦♥✱ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✉❡✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ Γt ❛r❡ ♦❢ ◆❡✉♠❛♥♥✲
t②♣❡✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ♠✉st r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡
❞♦♠❛✐♥✿

u(x, 0) = u0, ∇ · u0 = 0 ♦♥ Ω0. ✭✷✳✽✮

✶✸



✸ ❙❤✐♣ Pr♦♣✉❧s✐♦♥ ❙②st❡♠s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❤✐♣ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r s❤✐♣s✳ Pr♦❜❛❜❧② ❆r❝❤✐♠❡❞❡s ♦❢ ❙②r❛❝✉s❡ ✭❝✳ ✷✺✵ ❇❈✮
❛♥❞ ▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❛ ❱✐♥❝✐ ✭❝✳ ✶✺✵✵✮ ✇❡r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ♠✉st ❤❛✈❡ ❤❛❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ ❧❛t❡r❛❧ ❢♦r❝❡ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧❧②
s❤❛♣❡❞ ❜♦❞② ✇❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦❞② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛t❡r✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❧❛t❡r❛❧
❢♦r❝❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦♣❡❧ ❛ s❤✐♣✳ ❇♦t❤ ❤❛❞ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❛t
s❛✐❞ ❜♦❞② s❤♦✉❧❞ r♦t❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛①✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ❞❡s✐❣♥s
s❡r✈❡❞ ❛s ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r s❤✐♣ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡❡rs ♠❛♥② ②❡❛rs ❧❛t❡r✳
■♥ ✶✻✽✶✱ ❘♦❜❡rt ❍♦♦❦❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛♥ ✐❞❡❛ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞❛ ❱✐♥❝✐✳ ❍♦♦❦❡✬s

♣r♦♣❡❧❧❡r ❝♦♠♣r✐s❡❞ ✇♦♦❞❡♥ ✈❛♥❡s ❣❡❛r❡❞ t♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧ s❤❛❢t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✭❛✮✳ ❚❤❡
❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s❝r❡✇✲s❤❛♣❡❞ ❜♦❞② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦
❛ r♦t❛t✐♥❣ ❛①❧❡✳ ■♥ ✶✼✺✷✱ ❆❧❡①✐s✲❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ P❛✉❝t♦♥ ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡
❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✭❜✮✱ ✇❤❡♥ ❤❡ ❝♦♠♣❡t❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❢❛♠♦✉s ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝✐❛♥s ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐sts ♦❢ ❊✉r♦♣❡✱ ❧✐❦❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✱ ❊✉❧❡r ❛♥❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ✐♥ ❛ r❡s❡❛r❝❤
❝♦♥t❡st ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❛✈❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ✐♥ P❛r✐s✳
❇❡r♥♦✉❧❧✐✬s ♣r♦♣❡❧❧❡r ✇❤❡❡❧✱ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ✶✼✺✷✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✭❝✮✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❡❛r❧② ❤✐st♦r② ♦❢ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥s✿ ✭❛✮ ❍♦♦❦❡✬s s❝r❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✭✶✻✽✸✮❀ ✭❜✮
❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇ ♦❢ P❛✉❝t♦♥ ✭✶✼✺✷✮❀ ✭❝✮ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✬s ♣r♦♣❡❧❧❡r ✇❤❡❡❧ ✭✶✼✺✷✮❀
✭❞✮ ❇r❛♠❛❤✬s s❝r❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ✭✶✼✽✺✮❀ ✭❡✮ ❙❤♦rt❡r✬s ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠
✭✶✽✵✷✮ ❛♥❞ ✭❢✮ ❙♠✐t❤✬s ❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇ ❞❡s✐❣♥ ✭✶✽✸✾✮❬❈❛r✵✼❪✳

❚❤✐rt② ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❏♦s❡♣❤ ❇r❛♠❛❤ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❛ s❝r❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❛rr❛♥❣❡❞

✶✹



❛t t❤❡ st❡r♥ ♦❢ ❛ s❤✐♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✭❞✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t t♦ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✬s ♣r♦✲
♣❡❧❧❡r ✇❤❡❡❧✱ ✐t ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧❛❞❡s✳ ❊❞✇❛r❞ ❙❤♦rt❡r ✈❛r✐❡❞ t❤✐s ❝♦♥✲
❝❡♣t s❧✐❣❤t❧②✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✭❡✮✱ ❛♥❞ s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦♣❡❧ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❤✐♣ ❉♦♥❝❛st❡r ✐♥
●✐❜r❛❧t❛r✳
❋✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❧❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❝♦♥tr❛✲r♦t❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡rs✱ s✉❣✲

❣❡st❡❞ ❜② ❊r✐❝ss♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❣❛✐♥
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❋r❛♥❝✐s P❡t✐t ❙♠✐t❤✳ ❉✉r✐♥❣ ❛ t❡st ✇✐t❤
t❤❛t ❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ✶✽✸✼✱ t❤❡ s❝r❡✇ ❜r♦❦❡ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s❝r❡✇
r❡♠❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r s❤❛❢t✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❛❝❝✐❞❡♥t✱ t❤❡ s❤✐♣ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❙♠✐t❤ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt❡r
❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✭❢✮✳
■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ▲♦✇❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥♦✈❡❧ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇ ❞❡s✐❣♥✱ ❜✉t ❤❛❞ ❡✈❡♥ ❛ s❤♦rt❡r ❧❡♥❣t❤ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❞❡s✐❣♥s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞
❜② ❙♠✐t❤✳ ■♥ ✶✽✸✽✱ ▲♦✇❡s ♣❛t❡♥t❡❞ ❛ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❜❧❛❞❡s✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ❜❧❛❞❡ ✇❛s ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐❢ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❝r❡✇✳ ❚❤❛t
♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst s❝r❡✇❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥✳ ■♥ ✶✽✹✵✱ t❤❡
✜rst ❝❛r❣♦ s❤✐♣ ✇❛s ♣r♦♣❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t s❝r❡✇❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❝♦♥❝❡♣t✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❢✉rt❤❡r
r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✳
■♥ ✶✽✻✽✱ ❛♥♦t❤❡r ♠✐❧❡st♦♥❡ ✐♥ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❤✐st♦r② ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ❍✳❇✳ ❨♦✉♥❣✱ ✇❤♦ ♣❛t❡♥t❡❞

❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣✐t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡s✱ ❛♥❞ ❜② ❘✳ ●r✐✣t❤s✱ ✇❤♦ ✐♥✈❡♥t❡❞
t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡r✳ ❆❞❥✉st❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❛r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
t❤r✉st ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ r❛♣✐❞❧② ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣❡❧❧❡r✳
❚♦❞❛②✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ✐s st✐❧❧ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣❡❧❧❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡✳ ▼♦st s❤✐♣s ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡✐r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❆s
s✉❝❤✱ ♦❢t❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s❤✐♣✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ♦r ♣r♦♣❡❧❧❡r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
■♥ t❤❡s❡ ❞❛②s✱ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❛✐♠ ❛t

❣♦♦❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ s❤✐♣
♣r♦♣❡❧❧❡r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

✸✳✶ ❋✐①❡❞ P✐t❝❤ Pr♦♣❡❧❧❡rs

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s❤✐♣ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t♦❞❛② ✐s ❛ ♠♦♥♦✲❜❧♦❝❦ ✜①❡❞ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡r✳
❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✉♣ ♣r♦♣❡❧❧❡r✱ t❤❡ ♠♦♥♦✲❜❧♦❝❦ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✐s ❝❛st ✐♥ ♦♥❡ ❝❛st✐♥❣✳ ❚❤❡
❜✉✐❧t✲✉♣ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t ✇❛s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❛r❣❡ ❝❛st✐♥❣s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ❜✉✐❧t✲✉♣ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❜❧❛❞❡ ♣✐t❝❤ ❛❞❥✉st✲
♠❡♥t ❛❢t❡r ✐t ✇❛s ❜✉✐❧t✲✉♣✳ ❆❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♣✐t❝❤ ❜② tr❛✐❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ✇❛s ❛ ♥❡❝❡ss✐t②
✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ②❡❛rs ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜✉✐❧t✲✉♣ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ♠♦st❧② ❝♦♠♣r✐s❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❜♦ss r❛❞✐✉s t❤❛♥ t❤❡✐r ✜①❡❞ ♣✐t❝❤ ❝♦✉♥t❡r✲
♣❛rt✳ ❆s ❛ ❧❛r❣❡r ❜♦ss r❛❞✐✉s ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❛♥❣❡r ♦❢ ❝❛✈✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ r♦♦t
s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛st✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ❛❞✈❛♥❝❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡
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♠♦♥♦✲❜❧♦❝❦ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ✐s ❢❛✈♦✉r❡❞ t♦❞❛②✳
❚❤❡ ♠♦♥♦✲❜❧♦❝❦ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ♦❢ t♦❞❛② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② s❤✐♣ t②♣❡✱ ❢r♦♠ s♠❛❧❧

♣♦✇❡r✲❜♦❛ts t♦ ❧❛r❣❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r s❤✐♣s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❞✐✛❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❢♦✉r✲❜❧❛❞❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r
✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣❡❧ ❛ ❜✉❧❦ ❝❛rr✐❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❛✮✳ ❆ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♦❢ ❛
❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ♣❛tr♦❧ ❝r❛❢t ♣r♦♣❡❧❧❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❜✮✳ ❆ ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❝✮✱ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡r❝❤❛♥t ❛♥❞ ♥❛✈❛❧ s❤✐♣s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡✲♣✐❡r❝✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♦❢ ❛ ❝r✉✐s❡r ❜♦❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❞✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❉✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ✭❛✮ ❧❛r❣❡ ❢♦✉r✲
❜❧❛❞❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❢♦r ❛ ❜✉❧❦ ❝❛rr✐❡r❀ ✭❜✮ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ♣❛tr♦❧ ❝r❛❢t ♣r♦♣❡❧❧❡r❀ ✭❝✮
s❡✈❡♥✲❜❧❛❞❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❤✐❣❤✲s❝r❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♠❡r❝❤❛♥t ❛♥❞ ♥❛✈❛❧ s❤✐♣s ❛♥❞
✭❞✮ s✉r❢❛❝❡ ♣✐❡r❝✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♦❢ ❛ ❝r✉✐s❡r ❜♦❛t ❬❈❛r✵✼❪✳

✸✳✷ ❉✉❝t❡❞ Pr♦♣❡❧❧❡rs

❉✉❝t❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛ s❤✐♣ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❤✐❣❤ t❤r✉st ❛t ❧♦✇ s♣❡❡❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t♦✇✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❉✉❝t❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❝♦♥s✐st ♦❢

✶✻



❛ ✜①❡❞ ♣✐t❝❤ ♦r ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❛♥❞ ❛♥ ❛♥♥✉❧❛r ❞✉❝t✳ ❚❤❡ ❞✉❝t ❤❛s ❛♥
❛❡r♦❢♦✐❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ♠♦st❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❛①✐s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦
❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦♥✲❞✉❝t❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✉❝t✳ ❆t ③❡r♦ s❤✐♣ s♣❡❡❞
t❤❡ ❞✉❝t ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✉♣ t♦ ✜❢t② ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤r✉st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠
❬❈❛r✵✼❪✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❤✐♣ s♣❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❝t ✐s ❧❡ss ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈❡♥
❧❡ss❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬❈❛r✵✼❪✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❝t s❤❛♣❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❞✉❝t ❞❡s✐❣♥s ✐s t❤❡ ❲❛❣❡♥✐♥❣❡♥
✶✾❆ ❢♦r♠ ✭❝❢✳ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❞✉❝t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❛✮✮✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝r✉✐s✐♥❣ ❛❤❡❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ t✉❣ ❜♦❛t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✉❝t s❤♦✉❧❞
❜❡ s❤❛♣❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✉❝t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ❝r✉✐s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤
❛ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✉❝t s❤❛♣❡ ✐s t❤❡ ❲❛❣❡♥✐♥❣❡♥ ◆♦✳ ✸✼ ❢♦r♠ ✭s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✬♣✉❧❧✲♣✉s❤✬
❞✉❝t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❜✮✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❛st❡r♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛t ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡
❛❤❡❛❞ ❝r✉✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥ ❢❡❛t✉r❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛st❡r♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❛ ❞✉❝t ✐s t❤❡ ❍❛♥♥❛♥ s❧♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✭❝✮✳ ❲❤❡♥ ❝r✉✐s✐♥❣ ❛❤❡❛❞✱ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♥♥❛♥ s❧♦t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✇❛t❡r t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✉❝t ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❲❛❣❡♥✐♥❣❡♥ ✶✾❆ s❤❛♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝r✉✐s✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞s✱ t❤❡
s❧♦t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✇❛t❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❧♦t✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
❍❛♥♥❛♥ s❧♦tt❡❞ ❞✉❝t r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❲❛❣❡♥✐♥❣❡♥ ◆♦✳
✸✼ ❢♦r♠✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❉✉❝t t②♣❡s✿ ✭❛✮ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❞✉❝t❀ ✭❜✮ ✬♣✉❧❧✲♣✉s❤✬ ❞✉❝t ❛♥❞ ✭❝✮ ❍❛♥♥❛♥ s❧♦tt❡❞
❞✉❝t ❬❈❛r✵✼❪✳

✸✳✸ ❆③✐♠✉t❤✐♥❣ Pr♦♣❡❧❧❡rs

❚♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❤✐♣✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛③✐♠✉t❤✐♥❣ ♣r♦✲
♣❡❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t✉r♥ ✐ts r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛①✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧✳ ❚❤✐s ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢
♠❛♥♦❡✉✈r✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✐❝❡ ❜r❡❛❦❡rs ❛♥❞ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝r✉✐s❡ s❤✐♣s ✐♥ ❧❛♥❞✐♥❣ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥s✳ ❆③✐♠✉t❤✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛s ♥♦♥✲❞✉❝t❡❞ ❛♥❞ ❞✉❝t❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡rs✳ ❆♥
❛③✐♠✉t❤✐♥❣ ❞✉❝t❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❙♦♠❡ t②♣❡s ♦❢ ❛③✐♠✉t❤✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡rs
❝❛♥ ❡✈❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢✉❧❧ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆③✐♠✉t❤✐♥❣ ❞✉❝t❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❬❈❛r✵✼❪✳

✸✳✹ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ P✐t❝❤ Pr♦♣❡❧❧❡rs

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ✭❈PP✮ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♣✐t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐s ♠♦st❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ♠♦✈❡ t❤❡ ♣✉❧❧✲♣✉s❤
r♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧✐♥❣ s❤❛❢t✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✐❧ s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜♦①✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
r♦❞ ❝❛✉s❡s ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❛st❡♥❡❞ t♦ t❤❡
r♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝✉r✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t ❛t ❝♦♥st❛♥t
s♣❡❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✇♦r❦ ♦✉t ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r
♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ❞❡s✐❣♥s r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤
❧❡ss ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s✱ t❤❡ ❤✉❧❧ ❞❡s✐❣♥
✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐s ♠♦st❧② r✉♥♥✐♥❣ ❛t ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤❛t✱ t❤❡ t❤r✉st ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✈❡r② ❡❛s✐❧② ❛♥❞
❢❛st❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞ ❤❛s t♦ ❛❞❥✉st t♦ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ t❤r✉st✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡
❈PP ❞❡s✐❣♥s ❡✈❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❢❡❛t❤❡r t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ ❛ ❈PP✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r②
❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥❞❡❞ ❢❡rr✐❡s ♦r ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✇❛r s❤✐♣s✳
❆s✐❞❡ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❝♦♥❝❡♣t✱ ♦t❤❡r ✐❞❡❛s ♦❢ s❤✐♣ ♣r♦♣✉❧✲

s✐♦♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦ t✐♠❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❛r❡ ✇❛t❡r❥❡t ♣r♦♣✉❧s✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ♣r♦♣❡❧❧❡rs✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
✜rst ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ✐s t❤❡ ❑✐rst❡♥✲❇♦❡✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡r✱ ✐♥✈❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✷✵s✳ ❚❤❡ ♠♦st
♣♦♣✉❧❛r ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✐s t❤❡ ❱♦✐t❤✲❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡r✳ ■ts ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬❈❛r✵✼❪✳

✶✾



✹ ❚❤❡ ❱♦✐t❤ ❙❝❤♥❡✐❞❡r Pr♦♣❡❧❧❡r

❚❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤✲❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡r ✭❱❙P✮ ✐s ♦✇❡❞ t♦ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❛♥❞
❤✐s ✉♥❝❡❛s✐♥❣ ✐♥✈❡♥t✐✈❡ ❣❡♥✐✉s✳ ❆❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❤✐s st✉❞✐❡s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣✱ ❤❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s❤✐♣ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥✳ ❍✐s ❡❛r❧② ✐❞❡❛s ❧❡❛❞ ❤✐♠ t♦ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ s❤✐♣ ♣r♦♣❡❧❧❡r✱
✇❤♦s❡ ❜❧❛❞❡s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❛ ♣r♦✜❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ✇✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜✐r❞✳ ❲✐t❤ ❤✐s ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❤❡
❝♦♥t❛❝t❡❞ ❏♦❤❛♥♥ ▼❛tt❤ä✉s ❱♦✐t❤✱ t❤❡ ❢♦✉♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❝♦♠♣❛♥② ♦❢ t♦❞❛②✳ ❚❤♦✉❣❤
❏✳ ▼✳ ❱♦✐t❤ ✇❛s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❛t ✇✐♥❣ t②♣❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❤❛❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♦♥
❤✐s ♦✇♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❤❡ ❣❛✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ❧❡ss♦♥s t♦ ✜♥❛♥❝❡ ❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r✬s
♣❛ss✐♦♥ t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ t❡sts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♠♦t✐✲
✈❛t❡❞ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❝♦♠♣❛♥② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐ts ♦✇♥ t❡sts ✇✐t❤ t❤❛t ✇✐♥❣✲t②♣❡ ♣r♦✜❧❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r
s②st❡♠✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ t❡st r❡s✉❧ts ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦✈❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ■♥ r❡tr♦s♣❡❝t✱ ❊r♥st
❙❝❤♥❡✐❞❡r ❤❛❞ t♦ ❝♦♥❢❡ss t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✇❛s ✇r♦♥❣❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❞ t♦ ❣✐✈❡
❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❤✐s ✐♥✈❡♥t✐♦♥✳ ❇✉t ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❞✐❞ ♥♦t ❣✐✈❡ ✉♣✱ ❝♦♥st❛♥t❧②
s❡r✈✐♥❣ ♥❡✇ ✐❞❡❛s t♦ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❝♦♠♣❛♥② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❤✐s ♣r♦♣✉❧s✐♦♥
❝♦♥❝❡♣t❀ ❡✳❣✳✱ ❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❝❛s✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♥♦③③❧❡ ❡✛❡❝t✳
❆s t❤❡ ❱♦✐t❤ ❝♦♠♣❛♥② ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ t❡sts✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r t❡st❡❞
t❤❡ ❝❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❛t t❤❡ ❚❍ ❲✐❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r ❩✇❡r✐♥❛ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Pr♦❢✳
❘✐❝❤❛r❞ ❑♥♦❧❧❡r✳ ■♥ ✶✾✷✺✱ ❩✇❡r✐♥❛ s❤♦✇❡❞ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❛♥ ❛rt✐❝❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛t✜s❤
♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡✱ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ❝❛t✜s❤ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♥♦ ♦t❤❡r s❤✐♣
♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❧❛❞❡ ❛①✐s ✇❛s ❦♥♦✇♥ t♦ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛② ❛s ❤❡ ❤❛❞ ❝♦♣✐❡❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❜✐r❞✬s ✇✐♥❣✱ t❤✐s t✐♠❡ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ✇❛s ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜s❤✬s ✜♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✜s❤ ❞r✐✈❡ ✐s t♦ ♠♦✈❡
t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ♠♦t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛t✜s❤ ✜♥✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✜s❤ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❛✮✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛①✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr♦✇ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧♦t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✇✐♥❣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❛t✜s❤ ❞r✐✈❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮✳
■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛t✜s❤ ❞r✐✈❡✱ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛

❜❧❛❞❡ ♦❢ ❛ ❝❛t✜s❤ ❞r✐✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ✉♣ t♦ t❤✐rt② ❞❡❣r❡❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛ ❝❛t✜s❤
✜♥ ✇♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞r✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤✐s ❞r✐✈❡ ✇❛s ♥♦t ❛❞❥✉st❛❜❧❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❢❛❝ts✱ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r st❛rt❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡
❝❛t✜s❤ ❞r✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ❛♥❣❧❡ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❤❡ ❛rr❛♥❣❡❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♦♥ ❛
❝✐r❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜❧❛❞❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st
❝r✉❝✐❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛t✜s❤ ❞r✐✈❡✳ ❚❤❡ ❜❧❛❞❡s s❤♦✉❧❞ ♠♦✈❡ ♦♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛t❤✱ s✉❝❤
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❝❛t✜s❤ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✿ ✭❛✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡❀ ✭❜✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬❇❏✵✷❪✳

t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧❛❞❡ tr❛✈❡rs❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t r❡❣✐♦♥ ❬❇❏✵✷❪✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❤❡ r❡♣❧❛❝❡❞ t❤❡ s❛✐❞ ♣♦✐♥t r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❇②
❞♦✐♥❣ s♦✱ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❝r❡❛t❡❞ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❱❙P✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧❛❞❡ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ PN ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ♥♦r♠❛❧s ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t N ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❱❙P✳ ❇② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t✱ ❡✳❣✳✱ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ N t♦ N∗✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ❝❛♥ ❜❡
❝❤❛♥❣❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ♦✛❡r❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②
t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❱❙P ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤
❜❧❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s N ′ ❛♥❞ N∗✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❱❙P ❬❇❏✵✷❪✳

❆s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♥♦t ♦♥❧②

✷✶



t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r t❤r✉st ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r✉st ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❙P✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r✉st ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❡♥ ✐♥✈❡rt❡❞✳
❚❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❱❙P ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇♥ s❝r❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❡rs✳ ❚❤✐s
♠♦t✐✈❛t❡❞ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t ❤✐s ✐♥✈❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❝♦♠♣❛♥②✳ ❇❡❢♦r❡✱ ❤❡
♣❛t❡♥t❡❞ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ s❤✐♣ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ t✐t❧❡ ✧❙❝❤❛✉❢❡❧r❛❞✧ ❛♥❞
❛s❦❡❞ ❤✐s ❢♦r♠❡r ♣r♦❢❡ss♦r ❑❛r❧ ❑♦❜❡s t♦ r❡♥❞❡r ❛♥ ❡①♣❡rt ♦♣✐♥✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ✐♥✈❡♥t✐♦♥✳
❍❡ ❛♣♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣❛t❡♥t✳ ❆t ❱♦✐t❤✱ t❤✐s ♥❡✇ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✇❛s ❛ss❡ss❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❜② t❤r❡❡
❡①♣❡rts✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ♦♣✐♥✐♦♥s ❞❡✈✐❛t❡❞✱ ❲❛❧t❡r ❱♦✐t❤✱ t❤❡ s♦♥ ♦❢ ❏✳▼✳ ❱♦✐t❤✱ ❜❡❧✐❡✈❡❞
t❤❛t t❤✐s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r ✇❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡ ❱♦✐t❤
❝♦♠♣❛♥②✬s r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❱❙P✳ ❙♦ ❛ t❡❛♠ ✇❛s s❡t ✉♣ t♦ ❜✉✐❧❞ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦t♦t②♣❡s t♦
t❡st t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❱❙P ❛♥❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ st❡❡r✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r st❡❡r✐♥❣
t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦✈❡r❡❞ ♠❛♥②
t❡sts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s❤❛♣❡✱ t❤❡ st❡❡r✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧✳ ❲❛t❡r t❛♥❦ t❡sts s❤♦✇❡❞
t❤❛t ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛s str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✇♦r❦❡❞ ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛✐r ❛♥❞ ✇❛t❡r✳
❉✉❡ t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s ✇❡r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦✱
✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✇❛t❡r s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡
s❤❛❢ts ❤❛❞ t♦ ❜❡ s❡❛❧❡❞✳
❚❤❡ ❱❙P ✇❛s t❡st❡❞ ✐♥ ❛ s❤✐♣ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ✶✾✷✼✱ ♣r♦♣❡❧❧✐♥❣ t❤❡ t❡st ❜♦❛t

✬❚♦rq✉❡♦✬✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❛✮✳ ❚❤❡ ❱❙P ❛rr❛♥❣❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st❡r♥ ♦❢ t❤❡
✬❚♦rq✉❡♦✬ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❜✮✳ ❚❤❡ t❡sts ✇✐t❤ t❤❡ ✬❚♦rq✉❡♦✬ ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛❧❧ ❡①♣❡❝t❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛♥❡♦✉✈r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦❛t ✇❛s s♦ ❣♦♦❞✱ t❤❛t ❛ ❢✉❧❧ t✉r♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❜♦❛t ✇✐t❤✐♥ t❡♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❡sts✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❱❙P ✐♥ ❛ s❤✐♣ ✇❛s ❜♦r♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊r♥st ❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡rs ♦❢
t❤❡ ❱♦✐t❤ ❝♦♠♣❛♥② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s❤✐♣ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ t❤❛t t✐♠❡✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ t❡st ❜♦❛t ❚♦rq✉❡♦✿ ✭❛✮ ♠❛♥♦❡✉✈r✐♥❣ ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❀ ✭❜✮ ❱❙P ❛rr❛❣❡♠❡♥t
❜❡❧♦✇ t❤❡ st❡r♥ ❬❇❏✵✷❪✳
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✺ ❚❤❡ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r Pr♦♣✉❧s✐♦♥

❙②st❡♠

❆ s❤✐♣ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❱❙P ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♦✉r ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
■t ✐s ❛ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤✲❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ✭❱❲❚✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
❢❛♠♦✉s t✉❣ ❜♦❛ts✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❱♦✐t❤✲❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡rs✱ ❛ ♥♦③③❧❡ ❛♥❞ ❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥
♣❧❛t❡✳ ❆s s❛✐❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ❱♦✐t❤✲❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡r ✭❱❙P✮ ❡♥❛❜❧❡s ❛ s❤✐♣ t♦ ❝❤❛♥❣❡
✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r✉st ❛❧♠♦st ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ♣❧❛t❡ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ s❤✐♣ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❜✮✮✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❧❛❞❡s ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞
♦♥ ❛ ❜❧❛❞❡ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ r♦t❛t❡ ✇✐t❤ t❤❛t ♣❧❛t❡✳ ❉✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❢✉❧❧ ♣❧❛t❡ r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡s
❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❛♥❣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❞❡
❛♥❣❧❡ α ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❝✐r❝❧❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡
❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❜❧❛❞❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✈❛r② ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t
♦❢ t❤❡ s❤✐♣✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✈❛r✐♦✉s ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✸✻✵ ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤✐s ❞❡❣r❡❡ r❛♥❣❡ ❝♦✈❡rs ♦♥❡ ❢✉❧❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ α✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t
♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡ ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢❛❝t♦r
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r✱ ❡✳❣✳✱ ✵✳✹✱ ✵✳✻ ♦r ✵✳✽✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ✐✳❡✳✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❤r✉st ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ s✐❞❡✇❛r❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❇❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❱❙P ❬❇❏✵✷❪✳

❚❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ q✉❛❧✐✜❡s t❤❡ ❱❙P t♦ ❜❡ ❛ ✈❡r② s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❛
t✉❣ ❜♦❛t✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❤✐❣❤❧② ♠❛♥♦❡✉✈r❛❜❧❡ t♦ ♣✉s❤ ♦r ♣✉❧❧ ❧❛r❣❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r s❤✐♣s ✐♥
❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ t✇♦ ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t✐♥❣ ❱❙Ps✱ ✇✐t❤ ✜✈❡ ❜❧❛❞❡s ❡❛❝❤✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ s✐t✉❛t❡❞ ✈❡r②
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❝❧♦s❡❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❬❘❱✵✺❪✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤✐s ♣❧❛t❡ ✇♦r❦s ❛s ❛ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦t❡❝ts t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ✐♥ s❤❛❧❧♦✇
✇❛t❡r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t✐♣s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥ts ❥✉st ✉♣ t♦ ✷✳✻
❝♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳
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3CHIFFSBODEN

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ t♦♣ ❛♥❞ s✐❞❡ ✈✐❡✇❬❘❱✵✺❪✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❱❙P ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✵✳✽✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢✉❧❧
t❤r✉st✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♠✉st ❜❡ t✉r♥❡❞ t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ α ✉♣ t♦ ✺✺ ❞❡❣r❡❡s✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳
❉✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❢✉❧❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❙P ✐♥ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢

t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤✉❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r②
s❝❤❡♠❡ ♦r ♠❡t❤♦❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✱
❛♥② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✉st ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡s❡ ❤✉❣❡ r❡❧❛t✐✈❡
♠♦t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ t❤✐s ③♦♥❡✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❤❡♠❡s t❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
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♠❛♥② ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❞✉❝ts ♦r
❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❜❧❛❞❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡
✺✳✹ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ r♦t❛t✐♥❣ ♠❛r✐♥❡ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞
❝❧♦s❡❧② t♦ st❛t✐♦♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡s✐❣♥ ❢❡❛t✉r❡
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ✭s❡❡ t❤❡ r✐❣❤t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡
✺✳✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ♦❢ ❛ ❍✉rt✐❣r✉t❡♥s❝❤✐✛ ❛♥❞ ❛ ❍❡r❝✉❧❡s ❛✐r❝r❛❢t
♣r♦♣❡❧❧❡r ❬❈❛r✵✼❪✳

✷✺



✻ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❋✐rst✱ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥
Ωt ❛t ❛♥② t✐♠❡ t✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥ Ωti ❛t ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡ ti✱ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② v(xj , ti) ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡
p(xj , ti) ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xj ❛♥❞ ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡
❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ωti ✐♥t♦ ♠❛♥② s♠❛❧❧❡r s✉❜r❡❣✐♦♥s Ω(xj , tj) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥❀
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ s✉❜r❡❣✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♠❛✐♥❧② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥♥❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r
♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤♦✇ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥s ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s
❧✐❦❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❖♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡

❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✐s t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✮ ❛r❡ ✈❛❧✐❞
❢♦r ❛♥② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ Ωti ♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜r❡❣✐♦♥s Ω(xj , tj) ✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r② s♠❛❧❧✱ ❡✈❡♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ Ωti(h) ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s Ωti(h) ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♠❛ss ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡ Ωti =

∑

Ωti(h) ✳ ■❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✉❜✈♦❧✉♠❡ Ωti(h) ✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ s♦❧✈❛❜❧❡ ❢♦r
❡❛❝❤ ✉♥✐q✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜❝❤❛♣t❡rs ✻✳✶✱ ✻✳✷ ❛♥❞ ✻✳✸✱ t❤❡
t❤r❡❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✿ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱
t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❖❡r✾✺❪✳

✻✳✶ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡✱ ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤✿

(ξ1)i = ξ1,i = i · △ξ1 ; (ξ2)j = ξ2,j = j · △ξ2 ; (ξ3)k = ξ3,k = k · △ξ3, ✭✻✳✶✮

✇✐t❤ i, j, k ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s ❛♥❞ ∆ξ1✱ ∆ξ2✱ ∆ξ3 t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ s✐③❡s✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❡s❤ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤✱ ✐ts ✐♥❞✐❝❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐❦❡ u(ξ1, ξ2, ξ3) =
ui,j,k✳ ❆t ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷ t♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❇② t❤❛t✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❡♥t✐t✐❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

✷✻



s❝❤❡♠❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥t✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ❝♦♠✲
♠♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✱ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∂u

∂ξ1
≈

ui+1 − ui
△ξ1

❢♦r✇❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r, ✭✻✳✷✮

∂u

∂ξ1
≈

ui − ui−1

△ξ1
❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r, ✭✻✳✸✮

∂u

∂ξ1
≈

ui+1 − ui−1

2△ξ1
❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r. ✭✻✳✹✮

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♦♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❙♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛rt❡✲
s✐❛♥ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ✜t t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❝✉r✈❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ s♦ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✐s r❛r❡❧② ✉s❡❞
❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❬❖❡r✾✺❪✳

✻✳✷ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ✢♦✇s✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❍❡r❡✐♥✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦r ❝❡❧❧s
s❤❛♣❡❞ ❛s ❛r❜✐tr❛r② tr✐❛♥❣❧❡s ♦r q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧s ✭✷❉✮ ♦r t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ♦r ❤❡①❛❤❡❞r♦♥s ✭✸❉✮✱
✇❤♦s❡ ❡❞❣❡s ✭✷❉✮ ♦r ❢❛❝❡s ✭✸❉✮ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡
s✐♠✉❧❛t❡❞✳
❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞✱

❛ s✐♠♣❧❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦r ❛ ✢✉✐❞✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉❡ t♦ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ❜♦❞②
❢♦r❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s❡t t♦ ③❡r♦ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✢✉✐❞ ♦❝❝✉♣②✐♥❣
❛ ✈♦❧✉♠❡ Ωt ✇✐t❤ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② Γt t❤❡♥ r❡❛❞s✿

ρ

(

∂u

∂t
+ u · ∇u+

1

ρ
∇p

)

= 0 ♦♥ Ωt ∀t ∈ (0, T ), ✭✻✳✺✮

♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ♣r♦❞✉❝t✿

ρ

(

∂u

∂t
+∇ · (u⊗ u) +

1

ρ
∇p

)

= 0 ♦♥ Ωt ∀t ∈ (0, T ). ✭✻✳✻✮

✷✼



■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞
♦✈❡r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭✸❉✮ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s✿

∫

Ωt

ρ

(

∂u

∂t
+∇ · (u⊗ u) +

1

ρ
∇p

)

dV = 0 ♦♥ Ωt ∀t ∈ (0,T). ✭✻✳✼✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮ ♠♦❞✐✜❡s t♦✿

∂

∂t

∫

Ωt

ρu dV +

∫

Γt

((ρ (u⊗ u) + p) · nA) dA = 0 ♦♥ Ωt ❛♥❞ Γt ∀t ∈ (0,T). ✭✻✳✽✮

❋♦r ❛ s✐♠♣❧❡r ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r Fm ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢
❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢✉①❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ m✿

Fm =







ρ umu1 + δ1mp
ρ umu2 + δ2mp
ρ umu3 + δ3mp






; ✇❤❡r❡ δij = 1 ❢♦r i = j ❛♥❞ δij = 0 ❢♦r i 6= j. ✭✻✳✾✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✽✮✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥t✐t② u ✐♥s✐❞❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✢✉①❡s
❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ s✉r❢❛❝❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∂

∂t

∫

Ωt

ρu dV +
3
∑

m=1

∫

Γt

(Fm · nA) dA = 0 ♦♥ Ωt ❛♥❞ Γt ∀t ∈ (0,T). ✭✻✳✶✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ s♦ ❛❧s♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡s❤✱ ❛♥❞ t❤✉s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡
❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡♥t✐t② ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡❧❧✳ ▲❡t
✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝✉❜❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt ♦✈❡r t❤❡
❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❢❛❝❡s A1, A2, ..., A6

♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✐s ♥❛♠❡❞ n1✱ n2, ...,n6 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t♦✿

d

dt
ρu V +

3
∑

m = 1

6
∑

l = 1

(Fml · nl ·Al) = 0. ✭✻✳✶✶✮

❚❤❡ ✢✉① Fml ✐s t❤❡ ✢✉① ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ l ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❡❧❧s t♦✉❝❤✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ l✳ ■❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡s❤ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧s✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮ ❢♦r ❝❡❧❧ i, j, k r❡❛❞s✿

d

dt
ρuijkV ijk +

3
∑

m = 1

6
∑

l = 1

(Fml · nl ·Al)ijk = 0, ✭✻✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Vijk s②♠❜♦❧✐③❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❝❡❧❧ i, j, k✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❜✉✐❧t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤
❝❡❧❧ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ✈✐❛ t❤❡ ✢✉①❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
✢✉① ♦❢ ♦♥❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧ s❤❛r✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝❡✳

✷✽



✻✳✸ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✲
✐❝s✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❝♦♠♠♦♥✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥
❛♥ ❡❛s② ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s
❛ r♦✉❣❤ s✉♠♠❛r② ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❡❧❛❜♦r❛t❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❍✉❣✽✼❪✳ ❲❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞
st❡♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈✐❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡
P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✭❙✮✱
❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
●✐✈❡♥ f : Ω̄ → R ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts g ❛♥❞ h, ✜♥❞ u : Ω̄ → R, s✉❝❤ t❤❛t

uxx(x) + f = 0 ♦♥ Ω,
u(1) = g,
−ux(0) = h, ✇❤❡r❡ Ω =]0, 1[ ❛♥❞ Ω̄ = [0, 1].

✭✻✳✶✸✮

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦
❛ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ w ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω̄✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❡❛❦
❢♦r♠ ✐s✿
●✐✈❡♥ f : Ω̄ → R, ✜♥❞ u : Ω̄ → R, s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ w ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✿

0 = −

∫ 1

0
w (uxx(x) + f) dx . ✭✻✳✶✹✮

❚❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ✜rst st❡♣ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❝❛♥ ❜❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ♦♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤❡r❡
u(x)xx✱ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ux ❛♥❞ wx✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
❡❛s✐❡r t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡✳ ❚❤✐s st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✽✮✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❣✐✈❡s✿

0 =

∫ 1

0
wx(x)ux(x)dx −

∫ 1

0
wf dx − [wux (x )]

1
0 . ✭✻✳✶✺✮

■t ♠✉st ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ w ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ③❡r♦ ♦♥ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ w(1) = 0✳ ❙♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s w✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② s♣❡❛❦s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s u ❛♥❞ w ✐s t❤❛t t❤❡② ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ sq✉❛r❡✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✿

∫ 1

0
(ux(x))

2
dx < ∞, ✭✻✳✶✻✮

∫ 1

0
(wx(x))

2
dx < ∞. ✭✻✳✶✼✮

✷✾



❋✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ sq✉❛r❡✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s♣❛❝❡ ❝❛❧❧❡❞ H1✳ ❚❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✻✳✶✻ ❛♥❞ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❤❡r❡ u(1) = g✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ S✳ ❚❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✻✳✶✼ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ w(1) = 0✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ V ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ S✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
V ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

S =
{

u | u ∈ H1, u (1) = g
}

✭tr✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✮, ✭✻✳✶✽✮

V =
{

w | w ∈ H1, w (1) = 0
}

✭✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮. ✭✻✳✶✾✮

❊♥s✉r✐♥❣ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ tr✐❛❧ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢✉❧✜❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✾✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s✿
●✐✈❡♥ f, g ❛♥❞ h, ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮✱ ✜♥❞ u ∈ S s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ w ∈ V

∫ 1

0
wx(x)ux(x)dx =

∫ 1

0
wf dx − w (0 ) h. ✭✻✳✷✵✮

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✇r✐t✐♥❣✿

a (w, u) =

∫ 1

0
wx(x)ux(x)dx , ✭✻✳✷✶✮

(w, f) =

∫ 1

0
wfdx . ✭✻✳✷✷✮

❙♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇r✐t❡s✿

a (w, u) = (w, f) + w (0)h. ✭✻✳✷✸✮

❋♦r t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s a (·, ·)
❛♥❞ (·, ·) ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❛t ✐s✿

a (u, v) = a (v, u) , ✭✻✳✷✹✮

(u, v) = (v, u) , ✭✻✳✷✺✮

❛♥❞ ❜✐❧✐♥❡❛r✱ t❤❛t ✐s✿

a (c1u+ c2v, w) = c1a (u,w) + c2a (v, w) , ✭✻✳✷✻✮

(c1u+ c2v, w) = c1 (u,w) + c2 (v, w) . ✭✻✳✷✼✮

❆❢t❡r t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ✶❉
❝❛s❡✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ n+1 ♥♦❞❡s ❛♥❞ n ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ✶❉ t✇♦ ♥♦❞❡s ❜❡❧♦♥❣
t♦ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✜❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Ω̄✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
A = 1, 2, ..., n+1 t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ NA✱ ❜✉t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡ dA ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ u(x) ♦❢ ♥♦❞❡ A✱ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✶❉ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡

✸✵



✐s ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u(x = 1) = 1✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r
dA

′s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s❡s n + 1 s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥
n ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s dA✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s NA(x) ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t u(x)
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❛❧ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ NA ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✐ts ♥♦❞❛❧
✈❛❧✉❡ dA ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ u(x) ✐s ❞❡♥♦t❡❞ uh(x) ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

uh =
n
∑

A=1

dANA + gNn+1, ✭✻✳✷✽✮

Nn+1 (1) = 1, ✭✻✳✷✾✮

gh = gNn+1, ✭✻✳✸✵✮

gh (1) = g. ✭✻✳✸✶✮

❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✈❡r② s✐♠♣❧❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡
❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ♥❡①t ♥♦❞❡❀ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡② ❛r❡
❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✳ ❆ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t✇♦ ♥♦❞❡s✱ N1

❛♥❞ N2✱ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✶❉ ❡①❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

N1 = 1− ξ , N2 = ξ, ξ = [0, 1] , ✭✻✳✸✷✮

✇❤❡r❡ ξ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 ❛t t❤❡ ♥♦❞❡
♥✉♠❜❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1 ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ♥✉♠❜❡r t✇♦ ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t✳ ❍♦✇ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ ❬❉❍✵✸❪✳
❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥

♦❢ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❥✉st ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s w(x) ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t♦
wh(x)✿

wh =
n
∑

B=1

cBNB, ✭✻✳✸✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s NB ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ tr✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❝❢✳ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
●❛❧❡r❦✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❉❍✵✸❪✮ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ tr✐❛❧ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✶✳✹✳✶✵
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❧✐❦❡✿

a

(

n
∑

B=1

cBNB,
n
∑

A=1

dANA

)

=

(

n
∑

B=1

cBNB, f

)

+

[

n
∑

B=1

cBNB (0)

]

h−a

(

n
∑

B=1

cBNB, gNn+1

)

.

✭✻✳✸✹✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ a (·, ·) t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cB ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✿

0 =
n
∑

B=1

cBGB, ✭✻✳✸✺✮

✸✶



✇❤❡r❡

GB =
n
∑

A=1

[a (NB, NA) dA − (NB, f)−NB (0)h+ a (NB, Nn+1) g]. ✭✻✳✸✻✮

❙✐♥❝❡ w ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ ❥✉st ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ w ∈ V✱ wh(x) ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②✳ ❏✉st ❢✉❧✜❧❧✐♥❣
wh ∈ Vh✱ t❤❡ cB

′s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ GB✱
B = 1, 2, ..., n ♠✉st ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦✳ ❯s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❛♥
❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ n ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ n ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❞❡r✐✈❡❞ ❤❡r❡✳ ❆♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙t♦❦❡s ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❉❍✵✸❪✳ ❍❡r❡✐♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t✳

✸✷



✻✳✹ ❙♣❛❝❡✲❚✐♠❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

❙♦ ❢❛r✱ ♦♥❧② s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❜✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t✐♠❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❆ ✈❡r② ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s❝❤❡♠❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ✐s t❤❡ θ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❉❍✵✸❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❤✉❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆ ✈❡r② ✉♥✐q✉❡
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❀ t❤✐s ✐s t❤❡♥ ♥❛♠❡❞ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❉❍✵✸❪✱ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏❛♠❡t ✭✶✾✼✽✮ ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❆
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ●❛❧❡r❦✐♥✴❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥s
✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍✉❣❤❡s ❡t ❛❧✳ ❬❍❋❍✽✾❪✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛s ✜rst❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❚❡③❞✉②❛r✱ ❇❡❤r✱ ▲✐♦✉ ❛♥❞ ▼✐tt❛❧
❬❚❇▲✾✶✱ ❚❇▲✾✷✱ ❚❇▼▲✾✷❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❧❛❜

]

tn, tn+1
[

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣s✱ tn ❛♥❞ tn+1✱ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

uh (x, t) =

nnp
∑

A=1

NA (x)
(

(1− θ)unA + θun+1
A

)

, ✭✻✳✸✼✮

✇✐t❤ θ = (t− tn) /
(

tn+1 − tn
)

❜❡✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ NA ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ s♣❛t✐❛❧ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ A✱ ❛s ✐♥ ✻✳✷✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
unA ❛♥❞ un+1

A ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♥♦❞❡ A ❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣s tn ❛♥❞ tn+1✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛② ❛s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t
❤❛✈❡ nsd + 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ s♣❛t✐❛❧ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇♦✉❧❞
❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❍❡r❡✱ ❛❧r❡❛❞② ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s
s❤♦✇♥✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐① ♥♦❞❡s ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s ✇❤❡♥ t❤❡
t✐♠❡ t ♣r♦❣r❡ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ tn t♦ tn+1✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ξ ❛♥❞ θ
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ Rχ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ♥❡✐t❤❡r ♦✈❡r

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ RX ♥♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ Rx ❜✉t ♦✈❡r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥ Rχ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ♠✉st ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠✳ ❍♦✇ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ♠♦✈❡
❛r❜✐tr❛r✐❧②✱ s♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡
♠❡s❤ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ♠♦✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❛r❡ ♦r✐❡♥t❛t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✉st
❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ❝♦✉❧❞ ♠♦✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ✶❉✲s♣❛t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❬❇❡❤✾✷❪✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✐t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❚❇▲✾✷✱ ❚❇▼▲✾✷❪ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, T ) ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s In =
(tn, tn+1)✱ ✇❤❡r❡ tn ❛♥❞ tn+1 ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡r✐❡s ♦❢ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧s 0 = t0 < t1 < ... <
tN = T ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ Ωn = Ωtn

❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② Γn = Γtn ✐s ❛ss✐❣♥❡❞✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❧❛❜
Qn ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡s Ωn,Ωn+1 ❛♥❞ Pn✱ ✇❤❡r❡ Pn ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② Γt ❛s t tr❛✈❡rs❡s In✳ ❆ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❧❛❜ ✇✐t❤ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s Γt ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ◆❡✉♠❛♥✲t②♣❡ ❛♥❞ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲t②♣❡ ♣❛rt✱ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ Pn ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
(

Pn
)

g
❛♥❞

(

Pn
)

h
✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❧❛❜✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿

(

Sh
u

)

n
=
{

uh | uh ∈
[

H1h (Qn)
]nsd

,uh .
= gh ♦♥ (Pn)g

}

, ✭✻✳✸✽✮

(

Vh
u

)

n
=
{

uh | uh ∈
[

H1h (Qn)
]nsd

,uh .
= 0 ♦♥ (Pn)g

}

, ✭✻✳✸✾✮

(

Sh
p

)

n
=
(

Vh
p

)

n
=
{

ph | ph ∈ H1h (Qn)
}

. ✭✻✳✹✵✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✽✮ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✼✮✱ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ s♣❛❝❡
❛♥❞ t✐♠❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❧❛❜s ❛♥❞ ✐ts ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t♦ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ s♣❛❝❡ ❜✉t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t✐♠❡✳
❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ ❛❧❧♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤
t✐♠❡ s❧❛❜ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❬❉❍✵✸❪✳ ■♥
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❙♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❧❛❜ ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❬❇❡❤✾✷❪✳

❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ❝❛♥ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❥✉st t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❧❡✈❡❧s✳
❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❣✐✈❡♥

(

uh
)

−

n
✱ ✜♥❞ uh ∈

(

Sh
u

)

n
❛♥❞ ph ∈

(

Sh
p

)

n
s✉❝❤ t❤❛t ∀wh ∈

(

Vh
u

)

n
✱ ∀qh ∈

(

Vh
p

)

n
✿

∫

Qn

wh
· ρ

(

∂uh

∂t
+ uh · ∇uh − f

)

dQ +

∫

Qn

ε(wh) : σ(ph,uh)dQ

+

∫

Qn

qh∇ · uhdQ +

∫

Ωn

(

wh
)+

n

· ρ

(

(

uh
)+

n

−

(

uh
)

−

n

)

dΩ

+

(nel)n
∑

e=1

∫

Qe
n

τmom
1

ρ

[

ρ

(

∂wh

∂t
+ uh · ∇wh

)

−∇ ·σ(qh,wh)

]

·

[

ρ

(

∂uh

∂t
+ uh · ∇uh − f

)

−∇ ·σ(ph,uh)
]

dQ

+

(nel)n
∑

e=1

∫

Qe
n

τcont∇ ·whρ∇ · uhdQ =

∫

(Pn )h

wh
·h

h
dP . ✭✻✳✹✶✮

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ✻✳✹✶ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿
(

uh
)±

n
= lim

ε→0
u (tn ± ε) , ✭✻✳✹✷✮

∫

Qn

...dQ =

∫ tn+1

tn

∫

Ωh
t

...dΩdt , ✭✻✳✹✸✮

∫

Pn

...dP =

∫ tn+1

tn

∫

Γh
t

...dΓdt . ✭✻✳✹✹✮
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❆s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✶✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧❛❜ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ❢♦r ❛❧❧ s♣❛❝❡ t✐♠❡ s❧❛❜s Q1, Q2, ..., QN−1✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s st❛rt ✇✐t❤

(

uh
)+

0
= u0. ✭✻✳✹✺✮

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✳✹✶✱ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●❛❧❡r❦✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ t❡r♠ ✇❡❛❦❧② ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t✐♠❡ ♦✈❡r t❤❡
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② Ωn ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❧❛❜ Qn✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ t❡r♠ ✐s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ■❢ t❤❡ ✜❢t❤ t❡r♠ ✐s ♥♦t ③❡r♦✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❛❧s♦
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r τmom✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✇❤✐❝❤
st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝❛s❡s✳ ■❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐s ❣❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ t❤✐s
t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ s✐①t❤ t❡r♠ st❛❜✐❧✐③❡s ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ✐ts ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ ❬❇❡❤✾✷❪✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❞❛t❡
♦❢ ❬❇❡❤✾✷❪ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❳◆❙✱ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
s♦❧✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝r❡t✐③❡s ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ✻✳✹✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
t❤❡♦r② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡♥ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡
❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ❳◆❙✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ●▼❘❊❙ ❛❧❣♦t✐t❤♠✱ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬❇❡❤✾✷❪✳ ❆t t❤❡ ❈❆❚❙ ✐♥st✐t✉t❡ ❛t t❤❡ ❘❲❚❍ ❆❛❝❤❡♥✱ ❳◆❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♠❛r✐t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✸✻



✼ ▼♦✈✐♥❣ ❇♦✉♥❞❛r② ▼❡t❤♦❞s

❇❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❤❡♠❡ ❢♦r
t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ✭❱❲❚✮✱ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✇✐❧❧ ❜❡
❣✐✈❡♥ ❛❜♦✉t ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ❣❧✐♠♣s❡ ❛t r♦t♦r
❛♥❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✢✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❇❡❢♦r❡❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t
♦✉t ❛ q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✐s ♦♥❧② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡❧❧❡r✳ ■♥ ❬❉②♠✵✽❪✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❛✈✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❍❡r❡✐♥✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❧❛❞❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ ❛ ✇❛❦❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❧❛❞❡s
♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♠♦✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥♦t❤❡r
r✐❣✐❞ ♦❜❥❡❝t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❬❏P❙❯✵✼❪✳

✼✳✶ ❋✐①❡❞ ❯♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❡s❤

▼♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬●✉❡✵✻❪✳ ❚❤❡
✜rst ❝❧❛ss ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r✐❞✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞
❬▼❆❇✵✸❪✱ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞✲❜♦✉♥❞❛r② ❬P❡s✵✷✱ ▲▲✵✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ✜❝t✐❝✐♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ❬●P❍❉❏✵✶❪
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r② ✐s s♠❡❛r❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ ❛s t❤❡ ❡①❛❝t ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t❀ ♦r t❤❡ ♠❡s❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s r❡❞❡s✐❣♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥✲❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▼❆❇✵✸❪ ❞❡t❡❝ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✉ts t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❣r✐❞
❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ✐rr❡❣✉❧❛r❧② s❤❛♣❡❞ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s t♦ ❜❡ r❡❝r❡❛t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡♠❡s❤✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ③♦♥❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ st✐❧❧ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡s❤
♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❛❞❥✉st ❛s ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♦♥❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
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✼✳✷ ▼♦✈✐♥❣ ▼❡s❤

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜♦✉♥❞❛r② ✜tt❡❞ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣
♠❡s❤❡s t❤❛t ♠♦✈❡ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❬●✉❡✵✻❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡
♠♦✈✐♥❣ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ✈❡r② ❝♦♠✲
♠♦♥ ♦♥❡s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♠❡s❤✱ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤✱ t❤❡ ❈❤✐♠❡r❛ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ ✭❆▲❊✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✼✳✷✳✶ ❙❧✐❞✐♥❣ ❛♥❞ ❈❧✐❝❦✐♥❣ ▼❡s❤ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ r❡❣✉❧❛r r♦✲
t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜①❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♠♦✈✐♥❣ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ❛ ♣r♦♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛ ♣r♦♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝✐r❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❜❡✐♥❣ s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♠❡s❤ ✐s t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣
s✐③❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡ ❥✉st r♦t❛t❡s t❤❛t
✐ts ♥♦❞❡s r❡❛❝❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡✐r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ✜①❡❞ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡
st❡♣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳

t = t
0

t = t
2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❈❧✐❝❦✐♥❣ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t s❤♦✇✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r r♦t❛t✐♥❣
♠❡s❤✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡s✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❧② t❤❡
✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❣r✐❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠
♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡❛s② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✉♣
✐♥ ❬❇❲❙✾✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ st✐rr❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
❛ st❛t♦r ✭✜①❡❞ ♠❡s❤✮ ❛♥❞ ❛ r♦t♦r ✭r♦t❛t✐♥❣ ♠❡s❤✮✳ ❚❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦♥❡✳ ❙♦ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ t✐♠❡ st❡♣
s✐③❡✱ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞✱ ♦r
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✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤ ❬❙✐❡✵✷✱ ●rö✵✵❪ ♥♦r ❝❛♥ t❤❡ r❛♠♣✲✉♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✈❡r② ❧♦✇ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡ ❛❧♠♦st
❡q✉❛❧ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ■♥ ❬❇❲❙✾✽❪ ✐t ✐s r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ❢♦r ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ st✐rr❡r✱ ✈❡r② ❧❛r❣❡ t✐♠❡ st❡♣s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ♦r t❤❡ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t ❛✈♦✐❞s t❤✐s
✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡
♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✜①❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ t♦ t♦✉❝❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜✉t ❝❛♥ ❜❡
s✐t✉❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮❀ ❡✈❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❤❛✈❡ t♦ ♠❛t❝❤ ❬❙❇✵✽❪✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❙❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ ❬❙❇✵✽❪✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♠❡s❤✳ ■♥ ❬❙❇✵✽❪✱ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❈❋❉ ❝♦❞❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛
❤❡❧✐❝♦♣t❡r r♦t♦r✲❢✉s❡❧❛❣❡✳ ■t ✐s ✇❛r♥❡❞ ✐♥ ❬❙❇✵✽❪ t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛rt❡❢❛❝ts ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥
q✉❛❧✐t②✳

✼✳✷✳✷ ❈❤✐♠❡r❛ ▼❡s❤ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ✐s t❤❡ ❈❤✐♠❡r❛ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛
t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡s❤❡s ❛r♦✉♥❞ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝ts s✐t✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣r✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✜❧❧ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❜✉t ♦✈❡r❧❛♣ ❛t ♠❛♥② r❡❣✐♦♥s ✭s❡❡ t❤❡ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ♠❡s❤❡s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✮✳
❆t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ✐♥❢♦r✲
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❈❤✐♠❡r❛ ♠❡s❤ ❬●✉❡✵✻❪✳

♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❡s❤ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❖♥❝❡ ❛ ♣r♦♣❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❢♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣r✐❞s r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♥♦t ♦♥❧② s✐♠♣❧❡ r♦t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ♠♦t✐♦♥s
❧✐❦❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝ r♦t❛t✐♦♥s ♦r r♦t❛t✐♦♥s s✉♣❡r✲♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦✈❡rs❡t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣r✐❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬●✉❡✵✻❪✿ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣r✐❞s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❝✉t ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣r✐❞s t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡s❤❡s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬●✉❡✵✻❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈❤✐♠❡r❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❞❛t❛

tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣r✐❞s ❛♥❞ ❤♦✇ ✢✉①❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛t ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❲❤❡r❡❛s s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❥✉st tr❛♥s❢❡r t❤❡ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❛ ❞♦♥♦r ❝❡❧❧
t♦ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ❝❡❧❧❀ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❛ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❛❧ ✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❝❡❧❧ ❢♦r♠ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ st❡♥❝✐❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡
r❡❝❡♣t♦r ♣♦✐♥t✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦r❡
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❬●✉❡✵✻❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ❈❤✐♠❡r❛ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♥♦t ❢r❡❡ ❢r♦♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛rt❡❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣r✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

✼✳✷✳✸ ❆r❜✐tr❛r②✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ▼❡t❤♦❞

❆s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♠❡s❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦ ❢❛r s❤♦✇ ❞r❛✇❜❛❝❦s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✐t❤❡r ❛t t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞✉❡
t♦ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ♠❡s❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢✉①❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
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❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛ss ♦r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❞✉❡
t♦ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦r ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞
✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ ✭❆▲❊✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇❛② ❛t t❤❡ ♠♦✈✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐ts ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r② ♦r ❡✈❡♥ ❜❡ ❤❛❧t❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❛t ✇❛②✱ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❣r✐❞ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤❡
❆▲❊ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❛♥❞
✷✳✷ ♥❡✐t❤❡r ♦✈❡r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ RX ♥♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦♥❡ Rx✱ ❜✉t ♦✈❡r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❞♦♠❛✐♥ Rχ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡s❤ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛♥❞ ✐ts ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥
❡❧❛st✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❛s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s♦❧✐❞ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✺✮✳ ■❢
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s ♠♦✈✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♠✉st ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❆▲❊ ❡q✉❛t✐♦♥
✐♥ ❬❉❍✵✸❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂f

∂t
|X=

∂f

∂t
|χ +

∂f

∂x
· c =

∂f

∂t
|χ +c · ∇f, ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✼✳✶✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② f ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡
X ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ χ ❛♥❞ ❛
❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ f ✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♠✉st ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ t✐♠❡ st❡♣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✱ ❜✉t ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡✲
t✐♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❚❤✐s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♠❡s❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
t✐♠❡ ❧❡✈❡❧s✱ s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❡s❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♥ ❜✉t t✇♦❀ ♦♥❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
t✇♦ ♠❡s❤❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ s♣❛❝❡ t✐♠❡ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❧✐❦❡ ✈✐s✉✲
❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ♦r ✻✳✷ ❢♦r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡ t✐♠❡✱
t❤❡ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✼✮ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡
t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷ ❛r❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❆▲❊
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇r✐tt❡♥ ♥❡✐t❤❡r ♦✈❡r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ RX ♥♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ Rx ❜✉t ♦✈❡r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❞♦♠❛✐♥ Rχ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤✳ ❲❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①
✐s ❜✉✐❧t ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✮ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢
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t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞
❛s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❆▲❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬▼❍✾✼❪✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦✈✐♥❣
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳

✼✳✷✳✹ ❙❤❡❛r✲❙❧✐♣ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞

❖♥❡ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡
♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❙❤❡❛r✲❙❧✐♣ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❙❙▼❯▼✮✳ ❚❤❡ ❙❙▼❯▼ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞
❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐❞❡❛❧ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❡s t❤❛t ✉♥❞❡r❣♦ ❧❛r❣❡ ❜✉t
r❡❣✉❧❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡s ♦❢ ♦♥❡
❱♦✐t❤✲❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❧❛②❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✉♥❞❡r❣♦ ✬s❤❡❛r✬ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡str✐❝t
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛ ❢r❡q✉❡♥t r❡♠❡s❤✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s r❡❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡r ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭t♦♣ r♦✇✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥♦❞❡s
♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡r ❛r❡ st❛t✐❝✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❙❙▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t ❬❇❚✵✶❪✳

❋r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t t♦ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♠♦♠❡♥t ♦❢ r❡♠❡s❤✐♥❣ ❛s t❤❡ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✭❞❡❢♦r♠❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✉♥✲
❞❡❢♦r♠❡❞✮ ♠❡s❤ ♦✈❡r❧❛♣ s♦ t❤❛t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡s
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❧❞ ✉♣♣❡r ♥♦❞❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡ ♦r t❡tr❛❤❡❞r♦♥ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜✉t ✐ts ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ❜❡✐♥❣ r❡❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥t r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡s❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✸❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s
t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❧❛❜ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❧❛❜❀ t❤❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥
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t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ✐s ✜❧❧❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r t✐♠❡ s❧❛❜ ❜② ❛ t✐♠❡ ✐♥✲
t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✼✮✳ ❚❤❡ ❙❙▼❯▼ ♠❡t❤♦❞
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡♣t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥
❬❇❚✾✾✱ ❇❆✵✸✱ ❇❚✵✶❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛
r♦t❛t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r✱ sq✉❛r❡s✱ ❛ st✐rr❡r ♦✈❡r ❛ ❝❡♥tr✐❢✉❣❛❧ ❜❧♦♦❞ ♣✉♠♣ t♦ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡r
❛♥❞ ❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳

✼✳✷✳✺ ❊❧❛st✐❝ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞

❲❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② r♦t❛t✐♥❣ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❊❧❛st✐❝ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❆▲❊ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦✛❡rs ❡①❝❡❧❧❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✱ ❛s t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❛❜s♦r❜ ❡✈❡♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡❣❛r❞ t❤❡ ♠❡s❤ ❛s ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❛t
❛♥ ✐♥st❛♥t t ∈ (0, T ) ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ Ωt ⊂ Rnsd ✱ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② Γt✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts v(x, t) ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥✿

∇ · σ#(v) = 0 ♦♥ Ωt ∀t ∈ (0, T ), ✭✼✳✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

σ#(v) = λ(tr ε#(v))I+ 2µε#(v), ✭✼✳✸✮

ε#(v) =
1

2
(∇v + (∇v)T ), ✭✼✳✹✮

✇✐t❤ λ ❛♥❞ µ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ▲❛♠é ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❡t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛❧s♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

v · ed = g#,d ♦♥ (Γt)g#,d
, d = 1, ..., nsd, ✭✼✳✺✮

n · σ# · ed = h#,d ♦♥ (Γt)h#,d
, d = 1, ..., nsd, ✭✼✳✻✮

✇❤❡r❡ (Γt)g#,d
❛♥❞ (Γt)h#,d

❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜s❡ts ♦❢ Γt✳ ❆ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡s❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x(tn+t) ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤✿

x(tn+t) = x(tn) + v ♦♥ Ωt✳ ✭✼✳✼✮

❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮ r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜♥❞ vh ∈

(

Sh
v

)

t
s✉❝❤ t❤❛t

∀δvh ∈
(

Vh
v

)

t
✿

∫

Ωt

ε#
(

δvh
)

: σ#
(

vh
)

dΩ =

∫

(Γt)h#

δvh · hh
#dΓ. ✭✼✳✽✮

■♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❜♦✉♥❞❛r② Γt ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❦♥♦✇♥✱ s♦ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♥♦❞❡s ❣❡t ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲t②♣❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ (Γt)h#,d

✐s ❡♠♣t② ❛♥❞ s♦ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❜♦✈❡ ✐s

✹✸



③❡r♦✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✸✮ ✐ts❡❧❢ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s
t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✧✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♠❡s❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡✐r s❤❛♣❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢r❡q✉❡♥t❧② ❧❡❛❞s t♦ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐st♦rt❡❞ ♠❡s❤❡s ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞✱
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t♦ ♥♦t ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳✧ ❬❈❇❖✵✵❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❇❖✵✵❪ t♦ ✈❛r② t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❣❡t st✐✛❡r t❤❛♥
t❤♦s❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✳ ❇❡s✐❞❡ t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ t♦ st✐✛❡♥ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤
r❡❣❛r❞ t♦ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❖♥❡ ♣r❡♣❛r❛t♦r②
❛♥❛❧②s✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❨♦✉♥❣✬s
♠♦❞✉❧✉s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ str❛✐♥s✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡
❝❤❛♥❣❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r str❛✐♥s ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✳ ❚❤✉s✱
❛ s♠♦♦t❤ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❧♦❝❛❧
str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✳ ❆
s❡❝♦♥❞ ♣r❡♣❛r❛t♦r② ❛♥❛❧②s✐s r❡❧❛t❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ♦♥❡
t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ t♦ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✳ ❚❤❡ ❜❛❧❧✲✈❡rt❡① ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❜②
❬❇❉❙✵✺❪ ❛♣♣❧✐❡s ❛ s♣r✐♥❣ st✐✛♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤✱ s♦ t❤❛t s❤♦rt ❡❞❣❡s ❛r❡ st✐✛❡r t❤❛♥ ❧♦♥❣❡r ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤
t❤❡② r❡♣♦rt t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❡③❞✉②❛r✱ ❇❡❤r ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮

❜② ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✽✮ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ x t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞♦♠❛✐♥ ξ✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t e ✐s
Je = det (∂x/∂ξ)e✱ ✇✐t❤ x ❛♥❞ ξ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ st❡♣✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✽✮ ❛r❡ ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ x ❜✉t ❛s ❛ s✉♠ ♦❢
✐♥t❡❣r❛❧s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞♦♠❛✐♥ ξ✳ ❍❡r❡✐♥✱ t❤❡
❏❛❝♦❜✐❛♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

∫

Ωt

[...] dΩ =
∑

e

∫

ξ
[...]e Jedξ. ✭✼✳✾✮

❊①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❣❡t st✐✛❡r t❤❛♥ t❤❡
❜✐❣❣❡r ♦♥❡s✳ ❚❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✜rst ✉s❡❞ ✐♥ ❬❚❇▼❏✾✷❪✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤✐s
❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦r ♥♦t✱ ♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢♦r♠s ✭s❡❡
❬❙❚✵✷❪✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts st✐✛❡r t❤❛♥ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✱ ❍✉❣❤❡s ❛♥❞ ▼❛s✉❞ ❬▼❍✾✼❪

♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✾✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

τ e =
1− Amin

Amax

Ae

Amax

, ✭✼✳✶✵✮

✇❤❡r❡ Ae, Amax ❛♥❞ Amin r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st✱ ❛♥❞ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ▼❛s✉❞ ❬▼❇❑✵✼❪ ✐♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡❞

✹✹



❛s ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✳
❚❤✐s ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❡♥t❡rs ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✽✮ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡❛ ❧✐❦❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✵✮✳
■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❳◆❙✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦r ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱
✇❤✐❝❤ s❝❛❧❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t st✐✛❡♥✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡❛ s✐♠✐❧❛r
t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✵✮✳ ❆ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♠♦♥❣ ❛✉t❤♦rs ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡❧❛st✐❝
♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❡ ♣✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛✐r❢♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❈❤✐❛♥✲
❞✉ss✐ s❤♦✇ ③♦♥❡s ♦❢ str♦♥❣❧② sq✉❡❡③❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❛♥❣❧✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛✐r❢♦✐❧ ♣✐t❝❤ ♦❢ ❛❜♦✉t
t❤✐rt② ❞❡❣r❡❡s✱ t❤❡ st✐✛❡♥✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❝❤♦s❡♥ ❜② ▼❛s✉❞ s❤♦✇s ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t❧② s❤❛♣❡❞
❡❧❡♠❡♥ts ❛t ❛ t❤✐rt② ❞❡❣r❡❡ ♣✐t❝❤✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❚❡③❞✉②❛r s❡❡♠s t♦ r❡s✉❧t ✐♥
s✐♠✐❧❛r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▼❛s✉❞✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧②✱ ❛s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❛✐r❢♦✐❧ t✉r♥❡❞ t♦ t❤✐rt② ❞❡❣r❡❡s ❛ r✐❣✐❞ ❜❡❛♠ ✐s ♣✐t❝❤❡❞
✉♣ t♦ ❢♦rt②✲✜✈❡ ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤❡ ❜❛❧❧✲✈❡rt❡① ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ✉s❡s ❛ ✈❡r② ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❛✐r❢♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r❢♦✐❧ ✐s ❥✉st ♣✐t❝❤❡❞ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✜❢t❡❡♥ ❞❡❣r❡❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡ ❳◆❙ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❚❇▼▲✾✷✱ ❇❆✵✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠♦✈✐♥❣ ✇❛t❡r❧✐♥❡ ♣r❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤✳ ■♥
❬❇❆✵✷❪ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ✐♥ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ t❛♥❦ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤❀ ✐♥ ❬●❇❚✾✾❪ t❤❡ ✷❉ ✢♦✇ ♣❛st ❛ s♣✐❧❧✇❛② ♦❢ ❛ ❞❛♠✳ ❆s ❛
✜♥❛❧ r❡♠❛r❦✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ st✐✛❡♥✐♥❣
♦❢ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤❛r♠❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r r♦t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ❜❧❛❞❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣✐t❝❤❡❞ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ✸❉ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛❧s♦ t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✳
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✼✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡✲
t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ✜①❡❞✲♠❡s❤ ♦r s❡♠✐✲❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡♥
s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥
❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✜①❡❞✲♠❡s❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❜r♦❛❞❡r
r❡❣✐♦♥ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧② ♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts❀ s♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ s♠♦♦t❤❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❆ ❈❤✐♠❡r❛ ♦r ❛ s❧✐❞✐♥❣✲
♠❡s❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐r❡❝t❧②
t♦✉❝❤ t❤❡ st❛t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛rt❡❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❝❢✳ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✼✳✷✳✶ ❛♥❞ ✼✳✷✳✷✮✳ ▲❛st✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ♦❢ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡ st❡♣ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲✐t❤
r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞
❛s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ s♣❛❝❡✲
t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✻✳✹✶✮ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s♦❧✈❡r✱ ❝❛❧❧❡❞ ❳◆❙✱ ❤❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
❤✐❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇
r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ✸❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❳◆❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦✢✉✐❞
❬❚❆❇+✾✻❪✱ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛r ❛ss✐st ❞❡✈✐❝❡s ❬❇❇◆P✵✽❪ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ❬❇◆P✵✼❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛st ❛ s♣✐❧❧✇❛② ❬●❇❚✾✾❪✳
❚❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡s❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥s
✼✳✷✳✹ ❛♥❞ ✼✳✷✳✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡
❊▼❯▼✳ ❍♦✇ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧
♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡r s❤❛❧❧ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r r♦t❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♥❞ ❛
❝✉st♦♠✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐s tr❡❛t❡❞ t❤❡r❡❛❢t❡r✳
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t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜❡❛❦❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❛❞✲q✉❛❧✐t② ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ❡✈❡♥ t❛♥❣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ③♦♥❡ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r r♦t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❇❡❛❦❡r✲s❤❛♣❡❞✱ str✉❝t✉r❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ❱❙P✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡rs✱ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❛r❡ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ♠✉st ❤♦❧❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❢♦r ❛♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛♥② ♣r✐s♠✳ ❆ ♣r♦♣❡r ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✽✳✺✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♠♦✈✐♥❣ ❜❡❛❦❡r ✭❣r❡❡♥✮ t♦ t❤❡

♦✉t❡r st❛t✐❝ ❜❡❛❦❡r ✭❜❧✉❡✮ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❛rr♦✇✳ ■❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❜❡❛❦❡r ♠♦✈❡s t♦ t❤❡
r✐❣❤t✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❡❞❣❡
❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ ❛♥② ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♠♦✈✐♥❣ ❜❡❛❦❡r ✭❣r❡❡♥✮ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ r✐❣❤t

❜♦tt♦♠ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s
❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜❡❛❦❡r ✭❣r❡❡♥✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❛❞ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳
■♥ ♦✉r ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❜✉✐❧t ❛❢t❡r t❤❡ t✇♦ ♠♦✈✐♥❣

✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❱❙Ps ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ t❤❛t ✇❛②✱
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡rs ❝❛♥ t❤❡♥ ❛❧s♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ t❤r❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ❣r✐❞s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✱ t❤❡ t✇♦ r♦t❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❣r✐❞s ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ❣r✐❞✱ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❡♥t✐r❡
♠❡s❤ r❡❛❞② ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ ♠❛♥②
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✾ ❊❧❛st✐❝ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞ ❆♣♣❧✐❡❞

t♦ t❤❡ ❱♦✐t❤✲❙❝❤♥❡✐❞❡r Pr♦♣❡❧❧❡r

Pr♦♣✉❧s✐♦♥ ❙②st❡♠

❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rts ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ✭❝❢✳
❋✐❣✉r❡s ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❜❡❛❦❡rs ❛r♦✉♥❞ ❛
s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❛ ❧❛t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥
s②st❡♠✱ t❤❡ s✉♣♣♦rts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✺✱ t❤❡ ❊❧❛st✐❝ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ❣✐✈❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❋♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r✐♦r ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r
r♦t❛t✐♥❣ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s g#,d ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s
✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts v ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ❛r♦✉♥❞ ✐ts
❛①✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ ❛ ✈❡r②
❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼❯▼
❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❱❙P✬s ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡❢t ❱❙P✱ ♦♥❧② t❤❡
t♦♣ ❞♦♠❛✐♥ ✭②❡❧❧♦✇✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤ ✐s s❤♦✇♥❀ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ❱❙P✱ t❤❡ t♦♣ ❞♦♠❛✐♥
✭r❡❞✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ✭②❡❧❧♦✇✮ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠
♦❢ t❤❡ s❤✐♣ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛✐❞ t♦♣ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❛ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s
♦❢ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜❧❛❞❡s✱ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞✳
❚❤❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ s❤♦✇s t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t✐♥❣ ❱❙Ps ❛t ❛ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥✱

t❤❡ r✐❣❤t ♣✐❝t✉r❡ ❛t ❛ s❡❝♦♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❱❙P r♦t❛t❡s ❛♥t✐❝❧♦❝❦✇✐s❡
❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❢t ❱❙P ❝❧♦❝❦✇✐s❡✳ ❆ r❡❞ ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❧✐♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❱❙P ✇✐t❤ t❤❡
❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ♠♦st ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ❜❛r ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣✐❝t✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❛t ❜❧❛❞❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ❱❙P ✐s ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
✜rst t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❛t ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ❜❧❛❞❡ ❝❤❛♥❣❡s
❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✜❢t② ❞❡❣r❡❡s t♦ ③❡r♦ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❜❧❛❞❡s ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❞❡✢❡❝t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❛t ♣r♦♣❡❧❧❡r ♠♦t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦♦❦s ✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡

✜✈❡ ❜❧❛❞❡s ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❱❙P ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♣❧❛t❡ ✐s ♥♦t

✺✷





♠❡s❤ s✐③❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ❤♦♣❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❛♥❣❧✐♥❣✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡

❡❧❡♠❡♥t st✐✛❡♥✐♥❣ ❛r❡ t❡st❡❞✱ ❜♦t❤ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❏❛❝♦❜✐❛♥s ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡❛s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✷✳✺✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❆s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦♥❧② ♠♦✈❡ ♦♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s str✐❝t❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠♦t✐♦♥
✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❡str✐❝t t❤❡
♥♦❞❡ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ t♦ ❜❡ ♦♥❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❜✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡✈❡♥t t❛♥❣❧✐♥❣
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥st❡❛❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡s✐❣♥ s✉❝❤ t❤❛t t❛♥❣❧✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r✳ ❙♦✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
✉♣❝♦♠✐♥❣ ♠❡s❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ✐♥ t❤❛t ❝r✐t✐❝❛❧ ③♦♥❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡
❜❧❛❞❡s ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡✐r ❢♦✉r ♥♦❞❡s s✐t✉❛t❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥♥♦t ♣✐❡r❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ♥♦❞❡s ♦❢
❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❛t t❡❞r❛❤❡❞r♦♥ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❜❡
♦♥❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

t✐♠❡ st❡♣❂✶ t✐♠❡ st❡♣❂✷ t✐♠❡ st❡♣❂✸

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❚❛♥❣❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ③♦♥❡ ❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦tt♦♠✳

■♥ ❬❏▼❇❋✵✶❪✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
♥♦❞❡s ♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ♣❛rts ❛r❡ s❡t t♦ ♣r❡✈❡♥t t❛♥❣❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛❧✈❡ st❡♠ ♦❢ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ♣✐st♦♥ ❧❡❛❞ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② t♦ t❛♥❣❧✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡②
✇❡r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♠ t♦ s❧✐♣ ♦♥ t❤❡ st❡♠
s✉r❢❛❝❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ t❛♥❣❧✐♥❣✳
❖✉r ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❧❛♥❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ♦♥❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r
♠♦t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❣❡♦✲
♠❡tr✐❝ r❡❛s♦♥s✱ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❛s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼
❜❡❛❦❡r ✐s r❡str✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ✜ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♣♣♦rts ♦❢ t❤❡
♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ✐ts ❝❡♥tr❡
❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❧❛❞❡✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❥✉st t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ✇♦✉❧❞
❝✉t ✐♥t♦ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❛❧❧♦✇❡❞ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡
❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❣♦❡s
❞♦✇♥ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✳ ❇② t❤❛t✱ t❛♥❣❧✐♥❣ ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡
✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✉♣ t♦ ✜❢t② ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❛♥❣❧✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❧❛♥❡s✱ ❛s t❤❡ ♥♦❞❡ ♠♦t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
♣❧❛♥❡s ✐s ♥♦t ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❛❣❛✐♥ str♦♥❣ r❡❧❛t✐✈❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤✐s t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✮✳

✺✹



❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✿ ❚❛♥❣❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳

❖♥❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐s ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡
♣❧❛♥❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ♥♦❞❡s ❡①❛❝t❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t✉r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥♦❞❡s ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❆s t❤❡ ♣❧❛♥❡s
❛r❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t♦ ✐ts ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❣❛✐♥
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥
❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡s❤✲♠♦✈✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡
♠❡s❤✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ✐s tr②✐♥❣ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥
✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ s❤❡❛r✐♥❣ ❜♦❞② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ s♠♦♦t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ s❤❡❛r✐♥❣ r❛t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t♦ ❛ ❧♦✇❡r s❤❡❛r✐♥❣ r❛t❡
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❙✉❝❤ ❛ s❤❡❛r✐♥❣ ❜♦❞② ✭r❡❞✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✳ ❚❤✐s
❜♦❞② ✐s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❜♦tt♦♠ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ❛ ✇✐❞❡r ❞♦♠❛✐♥ ❝❧♦s❡❧② s✐t✉❛t❡❞
❛t t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✱ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐❞❡r
♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❜♦❞② ❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❜❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✉r✐♥❣ ❛♥
❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✹ ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ③♦♥❡ ♦❢ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦tt♦♠✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❞♦ ♥♦t ✉♥❞❡r❣♦ str♦♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❜❧✉❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❛❧❧ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛❧♠♦st r❡❣✉❧❛r t❡tr❛❤❡❞r♦♥s✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ t✉r♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♦❢ ✼✷ ❞❡❣r❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❧❛❞❡
❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t s❤♦✇s
t❛♥❣❧✐♥❣ ✇❤❡♥ t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤✳
❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ❜✐❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s❝s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

❛❧❧ t❤❡ ✜✈❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✾✳✺✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❆ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣
str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s❝s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐s
❛❧s♦ ❢r❡❡ ❢r♦♠ t❛♥❣❧✐♥❣ ✉♣ t♦ ✼✷ ❞❡❣r❡❡s✱ ❜✉t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t✉r♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡
✈❛r✐♦✉s t✐♠❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss✐t② ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢✉❧❧ r♦t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❱❙P✬s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
t♦♣ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝✉t✳

✺✺



✷✵ ❞❡❣r❡❡ t✉r♥ ✹✵ ❞❡❣r❡❡ t✉r♥

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✿ ❚✇✐st✐♥❣ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛s ❛ s❤❡❛r✐♥❣ ❜♦❞② ✭r❡❞✮ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐❛♠❡t❡r✳

▲❛t❡r❛❧ ❱✐❡✇ ❚♦♣ ❱✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✿ ❊▼❯▼ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s❝s✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✷✳✺✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡s❤ ♥♦❞❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤
✭❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ t✉r♥❡❞ ♦♥❡ t✐♠❡ ❜❛❝❦ ❛♥❞
❢♦rt❤ ✭r✐❣❤t ♣✐❝t✉r❡✮✳ ❆♥ ❛❧♠♦st r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
✐❢ ✈❛r✐♦✉s r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❆♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❞❛♥❣❡r t♦ t❛♥❣❧❡ ❛t ❛♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞
♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ r❡st❛rt❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❧❡❞ ♠❡s❤ t♦ ❛ ♥❡✇ ♠❡s❤✳ ❆s t❤✐s ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❞❛♥❣❡r ♦❢
t❛♥❣❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✈♦✉r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❡s❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❡❛s② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❞♦❡s ❢❛✈♦✉r ✐t✳

✺✻



❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✿ ■rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t✳

✺✼



✶✵ ❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❙❤❡❧❧ ▼♦t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛♥❣❡r ♦❢ t❛♥❣❧✐♥❣ ✇❤❡♥
t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜✈❡
❜❧❛❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ♠❡s❤ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ ❛
s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❙❤❡❧❧ ▼♦t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❈❙▼▼✮✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ s❤❡❧❧s✱
✇❤✐❝❤ r♦t❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡s❡ s❤❡❧❧s ❝♦✈❡r t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡
❜♦tt♦♠ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ✉♣ t♦ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧✳
❆s ❛❧❧ t❤❡ s❤❡❧❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s✱
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ s❤❡❧❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ✐♥
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ s❤❡❧❧s✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ♠♦t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st s❤❡❧❧ ✐s ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛s t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧s ♠♦✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r
✈❡❧♦❝✐t②❀ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st s❤❡❧❧ r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧s✱ t❤❡ ♠♦st
✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢♦r♠ ✐s t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s t❤❡ s♣❛❝❡
❛r♦✉♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ❞✉❡ t♦
t❤❡ s✉♣♣♦rts ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✳ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❤❡❧❧ s❤❛♣❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❡❧❧s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❝❛♥
❜❡ t✉r♥❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ t❛♥❣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝✉st♦♠
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧✱ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ❛r❡ t❡st❡❞❀ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡
♦❢ ✹✽ ❞❡❣r❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✶✵✳✶ ❛♥❞ ✶✵✳✷ s❤♦✇ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ s❤❡❧❧s✳ ■t ❤❛s
t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❡s❤ ❢❛✈♦✉rs t❤❡ ❛♥t✐❝❧♦❝❦✇✐s❡ t✉r♥✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ t✉r♥✐♥❣
♣r♦✈♦❦❡s ✈❡r② ✢❛t ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❧♠♦st t❛♥❣❧✐♥❣ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✮✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ s❤❡❧❧ s❤❛♣❡ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s

❛ s✐♠✐❧❛r ♦✉t❧✐♥❡ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ tr❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✇❤✐❧st t✉r♥✐♥❣✳
❚❤✐s ❜✉tt❡r✢② s❤❛♣❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✱ ♦♥❧② ❡♥❛❜❧❡s ❛ ✹✷ ❞❡❣r❡❡ t✉r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ❜✉t ✐t ❤❡❧♣s ❞❡✈❡❧♦♣ ✐❞❡❛s ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜❛❧❧♦♦♥ s❤❛♣❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧ t♦
t❤❡ ♥❡①t ♦✉t❡r ♦♥❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ r♦✉♥❞ ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❜❧❛❞❡
r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢r♦♥t❛❧ r♦✉♥❞❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧s t♦
❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣❣❡r ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢
♦♥❡ s❤❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❇② t❤❛t✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ③♦♥❡
✐s ❛❧♠♦st ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❡❧❧s✳ ❚❤❡ s❤❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡

✺✽



aktueller Winkel: 48◦exponentielle Gröÿenverteilung: 1layers = 4aktuelle Form: Ellipsen_
ir
um = 50bgHa_x = 0,8bgHa_y = 0,5smHa_x = 0,46smHa_y = 0,2875shift_x = 0

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✿ ❆s②♠♠❡tr✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ t✉r♥✐♥❣✳aktueller Winkel: -48◦exponentielle Gröÿenverteilung: 1layers = 4aktuelle Form: Ellipsen_
ir
um = 50bgHa_x = 0,8bgHa_y = 0,5smHa_x = 0,46smHa_y = 0,2875shift_x = 0

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✿ ❆s②♠♠❡tr✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ t✉r♥✐♥❣✳

tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❜✉tt❡r✢② s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❛t ❛r❡❛ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❣r❡❛t❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜✐❣❣❡r r❛❞✐✐ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❣❧❡s ❛r❡
✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❝✐r❝❧❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ ❜② ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡s❤ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜❛❧❧♦♥ s❤❛♣❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ t♦ t❤❡ ①✲❛①✐s t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ t✉r♥✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♦r ❛♥t✐❝❧♦❝❦✇✐s❡✳
❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❤❡❧❧ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✉♣ t♦ ✻✸ ❞❡❣r❡❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✺✱ ✐♥ ❜♦t❤

✺✾



aktueller Winkel: 0◦exponentielle Gröÿenverteilung: 0layers = 4aktuelle Form: S
hmetterlingn_
ir
leSe
tion = 10n_lineSe
tion = 7h_min = 0,105h_
ir
le = 0,47r_min = 0,452r_max = 0,61line_angle = 20
aktueller Winkel: -42◦exponentielle Gröÿenverteilung: 0layers = 4aktuelle Form: S
hmetterlingn_
ir
leSe
tion = 10n_lineSe
tion = 7h_min = 0,105h_
ir
le = 0,47r_min = 0,452r_max = 0,61line_angle = 20

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✿ ❇✉tt❡r✢② s❤❛♣❡✳aktueller Winkel: 0◦exponentielle Gröÿenverteilung: 1layers = 4aktuelle Form: Ballonformn_leftCir
leInner = 16n_lineSe
tion = 4n_rightCir
leInner = 1h_leftInner = 0,185h_rightInner = 0,015h_rightOuter = 0,475r_leftCir
leInner = 0,258r_leftCir
leOuter = 0,51r_rightCir
leInner = 0,45r_rightCir
leOuter = 0,59showInnerDis
: 0

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹✿ ❋✐♥❛❧ ❜❛❧❧♦♦♥ s❤❛♣❡✳

❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❙❤❡❧❧ ▼❡t❤♦❞✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣
❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s
✜♥❛❧ s❤❛♣❡ ❛r❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥♣✉t ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✼ ❛s ♥❧❡❢t❈✐r❝❧❡■♥♥❡r✱ ♥❧✐♥❡❙❡❝t✐♦♥✱ ♥r✐❣❤t❈✐r✲
❝❧❡■♥♥❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❤❧❡❢t■♥♥❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❝✐r❝❧❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st s❤❡❧❧ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡
♦❢ ❜❧❛❞❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤r✐❣❤t■♥♥❡r ❛♥❞ ❤r✐❣❤t❖✉t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡❛❝❤ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❝✐r❝❧❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st s❤❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡
♦✉t❡r♠♦st s❤❡❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❧❡❢t❈✐r❝❧❡■♥♥❡r✱ r❧❡❢t❈✐r❝❧❡❖✉t❡r✱ rr✐❣❤t✲
❈✐r❝❧❡■♥♥❡r ❛♥❞ rr✐❣❤t❈✐r❝❧❡❖✉t❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t

✻✵



aktueller Winkel: 63◦exponentielle Gröÿenverteilung: 1layers = 4aktuelle Form: Ballonformn_leftCir
leInner = 16n_lineSe
tion = 4n_rightCir
leInner = 1h_leftInner = 0,185h_rightInner = 0,015h_rightOuter = 0,475r_leftCir
leInner = 0,258r_leftCir
leOuter = 0,51r_rightCir
leInner = 0,45r_rightCir
leOuter = 0,59showInnerDis
: 0

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✺✿ ✻✸ ❞❡❣r❡❡s t✉r♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❧❧♦♦♥ s❤❛♣❡✳

❝✐r❝❧❡ s❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❝✐r❝❧❡ s❡❝t✐♦♥s s❤♦✇ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r t♦ t❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧s✱ s♦ t❤❛t t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦♥ ♦♥❡ s❤❡❧❧ ❛❧✇❛②s
❡♥❝❧♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝✐r❝❧❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ s❤❡❧❧s s✉❣❣❡sts ❛ ❜❡tt❡r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t②✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ❛ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢
t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❤❛♣❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦❡♣t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ③♦♥❡
♥❡❛r t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❤❛❧❢ ❢r♦♠ ♦♥❡ r✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞❡s
t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐♥♥❡r ♦♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r

❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ✐s ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡ s❤❡❧❧s ❛r♦✉♥❞ ❛ ❜❧❛❞❡ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ❛❧❧
✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st s❤❡❧❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✼✳
❚❤❡ ♥♦❞❡s ✭r❡❞ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ♥✉♠❜❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ✭❜❧✉❡ ♥✉♠❜❡rs✮ ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞
✐♥ ❛♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r♠♦st ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣
❢✉rt❤❡r ✐♥ ❛♥ ❛♥t✐❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧❛♥❡✱
t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❧♦✇❡r ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡
❡①✐st s❡✈❡r❛❧ r✐♥❣s ♦❢ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ♥♦❞❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❡❧❧✱ ❡❛❝❤ r✐♥❣ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧ ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ t❤r❡❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞✱ ❡✳❣✳✱ t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦♥❡
t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥❡✱ ♥✐♥❡t❡❡♥ ❛♥❞ ❡✐❣❤t❡❡♥ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r
❛♥❞ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧✱ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠❡s❤ ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡
✉s✐♥❣ ●r✐❞❣❡♥✳

✻✶



aktueller Winkel: 0◦exponentielle Gröÿenverteilung: 1layers = 4aktuelle Form: Ballonformn_leftCir
leInner = 16n_lineSe
tion = 4n_rightCir
leInner = 1h_leftInner = 0,185h_rightInner = 0,015h_rightOuter = 0,475r_leftCir
leInner = 0,258r_leftCir
leOuter = 0,51r_rightCir
leInner = 0,45r_rightCir
leOuter = 0,59showInnerDis
: 1n_dis
Outer: 8n_dis
Inner: 2r_dis
Inner: 0,06alpha_dis
Inner: 46◦

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻✿ ❇❛❧❧♦♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳

❋♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❡❧❧s✱ ❛♥ ✐♥✲❤♦✉s❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ✉s❡❞✳ ●✐✈❡♥
❢♦✉r r✐♥❣s ♦❢ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ♥♦❞❡s✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞
❛♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ ✭❜❧✉❡✮ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✽✮✱ ♣r✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ s❤❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✽ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡s❡ ❢♦✉r
r✐♥❣s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐s♠s✳ ❚❤❡ ❛rr❛② ✧✐♥❞❡①✧ st♦r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐① ♥♦❞❡s ❢♦r
t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣r✐s♠✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✽✱ t❤❡ r❡❞ ♣r✐s♠ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ ♥♦❞❡s ✸✵✷✱ ✹✱ ✸✱ ✸✷✷✱ ✷✹ ❛♥❞ ✷✸✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣r✐s♠s✱ ♦♥❡
✇✐t❤ t❤❡✐r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡
♦✉t❡r s❤❡❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✽✮✳ ❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣r✐s♠ ❤❛✈✐♥❣ ✐ts r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧✱ ❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❛rr❛② ✧✐♥❞❡①✧ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜② ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❖✛s❡t ✈❛❧✉❡ ❢♦r
❡❛❝❤ r✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣r✐s♠ ❤❛✈✐♥❣ ✐ts r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r
s❤❡❧❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ✧✐♥❞❡①✧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦❞❡✱ t❤✐s
✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ✐♥♥❡r❚r ❢r♦♠ ✧tr✉❡✧ t♦ ✧❢❛❧s❡✧✳
❖✉t ♦❢ ♦♥❡ ♣r✐s♠ t❤r❡❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❙❙▼❯▼ ❛♣♣r♦❝❤✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ s❤❡❧❧s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐s♠s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ ❬❈❊❚✵✽❪✳ ❆ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢
❢♦✉r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ s❤❡❧❧s ❛r♦✉♥❞ ❛ t✉r♥❡❞ ❜❧❛❞❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✾✳
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286287288289290291292 293 294 295 296297298
299300301302303304305 306 307 308309310311312 313314

570571572573574575576577578579580581 582583 584585586589
592593594595596597598599 600601 602603

604605606608

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✼✿ ❖✉t❡r s❤❡❧❧ ✇✐t❤ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ♥♦❞❡s ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✽✿ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❡❧❧s✳

✻✸



❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✾✿ ❙❤❡❧❧s ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ❜❧❛❞❡ t✉r♥❡❞ ❛t 63◦✳

✻✹



✶✶ ▼❡s❤ ◗✉❛❧✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ ❛
❱❙P✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
❞❡❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✳ ■❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❧♦✇✱ ❡✈❡♥ t♦ ❛ ❞❡❣r❡❡ t❤❛t ❛ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶ t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r❛ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②
❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛ss❡ss ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❡s❤ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊▼❯▼ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✷✳ ❍❡r❡✐♥✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡
❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s ❣♦♦❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s
✇❡❧❧ ❛s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳

✶✶✳✶ ▼❡s❤ ◗✉❛❧✐t② ❈r✐t❡r✐❛

■♥ ❬❊❙❲✵✺❪✱ ❛ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❞✐r❡❝t❧②
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛ ♠❡s❤✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① ❬❊❙❲✵✺❪ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❢♦r ♦♣t✐♠❛❧❧② s❤❛♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
❞❡❣❡♥❡r❛t❡s✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❱❙P
♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ③♦♥❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✢✉✐❞ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t
❛s ❣♦♦❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝r✐t❡r✐❛ t❛❦❡♥
❢r♦♠ t❤❡ ●r✐❞❣❡♥ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ r❛❞✐✉s r❛t✐♦✱ t❤❡
❛♥❣❧❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛t✐♦ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡
✐♥♥❡r r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❜② t❤❡ t❤✐r❞ ♦❢ ✐ts ♦✉t❡r r❛❞✐✉s❀ t❤❡ ❛♥❣❧❡ r❛t✐♦ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r
❡❛❝❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇❡❧✈❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
t❡tr❛❤❡❞r♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❣❧❡
✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ r❛t✐♦ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① t❤❛t ♠❛♣s t❤❡

❡❧❡♠❡♥t ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧❡♠❡♥t ✇❤♦s❡ ❡❞❣❡s ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤s✳ ❆❧❧
❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧❡♠❡♥t ❣❡ts ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst
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♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❋♦rtr❛♥ r♦✉t✐♥❡
❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❊♥s✐❣❤t✱ s♦ t❤❛t s❝r✐♣t✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛st❡r ✈✐❡✇✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆s ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❡✈❛❧✉❛t❡s s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❝♦r❡✱ ❛
s❛❢❡ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❛❧❧ ❜❛❞❧② s❤❛♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✈✐s✐❜❧❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✉t ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ▼❛r❦❚♦t❛❧ ❛♥❞ s❤❛❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧
✉♣❝♦♠✐♥❣ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
❊▼❯▼ ❞✐s❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ▼❛r❦❚♦t❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✱ t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ str♦♥❣❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡s ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳

●❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ ❈✉t ③❂✵✳✵✷✻♠ ❈✉t ③❂✵✳✵✷✺♠

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✿ ❩♦♥❡s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ❛t ❛ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ +55 ◦ ❞❡❣r❡❡s✳

❋r♦♠ t❤❡ ✧▼❛r❦❚♦t❛❧✧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✵✳✽ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
❜♦t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ▼❛r❦❚♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧♠♦st ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡s❡ r❛❞✐✐ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❛t
✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛✈❡ ❛s ♠✉❝❤ s♣❛❝❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❊▼❯▼ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈❙▼▼ ♠❡t❤♦❞✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷ s❤❛❧❧ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜❧❛❞❡ t✉r♥✐♥❣ ❛s t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❧❛❞❡
❛♥❣❧❡ t✉r♥ ♦❢ ✺✺ ❞❡❣r❡❡s✳

●❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ ❈✉t ③❂✵✳✵✷✻♠ ❈✉t ③❂✵✳✵✷✺♠

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷✿ ❩♦♥❡s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ❛t ❛ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ −55 ◦ ❞❡❣r❡❡s✳
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✶✶✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r✐♦✉s ❙❙▼❯▼✲❊▼❯▼ ▼❡s❤ ❈♦♥❝❡♣ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❞✐s❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❙❙▼❯▼✲❊▼❯▼ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛s ♠✉❝❤ s♣❛❝❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❧② s✐t✉❛t❡❞ s✉♣♣♦rts ♦❢ t❤❡ ♥♦③✲
③❧❡ ♣❧❛t❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛❞✐✉s ❢♦r t❤❡ ♦✉t❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✱ t❤❡ ❙❙▼❯▼
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ sq✉❡❡③❡❞✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s♣r❡❛❞ t♦ t❤❡
♠♦st ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❞❡♥s
✉♣ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❜②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼
❧❛②❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ❊▼❯▼ ❞✐s❝✱ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❣r✐❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❧❛②✲
❡rs t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜♥❡r ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼
❜❡❛❦❡r ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ ✇❡❧❧ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❞✐s❝✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ t❤❡
s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡r
❞✐s❝ ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r ❡❧❡♠❡♥t
q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❊▼❯▼ ❞✐s❝✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠❡s❤ ❞❡s✐❣♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡
❤♦✇ t❤❡ ❊▼❯▼ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r ♦♥❧② t✇♦ ❞✐s❝s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢♦✉r✳ ❇② t❤❛t✱ t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝s✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥♦❞❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐s❝ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲❞✐s❝ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✶✳✸✱ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡
❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ✧▼❛r❦❚♦t❛❧✧ ❣r❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st ✵✳✽ ❞♦✇♥ t♦ ❜❡❧♦✇
✵✳✻✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t str♦♥❣ ♦♥ t❤❡
❊▼❯▼ ❞✐s❝s ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r q✉❛❧✐t② ❢r♦♠ ❛ ▼❛r❦❚♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✼✽ t♦ ❛❜♦✉t
✵✳✼ ❛♥❞ ❧❡ss✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐s❝ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠
♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✭❞✐s❝ ✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝ ❜❡❧♦✇ ✭❞✐s❝ ✷✮ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤❡ t✇♦ ❞✐s❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐s❝s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡ss sq✉❡❡③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝s ❛♥❞ t❤✐s ❡♥❞s ✉♣ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t②✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t s❤♦✇s ❡❧❡♠❡♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ ✇♦rs❡

q✉❛❧✐t②✳ ❍❡r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢
t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❊▼❯▼ s♦❧✈❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r
❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ③♦♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t
q✉❛❧✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺ ✳
❋♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❊▼❯▼♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t

♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ③♦♥❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧✐tt❧❡ ♦r ♥♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ③♦♥❡s✳

✻✼



✹✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t ✷✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✸✿ ❘❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❉✐s❝ ✶ ✭✹✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t✮ ❉✐s❝ ✶ ✭✷✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t✮

❉✐s❝ ✷ ✭✹✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t✮ ❉✐s❝ ✷ ✭✷✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹✿ ❉✐s❝ r❡✜♥❡♠❡♥t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝s ✐s s❡t t♦ t❤r❡❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❊▼❯▼ s♦❧✈❡r t♦
♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❞✐s❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ✐s ❦❡♣t ❛s ✇❡❧❧✱

✻✽



❩♦♦♠ ❞✐s❝ ✶ ✭✹✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t✮ ❩♦♦♠ ❞✐s❝ ✶ ✭✷✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺✿ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❞✐s❝ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❜❡tt❡r t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝
♠❡s❤ ✐s✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦♥✲❞❡❢♦r♠❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡
t♦ ❛ ❜❡tt❡r ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❙▼❯▼ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐s❝s
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ♠♦r❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❊▼❯▼ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝s ❛❧❧♦✇s ❛ s♠❛❧❧❡r
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❡♥♦✉❣❤ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❙❙▼❯▼✲❊▼❯▼ ♠❡s❤
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✶✳✻ ❛♥❞ ✶✶✳✼✳

❉✐s❝ ✶ ❉✐s❝ ✷

❉✐s❝ ✸

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻✿ ❊❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

✻✾



❖✈❡r✈✐❡✇ ❩♦♦♠ ❞✐s❝ ✶

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✼✿ ❊❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ ❙❙▼❯▼
r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐s❝ ❛♥❞
t❤❡ t✇♦ ❞✐s❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❊▼❯▼
❞✐s❝ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st
❊▼❯▼ ❞✐s❝ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■t
❤❛s t♦ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t✱
t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐s❝ ❝♦♥❝❡♣t✳

✼✵



✶✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡

❊▼❯▼ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❈♦♥t❡①t ♦❢ ❛

❘❡✜♥❡♠❡♥t ❙t✉❞②

❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱
t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣
❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ♠❡s❤✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❧❛❝❦ ♦❢ t❛♥❣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❣♦♦❞✲q✉❛❧✐t② ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠
♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ❡✐t❤❡r t❤❡ ❈❙▼▼ ♦r t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ t❡♥✲❜❧❛❞❡ ❱♦✐t❤ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡r
✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❜❧❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♦✉t❡r ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡s❤✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
♦❢ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞✐❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤
q✉❛❧✐t②✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♠❡s❤✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ ❛ t✇♦❢♦❧❞ s❡♥s❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡s❤ str✉❝t✉r❡✳

✶✷✳✶ ❙❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡✜♥❡♠❡♥t ❙t✉❞②

■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② ♦♥❡
s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞❀ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞
❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❡♥t❡rs t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✶
♠✴s❡❝ ❛t t❤❡ ✐♥✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✇❛❧❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✱ ❛♥❞ ❤✐ts t❤❡
❜❧❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t✉r♥❡❞ t♦ ✺✺ ❞❡❣r❡❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❜❧❛❞❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✧♦♣❡♥ ✇❛t❡r s♣❡❡❞✧ ❣✐✈❡♥ ❜②
❱♦✐t❤✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✇♦rst ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ t❡♥✲❜❧❛❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐❢ ❛♥ ❛❧♠♦st r❡✈❡rs✐❜❧❡
♠❡s❤ ❊▼❯▼ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❱❙P r♦t❛t✐♦♥s ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ■♥ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✱ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❡s❤✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡
♦❢ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥② ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡
❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜❧❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞
s❤♦✉❧❞ s❤♦✇ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
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❇② t❤❛t✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ ❡rr♦rs ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡
♠♦st ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ t❡♥✲❜❧❛❞❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✢✉✐❞ ✢♦✇
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥
❜❡ ❝❤♦s❡♥✳

✶✷✳✷ ▼❡s❤ ❉❡s✐❣♥

❋♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼❯▼✱ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❉✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡
❜❧❛❞❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❧❧ t❡♥ ❜❧❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✱ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡s❤ ✈♦❧✉♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡st
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❦❡♣t✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡rs✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s ❛♥❞ t❤❡
s❤❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❈❙▼▼ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✾✳ ❇② t❤❛t✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ t❡♥ ❜❧❛❞❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡s ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡
♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✜♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡s❤✳ ❚♦ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s s❡t ❝♦❛rs❡r❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡st ❛t
t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡
♠❡s❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ③♦♥❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ✇❛❧❧s✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s♠♦♦t❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡s❤ ❞❡s✐❣♥✱ ❤❡r❡
❢♦r t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✹✵ ♠♠✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✱ t❤❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ♦♥❡
❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✿ ❈♦♠♠♦♥ ♠❡s❤ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✳

❚❤❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❡✳❣✳ ❊▼❯▼✳✵✺
♦r ❈❙▼▼✳✹✵ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❊▼❯▼ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ ✺ ♠♠ ❛♥❞ ❛ ❈❙▼▼ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ♥♦❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✹✵ ♠♠ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳

✼✷



❊▼❯▼ ♠❡s❤ ❈❙▼▼ ♠❡s❤

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✿ ❈✉st♦♠✐③❡❞ ♠❡s❤ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✳

■♥ ❛ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❛♥❞ ❞✐st♦rt❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢✉✐❞
✢♦✇ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜rst r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡
❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t②✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡
s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡s❤✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ s❤❛♣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ r❡❣✐♦♥
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ t♦ ❛✐♠ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡
❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✸✳ ❚❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞✐✜❡❞
♠❡s❤❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣❀ ❡✳❣✳✱ ❊▼❯▼✳✷✵✳♠♦❞ ✇♦✉❧❞ ❧❛❜❡❧ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼ ♠❡s❤ ✇✐t❤
❛ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✵ ♠♠✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✸✿ ❈♦♠♠♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❡s❤ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✳

✼✸





t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❝♦♥♥❡❝t♦rs ✐♥ ●r✐❞❣❡♥✱ ♦❢ ❛
s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥♥❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤✳

❇♦✉♥❞❛r② ❞❡❝❛② ❂ ✵✳✷✺ ❇♦✉♥❞❛r② ❞❡❝❛② ❂ ✶✳✵

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❝❛②✳

✶✷✳✹ ❊▼❯▼ ▼❡s❤❡s

❋♦r t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✶✳✻ ❛♥❞ ✶✶✳✼
✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼
❜❡❛❦❡r ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s ❛r❡ t❤❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❊▼❯▼ ❞✐s❝ ❛♥❞
t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ✐s ❛s s♠♦♦t❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❙❙▼❯▼
❜❡❛❦❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❝❛② ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ ✇❤❡♥ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ❊▼❯▼ ❞✐s❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡s❤❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❊▼❯▼ ❞✐s❝ ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✻✮✳
❆♥♦t❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✻ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡①t❡♥✲

s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧② r❡s♦❧✈❡❞ ③♦♥❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥❡❝❡ss✐t② ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡r
③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✈❡rs✐♦♥ ❝❛✉s❡ t❛♥❣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜♥❡r ♠❡s❤❡s ✇❤❡♥ t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s t❤r❡❡✳ ❆s t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥
❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ ●❧②♣❤ s❝r✐♣t✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ♥❡✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s ❡❛s②✱ ❜✉t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❞ ♦❢t❡♥
✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✼ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡r
③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r ✐s q✉✐t❡ s♠♦♦t❤✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❜❧❛❞❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞s❲✐♥❣s
❡q✉❛❧ t♦ ✹✵♠♠ ❛♥❞ ✷✵♠♠✳ ❚❤❡ ✜♥❡r ♠❡s❤❡s ❤♦✇❡✈❡r ♣r❡s❡♥t ❛ q✉✐t❡ ❞❡♥s❡ ♠❡s❤ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ q✉✐t❡ ❛ ❤❛r❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s❡ ♠❡s❤ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♦✉t❡r ♠❡s❤✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽✱ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉t ❛t t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦tt♦♠ ✈✐s✉❛❧✐③❡s q✉✐t❡ ✇❡❧❧ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❛t ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

✼✺



❚♦♣ ❊▼❯▼ ❞✐s❝ ❇♦tt♦♠ ❊▼❯▼ ❞✐s❝

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✻✿ ◆❡✇ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s✳

♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆t ❧❡❛st✱ ✐t ✐s ♥♦t ❣❡tt✐♥❣ ✇♦rs❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❝♦❛rs❡st ❜❧❛❞❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞s❲✐♥❣s ❡q✉❛❧ t♦ ✹✵ ♠♠ ❣❡♥❡r✲
❛t❡s ✇♦rs❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❊▼❯▼ ❞✐s❝s✱ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✐s ✇♦rs❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❣❣❡r ♥♦❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤✐❛♥❞✉ss✐ ❬❈❇❖✵✵❪
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✾✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s s✐♠✐❧❛r sq✉❡❡③✐♥❣ ❛t t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ❜✉t t❤❡
❢♦✐❧ ♣✐t❝❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽ ✐s ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡❞✳
❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞♦♥❡ ❜② ▼❛s✉❞ ❬▼❇❑✵✼❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✶✷✳✶✵ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❛t
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s❤♦✇♥ ✐♥ ✶✷✳✶✵ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❛❝❡ t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
❱❙P ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ♠❡s❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡s✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣✐t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❱❙P ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡❞✱ ✜❢t②✲✜✈❡ ❞❡❣r❡❡s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤✐rt② ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ ❧❛st❧②✱ ❛ ✸❉ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✷❉
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ st✉❞② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t st✐✛❡♥✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✼✳✷✳✺ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r t❤❡ ❱❙P ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t②✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥s ✶✻✳✶✳✶ ❛♥❞ ✶✻✳✶✳✷ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ✜♥❛❧ ❊▼❯▼

♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✳ ❚❤❡ ❤♦r✲
✐③♦♥t❛❧ ❝✉ts t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ③♦♦♠❡❞ ♠❡s❤ ❛r❡❛ ❛t t❤❡
❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛❣❛✐♥ s❤♦✇ q✉✐t❡ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

✼✻



❊▼❯▼✳✹✵ ❊▼❯▼✳✷✵

❊▼❯▼✳✶✵ ❊▼❯▼✳✵✺

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✼✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✼✼



❊▼❯▼✳✹✵ ❊▼❯▼✳✷✵

❊▼❯▼✳✶✵ ❊▼❯▼✳✵✺

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽✿ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦tt♦♠✳

✼✽



❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✾✿ ❊❧❡♠❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ◆❆❈❆✵✵✶✷ ❛❡r♦❢♦✐❧ ❬❈❇❖✵✵❪✳

✼✾



❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✵✿ ❩♦♦♠❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ t❛✐❧ ♦❢ ❛♥ ❛✐r❢♦✐❧ ❛t ✈❛r✐♦✉s st❛❣❡s ♦❢ ♠♦t✐♦♥
❬▼❇❑✵✼❪✳

✽✵



✶✷✳✺ ❈❙▼▼ ▼❡s❤❡s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ s♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❆s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜♥❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡
s✉r❢❛❝❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ✜♥❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❧❧s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❇✉t ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❧❧s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❝r❡❛t❡s ✢❛tt❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ③♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡
✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❋♦r ❛❧❧ ❢♦✉r ❞s❲✐♥❣s ✈❛❧✉❡s ✭✺ ♠♠✱ ✶✵ ♠♠✱ ✷✵ ♠♠ ❛♥❞ ✹✵ ♠♠✮
t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✇♦rs❡ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❛✐♥❧② r❡❞ ③♦♥❡
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ ▼❛r❦❚♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
❜❧❛❞❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✶✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥
s✉❝❤ ❜❛❞ q✉❛❧✐t② ❡❧❡♠❡♥ts ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽✮✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❧❧s ♦❢ t❤❡
❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞s❲✐♥❣s ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
t❤❡ s❤❡❧❧s ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❜✉t ✈❡r② ❝❧♦s❡❧② s✐t✉❛t❡❞ s❤❡❧❧s ♣r♦❞✉❝❡ t❛♥❣❧✐♥❣ ✇❤❡♥
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡❧❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❡❧❧s✳

❈❙▼▼✳✹✵ ❈❙▼▼✳✷✵

❈❙▼▼✳✶✵ ❈❙▼▼✳✵✺

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✶✿ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦tt♦♠✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥❤❡r❡♥t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈❙▼▼ ❝♦♥❝❡♣t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r ✐s t❤❛t t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥♥❡r t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦✉t❡r s❤❡❧❧✳

✽✶



❇② t❤❛t✱ t❤❡ s❤❡❧❧s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r t❤❡ s♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡ ♣❛rt ❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♣❛rt ❛t t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r❀
t❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✷✳

❈❙▼▼✳✹✵ ❈❙▼▼✳✷✵

❈❙▼▼✳✶✵ ❈❙▼▼✳✵✺

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✷✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦st❧② ②❡❧❧♦✇ ❝♦❧♦✉r❡❞ s❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡
❜❧❛❞❡ t♦ ✐ts ❜♦tt♦♠ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❤❡❧❧s ❣❡t ♠♦r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞
❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦rs❡ q✉❛❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❛t ③♦♥❡❀ ❝♦♠♣❛r❡
❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✷ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✼✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧
❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✱ ❛s ✐t ✐s ❤❛r❞❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥♥❡r
s❤❡❧❧✳ ❆ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❝❛② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ❣✐✈❡s t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t♦♦ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡r r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❜❧❛❞❡❀ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✸✳ ❱❛r✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❝❛②
✈❛❧✉❡s ❝r❡❛t❡ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ t♦♦ ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜✐❣ ❤♦❧❡s✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✸✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉st ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡s❡ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s t❛❦❡ ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t❡r
s❤❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ■♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥s ✶✻✳✶✳✸ ❛♥❞ ✶✻✳✶✳✹ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱

✽✷



❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✸✿ ❊❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧✳

t❤❡ ✜♥❛❧ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✱ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥✳

✽✸



✶✷✳✻ ❚❤❡ ❈❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼❯▼ ▼❡t❤♦❞ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❋❧♦✇

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❘❡✜♥❡♠❡♥t ❙t✉❞②

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛♥❞❧❡
✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐①t❡❡♥ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✷✳✹ ❛♥❞ ✶✷✳✺ ❛r❡
✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ t✉r♥❡❞ ❜❧❛❞❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✷✳✶ ❛♥❞
✶✷✳✷✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❡♥t❡rs t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ①✲✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✶ ♠✴s❡❝ ❛t t❤❡
✐♥✢♦✇✱ ❤✐ts t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛t t❤❡ ♦✉t✢♦✇✱ t❤❡ r✐❣❤t ✇❛❧❧
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ ❛ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡
✇❛❧❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦✉t✢♦✇✱
❛ ♥♦✲str❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❉❍✵✸❪ ✿

−p+ 2ν
∂vn
∂n

= tn = 0, ✭✶✷✳✶✮

ν

(

∂vτ
∂n

+
∂vn
∂τ

)

= tτ = 0. ✭✶✷✳✷✮

❆s t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ t❤❛t ♠✉st
❜❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡✱ s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❡❞s t♦
❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

−ν∇2u+∇p = 0 ✐♥ Ω ✭❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮, ✭✶✷✳✸✮

∇ · u = 0 ✐♥ Ω ✭✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✮, ✭✶✷✳✹✮

u = uD ♦♥ ΓD ✭❉✐r✐❝❤❧❡t ❜✳❝✳✮, ✭✶✷✳✺✮

−pn+ ν (n · ∇)u = t ♦♥ ΓN ✭◆❡✉♠❛♥♥ ❜✳❝✳✮. ✭✶✷✳✻✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❙t♦❦❡s s♦❧✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧②
✈❛r✐❡s t♦♦ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ ❞✐r❡❝t ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❛t❡r ✢♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ν = 10−6♠2

s ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ t♦♦ ✉♥st❛❜❧❡✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❛t t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t✳ ❋♦r t❤❛t
r❡❛s♦♥✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s
s✉❝❤ ❛s ν = 10−2♠2

s ❛♥❞ ν = 10−4♠2

s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈✐s❝♦s✐t② s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r ♥❡①t ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ✈✐s❝♦s✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡q✉❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡s❤
♠♦✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ✭♥✐♥♥❡r✮
❢♦r t❤❡ s♦❧✈❡r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭♥✐t✮
✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❡q✉❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
✇❡❧❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤✳ ❖♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❣❡ts t♦♦ ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐❢ t❤❡
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❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s
❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✹ ❛ ❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ✐♠✲

♣r♦✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❝❤❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✹
s❤♦✇ ❡❛❝❤ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♦✈❡r ❢♦✉r s✐♥❣❧❡ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❧❡❢t ❝❤❛rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ♦❢ ✷✺✵ ✐s ✉s❡❞ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r✐❣❤t
❝❤❛rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ♦❢ ✺✵✵ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♠♣r♦✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡✱
❛s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞❡❝❧✐♥❡s ❢r♦♠ 10−6 t♦ ❜❡❧♦✇ 10−11 ❜②
❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡✳

❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ✷✺✵ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ✺✵✵

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✹✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡s ♦✈❡r ❢♦✉r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡
s✐③❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤
t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✶✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❆❧s♦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ✭♥ts✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

t②♣❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✐t ♥ts ♥✐♥♥❡r

❙t♦❦❡s 10 1 500

◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭ν = 10−2♠2

s ✮ 10 1 500

◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭ν = 10−4♠2

s ✮ 10 1 1000

◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭ν = 10−6♠2

s ✮ 25 1 500

◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭ν = 10−6♠2

s ✮ 3 50 500

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✶✱ ❛ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
♦♥❡✲t✐♠❡✲st❡♣ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ν = 10−2♠2

s ❛♥❞ ❛
t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✶ s❡❝ ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ν = 10−6♠2

s ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ✜❢t②✲
t✐♠❡✲st❡♣ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✉r♥❡❞ ❜❧❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡
✐s ✵✳✶ s❡❝ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ✉♥st❡❛❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❧❡❢t ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✶✺✱ ✶✷✳✶✻✱ ✶✷✳✶✼ ❛♥❞ ✶✷✳✶✽ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r❝❡s

❡①❡rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✜❢t② t✐♠❡ st❡♣s ♦❢
t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ν = 10−6♠2

s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
♦♥ t❤❡ s✐①t❡❡♥ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦r✐❡♥t❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝❤❛rts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❧ s✐①t❡❡♥ ♠❡s❤❡s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠❡s❤❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❙t♦❦❡s ✢♦✇
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ν = 10−2♠2

s ✱ ν =

10−4♠2

s ❛♥❞ ν = 10−6♠2

s s❤♦✇♥ ✐♥ r✐❣❤t ❝❤❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✶✺✱ ✶✷✳✶✻✱ ✶✷✳✶✼ ❛♥❞ ✶✷✳✶✽✳
❆ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛rt ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❛ ♥❡✇
t✐♠❡ st❡♣✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✶✺ ❛♥❞

✶✷✳✶✻✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❢♦r❝❡ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❋r♦♠
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦✇❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ν = 10−4♠2

s ✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷✵t❤ ❛♥❞ t❤❡ ✷✷♥❞ t✐♠❡ st❡♣❀ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡❛r❧② ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ st❡♣✳ ❆❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
st❛rt ❢r♦♠ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 10−6 ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡ ❛t ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥
10−10✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❣❛r❞ ❛s ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❢t②✲t✐♠❡✲st❡♣
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❞♦ ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❛t ♠✉❝❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✸ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤r❡❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
s✐♠✉❧t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡♥ t✐♠❡ st❡♣s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞❀ ♦♥❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s
♣❡r t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✇✐t❤ ♥✐♥❡✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❈❙▼▼♠❡s❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s

✶✷✳✶✼ ❛♥❞ ✶✷✳✶✽✱ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞
✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❡❛❞②
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ■♥ t❤♦s❡
❝❛s❡s✱ ❛❧r❡❛❞② t❤❡ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ r❡s✐❞✉❛❧✳ ❆♥
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ❢r♦♠ ✜✈❡ ❤✉♥❞r❡❞ t♦ ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇
❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✉♥❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ✜❡❧❞s ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
s②st❡♠ ✐s ❣❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ st❡♣s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r ❛❧❧ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✜❢t②
t✐♠❡ st❡♣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❙▼▼

✽✻



♠❡s❤❡s ♣r♦❜❛❜❧② ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ③♦♥❡s ✇❤❡r❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡s
✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❙✉❝❤ ③♦♥❡s ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r
❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r t♦ t❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ ✭❡✳❣✳✱ ③♦♥❡s ♦♥❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✾✮
❛♥❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✭③♦♥❡ t✇♦✮✳

✽✼



✶✷✳✻✳✶ ❊▼❯▼ ▼❡s❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❋♦r❝❡s ❊▼❯▼✳✹✵ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❊▼❯▼✳✹✵

❋♦r❝❡s ❊▼❯▼✳✷✵ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❊▼❯▼✳✷✵

❋♦r❝❡s ❊▼❯▼✳✶✵ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❊▼❯▼✳✶✵

❋♦r❝❡s ❊▼❯▼✳✵✺ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❊▼❯▼✳✵✺

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✺✿ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
s♦❧✉t✐♦♥✳

✽✽



✶✷✳✻✳✷ ❊▼❯▼ ▼♦❞✐✜❡❞ ▼❡s❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❋♦r❝❡s ❊▼❯▼✳✹✵✳♠♦❞ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❊▼❯▼✳✹✵✳♠♦❞

❋♦r❝❡s ❊▼❯▼✳✷✵✳♠♦❞ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❊▼❯▼✳✷✵✳♠♦❞

❋♦r❝❡s ❊▼❯▼✳✶✵✳♠♦❞ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❊▼❯▼✳✶✵✳♠♦❞

❋♦r❝❡s ❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✻✿ ❊▼❯▼ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❡s❤❡s✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥✳

✽✾



✶✷✳✻✳✸ ❈❙▼▼ ▼❡s❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❋♦r❝❡s ❈❙▼▼✳✹✵ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❈❙▼▼✳✹✵

❋♦r❝❡s ❈❙▼▼✳✷✵ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❈❙▼▼✳✷✵

❋♦r❝❡s ❈❙▼▼✳✶✵ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❈❙▼▼✳✶✵

❋♦r❝❡s ❈❙▼▼✳✵✺ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❈❙▼▼✳✵✺

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✼✿ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
s♦❧✉t✐♦♥✳

✾✵



✶✷✳✻✳✹ ❈❙▼▼ ▼♦❞✐✜❡❞ ▼❡s❤ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❋♦r❝❡s ❈❙▼▼✳✹✵✳♠♦❞ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❈❙▼▼✳✹✵✳♠♦❞

❋♦r❝❡s ❈❙▼▼✳✷✵✳♠♦❞ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❈❙▼▼✳✷✵✳♠♦❞

❋♦r❝❡s ❈❙▼▼✳✶✵✳♠♦❞ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❈❙▼▼✳✶✵✳♠♦❞

❋♦r❝❡s ❈❙▼▼✳✵✺✳♠♦❞ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❈❙▼▼✳✵✺✳♠♦❞

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✽✿ ❈❙▼▼ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❡s❤❡s✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥✳

✾✶





❊▼❯▼✳✹✵

❈❙▼▼✳✹✵

❊▼❯▼✳✶✵

❈❙▼▼✳✶✵

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✵✿ ❘❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❊▼❯▼✳✹✵✴✶✵ ❛♥❞ ❈❙▼▼✳✹✵✴✶✵✳

✾✸



■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❆s t❤❡ ❊▼❯▼ ♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♠♦st❧② t❤❡ ✢♦✇ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❣r✐❞s
❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ st❡♣✱ ❡✳❣✳✱ ❛❢t❡r ✺✳✸ s❡❝♦♥❞s✱ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❡❛❞②
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✜♥❡st ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s✱ ❊▼❯▼✳✵✺ ❛♥❞
❊▼❯▼✳✶✵✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✶✱
❡①❝❡♣t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤❡ ③✲✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺ ♠❡s❤ ❛r❡ ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤♦s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▼❯▼✳✶✵
♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r r❡s♦❧✈❡❞
❜② t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺ ♠❡s❤✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼✳✹✵ ♠❡s❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✷✳✷✷✱ t❤❡s❡ ③✲✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t t❤r❡❡ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❊▼❯▼✳✹✵ ♠❡s❤ ❛❧s♦ ❞✐✛❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②

❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜♥❡st ♠❡s❤❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
①✲✱ ②✲ ❛♥❞ ③✲✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❡st ♠♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼ ♠❡s❤✱ ❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞✱ t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺
♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s ♦♥❧② s♦♠❡ ♠✐♥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✸✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③✲✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✈♦rt❡① ❢✉rt❤❡st ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ❜②
t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺ ♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞
♠❡s❤✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ③✲✈❡❧♦❝✐t❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢
t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺ ♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥②

s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡st ❈❙▼▼
♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡①t ❝♦❛rs❡r ❈❙▼▼ ♠❡s❤ ❛♥❞ s♦
❢♦rt❤✳
❆❧s♦ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡st ❈❙▼▼ ♠❡s❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡st

❊▼❯▼ ♠❡s❤ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✺✮✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡
❊▼❯▼✳✵✺ ♠❡s❤ ❛r❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙▼▼✳✵✺ ♠❡s❤✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❛rs❡st ❈❙▼▼ ♠❡s❤ ❈❙▼▼✳✹✵ s❤♦✇s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ❣✐✈❡s ❤✐♥t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s
♦❢ t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✉❡ t♦ ❜❛❞ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✻✮✳

✾✹



❊▼❯▼✳✵✺ ❊▼❯▼✳✶✵

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✶✿ ❋❧♦✇ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r ✺✳✸ s❡❝✳

✾✺



❊▼❯▼✳✵✺ ❊▼❯▼✳✹✵

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ③✲✈❡❧♦❝✐t② ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳

✾✻



❊▼❯▼✳✵✺ ❊▼❯▼✳✵✺♠♦❞

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✸✿ ❋❧♦✇ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r ✺✳✸ s❡❝✳

✾✼



❈❙▼▼✳✹✵ ❈❙▼▼✳✷✵

❈❙▼▼✳✶✵ ❈❙▼▼✳✵✺

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✹✿ ❈❙▼▼ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r ✺✳✸ s❡❝✳

❊▼❯▼✳✵✺ ❈❙▼▼✳✵✺

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r ✺✳✸ s❡❝✳

✾✽



✶✳✸ s❡❝ ✷✳✸ s❡❝

✹✳✸ s❡❝ ✺✳✸ s❡❝

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✻✿ ❈❙▼▼ ✿ q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✳

✾✾



✶✷✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❧❛❞❡ ❋♦r❝❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ ❡❛❝❤ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢✉✐❞ ✐s t❤❛t ♦❢ ✇❛t❡r✱ ν = 10−6♠2

s ✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✷✱ t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛r❡ ❧✐st❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤✳
❚❤❡ ❜♦❧❞ ♠❡s❤ ❧❛❜❡❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

♠❡s❤ Fx Fy Fz ∆Fx ∆Fy ∆Fz

❊▼❯▼✳✹✵ −0, 549 0, 346 −0, 0015

❊▼❯▼✳✷✵ −0, 585 0, 380 0, 0027 6, 5% 9, 9% −280%

❊▼❯▼✳✶✵ −0, 598 0, 393 0, 0028 2, 2% 3, 2% 3, 7%

❊▼❯▼✳✵✺ −0, 611 0, 403 0, 0030 2, 1% 2, 6% 11%

❊▼❯▼✳✹✵✳♠♦❞ −0, 596 0, 383 0, 0051

❊▼❯▼✳✷✵✳♠♦❞ −0, 618 0, 405 0, 0068 3, 6% 5, 7% 34%

❊▼❯▼✳✶✵✳♠♦❞ −0, 636 0, 421 0, 0074 2, 8% 4, 0% 7, 9%

❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ −0, 635 0, 422 0, 0063 −0, 16% 0, 23% −15%

❈❙▼▼✳✹✵ −0, 633 0, 398 −0, 0045

❈❙▼▼✳✷✵ −0, 691 0, 449 0, 0064 6, 6% 12% 242%

❈❙▼▼✳✶✵ −0, 655 0, 423 0, 0075 −9, 2% −5, 8% 17%

❈❙▼▼✳✵✺ −0, 784 0, 508 0, 0175 19% 19% 135%

❈❙▼▼✳✹✵✳♠♦❞ −0, 592 0, 369 0, 0031

❈❙▼▼✳✷✵✳♠♦❞ −0, 706 0, 458 0, 0110 19% 24% 259%

❈❙▼▼✳✶✵✳♠♦❞ −0, 719 0, 466 0, 0120 1, 8% 1, 8% 9, 0%

❈❙▼▼✳✵✺✳♠♦❞ −0, 634 0, 419 0, 0088 −11% −10% −27%

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✷✿ ❋♦r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛❢t❡r ✺✳✸ s❡❝✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠❡s❤❡s ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦ ♥♦t
s❤♦✇ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜✉t ❡✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❊▼❯▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛❧r❡❛❞② ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s s❡❡♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
♣r♦❜❧❡♠ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ✭s❡❡ ❧✐♥❡ ✷ ❛♥❞ ✸ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✷✮✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈❛❧✉❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s ❊▼❯▼✳✹✵ ❛♥❞ ❊▼❯▼✳✷✵ ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤ ❊▼❯▼✳✵✺ ✐♥ ❧✐♥❡
✷ ❛♥❞ ✸ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s✱
t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ✜♥❡r ♠❡s❤
❛r❡ ❧❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣

✶✵✵



t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼✳✹✵✳♠♦❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ♠❡s❤
❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼✳✹✵ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼✳✷✵ ♠❡s❤ ✭s❡❡ ❧✐♥❡ ✹ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✸ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ✸ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✷✮✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s s❤♦✇ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ❈❙▼▼✳✹✵✳♠♦❞ ❛♥❞
❈❙▼▼✳✵✺✳♠♦❞ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ❞❡✈✐❛t❡ ♦♥❧② ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❢r♦♠
t❤♦s❡ ❣❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♠❡s❤❡s ✭s❡❡ ❧✐♥❡ ✺ ❛♥❞ ✻ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✸✮✳

♠❡s❤ ∆Fx |∆Fx| ∆Fy |∆Fy| ∆Fz |∆Fz|

❊▼❯▼✳✵✺ ✲ ❊▼❯▼✳✹✵ 10% 0, 062 14% 0, 057 50% 0, 0015

❊▼❯▼✳✵✺ ✲ ❊▼❯▼✳✷✵ 4, 4% 0, 026 5, 5% 0, 023 10% 0, 0003

❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✹✵✳♠♦❞ 6, 1% 0, 039 9, 2% 0, 039 18% 0, 0011

❊▼❯▼✳✹✵✳♠♦❞ ✲ ❈❙▼▼✳✹✵✳♠♦❞ −0, 6% −0, 004 3, 6% 0, 014 39% 0, 002

❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ✲ ❈❙▼▼✳✵✺✳♠♦❞ 0, 2% 0, 001 2, 6% 0, 011 42% 0, 0026

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❥✉❞❣❡❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
♠♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s✳

♠❡s❤ ∆Fx |∆Fx| ∆Fy |∆Fy| ∆Fz |∆Fz|

❊▼❯▼✳✹✵✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✹✵ 7, 8% 0, 047 11% 0, 037 129% 0, 0066

❊▼❯▼✳✷✵✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✷✵ 5, 3% 0, 033 6, 1% 0, 025 57% 0, 0039

❊▼❯▼✳✶✵✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✶✵ 5, 9% 0, 038 6, 6% 0, 028 62% 0, 0045

❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✵✺ 3, 8% 0, 024 4, 5% 0, 019 52% 0, 0032

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✹✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❊▼❯▼ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼
♠❡s❤❡s✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❞ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ❧❡ss❡♥s ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r
❙❙▼❯▼ ❜❡❛❦❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼
♠❡s❤❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ♠❡s❤ ✐s
t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✢✉✐❞ ✢♦✇✱ ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐s t❤❡ ❜❡st ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
♠❡s❤❡s✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣❧✐♠♣s❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❛t
❜❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✺ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦❞✐✜❡❞
❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ♠❡s❤✳
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣✱ ❛s t❤❡ ❜❧❛❞❡

❢♦r❝❡s r❡❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❋♦r t❤❡
❈❙▼▼ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤✐s ✐s ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ♥♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❡s❤❡s✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱
t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❡♥ ❜❧❛❞❡ ❱❲❚ ✢✉✐❞ ✢♦✇
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✶✵✶



▼❡s❤ ∆Fx |∆Fx| ∆Fy |∆Fy| ∆Fz |∆Fz|

❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✹✵ 14% 0, 086 18% 0, 076 124% 0, 0077

❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✷✵ 7, 8% 0, 050 10% 0, 042 56% 0, 0035

❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✶✵ 5, 8% 0, 037 6, 9% 0, 029 55% 0, 0034

❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ✲ ❊▼❯▼✳✵✺ 3, 8% 0, 024 4, 5% 0, 019 52% 0, 0032

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✺✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♠❡s❤
❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞✳

✶✵✷



✶✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ Pr♦♣✉❧s✐♦♥

❙②st❡♠

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✏♦♣❡♥ ✇❛t❡r s♣❡❡❞✏✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❡♥ ❜❧❛❞❡
♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❱❲❚ ❛t t❤❛t ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ✼✳✷ ♠✴s❡❝✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❱♦✐t❤✲❙❝❤♥❡✐❞❡r
♣r♦♣❡❧❧❡rs ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t❡ ❛t ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ ✽✵✳✷ r♦t❛t✐♦♥s ♣❡r ♠✐♥✉t❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❧❛❞❡
❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❡♥ ❜❧❛❞❡s ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✐♥✢♦✇
❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✢♦✇❀ t❤❡s❡ ❛r❡ s✇❛♣♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ①✲✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✲✼✳✷ ♠✴s❡❝✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❛t❡r str❡❛♠s t❤❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ t♦ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ s✐❞❡ ✭✐♥✢♦✇✮
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✹✮✳ ❇② t❤❛t✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ✐s ❡♥❧❛r❣❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛❦❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❱❲❚✳ ❲♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥♦✲
s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆❧s♦ ❢♦r t❤❡ t❡♥ ❜❧❛❞❡ ❱❲❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛
r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✹✵ ♠♠ t♦ t❤❡ ✜♥❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✺ ♠♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡
s✉✐t❛❜❧❡✱ ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤r❡❡
♣❡r❝❡♥t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜♥❡st ♠❡s❤❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ r❡✜♥❡♠❡♥t
st✉❞②✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♠❡s❤❡s
❛r❡ ❦❡♣t ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✸ ❛♥❞ ✶✷✳✹✮✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ✐s s❤♦✇♥
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡s❤❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s✱ ❛ s✐♠✐❧❛r s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱

st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙t♦❦❡s ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
✈✐s❝♦s✐t✐❡s✱ ✐s ♥♦t s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❛s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡r s❡t ♦❢ s♦❧✈❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣
✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❡✛♦rt✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❡ ✉s❡❞
t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✈❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♥❞ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❛t ❞✐r❡❝t ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ✇❛t❡r ✈✐s❝♦s✐t② ν = 10−6♠2

s ✉s✐♥❣ ❛ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ s✐③❡ ♦❢ ✷✵✵ ❛♥❞ t❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣✱ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✶✸✵ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡
✐s ✵✳✵✵✷✵✼✽ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ❜② t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡r r♦t❛t❡s ❜② ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡
st❡♣✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❤❛rt
♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♠♣r♦✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❢t❡r s❡✈❡♥t② t✐♠❡ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

✶✵✸



❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✹✵ ♠♠ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✷✵ ♠♠

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✶✵ ♠♠ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✺ ♠♠

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✿ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✶✵ ❜❧❛❞❡ ♠❡s❤✳

t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r s❡✈❡♥ ❤✉♥❞r❡❞ ❛s t❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♣❡r t✐♠❡ st❡♣✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✷✿ ❘❡s✐❞✉❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❖♥ ❛❧❧ ❢♦✉r ♠❡s❤❡s✱ t✇♦ ❢✉❧❧ r♦t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❢t❡r ♦♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❛

✶✵✹



♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♦♥
t❤❡ ✢✉✐❞ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛❢t❡r ♦♥❡ r♦t❛t✐♦♥❀ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸ ✇❤❡r❡ t❤❡
❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s s❤♦✇♥ ❢r♦♠ t✐♠❡ st❡♣ ✶✸✵✱ ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ❢♦✉r ♠❡s❤❡s ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ♥✉♠❜❡r ✶✸✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ✶✸✵ ❞❡❣r❡❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❜❧❛❞❡ ❛t ③❡r♦ ❞❡❣r❡❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✹✵ ♠♠ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✷✵ ♠♠

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✶✵ ♠♠ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✺ ♠♠

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸✿ ●r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡✳

❋♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ①✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✹✵✵ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ t❤❡ ✺✹✵ ❞❡❣r❡❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❡r
r♦t❛t✐♦♥✱ ❛ str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦❛rs❡st ♠❡s❤❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ t✇♦ ✜♥❡st ❣r✐❞s ❤❛r❞❧② s❤♦✇ ❛♥②
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ t✇♦ ✜♥❡st ♠❡s❤❡s
s❤♦✇ s♦♠❡ ♠✐♥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r t✇♦ ❢✉❧❧ ♣r♦♣❡❧❧❡r
r♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧② ❧♦♦❦✐♥❣
❛t ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✹✮✱ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❝✉t s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ①✲✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ♥❡❛r ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳

✶✵✺



❆ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✳
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✜❣✉r❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠
✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤r✉st ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♦❢ ❛ ❱❙P ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❢✉❧❧ r♦t❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❱❲❚ ♣r♦♣❡❧❧❡r✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❱♦✐t❤ ✐♥
✇❛t❡r t❛♥❦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❋❉ s♦❢t✇❛r❡
❈❖▼❊❚✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✶✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ✐s ❦◆✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ r❡s❡♠❜❧✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜♥❡st ♠❡s❤❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ r❡s✉❧t ✐♥ ❛
s✐♠✐❧❛r ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤r✉st ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡s ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♣❡❧❧❡r r♦t❛t✐♦♥
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✶✮✳
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▼❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❇❧❛❞❡

✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵

✹✵ ♠♠ ✶✻ ✶✼ ✶✻ ✶✼ ✶✼ ✶✻ ✶✼ ✶✻ ✶✻ ✶✻
✷✵ ♠♠ ✷✷ ✷✷ ✷✶ ✷✷ ✷✶ ✷✶ ✷✸ ✷✷ ✷✷ ✷✶
✶✵ ♠♠ ✷✺ ✷✹ ✷✺ ✷✺ ✷✹ ✷✹ ✷✹ ✷✺ ✷✺ ✷✹
✺ ♠♠ ✷✼ ✷✻ ✷✻ ✷✻ ✷✻ ✷✻ ✷✻ ✷✻ ✷✻ ✷✻

❚❛❜❧❡ ✶✸✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤r✉st ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❱♦✐t❤ ✐s ✷✸ ❦◆✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✷ ♣❡r ❝❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❤r✉st ✈❛❧✉❡s s✐♠✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❡ r❡❣❛r❞ ❛s ❛ ❣♦♦❞ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❱♦✐t❤
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡s
❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈❖▼❊❚ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ❜② ❱♦✐t❤✳
Pr❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❣❡♥❡r❛t❡ t♦♦ ♠✉❝❤ t❤r✉st ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦✲

s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡② ♠♦✈❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤✐♣ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡❧❧❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸✱
t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✸✻✵ ❞❡❣r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ✺✹✵ ❞❡❣r❡❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✹✱ ✐t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛t t❤❡ ✼✷ ❛♥❞ t❤❡ ✶✹✹ ❞❡❣r❡❡s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✹✸✷ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ✺✵✹ ❞❡❣r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸✱ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛t
t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ s❤✐♣ ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❱♦✐t❤✱ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛t
t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ s❤✐♣✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
❜❧❛❞❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✼✷ ❛♥❞ t❤❡ ✶✹✹
❞❡❣r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❤r✉st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥
❜② t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✼✷ t♦ t❤❡ ✶✹✹ ❞❡❣r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ✹✸✷ t♦ t❤❡ ✺✵✹
❞❡❣r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ✐s ♥♦t s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧✐❦❡ ✐t ✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❈❋❉

✢♦✇ s♦❧✈❡r ✉s❡❞ ❛t ❱♦✐t❤ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❱♦✐t❤ s✉❣❣❡sts✳ ❖♥❡
♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳
❉✐✛❡r❡♥t t♦ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❈❋❉ ❝♦❞❡s ❧✐❦❡ ❈❖▼❊❚ ♦r ❆◆❙❨❙✱ t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ❳◆❙

❞♦❡s ♥♦t ②❡t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❝❧♦s❡ t♦ ✇❛❧❧s ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦s❧✐♣
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ s❡t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❛s ♦♥ ❛ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡✳ ❈♦♠✲
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♣r❡ss✉r❡✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✶✵ ♠♠ ♣r❡ss✉r❡✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✺ ♠♠

①✲✈❡❧♦❝✐t②✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✶✵ ♠♠ ①✲✈❡❧♦❝✐t②✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✺ ♠♠

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✹✿ Pr❡ss✉r❡ ❛♥❞ ①✲✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳

♠❡r❝✐❛❧ ❈❋❉ ❝♦❞❡s ❞♦ t❤✐s ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❛❧❧ ❧♦❣ ❧❛✇✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❛❧❧ ❧♦❣
❧❛✇ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ▲✉❞✇✐❣ Pr❛♥❞t❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ✶✾✵✹✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♠✐❧❡st♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❬❙❝❤✵✹❪✳ ❍✐s
❝♦♥❝❡♣ts ✇❡r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✉♣ ❜② ❑❛r♠❛♥ ❛♥❞ ❇❧❛s✐✉s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧
✇❤❡r❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❧❛②❡r ❥♦✐♥s t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
❧❛②❡r✳ ❲✐t❤✐♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❈❋❉ ❝♦❞❡s✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❛❧❧ ❧♦❣ ❧❛✇ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡
❝❧♦s❡st ❣r✐❞ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ♥❡①t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ st✐❧❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✇❛❧❧ ❧♦❣ ❧❛✇
r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❛t
t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❛❧❧ ❧♦❣ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❛s ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✜rst ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♥❡①t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❇② t❤❛t t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡❛r✲✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❬❖❑✾✺❪✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
Pr❛♥❞t❧✱ ❑❛r♠❛♥ ❛♥❞ ❇❧❛s✐✉s ✉s❡ ✈❛r✐♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❤✐❝❦✲
♥❡ss ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜✉t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢✉❧❧②✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❛❧❧ ❧♦❣ ❧❛✇ ❛♥❞ ✐ts ✉s❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
t✉r❜✉❧❡♥t ❧❛②❡r ❛♥❞ ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✵✹❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡
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s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❜② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❜❧❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❝♦♥❝❡♣ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✵✹❪ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ ♥❡①t t♦ t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ s♠❛❧❧✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤❡s
✇✐t❤ t❡♥ ❜❧❛❞❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ t♦♦ ❜✐❣ ✐❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✇❛s r❡s♦❧✈❡❞ ❜②
t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ✜rst ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s s❡t✿

ū

u∗
= y+ = 1, ✭✶✸✳✶✮

✇✐t❤ ū ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r ❛♥❞ u∗ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u∗ =

√

τw
ρ
, ✭✶✸✳✷✮

✇❤❡r❡ τw ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❛t t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r✱ ❛s t❤✐s ❧❛②❡r ✐s ✈❡r② t❤✐♥ ❬❙❝❤✵✹❪✳ ❚❤❡ y+ ✐s t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

y+ =
yu∗
ν

, ✭✶✸✳✸✮

✇✐t❤ y ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡r❡❛s y ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r ❛❞❥♦✐♥s t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❬❙❝❤✵✹❪ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t cf ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡
✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ y ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s
s✉❜❧❛②❡r ❛❞❥♦✐♥s t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆t t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡
✇❛❧❧ y✱ t❤❡ ✜rst ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❡✛❡❝ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡
t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❛❧❧ ❧♦❣ ❧❛✇✳
❚❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t cf ✿

cf =
τw

1
2̺U

2
∞

, ✭✶✸✳✹✮

✇❤❡r❡ U∞ ✐s t❤❡ ❢r❡❡ str❡❛♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡r t❤❡♦r② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❙❝❤✵✹❪✱ cf ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

cf =
0.072

(ReL)
1
5

. ✭✶✸✳✺✮

❙❡tt✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✳✹✮ ❡q✉❛❧ t♦ ✭✶✸✳✺✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r
str❡ss✿

τw =
0.072

(ReL)
1
5

1

2
̺U2

∞. ✭✶✸✳✻✮

✶✵✽



❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✳✷✮ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✳✸✮ ❢♦r y ✇✐t❤ y+ = 1 ②✐❡❧❞s✿

y =

√

ρν2

τw
=

√

√

√

√

2(ReL)
1
5 ν2

0.072U2
∞

≈ 10−6m, ✭✶✸✳✼✮

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜❧❛❞❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t 10 m
sec

❛t ❛ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ ✽✵✳✷ r♦t❛t✐♦♥s ♣❡r
♠✐♥✉t❡ ❛♥❞ ❛ ❜❧❛❞❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 0.5m✳ ❚❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥♦❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ y ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✜✈❡ t❤♦✉s❛♥❞ t✐♠❡s ✜♥❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ s♦ ❢❛r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ t❤❛t
♠❡s❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛❜♦✉t t❡♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ♦❢ t♦❞❛②✱
✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡
❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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✶✹ ❙❤✐♣ ❍✉❧❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆❡✉r❛❧

◆❡t✇♦r❦s

❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧❧♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❱❲❚
♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❆s t❤❡ ❳◆❙ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ❤❛s ❛❧s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
✸❉ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s ♦❢ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❬❇❆✵✷❪✱ ❛ s♣✐❧❧✇❛② ♦❢ ❛ ❞❛♠ ♦❢ t❤❡ ❖❤✐♦
❘✐✈❡r ❬❇❡❤✵✵✱ ❇❡❤✵✶❪✱ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡r ❬●❇❚✾✾❪✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡
❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❳◆❙ s♦ t❤❛t ❛ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚✱
✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✶✱ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ❈❙▼▼✱ ❊▼❯▼ ❛♥❞

❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✶✿ ❍✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r✳

❙❙▼❯▼ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞♦ ♥♦t ♠♦✈❡ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ♥❡❡❞s t♦
❛♣♣❧② ❛ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡r❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤✐♣
❤✉❧❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡ t♦✉❝❤✐♥❣ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t♦ ❢♦❧❧♦✇
❡①❛❝t❧② t❤❡ ❛✐r ✇❛t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦✈❡s ❛❧♦♥❣
♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❳◆❙✱
t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣
♦❢ ❛ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ♦r ♣❧❛♥❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧
❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ s❡♠✐✲❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❣❡ts ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐❢ ❛ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❆❉
s♣❧✐♥❡s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡❛s② ❛♥❞ r❛t❤❡r ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ s❤✐♣ ❤✉❧❧✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
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❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ■●❊❙ ✜❧❡✱ ◆❯❘❇❙
♣❛t❝❤❡s ♦r ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✇❛②s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✢♦✇ s♦❧✈❡r✱ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r♠❛t ♦❢ t❤❡ s❤✐♣
❣❡♦♠❡tr② t♦ t❤❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❢♦r♠❛t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡
❛r❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞ s♦❧✈❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆❯❘❇❙ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s✉❝❤
❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♦❜s♦❧❡t❡ ✭s❡❡ ❬❇❍✵✽❪✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss✐t②✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❤♦✇ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♥
■●❊❙ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❢♦r♠❛t t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❣❡♦♠❡tr② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s❤✐♣ ❤✉❧❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ♣❛rt s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ ① ❛♥❞ ② ✈❛❧✉❡s
♠❛t❝❤❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ③ ✈❛❧✉❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r❧✐♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❞✐r❡❝t
♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ t❤❡ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❤✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❛ ✇❛✈❡ ♠♦t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞✱ ♦♥❧② ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ s❤❛♣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❜❧✉❡ ❜♦❞② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✷✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝❤♦s❡♥ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ①✲ ❛♥❞
②✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ t❤❡ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ③♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✷✿ ❙❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ s❤❛♣❡✳

■♥ t❤❡ ③♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r❧✐♥❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r s✉r❢❛❝❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡
s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❛ ❣✐✈❡♥ ∆z ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦
❛ ∆x ❛♥❞ ∆y ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❤✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤✉❧❧✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ■●❊❙ ✜❧❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ ■●❊❙ ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ✐♥ ●❘■❉●❊◆✱ s♦ t❤❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤

✶✶✶



♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦rt❡❞✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s
t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ❤✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛♥②
t②♣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❡✳❣✳✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡✐r s♠♦♦t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤♦✉❣❤ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧

❛s ✐♥ t❤❡ s❤✐♣ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❞❛t❛ ♦❢ ❛ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ✐s
♥♦t ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✳ ❆ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❡
✜tt✐♥❣ ♦❢ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❈❋❉ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ s❡✈❡r❛❧ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞✱ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞r❛❣ ♦❢ t❤❡ ❤✉❧❧ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❈❋❉ s♦❢t✇❛r❡✳
❚❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s s❡r✈❡ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞r❛❣ ❛s ♦✉t♣✉t ❞❛t❛
❢♦r t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ✉s❡ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ r❡♣❧❛❝❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❈❋❉ ❝♦♠♣✉t❡r
♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❙❍❙✵✼❪✳ ■♥ ❬❩❍❙✵✷❪✱ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ s❤✐♣ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❬❑♦✉✵✸❪✱ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✇❛s❤ ❛♥❞ s❤✐♣ r❡s✐st❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲

❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s✉♠s ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ s✉❜❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥ts ✐s ✜tt❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s❡t ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✉❜✲
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ s✉♠s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❆◆◆✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♣② ❢r♦♠ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ♦♥ ❤♦✇
t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ♠✐❣❤t ✇♦r❦✳ ■t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
✐ts ♠❛ss✐✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❬❩❡❧✾✹❪✳
❲✐t❤✐♥ ❛♥ ❆◆◆✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✐♥❣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐✲

♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛r❝❤❡t②♣❡✱ ✇❤❡r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s tr✐❣❣❡r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣✉❧s❡✱ t♦ ✈❡r② s✐♠♣❧❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥ts✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♦✉t♣✉t ♦❢ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❆◆◆s✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦♥❧② t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡
♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❬❩❡❧✾✹❪ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞❀ ❛ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✭▼▲P✮
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▼▲P ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❛s
t✇♦ ✐♥♣✉t ♥❡✉r♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦♥❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t
♥❡✉r♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ③✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❧❛②❡rs
♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r ❜✉t ♥♦t t♦ t❤❡
❢✉rt❤❡r ♦♥❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✸✮✳
❍♦✇ ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡

✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡
✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ✈❡❝t♦r✲♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✜rst❧② t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡s❡
✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✹✳✶ ❛♥❞ ✶✹✳✷ ❜❡❧♦✇✿
❆t ✜rst✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s ① ❛♥❞ ② ❛r❡ ♣❛ss❡❞ ❡❛❝❤ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦ t✇♦ ✐♥♣✉t ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ①✲

✶✶✷





❆❜❜r✳ ◆❛♠❡ ❙✐③❡
■❲ ■♥♣✉t ✇❡✐❣❤ts 10× 2
▲❲ ▲❛②❡r ✇❡✐❣❤ts 10× 10 ❢r♦♠ ❧❛②❡r j t♦ ❧❛②❡r j + 1
❖❲ ❖✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts 1× 10

❚❛❜❧❡ ✶✹✳✶✿ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡✐❣❤ts✳

■♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❖✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❖✉t♣✉t ❢♦r ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r
(

x
y

)

(2× 1) z (1× 1) OutL (10× 1)

❚❛❜❧❡ ✶✹✳✷✿ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦rs✳

OutL2,i = tanh (tempi). ✭✶✹✳✹✮

❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r j t♦ t❤❡ ♥❡①t ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r
j + 1 ✐s✿

temp = biasj→j+1 + ▲❲j→j+1 ·OutLj , ✭✶✹✳✺✮

OutLj+1 i = tanh (tempi). ✭✶✹✳✻✮

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r t✐♠❡s ✈❡❝t♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥✿

z = bias10→♦✉t♣✉t +❖❲ ·OutL10. ✭✶✹✳✼✮

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❆◆◆ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♠❡s❤
♥♦❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❍❡r❡✐♥✱ t❤❡ ❡♥tr✐❡s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❡✐❣❤ts✱ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s
■❲ ❛♥❞ ▲❲ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❖❲ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❛✐rs
♦❢ ①✲ ❛♥❞ ②✲✈❛❧✉❡s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦✇❡st r❡s✐❞✉❛❧ E✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ zNN ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t zdata ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✿

E =
1

2

∑

(zNN − zdata)
2. ✭✶✹✳✽✮

❆ s✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ∆wLWij
❢♦r ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t wLWij

✇✐t❤✐♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐①
LW ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡
✇❡✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥ dwLWij

✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∆wLWij
= −λ

dE

dwLWij

, ✭✶✹✳✾✮

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ✜tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ t②♣✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♥❡s ♣r❡✈❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳
❖✈❡r✜tt✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t♦♦ str♦♥❣❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❛❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛
❛✈❛✐❧❛❜❧❡❀ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜❛❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❬◆❡②✵✵❪ ✐t ✐s ♣r♦✈❡♥
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t❤❛t ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s♦ t❤❛t ❛t ❜❡st t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❡t ❡①❛❝t❧②✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ①✲✱ ②✲ ❛♥❞ ③✲✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡✈❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡
③ ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ① ❛♥❞ ② ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❋♦r t❤❡
s❤♦✇♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛ ✶✵✲❧❛②❡r ▼▲P ✇✐t❤ ✶✵ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❛t ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✐♥❣❧❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts zNN − zdata ✐s ❧❡ss t❤❛♥
✵✳✵✶ ♣❡r❝❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② s♦
t❤❛t ❛ ✇❛✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝r♦ss✐♥❣ ♥♦❞❡ ♣❛t❤s ♦♥
t❤❡ ❤✉❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✹✮✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✇❛✈❡ ♠♦t✐♦♥ ✭r❡❞ ♥♦❞❡s✮ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② s❤✐♣ ❤✉❧❧
✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♦✈❡r ❢♦✉r t✐♠❡ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ✇❛✈❡ ♠♦t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤✉❧❧ ♦❢
t❤❡ ❱❲❚✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛t❡r❧✐♥❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✉♣♣❡r♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤✉❧❧✱ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ❛ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❤✉❧❧ s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❤✉❧❧ ♠✉st ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rts s♦ t❤❛t ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❤✉❧❧✳ ❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r s✐♥❣❧❡
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❤✉❧❧ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡
❢♦r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
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❲❛✈❡ ❛❧♦♥❣ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❛t t✐♠❡ st❡♣ ✶✳ ❲❛✈❡ ❛❧♦♥❣ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❛t t✐♠❡ st❡♣ ✷✳

❲❛✈❡ ❛❧♦♥❣ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❛t t✐♠❡ st❡♣ ✸✳ ❲❛✈❡ ❛❧♦♥❣ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❛t t✐♠❡ st❡♣ ✹✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✹✿ ❲❛✈❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s s❤✐♣ ❤✉❧❧✳
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✶✺ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ♠❡s❤✲♠♦✈✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛♥ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✢✉✐❞
✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❛ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ✭❱❲❚✮ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ t✇♦ ❱♦✐t❤ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ♣r♦♣❡❧❧❡rs ✭❱❙P✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❣♦✈✲
❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✱ ✇❡r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❡♥s✉r✐♥❣ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❈❋❉✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❜r♦❛❞ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ t❤❡ ✐♥✲❤♦✉s❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞ s♦❧✈❡r
♣r♦♠✐s❡s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜❧❛❞❡s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❧✐❦❡ ❛ s♦❧✈❡r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❈❤✐♠❡r❛ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠❡s❤ ♠♦✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❙❤❡❛r✲❙❧✐♣ ❯♣❞❛t❡ ▼❡s❤

♠❡t❤♦❞ ✭❙❙▼❯▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❊❧❛st✐❝ ▼❡s❤ ❯♣❞❛t❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❊▼❯▼✮✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣s
✇❡r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❈❋❉ ✸❉ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤❡r❡❛s
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐❞ ♥♦t r❡✈❡❛❧ ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ t❤❛t ♦❢ t❤❡
❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐❞✳ ❚❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❣❛r❞s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ❛s ❛♥ ❡❧❛s✲
t✐❝ s♦❧✐❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❛♥❣❧✐♥❣ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❥✉st ✷✳✻
❝❡♥t✐♠❡tr❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ❱❙P✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡✈❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞
t❛♥❣❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤❡♥ ♦♥❧② t✉r♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♦❢ ❛ ❱❙P ❛ ❢❡✇ ❞❡❣r❡❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♦❢ t❤✐s ❊▼❯▼ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❲❤✐❧❡ tr②✐♥❣ t♦ ♣❛rt❧② ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❊▼❯▼ ♥♦❞❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ❛

❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❙❤❡❧❧ ▼❡s❤ ▼♦t✐♦♥ ✭❈❙▼▼✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ✇❛s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r❡s❝r✐❜❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❈❙▼▼
❝♦♥❝❡♣t ❞❡♠❛♥❞s ❛ ❤✐❣❤ ❡✛♦rt ✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t t❛♥❣❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❊▼❯▼
❛♣♣r♦❛❝❤ ❣♦❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❛s✐❡r ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦♦❧s
❧✐❦❡ ●r✐❞❣❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧✇❛②s s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ❞❛♥❣❡r ♦❢ t❛♥❣❧✐♥❣
❛♥❞ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ ❜❧❛❞❡ ✐s t✉r♥❡❞ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡
r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡r❡✐♥ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✜①❡❞

✶✶✼



❜❧❛❞❡ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✜♥❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡
❝r❡❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ ♦❢ ❛ ❱❙P ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ✇❛s t✉r♥❡❞
t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❡ ❢✉❧❧ ❱❙P r♦t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ t❤r✉st ✇❤❡♥ t❤❡ ❱❲❚ r✉♥s ♦♥ ♦♣❡♥ ✇❛t❡r s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈❙▼▼ ❝♦♥❝❡♣t ❝r❡❛t❡❞ ✇♦rs❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ✇❛s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✇❤❡♥
✐t ❝❛♠❡ t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ✜♥❡st ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✇♦rs❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❙▼▼ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ✢✉✐❞
✢♦✇ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✜♥❡r ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇
❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♦♥
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❈❙▼▼ ♠❡s❤❡s✱ s♣✉r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst
✉♥st❡❛❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❛❞ ❡❧❡♠❡♥t q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ ♠❡s❤❡s✱ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❊▼❯▼ ♠❡s❤❡s s❤♦✇❡❞ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♠♦st ✜♥❡st ♠❡s❤❡s s❤♦✇❡❞ ❢♦r❝❡
✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡❞ ♦♥❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤r❡❡ ♣❡r❝❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ s❡❝✲
♦♥❞ st✉❞② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤❡s ♦❢ t❤❡ ❊▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ❤✐❣❤❧②
❞❡❢♦r♠❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♣❧❛t❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❢♦✉r ♣❡r❝❡♥t✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ t❡♥ ❜❧❛❞❡ ❱❲❚ ♣r♦♣❧✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❜❧❛❞❡✱ ❛s ✐t ✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❧❛❞❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st✉❞②✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ t✇♦ ✜♥❡st
♠❡s❤❡s s❤♦✇❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛❣r❡❡
✈❡r② ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✜✈❡ ♣❡r❝❡♥t ❛t ❛♥② t✐♠❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❱❙Ps ✇❡r❡ t✉r♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❢✉❧❧ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤r✉st ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❜❧❛❞❡ ✈❛r✐❡❞ ❜② ♦♥❧② t✇❡❧✈❡ ♣❡r❝❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❜②
❱♦✐t❤✱ ❜✉t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡✈✐❛t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❱♦✐t❤✳
❆ ♣r♦❜❛❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤

❡✈♦❧✈❡s ❛t t❤❡ ❜❧❛❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❛s ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t
st✉❞✐❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ Pr❛♥❞t❧✱ ❑❛r♠❛♥ ❛♥❞
❇❧❛s✐✉s✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❛❧❧ ❧♦❣ ❧❛✇ ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛❧❧ ❧♦❣ ❧❛✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♠✐s✐♥❣ st❡♣ ♦❢ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❳◆❙ s♦❧✈❡r t♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡
❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡s❤ ♠♦t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❛s t❤❡ ❊▼❯▼ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❤❛s
♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❛♥❞ s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❇❡s✐❞❡ t❤❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✜rst ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t ❛ ❢r❡❡✲

s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱❲❚ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ♦❢
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧ s❤❛♣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② t❤❡ ✉s❡

✶✶✽



♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✸❉ s♣❛❝❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❈❆❉ s♣❧✐♥❡ ❜❛s❡❞ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

✶✶✾



✶✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ ❘❡✜♥❡♠❡♥t ❙t✉❞② ▼❡s❤❡s

✶✻✳✶ ▼❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❇❧❛❞❡ ❘❡✜♥❡♠❡♥t ❙t✉❞②

✶✻✳✶✳✶ ❊▼❯▼ ▼❡s❤❡s

★ ❡❧❡♠❡♥ts 1204352
❞s❲✐♥❣s 40
❞s❇♦① 200

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 100

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 18
♥❴❝♦♥❡ 25
r❛t✐♦ 2, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✿ ❊▼❯▼✳✹✵ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✵



★ ❡❧❡♠❡♥ts 2959924
❞s❲✐♥❣s 20
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 120

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 20
♥❴❝♦♥❡ 50
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✷✿ ❊▼❯▼✳✷✵ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

★ ❡❧❡♠❡♥ts 5382674
❞s❲✐♥❣s 10
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 140

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 30
♥❴❝♦♥❡ 60
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✸✿ ❊▼❯▼✳✶✵ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✶



★ ❡❧❡♠❡♥ts 12653669
❞s❲✐♥❣s 5
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 180

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 40
♥❴❝♦♥❡ 65
r❛t✐♦ 2, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✹✿ ❊▼❯▼✳✵✺ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✷



✶✻✳✶✳✷ ▼♦❞✐✜❡❞ ❊▼❯▼ ▼❡s❤❡s

★ ❡❧❡♠❡♥ts 1204665
❞s❲✐♥❣s 40
❞s❇♦① 200

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 70

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 20
♥❴❝♦♥❡ 40
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✺✿ ❊▼❯▼✳✹✵✳♠♦❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

★ ❡❧❡♠❡♥ts 2661962
❞s❲✐♥❣s 20
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 100

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 25
♥❴❝♦♥❡ 40
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✻✿ ❊▼❯▼✳✷✵✳♠♦❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✸



★ ❡❧❡♠❡♥ts 4630671
❞s❲✐♥❣s 10
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 120

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 30
♥❴❝♦♥❡ 60
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✼✿ ❊▼❯▼✳✶✵✳♠♦❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

★ ❡❧❡♠❡♥ts 12457247
❞s❲✐♥❣s 5
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 150

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 40
♥❴❝♦♥❡ 90
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✽✿ ❊▼❯▼✳✵✺✳♠♦❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✹



✶✻✳✶✳✸ ❈❙▼▼ ▼❡s❤❡s

★ ❡❧❡♠❡♥ts 1204352
❞s❲✐♥❣s 40
❞s❇♦① 200

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 100

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 18
♥❴❝♦♥❡ 25
r❛t✐♦ 2, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✾✿ ❈❙▼▼✳✹✵ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

★ ❡❧❡♠❡♥ts 2959924
❞s❲✐♥❣s 20
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 120

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 20
♥❴❝♦♥❡ 50
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✵✿ ❈❙▼▼✳✷✵ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✺



★ ❡❧❡♠❡♥ts 5382674
❞s❲✐♥❣s 10
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 140

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 30
♥❴❝♦♥❡ 60
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✶✿ ❈❙▼▼✳✶✵ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

★ ❡❧❡♠❡♥ts 12653669
❞s❲✐♥❣s 5
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 180

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 40
♥❴❝♦♥❡ 65
r❛t✐♦ 2, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✷✿ ❈❙▼▼✳✵✺ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✻



✶✻✳✶✳✹ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈❙▼▼ ▼❡s❤❡s

★ ❡❧❡♠❡♥ts 1204665
❞s❲✐♥❣s 40
❞s❇♦① 200

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 70

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 20
♥❴❝♦♥❡ 40
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✸✿ ❈❙▼▼✳✹✵✳♠♦❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

★ ❡❧❡♠❡♥ts 2661962
❞s❲✐♥❣s 20
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 100

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 25
♥❴❝♦♥❡ 40
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✹✿ ❈❙▼▼✳✷✵✳♠♦❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✼



★ ❡❧❡♠❡♥ts 4630671
❞s❲✐♥❣s 10
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 120

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 30
♥❴❝♦♥❡ 60
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✺✿ ❈❙▼▼✳✶✵✳♠♦❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

★ ❡❧❡♠❡♥ts 12457247
❞s❲✐♥❣s 5
❞s❇♦① 150

❜♦✉♥❞❛r②❴❞❡❝❛② 1, 0
♥❴❝✐r❝✉♠ 150

♥❴❝②❧✐♥❞❡r 40
♥❴❝♦♥❡ 90
r❛t✐♦ 1, 0

❚❛❜❧❡ ✶✻✳✶✻✿ ❈❙▼▼✳✵✺✳♠♦❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✶✷✽



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✶ ❚❤❡ ❡❛r❧② ❤✐st♦r② ♦❢ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥s✿ ✭❛✮ ❍♦♦❦❡✬s s❝r❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❡r ✭✶✻✽✸✮❀
✭❜✮ ❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇ ♦❢ P❛✉❝t♦♥ ✭✶✼✺✷✮❀ ✭❝✮ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✬s ♣r♦♣❡❧❧❡r ✇❤❡❡❧
✭✶✼✺✷✮❀ ✭❞✮ ❇r❛♠❛❤✬s s❝r❡✇ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ✭✶✼✽✺✮❀ ✭❡✮ ❙❤♦rt❡r✬s ♣r♦♣✉❧✲
s✐♦♥ s②st❡♠ ✭✶✽✵✷✮ ❛♥❞ ✭❢✮ ❙♠✐t❤✬s ❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ s❝r❡✇ ❞❡s✐❣♥ ✭✶✽✸✾✮❬❈❛r✵✼❪✳ ✶✹

✸✳✷ ❉✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ✭❛✮ ❧❛r❣❡ ❢♦✉r✲
❜❧❛❞❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❢♦r ❛ ❜✉❧❦ ❝❛rr✐❡r❀ ✭❜✮ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ♣❛tr♦❧ ❝r❛❢t ♣r♦♣❡❧❧❡r❀
✭❝✮ s❡✈❡♥✲❜❧❛❞❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❤✐❣❤✲s❝r❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♠❡r❝❤❛♥t ❛♥❞ ♥❛✈❛❧ s❤✐♣s
❛♥❞ ✭❞✮ s✉r❢❛❝❡ ♣✐❡r❝✐♥❣ ♣r♦♣❡❧❧❡r ♦❢ ❛ ❝r✉✐s❡r ❜♦❛t ❬❈❛r✵✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✸✳✸ ❉✉❝t t②♣❡s✿ ✭❛✮ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❞✉❝t❀ ✭❜✮ ✬♣✉❧❧✲♣✉s❤✬ ❞✉❝t ❛♥❞ ✭❝✮ ❍❛♥♥❛♥
s❧♦tt❡❞ ❞✉❝t ❬❈❛r✵✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✸✳✹ ❆③✐♠✉t❤✐♥❣ ❞✉❝t❡❞ ♣r♦♣❡❧❧❡r ❬❈❛r✵✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✸✳✺ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬❈❛r✵✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✹✳✶ ❚❤❡ ❝❛t✜s❤ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✿ ✭❛✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡❀ ✭❜✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬❇❏✵✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✹✳✷ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❱❙P ❬❇❏✵✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✹✳✸ ❚❤❡ t❡st ❜♦❛t ❚♦rq✉❡♦✿ ✭❛✮ ♠❛♥♦❡✉✈r✐♥❣ ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❀ ✭❜✮ ❱❙P ❛rr❛❣❡♠❡♥t

❜❡❧♦✇ t❤❡ st❡r♥ ❬❇❏✵✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✺✳✶ ❇❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❱❙P ❬❇❏✵✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✺✳✷ ❱♦✐t❤ ❲❛t❡r ❚r❛❝t♦r ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❬❘❱✵✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✺✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❱❙P ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ t♦♣ ❛♥❞ s✐❞❡ ✈✐❡✇❬❘❱✵✺❪✳ ✳ ✳ ✷✹
✺✳✹ ❈♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ♣r♦♣❡❧❧❡rs ♦❢ ❛ ❍✉rt✐❣r✉t❡♥s❝❤✐✛ ❛♥❞ ❛ ❍❡r❝✉❧❡s ❛✐r❝r❛❢t

♣r♦♣❡❧❧❡r ❬❈❛r✵✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✻✳✶ ❙♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ✶❉✲s♣❛t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❬❇❡❤✾✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✻✳✷ ❙♣❛❝❡✲t✐♠❡ s❧❛❜ ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❬❇❡❤✾✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✼✳✶ ❈❧✐❝❦✐♥❣ ♠❡s❤ ❝♦♥❝❡♣t s❤♦✇✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r r♦t❛t✐♥❣
♠❡s❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✼✳✷ ❙❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ ❬❙❇✵✽❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✼✳✸ ❈❤✐♠❡r❛ ♠❡s❤ ❬●✉❡✵✻❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✼✳✹ ❙❙▼❯▼ ❝♦♥❝❡♣t ❬❇❚✵✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✽✳✶ ❱❲❚ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙❙▼❯▼ ❧❛②❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✽✳✷ ❇❡❛❦❡r✲s❤❛♣❡❞✱ str✉❝t✉r❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ❱❙P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
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