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Abstract
The focal point of this paper is the development and realisation of finite ele­
ment structural analysis and optimisation methods, in order to support and 
systematise the layout of the transient thermomechanical deformation and 
failure behaviour of multilayer, fibre-reinforced composites. Attention is gi­
ven to the fact that the optimisation of fibre-reinforced materials needs spe­
cial consideration of manufacturing constraints, particularly concerning 
practicable fibre orientations.

Starting with the fundamentals of the finite element method, the necessary 
mathematical relations for structural and sensitivity analysis of multilayer 
composites are derived. The development of a curved finite shell element for 
heat transfer analysis in multilayer fibre composites allows the calculation of 
the orthotropic thermal conduction with minimum modelling and computa­
tional expenditure.

Based on the formulation of an optimisation problem with transient objecti­
ves and constraints, strategies for their solution are discussed and compared 
using practical examples. The deformation and failure behaviour under static 
load must be considered as a further important criterion along with the ther­
moelastic behaviour. Due to the fact that thermomechanical and static stiff­
ness criteria lead to contradictory explanations in some cases, vector optimi­
sation strategies are applied in order to achieve an optimum compromise 
between thermal and static stiffness and failure criteria.

The development of an up-to-date structural optimisation system, which im­
plements the developed methods, is described in detail. Practical applica­
tions from mechanical and automotive engineering demonstrate the perfor­
mance capability of the developed structural optimisation methods and their 
implementation.
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1 Einleitung 1

1 Einleitung
1.1 Problemstellung

Faserverbundwerkstoffe mit Kunststoffmatrix halten zunehmend Einzug in 
Bereiche der Pi-oduktentwiddung, wo es neben hoher Steifigkeit und Festig­
keit bei geringem Gewicht vielfach auf eine geringe Wärmeausdehnung an­
kommt. Besonders für hochpräzise Komponenten aus dem Maschinenbau, 
die hohe Anforderungen hinsichtlich eines stabilen thermischen Verfor­
mungsverhaltens erfüllen müssen, können durch den Einsatz dieser Werk­
stoffe deutliche Verbesserungen erreicht werden.

Die Anisotropie und der schichtenweise Aufbau der Faserverbundkunststof­
fe erlauben eine gezielte Anpassung des thermomechanischen Verhaltens 
durch Variation von Schichtdicken und Faserorientierung. Genauso wie das 
elastische Verhalten dieser Werkstoffe durch den Laminataufbau “konstru­
iert” werden kann, lassen sich die für Kohlenstoff- und Aramidfasem cha­
rakteristischen negativen thermischen Ausdehnungskoeffizienten nutzen, um 
einen Verbundwerkstoff mit neutralem Wärmedehnungsverhalten zu ent­
wickeln. Darüber hinaus sind jedoch die unter Temperatureinwirkung wäh­
rend der Produktion und im Betrieb aus der Anisotropie des Werkstoffes re­
sultierenden Restspannungen nicht zu vernachlässigen, da sie die Festigkeit 
wesentlich reduzieren können.

Die konstruktive Auslegung faserverstärkter Bauteile ist im Vergleich zu 
isotropen Werkstoffen durch eine größere Anzahl von Entwurfsvariablen ge­
kennzeichnet. Ferner sind mit zunehmender Automatisierung der Fertigung 
schon beim Entwurf die für das verwendete Verfahren notwendigen ferti­
gungstechnischen Restriktionen zu berücksichtigen. Gerade im Hinblick auf 
immer kürzer werdende Produktentwicklungszeiten und gleichzeitig steigen­
de Anforderungen an die Leistungsfähigkeit und die Zuverlässigkeit der Pro­
dukte ist diese umfangreiche Aufgabe nur unter Zuhilfenahme rechnerge­
stützter Verfahren zu lösen. Vor allem die unter dem Begriff Computer Assi­
sted Engineering (CAE) zusammengefaßten Systeme der grafisch interakti­
ven Produktmodellierung sowie die zur Simulation des thermomechanischen 
Verhaltens universell einsetzbare Methode der finiten Elemente (FEM) 
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haben in den letzten Jahren weite Verbreitung gefunden.

Der konstruktive Prozeß ist ein iterativer Vorgang, der durch den Einsatz 
von Strukturoptimierungsverfahren unterstützt und systematisiert werden 
kann. Optimierungsverfahren sind in der Lage, unter Einsatz eines Analyse­
werkzeuges, wie der Finite-Elemente-Methode sowie numerischer Algorith­
men, systematisch die Entwurfsvariablen so zu variieren, daß die Lösung in 
Hinblick auf vorgegebene Zielkriterien unter Berücksichtigung von Restrik­
tionen in Form von Nebenbedingungen ein Optimum darstellt.

Es fehlen bislang Methoden und Strategien zur Optimierung stationärer und 
instationärer thermomechanisch belasteter Strukturen. Deren Entwicklung 
und Realisierung sind das Ziel dieser Arbeit. Sehr großer Wert wird dabei 
auf die Anwendung der entwickelten Methoden für Bauteile und Kompo­
nenten aus der industriellen Praxis gelegt

1.2 Stand der Erkenntnisse

Faserverstärkte Werkstoffe sind in den 60er Jahren zuerst in der Luft- und 
Raumfahrtindustrie mit dem Ziel eingesetzt worden, durch ihre hohen spezi­
fischen Steifigkeits- und Festigkeitscigenschaften Gewichtseinsparungen zu 
ermöglichen. Erst in den letzten Jahren weitete sich das Anwendungsfeld auf 
den Maschinenbau aus. KERSTIENS [1] und HERBERG [2] untersuchten den 
Einsatz von CFK im Werkzeugmaschinenbau und nennen neben der höheren 
statischen und dynamischen Steifigkeit vor allem die geringe Wärmedeh­
nung als Einsatzkriterium zur Erhöhung der Arbeitsgenauigkeit

Der Entwurf und die Dimensionierung faserverstärkter Bauteile wird zuneh­
mend rechnergestützt durchgeführt EFFING [3] stellt ein durchgängiges 
CAE-Konzept vor, das neben der Materialauswahl, der Fertigungssimulation 
und Methoden der Qualitätssicherung vor allem Dimensionierungswerkzeu­
ge zur Verfügung stellt BERCHTOLD und KLENNER [4] integrieren ein 
Strukturoptimierungssystem in ein CAD/CAM-System zum Entwurf und zur 
Fertigung von Bauteilen im Tapelegeverfahren. Eine Berücksichtigung ferti­
gungstechnischer Restriktionen bei der Optimierung ist nicht realisiert.
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Optimierung von Bauteilen aus faserverstärkten Werkstoffen

Die Optimierung von Bauteilen aus faserverstärkten Werkstoffen ist eine der 
schwierigsten und zugleich reizvollsten Aufgaben in der Strukturoptimie­
rung, da die hohe Anzahl freier Entwurfsvariablen eine intuitive Laminat­
auslegung nahezu immöglich macht. Erste Ansätze zur mathematischen Op­
timierung der Dicke einzelner Laminatschichten stammen von SCHMIT und 
FARSHI [5,61, STARNES und HAFTKA [7], NSHANIAN und PAPPAS [8], 
PARK [9] und anderen. WATKINS [10] zeigte, daß eine optimale Laminat­
auslegung mit höchstens 6 Schichten realisiert werden kann, so daß der La­
minataufbau mit 12 Entwurfsvariablen vollständig beschrieben ist MCKE­
OWN [11,12] führte erstmals eine simultane Optimierung der Dicken, Faser- 
orientiemngswinkel und der Anzahl der einzelnen Laminatschichten durch.

Einen anderen Weg gingen die gleichzeitig entwickelten Optimalitätskrite- 
rienmethoden. KHOT, VENKAYYA und BERKE [13] stellten 1975 eine Me­
thode zur Gewichtsminimierung faserverstärkter Bauteile unter Verfor- 
mungs- und Spannungsrestriktionen vor, die auf einem Optimalitätskriteri­
um basiert. Optimalitätskriterien besitzen den Vorteil, daß sie zum Auffin­
den des Optimums auch bei einer großen Anzahl von Entwurfsvariablen eine 
geringe Anzahl von Iterationen benötigen. Dem steht jedoch der entschei­
dende Nachteil gegenüber, daß sie nur für eine bestimmte Problemstellung 
anwendbar sind und damit nicht so vielseitig eingesetzt werden können, wie 
die in dieser Arbeit verwendeten Methoden der Mathematischen Program­
mierung.

In einer 1984 vorgestellten Arbeit zur Optimierung ebener Flächentragwerke 
aus Faserverbundwerkstoff kommt ESCHENAUER [14] zu dem Schluß, daß 
die gleichzeitige Optimierung von Faserorientierungswinkeln und Schicht­
dicken in vielen Fällen nicht angebracht ist. Die hochgradig nichtlineare und 
nichtkonvexe Abhängigkeit des Materialgesetzes von den Faserorientie­
rungswinkeln liefert abhängig vom Startvektor unterschiedliche lokal opti­
male Entwürfe. Vielmehr sollte sich die Wahl der Faserwinkel an den ferti­
gungstechnischen Restriktionen orientieren.

Zur Einbeziehung thermoelastischer Kriterien in den Optimierungsprozeß 
findet sich 1976 eine erste Arbeit von ADELMAN und NARAYASWAMI [151, 
die das Optimalitatskriterium des Fully Stressed Design (FSD) auf thermo­
elastische Problemstellungen erweitern und auf die Gewichtsminimienmg 
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einer Tragfläche anwenden. 1978 stellen ADELMAN, SAWYER und SHORE 
[16] eine Methode zur Gewichtsminimierung unter zeitvarianten Tempera­
tur- und Festigkeitsrestriktionen vor. Das Verfahren wird zur Optimierung 
der Außenhaut eines Raumflugkörpers angewendet, die während des Wie­
dereintritts in die Erdatmosphäre einer zeitlich veränderlichen thermischen 
Last ausgesetzt ist. ESCHENAUER und FUCHS [17] beschreiben die Einbe­
ziehung des Wänneausdehnungsverhaltens bei der Optimierung von Zylin- 
derschalen aus Faserverbundwerkstoff. Zur Strukturanalyse wird ein Diffe­
renzenverfahren eingesetzt, das die Berücksichtigung einer linearen Tempe­
raturverteilung über der Zylinderschale erlaubt. Zur gleichzeitigen Minimie­
rung von Gewicht und Verformungen werden Methoden der Multikriterien- 
optimierung eingesetzt. Die Optimierung des zeitabhängigen Materialverhal­
tens ist Gegenstand der Arbeit von POST [18]. Er untersucht den Einfluß des 
hygrothermischen und viskoelastischen Langzeitverhaltens auf den optima­
len Entwurf faserverstärkter Platten.

Die Optimierung komplexer faserverstärkter Bauteile erfolgt ausschließlich 
unter Einsatz der Finite-Elemente-Methode [19,20]. WECK und FELDER­
MANN zeigen die Optimierung des Schlittens einer Hochgeschwindigkeits­
schleifmaschine [21] und des Querbalkens eines Portalroboters [22]. Um im 
iterativen Optimierungsprozeß den Diskretisierungsfehler der FEM-Analyse 
zu verringern, werden adaptive Netzverfeinerungsstrategien eingesetzt 
[23,24]. WECK und NOTTEBAUM [25] beschreiben die Optimierung einer 
Felge unter Einsatz der adaptiven Netzverfeinerung mit zuletzt 1421 Scha­
lenelementen. Fertigungstechnische Restriktionen des Wickelprozesses wer­
den hier durch 'variable linking' berücksichtigt. MÄDER u.a. [26] behandeln 
die Optimierung von Antennenstrukturen aus CFK unter mehreren Zielen. 
WELLEN und HERTEL [27] beschreiben Anwendungen aus der Luft- und 
Raumfahrt, wie beispielsweise die Spannungsoptimierung eines CFK-Flü- 
gelkastens mit 4500 Freiheitsgraden und 294 Entwurfsvariablen sowie die 
Gewichtsminimierung des CFK-Seitenleitwerks eines Verkehrsflugzeuges.

Methoden und Strategien der mathematischen Optimierung

Die Entwicklung von Verfahren zur Strukturoptimierung begann in den spä­
ten 50er Jahren mit der Gewichtsminimierung einfacher Stabwerke. SCHMIT 
[28] gibt eine Übersicht über die mit der Rechnerentwicklung einhergegan- 
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gene stürmische Entwicklung der Optimierungsverfahren, die ganz beson­
ders in Verbindung mit der Finite-Elemente-Methode heutzutage leistungs­
fähige Entwurfswerkzeuge darstellen [29,30].

Die effektive Optimierung der Faserorientierung wurde jedoch erst mit der 
Entwicklung leistungsfähiger Optimierungsverfahren und -algorithmen 
möglich. Das von POWELL [31,32] vorgestellte Sequential-Quadratic-Pro- 
gramming-Verfahren (SQP) zur nichtlinearen Optimierung erlaubt eine ef­
fektive Lösung hochgradig nichtlinearer Problemstellungen mit einer gerin­
gen Anzahl Strukturanalysen. Das Strukturoptimierungsproblem wird durch 
eine explizite quadratische Approximation der Zielfunktion und durch eine 
lineare Approximation der Restriktionen ersetzt. Der Algorithmus löst in je­
der Iteration das Optimierungsproblem für dieses quadratische Subproblem. 
RAGSDELL [33] bescheinigt in einer Vergleichsstudie die überragende Lei­
stungsfähigkeit der SQP-Algorithmen gegenüber anderen Verfahren für all­
gemeine nichtlineare Optimierungsprobleme.

Die 1979 von FLEURY [34] vorgestellte Duale Methode stellt einen lei­
stungsfähigen Algorithmus zur Gewichtsminimierung unter verformungsab- 
hängigen Restriktionen dar. Voraussetzung zu ihrer Anwendung ist eine 
konvexe Approximation der Ziel- und Restriktionsfunktionen. Die von 
FLEURY vorgeschlagene inverse Approximation erfüllt diese Voraussetzung 
und führt gleichzeitig zu einer Linearisierung des Entwurfsraumes. Er prägte 
damit den Begriff der Konvexen Programmierung. Die Weiterentwicklung 
führte zur gemischt inversen direkten Approximation [35] und schließlich 
zur 1987 von SVANBERG [36,37] vorgestellten Method of Moving Asymp­
totes, die heute eine weite Verbreitung gefunden hat Eine weitere Eigen­
schaft der Dualen Methoden ist die Möglichkeit der Definition diskreter Ent­
wurfsvariablen [38,39,40], die gerade bei der Optimierung faserverstärkter 
Werkstoffe dann von Nutzen ist, wenn aus fertigungstechnischen Gründen 
nur eine begrenzte Anzahl diskreter Faserorientierungen und Schichtdicken 
im Laminat vorhanden sein dürfen.

Die aufgefuhrten Optimierungsverfahren sind nicht ohne weiteres in der La­
ge, zeitvariante Entwurfskriterien zu verarbeiten. Vielmehr müssen äquiva­
lente Funktionsformulierungen gefunden werden, die die Zeitabhängigkeit 
eliminieren. HAFTKA, GÜRDALund Kamat [41] stellen hierzu verschiede­
ne Lösungsstrategien vor. Das von GRANDHI, HAFTKA, WATSON [42] und
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GREENE [43] vorgeschlagene Critical-Point-Constraint-Verfahren stellt eine 
besonders leistungsfähige Strategie zur Lösung zeitvarianter Optimierungs­
probleme dar.

Strukturanalyse

Die Finite-Elemente-Methode hat sich für die Strukturanalyse des thermi­
schen und des mechanischen Verhaltens vor allem komplexer Strukturen im 
ingenieurwissenschaftlichen Bereich durchgesetzt [44-48]. Sie ist universell 
einsetzbar, und in Verbindung mit grafisch interaktiven Systemen zur Mo­
dellgenerierung und Ergebnisaufbereitung bietet sie ein effektives Werkzeug 
für den Entwurfsprozeß. Gleichzeitig liefert die Finite-Elemente-Methode 
eine stetig differenzierbare Beschreibung des Strukturvcrhaltens, mit deren 
Hilfe Strukturoptimierungsverfahren eine automatische Laminatauslegung 
durchführen können.

Der im Rahmen dieser Arbeit weiterentwickelte Ansatz eines gekrümmten 
dickwandigen Schalenelementes von AHMAD, IRONS und ZlENKIEWiCZ 
[49] basiert auf einem reduzierten Volumenelement mit unabhängiger Nei- 
gungs- und Verschiebungsinterpolation. Das Element eignet sich besonders 
zur Berechnung doppelt gekrümmter dickwandiger Schalen- und Sandwich- 
strukturen aus Faserverbundwerkstoffen. Zur Berechnung von Temperatur­
verteilungen ist von SURANA und PHILLIPS [50] ein finites Schalenelement 
vorgeschlagen worden, das zu dem in [49] beschriebenen Element geome­
trisch kompatibel ist. Es läßt eine lineare Temperaturverteilung in Richtung 
der Schalendicke zu.

Grundlage zur Modellierung der orthotropen Materialeigenschaften faser­
verstärkter Flächentragwerke ist die klassische Laminattherorie [51-54]. 
Zur Implementierung des Materialmodells in die Finite-Elemente-Methode 
beschreiben YUNUS, KOHNKE und SAIGAL [55] sowie SEIDE, CHAUD- 
HURI [56] Verfahren zur schichtenweisen Integration der Materialeigen­
schaften in finiten Schalenelementen. ROLFES [57] stellt ein thermisches 
Plattenelement für Faserverbundwerkstoffe vor, das jedoch nur eine lineare 
Temperaturverteilung in Richtung der Schalendicke zuläßt. Zur Berechnung 
von Temperaturverteilungen in mehrschichtig orthotiopen allgemeinen 
Schalenstrukturen ist keine Literatur bekannt.



I Einleitung 7

Sensitivitätsanalyse

Der Sensitivitätsanalyse kommt eine SchlüsselroUe in der Strukturoptimie- 
rung zu. Die partiellen Ableitungen derjenigen Funktionen, die das thermo­
mechanische Verhalten der Struktur beschreiben, geben dem Optimierungs­
algorithmus die Möglichkeit, den Entwurfsraum zu approximieren und an­
schließend das approximierte Problem zu optimieren. Die Qualität der Gra­
dienteninformation spielt demnach eine wesentliche Rolle für das Gelingen 
der Optimierungsaufgabe. HAFTKA und ADELMAN [58] geben eine Über­
sicht über neuere Entwicklungen auf dem Gebiet der Sensitivitätsanalyse für 
statische und Zeitvariante Optimierungsprobleme. In Verbindung mit der Fi- 
nite-Elemente-Methode bietet sich neben der geschlossenen Ableitung der 
Systemgleichungen vor allem der semianalytische Ansatz an, bei dem die 
Koeffizientenmatrizen numerisch und die Gleichungen geschlossen abgelei­
tet werden. Die Methode ist effektiv und eignet sich zur Implementierung in 
bestehende Finite-Elemente-Systeme [59,60]. Die Berechnung transienter 
Gradienten für Wärmeübertragungsprobleme wird von HAFTKA [61] behan­
delt. Zur Berechnung von Gradienten für Zeitvariante thermoelastische Pro­
blemstellungen mit der Finite-Elemente-Methode sind bisher keine Ansätze 
bekannt.

U Zielsetzung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Entwicklung und Realisierung von Fi- 
nite-Elemente-Strukturanalyse- und Optimierungsverfahren der Mathemati­
schen Programmierung für das thermomechanische Verformungs- und Ver­
sagensverhalten mehrschichtig faserverstärkter Bauteile.

Zunächst wird ein Überblick über das Anwendungsspektrum der Strukturop­
timierung faserverstärkter Werkstoffe gegeben. Anhand von Beispielen wird 
erläutert, wie Methoden der Strukturoptimierung zur Erzielung von faser­
und fertigungsgerechten Konstruktionen eingesetzt werden können.

Für die Strukturanalyse faserverstärkter Bauteile mit der Finite-Elemente- 
Methode wird ein aus einem Volumenelement degeneriertes gekrümmtes 
Schalenelement entwickelt. Dieses Element ist in der Lage, dickwandige 
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mehrschichtige Laminat- und Sandwichstrukturen realitätsnah zu modellie­
ren. Dieser Ansatz wird ebenfalls auf die Berechnung der Temperaturvertei­
lung angewendet, denn für eine effektive Strukturanalyse ist es von Vorteil, 
geometrisch kompatible Elementansätze sowohl für die Wärmeübertra- 
gungs- als auch für die Verformungsanalyse zu verwenden. Der Elementan­
satz ermöglicht die Berechnung einer parabolischen Temperaturverteilung in 
Richtung der Schalendicke und trägt auf diese Weise dem anisotropen Wär­
meleitungsverhalten mehrschichtiger, insbesondere symmetrisch aufgebau­
ter Laminate, Rechnung.

Die für eine Optimierungsrechnung notwendige Bestimmung von Ableitun­
gen der Ziel- und Restriktionskriterien nach den Entwurfsvariablen stellt ei­
nen weiteren Entwicklungsschwerpunkt der Arbeit dar. Sowohl für das Ver­
formungsverhalten als auch für das Versagen unter stationärer und instatio- 
närer thermischer Last werden die notwendigen mathematischen Beziehun­
gen entwickelt. Dabei haben Untersuchungen gezeigt, daß die durch eine 
Variation der Entwurfsvariablen veränderte Temperaturverteilung bei der 
Gradientenberechnung berücksichtigt werden muß.

Optimierungsprobleme komplexer faserverstärkter Bauteile mit thermoela­
stischen Auslegungskriterien erfordern einen hohen Analyseaufwand, so daß 
auch unter Einsatz leistungsfähiger Rechenanlagen die Anzahl der Iteratio­
nen möglichst gering sein sollte. Dies verlangt gerade wegen der hohen 
Nichtlinearität des Optimierungsproblems leistungsfähige Algorithmen, die 
eine hohe Konvergenzgeschwindigkeit aufweisen. Moderne Verfahren der 
Sequentiellen Quadratischen Programmierung und auch Duale Algorithmen 
mit leistungsfähigen Approximationsstrategien, wie der Method of Moving 
Asymptotes, werden in Hinblick auf die vorliegende Problemstellung einge­
setzt, verglichen und einer Bewertung unterzogen. Außerdem wird gezeigt, 
daß die Erfüllung von Kriterien maximaler statischer Steifigkeit und mini­
maler thermischer Ausdehnung zu widersprüchlichen Auslegungen führt, so 
daß die Optimierung stets die Suche nach einer Kompromißlösung darstellt

Die Optimierung instationärer thermomechanischer Problemstellungen, wie 
sie beispielsweise in Werkzeugmaschinen bei der Untersuchung zeitvarian- 
ter Umwelteinflüsse oder durch den Bearbeitungsprozeß auftreten, ist von 
großer praktischer Bedeutung. Die Optimierungsaufgabe stellt sich hier als 
Minimierung eines zeitabhängigen Zielkriteriums dar, unter der Bedingung, 
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daß alle instationären Nebenbedingungen über den gesamten betrachteten 
Zeitbereich erfüllt sind. Zur Behandlung instationärer Optimierungsproble­
me müssen geeignete Strategien gefunden werden, damit sie der Lösung mit 
den zur Verfügung stehenden Optimierungsalgorithmen zugänglich gemacht 
werden können.

Die Strukturoptimierung mit der Finite-Elemente-Methode verlangt moder­
ne Softwarelösungen, die die heute zur Verfügung stehenden Hardwareplatt­
formen in ihrer Leistungsfähigkeit optimal nutzen. Im Rahmen dieser Arbeit 
werden Anforderungen an ein modernes Strukturoptimierungssystem hin­
sichtlich Leistungsfähigkeit, Benutzerfreundlichkeit und Anwendungssicher­
heit formuliert und eine Systemlösung vorgestellt, die in ein CAE-System 
eingebunden ist und dadurch eine grafisch interaktive Modellerstellung und 
Ergebnisaufbereitung bietet.

Die praxisgerechte Realisierung und die Leistungsfähigkeit der entwickelten 
Strukturanalyse- und Optimierungsverfahren sollen anhand zweier Anwen­
dungsbeispiele aus der Automobil- und der Werkzeugmaschinenindustrie 
demonstriert werden.
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2 Optimierung faserverstärkter Kunststoffe
2.1 Aspekte des fasergerechten Entwurfs

Durch den gezielten Einsatz moderner Hochleistungsfasem können Verbes­
serungen und Leistungssteigerungen erreicht werden, die mit herkömmli­
chen Materialien nicht möglich sind. Trotz der hohen Material- und Ferti­
gungskosten sind dadurch oftmals wirtschaftlichere Lösungen möglich. Ho­
he spezifische Steifigkeiten und Festigkeiten und die geringe Wärmedeh­
nung sowie die Möglichkeit der gezielten Gestaltung der Werkstoffeigen­
schaften durch Nutzung der Anisotropie demonstrieren die Überlegenheit fa­
serverstärkter Kunststoffe gegenüber Metallen [62]. Bild 2.1 stellt die spezi­
fischen Werkstoffeigenschaften quasiisotrop und unidirektional verstärkter 
Kunststoffe einander gegenüber und bringt damit zum Ausdruck, daß nur
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Bild 2.1: Spezifische mechanische Kenngrößen faserverstärkter Werkstoffe
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durch eine gezielte Lanunatauslegung und Anpassung des Laminataufbaus 
an den vorliegenden thermomechanischen Verzemings- und Spannungszu­
stand im Bauteil das Potential dieser Werkstoffe genutzt werden kann. Die 
in Bild 2.2 und 2.3 dargestellten Abhängigkeiten der thermomechanischen 
Kenngrößen von der Faserorientierung verdeutlichen, in welchen Bereichen 
diese Werte variiert werden können.

Bei der Substitution einzelner Baugruppen aus Metall durch eine Faserver­
bundkonstruktion muß vielfach von einem völlig neuen Konzept ausgegan­
gen werden. Die Vermeidung konzentrierter Krafteinleitungen sowie eine 
fasergerechte Fertigungs- und Fügetechnik verlangen im allgemeinen eine 
völlige Neukonstruktion der vorliegenden Lösung aus Metall. Darüber hin­
aus darf nicht vernachlässigt werden, daß die Werkstoffeigenschaften eines 
Laminates erst bei der Fertigung entstehen. Fertigungstoleranzen bezüglich 
der Faserorientierung und des Faservolumengehaltes sowie Lufteinschlüsse 
und Imperfektionen führen zur Abminderung der unter Idealvoraussetzun­
gen ermittelten Materialkennwerte.

Bild 2.2: Elastizitäts- und Schubraodul in Abhängigkeit vom Faserwinkel 
für CFK-HT, CFK-HM und GFK
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Die belastungsgerechte Auslegung faserverstärkter Kunststoffe erfordert 
aufgrund ihrer spezifischen Eigenschaften die Berücksichtigung des visko­
elastischen Materialverhaltens der Matrix sowie hygrothermischer Umge­
bungseinflüsse auf das zu dimensionierende Bauteil. Unterschiedliche hy- 
grothermische Ausdehnungskoeffizienten von Faser und Matrix fuhren zu 
Spannungen innerhalb des Verbundwerkstoffes, die die Restfestigkeit erheb­
lich herabsetzen können. Im Autoklaven unter hoher Temperatur ausgehärte-

Faserwinkel

Bild 23: Querkontraktionszahl und Wärmeausdehnungskoeffizient in Ab­
hängigkeit vom Faserwinkel für CFK-HT, CFK-HM und GFK 

te Bauteile besitzen nach der Abkühlung auf Einsatztemperatur einen Rest- 
sparmungszustand, der sich durch Feuchtigkeitsaufnahme der Matrix sowie 
durch viskoelastische Relaxationseffekte nach einer gewissen Zeit jedoch 
abbaut. Der kombinierte Einfluß von Feuchte und Temperatur bewirkt darü­
ber hinaus eine Herabsetzung der Matrixeigenschaften [54,63,64]. Oberhalb 
der Glasübergangstemperatur kommt es zu einer drastischen Abnahme des 
Schubmoduls, der Schubfestigkeit und damit aller matrixorientierten Eigen­
schaften des Verbundes (Bild 2.4). Die Glasübergangstemperamr liegt bei 
gebräuchlichen Epoxydharzsystemen zwischen 80° und 180° C.



2 Optimierung faserverstärkter Kunststoffe 13

Dem bygrothennischen und viskoelastischen Langzeitverhalten der Faser­
verbundwerkstoffe steht das thermomechanische Kurzzeitverhalten gegenü­
ber. Unter Berücksichtigung geeigneter Rand- und Anfangsbedingungen 
kann für die Berechnung thermomechanischer Verformungen, Verzerrungen 
und Spannungen das Langzeitverhalten als konstant angesehen werden. Für 
die Laminatberechnung ist in diesem Fall ein linearelastisches Materialge­
setz zulässig [65].

Bild 2.4: Gemessene hygrothermische Eigenschaften kohlenstoffaserver­
stärkter Kunststoffe (nach: [63])

Die fasergerechte Auslegung stellt hohe Anforderungen an den Konstruk­
teur. Optimierungsverfahren verfolgen nicht das Ziel, ihn von der kreativen 
Aufgabe der Produktgestaltung zu befreien, können ihn aber bei der Festle­
gung der großen Anzahl freier Entwurfsvariablen, besonders bei der Ausle­
gung des Laminataufbaus, effektiv unterstützen.
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2^ Optimierungsverfahren in der mechanischen Konstruktion

Die Strukturoptimierung bietet die Möglichkeit, den iterativen Produktent­
wicklungsprozeß zu automatisieren. Besonders bei der Auslegung und Di­
mensionierung von Bauteilen und Baugruppen können Optimierungsverfah­
ren zusammen mit Strukturanalyseverfahren, wie der Finite-Elemente-Me- 
thode, zu wesentlichen Verbesserungen der Produkteigenschaften beitragen; 
aber auch andere Kriterien bis hin zur Minimierung der Fertigungskosten 
können Gegenstand einer interdisziplinären Optimierung sein [66]. Insbe­
sondere Restriktionen hinsichtlich des Fertigungsverfahrens und der Bauteil­
gestaltung sind als Nebenbedingungen während des Optunierungsprozesses 
zu berücksichtigen.

Bild 2.5 illustriert, daß Optimierungsverfahren sowohl zur Auslegung des 
Grob- als auch des Feinentwurfs eingesetzt werden können [67]. Die Vordi­
mensionierung des Grobentwurfs hat die Aufgabe der Optimierung des glo­
balen Strukturverhaltens, insbesondere des Gewichtes und des Last-Verfor-

Verformung 
Kosten 
Material 
Gewicht

Festigkeit
Versagen

Hauptdimensionierung 
Optimierung lokaler Größen

r
Auslegung und Gestaltung

/------- Vordimensionierung-----
Optimierung globaler Größen

Optimierung der Gesamtstruktur

Optimierung von Komponenten und Baugruppen

Prüduktdefinition, Konzeption |

/T

t

z*

Ausartoeitung7Detaillienjng ~|

Materialauswahl
Laminataufbau

Grobentwurf 
Bauteilgestaltung

WirtschaftCchkert 
Fertigungsverfahren

Feinentwurf 
Bauteilgestaltung

t

Wirtschaftlichkeit
Fertigungsverfahren

............. ■: . i

Krafteinieitungen 
Komponenten

x.

i

Bild 2.5: Entwurf und Auslegung von Bauteilen aus faserverstärkten 
Kunststoffen



2 Optimierung faserverstärkter Kunststoffe 15

mungs-Verhaltens. Es erfolgt eine Festlegung der zu verwendenden Faser­
und Matrixmaterialien sowie der zum Einsatz kommenden Fertigungs-, Be- 
arbeitimgs-. Füge- und Montageverfahren. Ziel der anschließenden Hauptdi­
mensionierungsphase ist in erster Linie die Optimierung von Baugruppen 
und Komponenten. Die Optimierung des komplexen Versagensverhaltens 
faserverstärkter Werkstoffe unter Verwendung eines wesentlich feineren 
Strukturmodells spielt in dieser Konstruktionsphase eine große Rolle.

Eine weitere Anwendung der Strukturoptimierung ist die Wertanalyse eines 
bereits eingesetzten Bauteils. Ausgehend von der vorliegenden Lösung, wird 
das Optimierungspotential ermittelt, um gezielt Verbesserungsvorschläge 
machen zu können.

2.3 Fertigungstechnische Restriktionen

Die starke Abhängigkeit der realisierbaren Faserorientierungswinkel und 
Schichtdicken vom verwendeten Fertigungsverfahren macht es notwendig, 
fertigungstechnische Restriktionen bei der Suche nach der optimalen Lami- 
natauslegung zu berücksichtigen. Bild 2.6 stellt die für die Herstellung lang­
faserverstärkter Bauteile eingesetzten Fertigungsverfahren den fertigungsbe­
dingten Möglichkeiten der Variation des Schichtaufbaus gegenüber. Die 
wichtigsten Verfahren werden hinsichtlich der fertigungstechnischen Re­
striktionen im folgenden diskutiert.

Handlaminieren

Das Handlaminieren ist das älteste Verfahren zur Fertigung von faserver­
stärkten Bauteilen. Es hat auch heute noch immer Bedeutung bei der Her­
stellung komplexer Bauteile in geringen Stückzahlen. Verarbeitet werden in 
erster Linie Bänder, Gewebe, Gelege und Geflechte. Das Verfahren läßt na­
hezu beliebige Faserorientierungswinkel und Laminataufbauten zu. Ledig­
lich die Drapierbarkeit der verwendeten textilen Halbzeuge stellt eine Re­
striktion dar, die jedoch mit dem von WULFHORST und HÖRSTING [68] vor­
gestellten rechnerunterstützten System simuliert werden kann.
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Bild 2.6: Klassifikation von Fertigungsverfahren für langfaserverstärkte 
Kunststoffe hinsichtlich fertigungstechnischer Restriktionen

Robotergesteuertes Tapelegen

Das Tapelegeverfahren eignet sich zur robotergesteuerten Belegung flächi­
ger Bauteile mit leicht gekrümmten und abwickelbaren Oberflächen [69,70]. 
Vorimprägnierte Bänder werden mit Hilfe eines Legekopfes auf einer Form 
exakt und reproduzierbar abgelegt. Ein Formmanipulator kann eingesetzt 
werden, um eine bessere Zugänglichkeit der meist sehr großen Legeköpfe zu 
gewährleisten oder um eine 360°-Belegung zu ermöglichen.

Ein Drapieren der Bänder ist nur in begrenztem Maße möglich. Eine Vorher­
sage der natürlichen Bahnen, entlang derer die Bänder faltenfrei abgelegt 
werden können und damit die fertigungstechnische Realisierbarkeit komple­
xer Bauteile, ist letztlich nur durch eine rechnergestützte Simulation des Ta­
pelegeprozesses möglich [4,69]. Die Entwicklung von Legeköpfen zur Ein­
zelfadenablage (tow placement) umgeht das Problem der eingeschränkten 
Drapierbarkeit der Tapes, so daß die Forderung nach Ablage auf natürlichen 
Bahnen hier keine Rolle spielt.
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Wickeln

Hohlkörper, aber auch plattenförmige Bauteile lassen sich im Wickelverfah­
ren herstellen. Durch die Verwendung mehrachsig gesteuerter Fadenaugen 
und Manipulatoren zur Bewegung des Wickelkerns ist auch die Bewicklung 
komplexer Geometrien möglich [71]. Um ein Abrutschen der Fäden auf dem 
konvexen Kem zu vermeiden, muß der Faden auf einer geodätischen Linie 
abgelegt werden. Für rotationssymmetrische Bauteile wird die geodätische 
Ablage durch die Bedingung von CLAIRAUT [72] beschrieben, die den 
rutschfreien Faserwinkel 8 in Abhängigkeit vom Kemradius r angibt

rsin6 = r90« = const. (2.1)

Restriktionen bezüglich der Schichtdicke ergeben sich aus der Kontinuitäts­
bedingung in Abhängigkeit vom Faserorientierungswinkel und dem Kemra­
dius.

Die Einbeziehung fertigungstechnischer Restriktionen als Nebenbedingung 
bei der Optimierung soll anhand einer gewickelten kegelförmigen und tor-

Bild 2.7: Optimierung der Faserorientierung einer torsionsbelasteten kegel­
förmigen CFK-Welle
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sionsbelasteten Welle aus glasfaserverstärktem Kunststoff demonstriert wer­
den. Der für eine steifigkeitsoptimale Welle geltende Faserwinkel von ±45° 
kann auf dem kegelförmigen Stück nicht eingehalten werden, wenn die Fa­
sern rutschfrei abgelegt werden sollen. Vielmehr muß unter fertigungstech­
nischen Gesichtspunkten ein Kompromiß gefunden werden, der der CLAI- 
RAUT'schen Bedingung genügt.

Die Welle ist in 7 Entwurfsvariablen unterteilt, in denen der Faserwinkel 0 
zwischen 0° und ±60° variieren kann. Als Ziel der Optimierung wurde die 
minimale Torsionsverformung formuliert, als Nebenbedingung die Einhal­
tung der Bedingung von CLAIRAUT für alle Entwurfsvariablen gefordert. 
Das Ergebnis der Optimierung zeigt Bild 2.7. Ausgehend von einem auf die 
x-Achse bezogenen Faserwinkel von 0° stellen sich, abhängig vom Radius 
der Welle, Faserwinkel zwischen ±22° und ±48° ein. Nach der fünften Itera­
tion ist für alle Entwurfsvariablen die Bedingung von CLAIRAUT bei einer 
Abnahme der Verformung um 70% gegenüber dem Scartentwurf erfüllt. Das 
Beispiel zeigt, daß eine sinnvolle und fertigungstechnisch umsetzbare Ent­
wurfsgenerierung mit Optimierungsverfahren möglich ist und daß besonders 
bei der Optimierung faserverstärkter Werkstoffe eine Berücksichtigung ferti­
gungstechnischer Restriktionen notwendig ist.

Flechten

Das direkte Beflechten von Rotationsbauteilen [72] bietet gegenüber dem 
Wickeln eine größere Flexibilität bezüglich der realisierbaren Faserorientie­
rungswinkel. Durch die Verflechtung der Fasern wird eine bessere Haftung 
erreicht (|1 < 0.5). Dadurch ist eine Variation des Flechtwinkels entlang der 
Kemachse in gewissem Maße möglich, so daß in diesem Falle der optimale 
Faserwinkel von 0 = ±45° auf einer torsionsbelasteten kegelförmigen Welle 
fertigungstechnisch realisiert werden könnte. Zur Berechnung möglicher 
Faserorientierungswinkel kann die tanß-Methode [73] eingesetzt werden. 
Sie erlaubt eine Berechnung der rutschfreien Fadenablage in Abhängigkeit 
vom Reibungskoeffizienten p..
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2.4 Mathematische Modellbildung

Für den Einsatz mathematischer Optinüerungsverfahren müssen sowohl die 
Anforderungen als auch Zustand und Verhalten der Struktur quantifizierbar 
und in Form mathematisch beschreibbarer stetig differenzierbarer funktiona­
ler Zusammenhänge vorliegen. Die mathematische Beschreibung des ther­
momechanischen Verhaltens liegt in Form eines Strukturmodells vor. Bei 
interdisziplinären Optimierungsaufgaben kommen weitere Modelle hinzu, 
beispielsweise das Modell einer Fertigungssimulation.

Wie in Bild 2.8 erläutert, definiert das Optimierungsmodell die Optimie­
rungsaufgabe und bezieht sich dabei auf das Strukturmodell sowie auf alle 
weiteren Simulationsmodelle. Neben der Definition des Optimierungsziels 
und der Entwurfsvariablen ist die Spezifikation von Restriktionen als Ne­
benbedingungen von zentraler Bedeutung, da sie ein Optimierungsproblem 
meist erst vollständig beschreiben. Optimierungsziel und Restriktionen sind 
Funktionen der Entwurfsvariablen, die innerhalb vorgegebener Grenzen va­
riiert werden. Die Optimierungsaufgabe läßt sich mathematisch folgender­
maßen formulieren:

Minimiere die Zielfunktion
min f(X)

unter Berücksichtigung der Restriktionsfunktionen 
hjCX^O j=I»mh
gj(X)>0 j = 1’mg

(2.2)

und den unteren bzw. oberen Grenzen der Entwurfsvariablen
X?1 < ^ < Xj° i = l,n

Die grafische Darstellung des Optimierungsproblems in Form eines Ent­
wurfsraumes zeigt Bild 2.9 am Beispiel einer allseitig gelenkig gelagerten 
faserverstärkten Platte. Ziel der Optimierung ist die Minimierung der Ver­
formung am Kraftangriffspunkt; Faserorientierung und Schichtdicke der 
Platte sind als Entwurfsvariablen definiert. Der Entwurfsraum wird begrenzt 
durch die unteren und oberen Grenzen der Entwurfsvariablen. Es ist ersicht­
lich, daß ein globales Minimum der Verformung für eine Faserorientierung



20 2 Optimierung faserverstärkter Kunststoffe

von ±90° existiert. Ein weiteres lokales Minimum existiert für eine Faser­
orientierung von 0c. Die zur Anwendung kommenden Optimierungsverfah- 
ren sind jedoch nicht in der Lage, zwischen lokalen und globalen Optima zu 
unterscheiden. Nur für den Fall des konvexen Entwurfsraums ist garantiert, 
daß ein einziges globales Optimum existiert. Das Beispiel zeigt folglich, daß 
eine sorgfältige Auswahl der Grenzen erforderlich ist, um mehrere lokale 
Optima nach Möglichkeit auszuschließen.

-Optimierungsmodell/■

Eertigunassimulation

's,

Optimierungssystem

Optimaler EntwurfX,

• Ziehunktionen
• Restriktionen

stationär 
zeitvariant

• Entwurfsvariablen
variable linking 
variable fixing 
diskret / kontinuierlich

• verwendeter Algorithmus
• Optimierungsstrategie

Muitikriterienoptimierung 
Zeitvariante Optimierung

-Simulationsmodelle

Bild 2.8: Mathematische Modellbildung im Optimierungsprozeß

Definition des Optimierungsziels und der Restriktionen

Umfangreiche Entwurfsaufgaben erfordern die Optimierung hinsichtlich 
verschiedener Ziel- und Restriktionskriterien. Die Aufgabenstellung der 
gleichzeitigen Erfüllung mehrerer Ziele führt auf ein Vektoroptimierungs- 
problem, das mit Hilfe einer Multikriterienstrategie gelöst wird, bei dem 
statt einer mehrere Zielfunktionen vorliegen und eine Kompromißlösung an­
gestrebt werden muß. Oft ist es jedoch sinnvoller, das wichtigste Kriterium 
als Hauptziel auszuwählen und alle anderen Anforderungen als Restriktio­
nen zu formulieren. Die mathematischen Eigenschaften der Ziel- und Re-
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striktionsfunktionen beeinflussen in starkem Maße die Auswahl der Opti­
mierungsstrategie sowie eines geeigneten Optimierungsverfahrens. Besitzt 
das Optimierungsproblem mehr als ein Optimum, ist der Entwurfsraum 
nichtkonvex. In diesem Fall ist das Optimierungsergebnis vom Startentwurf 
abhängig.

Definition der Entwurfsvariablen

Der Laminataufbau eines faserverstärkten Bauteils wird von zwei Entwurfs­
variablen pro Schicht (Faserorientierung und Schichtdicke) bestimmt. Die 
sich ergebende große Anzahl freier Entwurfsvariablen macht eine sorgfältige 
Definition und damit eine Einschränkung der Dimension des Entwurfsrau­
mes erforderlich. Häufig können schon bei der Auswahl der Entwurfsvaria­
blen fertigungstechnische Gegebenheiten berücksichtigt werden. Durch ’va­
riable linkjng’ ist es möglich, eine Gruppierung einzelner Elemente zu^ineT—-x. 
Entwurfsvariable zusammenzufassen, die einen gemeinsamen Landn^i^-THEK 
bau annehmen sollen. Zur Realisierung eines symmetrischen Lanünatau^?, \ 

|TECHN.HOCHSCH'Ji-E

\ RACHEN i
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baus ist es möglich, im Laminat gegenüberliegende Schichten einer gemein­
samen Entwurfsvariable zuzuordnen. 'Variable fixing' hingegen ermöglicht 
das Einfrieren von Entwurfsvariablen, die nicht Gegenstand der Optimie­
rung sein sollen.

Wird das Opömierungsproblem als reine Schichtdickenoptimierung formu­
liert, kann ein Laminataufbau als Startlösung gewählt werden, der sämtliche 
mögliche Faserorientierungen enthält. Der optimale Schichtaufbau enthält 
dann nur noch diejenigen Schichten, deren Faserorientienmgen zur optima­
len Auslegung beitragen. Diese Vorgehensweise kann als diskretes Optimie­
rungsproblem bezüglich der Faserorientierungen und als kontinuierliches 
Optimierungsproblem bezüglich der Schichtdicken interpretiert werden. 
Nachteilig bei diesem Ansatz ist jedoch, daß die vorher festgelegte Schicht­
folge nicht variiert wird. Dieser Nachteil wird umgangen, wenn unter Ein­
satz geeigneter Optimierungsverfahren [39] diskrete Sequenzen sowohl für 
Schichtdicken als auch ftir Faseroriencierungen zugelassen werden. Der dis­
krete Entwurfsraum wird dann zu einer Punktemenge reduziert.

Die Formulierung des Optimierungsproblems erfordert ein hohes Maß an 
Erfahrung des Konstrukteurs, der durch eine sorgfältige Optimieningsmo- 
dellbildung alle Aspekte seines Entwurfes in den Optimierungsprozeß ein­
fließen lassen muß. Die geschickte Formulierung des Optimierungsziels und 
aller zu berücksichtigenden Nebenbedingungen sowie die fertigungstech­
nisch sinnvolle Unterteilung des Bauteils in Entwurfsvariablen sind wesent­
lich für den erfolgreichen Einsatz numerischer Strukturoptimierungsverfah- 
ren.
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3 Thermoelastische Struktur* und Sensitivitätsanalyse
Für die Analyse komplexer BauteHe ist die Finite-Elemente-Methode ein 
etabliertes und universell einsetzbares Werkzeug, das sich in idealer Weise 
zur Anwendung im Rahmen der Strukturoptimierung eignet; denn es wird 
ein mathematisches Modell zur Verfügung gestellt, das ein stetig differen­
zierbares Verhalten der vorliegenden Struktur beschreibt. Deshalb ist es 
möglich, die partiellen Ableitungen des Strukturverhaltens nach den Ent­
wurfsvariablen zu berechnen, die die Anwendung besonders leistungsfähiger 
und schnell konvergierender Optimierungsverfahren erlauben. Bild 3.1 stellt 
den Ablauf einer thermoelastischen Finite-Elemente-Analyse dar. Ausge­
hend von einem Finite-Elemente-Modell, wird zunächst eine Temperaturver­
teilung aufgrund thermischer Lasten und Randbedingungen berechnet. Die 
Bestimmung der meist nur ungenau zu ermittelnden Wärmeübergangszahlen 
kann mit gemessenen Temperaturwerten validiert werden [74]. Die Tempe-

/ 

iterativer 
Prozeß

\

neue 
Entwurfs­
variablen

Wärmeübertragungs- 
J analyse

Verformungen 
Verformungs­
gradienten

Verformungs­
analyse

StwMiur- 
©ptimiemng

/i Temperaturen 
Temperatur­
gradienten

Q

Optimierung

Bild 3.1: Teilschritte der thermoelastischen Struktur- und Sensitivitätsana­
lyse mit der Finite-Elemente-Methode
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raturen sind Grundlage der anschließenden Verformungs- und Spannungsbe­
rechnung unter Verwendung desselben Finite-Elemente-Geometriemodells.

Ausgangspunkt der Methode ist ein Variationsprinzip, das Prinzip der vir­
tuellen Arbeit oder ein Prinzip des gewichteten Residuums, mit dessen Hilfe 
die Diskretisierung eines Kontinuums in ein Netz finiter Elemente mit Kno­
ten als Stützstellen durchgeführt wird. Die das Problem beschreibenden Dif­
ferentialgleichungen werden in ein lineares Gleichungssystem umgewandelt, 
dessen konstante Koeffizienten die gesuchten Funktionswerte an den Knoten 
darstellen. Die Anwendung der Matrizenalgebra und eine elementweise 
schematisierte Abarbeitung der Struktur begünstigen eine effektive Imple­
mentierung der Finite-EIemente-Methode auf Rechenanlagen. Möglichkei­
ten der grafisch interaktiven Modellerstellung und Ergebnisaufbereitung er­
leichtern dem Ingenieur die Anwendung, die Vermeidung von Fehlem bei 
der Modellerstellung sowie die Interpretation der Ergebnisse.

3.1 Schalenelement für mehrschichtig orthotrope Flächentragwerke

Faserverbundwerkstoffe werden überwiegend in Flächentragwerken einge­
setzt, die aufgrund ihrer vielfältigen Formgebungsmöglichkeiten meist 
gekrümmte Oberflächen besitzen. Darüber hinaus bestehen sie überwiegend 
aus dickwandigen Laminaten oder Sandwichstrukturen, auf die eine Theorie 
dünner Schalen nicht angewendet werden kann. Deshalb wurde eine Scha- 
lenformuliening gewählt, die für isotrope Werkstoffe erstmals von AHMAD, 
IRONS und ZIENKIEWICZ [49] vorgestellt worden ist. Es handelt sich um ein 
isoparametrisches Schalenelement, das aus einem Volumenclement hergelei­
tet wird und sich besonders für die Modellierung dicker gekrümmter Scha­
len- und Sandwichstrukturen eignet.

3.1.1 Geometrische Elementbeschreibung und numerische Integration

Eine effektive Analyse des thermoelastischen Verhaltens erfordert sowohl 
für die Temperaturberechnung als auch für die Berechnung des mechani­
schen Verhaltens die Verwendung identischer geometrischer Elementansät­
ze, da die Verwendung gleicher mathematischer Ansätze eine einfache Im­
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plementierung und Integration von Temperatur- und Verformungsberech­
nung ermöglicht.

Isoparametrische finite Elemente zeichnen sich dadurch aus, daß ihre Ele­
menttopologie in dem durch ein natürliches Koordinatensystem aufgespann­
ten Parameterraum definiert und das Element anschließend mit Hilfe einer 
isoparametrischen Abbildungsvorschrift in den euklidischen Raum transfor­
miert wird (Bild 3.2). Die dazu verwendeten Formfunktionen N. erlauben 
die Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs zwischen dem euklidi­
schen- und dem Parameterraum.

Bild 3.2: Formfunktionen des achtknotigen Schalenelementes und isopara­
metrische Abbildung

Bild 33 zeigt die Entwicklung des Schalenelementes aus einem zwanzig­
knotigen hexaederförmigen Volumenelement. Unter der Voraussetzung, daß 
die Elementdicke konstant ist und die Elementkanten in ^-Richtung durch 
Geraden dargestellt werden, kann durch Einfuhren des Normalenvektors Vn 
eine Reduzierung der geometrischen Beschreibung nach folgendem Ansatz 
vorgenommen werden
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i-1 Z i=l

y&^lNi&nh+|dXv;; (3.1)
:=1 Z i-1

zß.n,9 = XNi(i;,il)z,+k£N.V” 

i=l 2 i-1

Zur Darstellung des Elementes reichen dann acht Knoten in der Schalenmit­
telfläche aus. In Richtung der Schalenebene handelt es sich weiterhin um ei­
nen parabolischen Ansatz, während senkrecht dazu ein linearer Ansatz bei 
konstanter Elementdicke vorliegt.

Bild 3.3: Geometrische Beschreibung eines finiten gekrümmten Schalene­
lementes zur Berechnung von Temperaturen und Verformungen

Bild 3.4 zeigt die Vorgehensweise bei der Modellierung der thermischen 
und mechanischen Materialeigenschaften eines faserverstärkten Werkstoffs. 
Falls keine experimentell ermittelten effektiven Materialkenngrößen der ein­
zelnen Schichten vorliegen, können sie mit einer geeigneten mikromechani- 
schen Theorie [75-79] aus den Materialeigenschaften der Bestandteile Faser 
und Matrix berechnet werden. Anschließend werden diese Materialkenn­
größen um den Faserwinkel der Schicht in ein gemeinsames auf den Ver­
bund bezogenes Koordinatensystem gedreht und die Verbundeigenschaften 
durch numerische Integration über das Elementvolumen berechnet
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Material­
datenbank

Faserwinkeltransformation in ein lokales 
Koordinatensystem des Gesamtverbundes 
und Berechnung der Schichteigenschaften

Integration der berechneten 
Eigenschaften der Einzelschichten zum 

Gesamtverbund

Bild 3.4: Vorgehensweise bei der Berechnung von Materialeigenschaften 
faserverstärkter Kunststoffe für die Finite-Elemente-Methode

Bild 3.5: Schichtenweise Integration in gekrümmten Schalenelementen
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Die numerische Integration findet im natürlichen Koordinatensystem statt. 
In der Elementebene (^Jl) kommt das Gauß-Verfahren zur Anwendung; in 
der ^-Richtung hat die Verwendung einer summierten Simpson-Regel den 
Vorteil, daß die Integrationspunkte im Gegensatz zum Gauß-Verfahren auf 
den Schichtgrenzen liegen und dadurch eine spätere Extrapolation der Deh­
nungen in die Schichtgrenzen überflüssig wird. Wie in Bild 33 dargestellt, 
müssen die ^-Koordinaten der Schichtgrenzen im natürlichen Koordinaten­
system bestimmt werden. Anschließend erfolgt die Summation der einzelnen 
Schichtanteile. Die summierte Simpson-Regel für eine von C, abhängige 
Funktion lautet

J f © ac=[f (M+«(+f fe)] <3-2)
Co i=l V V 7 7

3.1.2 Koordinatensysteme zur Definition gerichteter Materialeigenschaften 

Die Definition orthotroper und geschichteter Werkstoffeigenschaften in fini­
ten Elementen macht neben dem globalen Koordinatensystem die Definition 
der in Bild 3.6 dargestellten lokalen Koordinatensysteme notwendig.

Die Definition orthotroper Materialeigenschaften der faserverstärkten Ein­
zelschicht bezieht sich auf ein kartesisches Materialkoordinatensystem, des­
sen 1-Achse mit der Faserrichtung zusammenfällt, dessen 2-Richtung senk­
recht zur Faserrichtung in der Schichtebene liegt und dessen 3-Richtung nor­
mal zur Schichtebene orientiert ist. Die Achsen des Materialkoordinatensy­
stems bilden somit die Hauptachsen des orthotropen Materialmodells. Span­
nungen und Dehnungen werden im Materialkoordinatensystem definiert, um 
unmittelbar die für die Versagensberechnung maßgeblichen Spannungswerte 
ohne eine zusätzliche Transformation zur Verfügung stellen zu können.

Das lokale Schalenkoordinatensystem (x’,y’,z’) ist das Bezugssystem zur Be­
rechnung der Verbundeigenschaften. Die 3-Richtung des Materialkoordina­
tensystems stimmt stets mit der normal zur Schalenebene orientierten z'- 
Richtung überein, so daß diese beiden Systeme durch eine Drehung um die 
z'-Achse ineinander überführt werden können. Die Materialmatrizen sämtli-
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eher Einzelschichten eines Verbundes werden durch Drehung um den Faser- 
orientierungswinkel in das lokale Schalenkoordinatensystem transformiert.

(x'.y'.z1) lokales kartesisches Koordinatensystem der Schale 
(x,y,2) globales kartesisches Koordinatensystem
(1,2,3) Materialkoordinatensystem

Bild 3.6: Koordinatensysteme zur Definition orthotroper Materialeigen­
schaften

3.1.3 Faserwinkeltransformation.

Das Materialkoordinatensystem geht durch Drehung um den Betrag des Fa­
serwinkels aus dem lokalen Schalenkoordinatensystem hervor

cosOj sinöj 0' V
ey -sinöj COSÖj 0 «2

. o 0 L <e3.

(3-3)

Die anschließende Transformation der elastischen Materialmatrix in das glo­
bale System erfolgt nach folgender Vorschrift

pH
D12

0(2
Du

0
0

0
0

0
0

0 ’l 
0

d* = qJdq3 mit: D = 0
0

0
0

0
0

0 
D66

0
0

0
0

0 0 0 0 0*4 0
lo 0 0 0 0

(3.4)
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unter Verwendung der Transformationsmatrix Q3

n? Ijin, mlnl ’ini

l2m2 l2n2

q3= 13 h? l3m3 m3n3
2M2 2m]m2 2H]n2 Ijirij + l2mj nijiij + rajU, lin2 + I2nl
21213 2m2m3 2n2n3 nijOj + m3n2 l2n3 + l3n2

2m|in3 ZdjOj IjiDj miii3 "t- mjQj ltn3 + l3nj y

~ eX,Jt 
h =ey.x 

h = e2-x

ml — ex’y 

IHj — &y’y
m3 = Cz'y

ni “ ex'Z

112 = e/z

n3=eXz

(3.6)

Die Komponenten der Basisvektoren des lokalen Schalenkoordinatensy­
stems bilden die Richtungskosini zwischen dem lokalen Schalen- und dem 
globalen Koordinatensystem. Die Transformationsvorschriften der orthotro- 
pen Wärmeleitfähigkeitsmatrix und des Vektors der orthotropen Wanneaus- 
dehnungskoeffizienten lauten

l’=Q>Q2
0 0'

mit: X = 0 x2 0
lo 0 ^3,

unter Verwendung der Matrix Q2

q2=
p-

12
Ja

m2

m3

n2
n3J

und

(3.7)

(3.8)

a*=Qja mit: a = (aj a2 a3 0 0 0)T (3.9)

Die Ableitung der Transfonnationsvorschriften (3.3), (3.5) und (3.8) nach 
dem Faserorientierungswinkel wird zur Berechnung der Faserwinkelgradien­
ten benötigt. Gleichung (3.3) wird abgeleitet
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'-sinOj COSÖj 0' V
-cosOj -sinOj 0 e2

< o 0 o. <e3.

la0i )

dOi

aei
3ez.

(3.10)

Mit Hilfe der abgeleiteten Richtungskosini können die differenzierten Trans- 
formationsmatrizen aufgestellt werden

_ß" mei 

mS2
0

nei 

n62 

0 J
und

(3-11)

r 21,10, 
212I02

2m1mei
2m2m02

2^0^
2n2n02

3Q3 0 0 0
dGj " 2(10112 + 11102) 2(meim2 + m1m92) 2(n0in2 nin02 )

2(le2l3) 2(m02m3) 2(n02n3)
1 2(leil3) 2(m01mj) 2(n01n3)

leimi +limei 

■*'12me2 

0 
(110^2 + Ijg®! 
+lim2e "*■ Iz^ie) 

Uem3 "** 
hem3 "*■ ^3mi0

meini ■*" minei 

me2n2 m2n02 
0

(mia^2 + 
+m1n2e + m2nie) 

+ m3n2e 
mien3+ m3nie

^eini +^inei 

le2n2 ^2n02 
0 

(110^2 

+1^29 + Ij^io) 

^26n3 + ^3n20 
lien3 + bnie ,

(3.12)

mit den abgeleiteten Richtungskosini

n -öc^
61 OOj

ne2=^
02 aoi

1 - dex-x 
01 aöj

i
02 aoj

(3.13)
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3.1.4 Benutzerdefinition lokaler Schalenkoordinatensysteme

Die unmittelbare Definition lokaler Schalenkoordinatensysteme durch den 
Benutzer des Finite-Elemente-Systems ist häufig uneffektiv oder sogar un­
möglich, besonders im Falle eines komplexen Bauteils mit gekrümmten 
Oberflächen. Vielmehr ist die Definition eines Benutzerkoordinatensystems 
(x",y",z") sinnvoll, durch dessen Projektion in die gekrümmte Schalenebene 
das lokale Schalenkoordinatensystem an beliebiger Stelle berechnet werden 
kann. Bild 3.7 zeigt die Situation eines nicht mit der gekrümmten Schalene­
bene gleichgerichteten Benutzerkoordinatensystems. Durch Projektion der 
x"- und y’-Achse in die Schalenebene und anschließender Orthogonalisie- 
rung wird das lokale Schalenkoordinatensystem bestimmt.

Für rotationssymmetrische Bauteile bietet sich die Definition lokaler Scha­
lenkoordinatensysteme durch ein zylindrisches Benutzerkoordinatensystem 
an. Bild 3.8 zeigt das zylindrische Benutzeikoordinatensystem, dessen Zy­
linderachse gleichzeitig die Richtung der x”-Achse definiert. Das Lot vom 
Schalenpunkt GP zum Fußpunkt FP der Zylinderachse beschreibt die Rich­
tung der z"-Achse, die somit per Definition senkrecht auf der x’’-Achse

Bild 3.7: Projektion des Benutzerkoordinatensystems in die gekrümmte 
Schalenebene zur Definition lokaler Schalenkoordinatensysteme
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Bild 3.8: Definition lokaler Schalenkoordinatensysteme mit Hilfe zylindri­
scher Benutzerkoordinatensysteme

steht. Da die Achse des Zylinderkoordinatensystems nicht parallel zur Achse 
des zu beschreibenden Rotationskörpers sein muß, erfolgt in einem weiteren 
Schritt wiederum die Projektion des Systems (x",y",z") in die Schalenebene.

3.2 Thermisches Verhalten

Die räumlich instationäre Wärmeleitung wird durch eine Differentialglei­
chung beschrieben, mit deren Hilfe die zeitliche Entwicklung der Tempera­
turverteilung in einem Kontinuum berechnet wird [80,81]. Sie lautet

dxV ‘ dx (3.14)

unter Berücksichtigung der
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Dirichlet - Randbedingung: t=ta

Wärmestrom — Randbedingung: (3.15)

Konvektions - Randbedingung:

auf einem Teil der Oberfläche sowie der Anfangsbedingung

T(xJy,z>t0) = T0(xJy,z) (3.16)

Unter Verwendung der Galerkin’schen Methode des gewichteten Residuums 
[44] erfolgt eine Diskretisierung der Gleichung (3.14), um sie in ein lineares 
Gleichungssystem zu überfuhren. Das betrachtete Kontinuum wird in finite 
Elemente unterteilt, und die Temperatur im Inneren durch folgenden Ansatz 
approximiert

T(x,y,z) = ^Ni(x1y,z)Ti (3.17)
i=l

mit Nj als der Formfimktion des Knotens i. Einsetzen von (3.17) in die Ga- 
lerkin'sche Integralform der Wärmeleitungsgleichung ergibt

(3.18)

Das resultierende Gleichungssystem mit n Unbekannten kann übersichtlich 
als Matrizengleichung geschrieben werden 

Ct+HT=Q (3.19)

mit



3 Thermoelastische Struktur- und Sensitivitätsanalyse 35

C = jNTpcNdV
v

H = HL + Hk = J VtNtXVN dV + J NTßN dA (3.20)
V A

Q = jNTqv dV + jNTqA dA + jNTßTR dA + ^Qj 

V A A '=1

(3.19) beschreibt ein Anfangswertproblem, das mit einem inkrementellen 
numerischen Integrationsverfahren gelöst werden kann. Für Wärmeleitungs­
probleme schlägt ZlENKIEWICZ [44] das Rückwärtsdifferenzenverfahren 
vor, das auch für große Zeitschritte eine unbedingt stabile Rekursion erlaubt, 
ohne daß die Lösung oszilliert. Nachteil des Rückwärtsdifferenzenverfah­
rens ist jedoch, daß für jeden Zeitschritt das lineare Gleichungssystem für ei­
ne neue rechte Seite gelöst werden muß. Für die Temperatur zum Zeitpunkt 
ti+I wird folgender Ansatz verwendet

Tj+1 = Tj + Ti+1At (3.21)

wobei an die Größe des Zeitschritts At keine Stabilitätsbedingung geknüpft 
ist Einsetzen in (3.19) ergibt

T-=[s+HnsT<+Q-} (322)

Die Ableitung der Temperaturverteilung nach den Entwurfsvariablen X ist
Gegenstand der Sensitivitätsanalyse. Zur Berechnung der Gradienten wird 
die Gleichung (3.19) abgeleitet [82-84]. Es gilt

+ „dT fflT = dQ 
dX dX dX dX dX

Für den stationären Fall ergibt (3.23)

dl -irdQ-dHTl
dX [dX dX| (3.24)
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Im instationären Fall ist die Entwicklung des Temperaturgradienten über den 
gesamten betrachteten Zeitbereich zu integrieren. Bei Verwendung des 
Rückwärtsdifferenzenverfahrens wird neben dem Ansatz für die Temperatur 
nach Gleichung (3.21) der folgende Ansatz für den Temperaturgradienten 
verwendet

(3.25)

und in Gleichung (3.23) eingesetzt

dTi+1 _ 
dX +

Cd21+dCJ_T| 
AtdX dXAt *4 (3.26)

Die Lösung der Gleichungssysteme (3.22) und (3.26) erfolgt nach dem Cho- 
lesky-Verfahren in 3 Schritten

Vorwärtselimination: + H J = LTL

Vorwärtssubstitution: -Lc - Qj+J = 0
Rückwärtssubstitution: -LTTi+] + c = 0 

(3.27)

wobei die Vorwärtselimination den rechenaufwendigsten Schritt darstellt. 
Abgesehen vom Inhalt der geschweiften Klammer besitzen die Gleichungs­
systeme (3.22) und (3.26) die gleiche äußere Form. Sie unterscheiden sich 
allein durch die rechten Seiten. Da sich das Cholesky-Verfahren zur nach­
träglichen Berechnung weiterer rechter Seiten eignet, für die lediglich die 
Schritte der Vorwärts- und Rückwärtssubstitution durchgeführt werden müs­
sen, kann dieses Verfahrens effektiv zur Berechnung mehrerer Lastfälle, zur 
inkrementellen Zeitintegration nach dem Rückwärtsdifferenzenverfahren so­
wie zur nachträglichen Berechnung von Gradienten genutzt werden.

3.2.1 Ansatz für das Temperaturfeld

Die Berechnung von Temperaturverteilungen in faserverstärkten Kunststof­
fen ist gekennzeichnet durch die stark anisotropen Wärmeleiteigenschaften
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iT(;=o)

Tfuß=-1)

Bild 3.9: Parabolische Approximation der Temperaturverteilung in Rich­
tung der Schalendicke

des Werkstoffs. Die Wärmeleitung in senkrechter Richtung zur Faserorien­
tierung ist deutlich geringer als die Wärmeleitung parallel zur Faserorientie­
rung. Deshalb ist auch bei relativ dünnen Flächentragwerken ein Tempera- 
turgradient in Richtung der Schalendicke zu erwarten. Finite-Elemente-Ver- 
gleichsrechnungen mit Volumenelementen haben gezeigt, daß auch bei 
komplexen Laminataufbauten eine parabolische Interpolation der Tempera­
tur in Richtung der Schalendicke eine effektive Näherung darstellt (Bild 
3.9), Die Beschreibung der Temperaturverteilung erfolgt an 3 Punkten je­
weils an der Unterseite, in der Mitte und an der Oberseite des Elementes, in­
dem diese Werte dem jeweiligen Knoten zugeordnet werden. Für den Kno­
ten i gilt

i;u=T(ß—i)
TlM=Ti(? = 0) (3.28)
i;0 = Ti(? = l)

Es handelt sich demnach um ein subparametrisches Element, da die lineare 
Interpolation der Geometrie in Richtung der Schalendicke von niedrigerer 
Ordnung ist als die parabolische Interpolation der Temperaturverteilung. Der 
Ansatz für die Temperatur lautet folglich
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Tß.H,0 =XNi(^,11)N1K = -l)Tiu 
i’l

+ XNi(l;.’l)Ni (>0)1“ 
i=)

+ £Ni(li,11)N,(i; = l)T°

(3.29)

3.2.2 Wärmeleitfähigkeitsmatrix

Zur Entwicklung der Wärmeleitfahigkeitsmatrix wird die Matrix der Fonn- 
funktkmen zunächst nach den natürlichen Ortskoordinaten abgeleitet und an­
schließend durch Multiplikation mit der Jacobi-Matrix in das globale Koor­
dinatensystem transformiert

8x dy dz' 
d^

dx dy dz 
dt] dt] dn 
dx dy dz

(330)

Anschließend läßt sich die Elementwärmeleitfähigkeitsmatrix aufstellen

Hl = J VTNT1* VN dV (3.31)
v

Die Integration erfolgt schichtenweise im natürlichen Koordinatensystem 
(£,T|X), so daß (3.31) umgeschrieben werden kann

nL = £ J J J VTNT3L* VN det J d£ dil d£ (3.32)
i=i Cn?

Den weitaus aufwendigsten Teil der Sensitivitätsanalyse stellt die Ableitung 
der Koeffizientenmatrizen nach den Entwurfsvariablen dar. Bei der Ablei­
tung der Wärmeleitfähigkeitsmatrix eines gekrümmten Schalenelementes, 
dessen Koeffizientenmatrizen durch eine Volumenintegration berechnet 
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werden, muß zusätzlich die Volumenänderung durch Variation der Grenzen 
der schichtenweisen Integration berücksichtigt werden [85]. Diese vielfältige 
und komplexe Abhängigkeit der Koeffizientenmatrizen von der Schicht­
dicke macht eine analytische Ableitung dieser Matrizen zu aufwendig. Aus 
diesen Gründen ist die numerische Ableitung mit einem zentralen Differen­
zenverfahren vorzuziehen. Es gilt

dHL = H^+AtJ-H^-Atj)
dtj 2Atj V

Dieses als semianalytisch bezeichnete Verfahren, bei dem die Koeffizienten­
matrizen numerisch und das Gleichungssystem geschlossen differenziert 
werden, hat wegen seiner einfachen Implementation auch in bestehende Fi- 
nite-Elemente-Programmsysteme weite Verbreitung gefunden. Die Verwen­
dung des zentralen Differenzenquotienten fuhrt nach HAFTKA, GÜRDAL und 
KAMAT [41] gerade in der Nähe des Optimums zu genaueren Ergebnissen 
gegenüber einem Vorwärtsdifferenzenverfahren. Trotzdem hat das semiana­
lytische Verfahren gerade bei der Ableitung von volumenabhängigen Grö­
ßen Schwächen in der Genauigkeit der Gradienten gezeigt, die abhängig von 
der inkrementellen Schrittweite des Differenzenquotienten und vom Run­
dungsfehler der verwendeten Rechenanlage sind [86]. Als optimale Schritt­
weite empfehlen IOTT, HAFTKA und ADELMAN [87]

At^loA (3.34)

Die Ableitung der Wärmeleitfähigkeitsmatrix nach dem Faserorientierungs­
winkel 9j der Schicht i erfolgt analytisch durch Differentiation der Transfor­
mationsmatrix Q2. Es gilt

[f[vTNT^VNdetJd£dTid£ (3.35)
d0i d0i

mit

di;
döj

dQl
de.

(3.36)
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3.2.3 Konvektionsmatrix

Der temperaturabhängige Konvektionsterm bildet zusammen mit der Wär­
meleitfähigkeitsmatrix die linke Seite des zu lösenden Gleichungssystems

h=hl+hk (3.37)

mit

HK = jNTßNdA 
A

(3.38)

Die Wärmeübergangszahl ß gibt den Wärmeübergang normal zur Oberflä­
che des Elementes an. Für die Integration im natürlichen Koordinatensystem 
wird das infinitesimale Flächenelement dA durch

dA =

px^
Oy Oy

On
0z 0z

(3.39)

ersetzt, wobei darauf zu achten ist, daß bei gekrümmten Elementen über die 
tatsächliche Oberfläche und nicht über die Mittelfläche zu integrieren ist.

3.2.4 'Wärmekapazitätsmatrix

Die Integration der Elementwärmekapazitätsmatrix zur Berechnung instatio­
närer Temperaturverteilungen erfolgt wiederum schichtenweise im natürli­
chen Koordinatensystem unter Verwendung der Jacobi-Transformation

C = L JJjNTpiciNdetJd^dlld£ (3.40)
i=i snS

Die Ableitung der Wärmekapazitätsmatrix nach Schichtdicken wird auch 
hier mit dem zentralen Differenzenquotienten durchgeführt

dC _ Cdi+At^-C^-Atj)
dt4 ~ 2At. (3.41)
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Da die Wärmekapazitätsmatrix von der Faserorientierung unabhängig ist, er­
gibt sich deren Ableitung nach Faserorientierungswinkeln zu

dC
d0s = 0 (3.42)

3.2.5 Test der Elementformulierung

Die entwickelten Schalenelemente zur Temperatuiberechnung werden 
exemplarisch anhand zweier einfacher Beispiele getestet. Als Beispiel für ei­
ne normal zur Mittelfläche wirkende thermische Last wird ein langer Hohl­
zylinder betrachtet. Als Beispiel für eine in der Schalenebene wirkende 
zweidimensionale Temperaturverteilung wird der Querschnitt eines quadra­
tischen Hohlquerschnitts betrachtet.

Ein langer Hohlzylinder (BIM 3.10) wird an seiner Innenfläche durch einen 
Wärmestrom qA belastet An der Außenfläche bewirkt freie Konvektion eine 
Wärmeabfuhr. Die Temperatur an der Stirnfläche At ist vorgegeben. Ge-

Bild 3.10: Konvergenztest der Temperaturverteilung anhand eines langen 
Hohlzylinders



42 3 Thermoelastische Struktur- und Sensitivitätsanalyse

sucht ist die Temperatur T2 an der Stirnfläche A2 auf der gegenüberliegen­
den Seite. Gegenstand der Testrechnung ist der Vergleich der analytischen 
Lösung mit den Ergebnissen der Finite-Elemente-Rechnung bei zunehmen­
der Netzfeinheit in Rohrlängsrichtung. Die Referenzlösung wurde auf analy­
tische Weise ermittelt. Aus Symmetriegründen reicht die Modellierung eines 
Ausschnitts von 5° des Zylinderumfangs aus. Die Abnahme des relativen 
Fehlers mit zunehmender Elementfeinheit in Rohrlängsrichtung demon­
striert die Konvergenz des vorgestellten finiten Elements.

Der in Bild 3.11 dargestellte Querschnitt eines quadratischen Profils ist Ge­
genstand eines weiteren Konvergenztests, mit dem die Konvergenz der Ele­
mente bei zweidimensionaler Wärmeleitung gezeigt werden soll. An der Au­
ßenseite des Hohlquerschnitts ist eine konstante Temperatur von 273 K und 
auf der Innenseite eine konstante Temperatur von 773 K vorgegeben. Aus 
Symmetriegründen reicht die Modellierung eines Viertels des Querschnittes 
aus. In genügendem Abstand von den Stirnflächen des Hohlprofils stellt sich 
ein zweidimensionaler Wärmeleitungszustand ein. Verglichen werden die 
Temperaturen an den Punkten A und B. Mit dem in [88] vorgestellten Rela­
xationsverfahren kann als Referenzlösung eine obere Schranke für die Tem-

Bild 3.11: Konvergenztest eines zweidimensionalen Wärmcleitungspro- 
blems anhand eines quadratischen Hohlquerschnitts
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peratur angegeben werden. Der relative Fehler nimmt mit zunehmender 
Netzfeinheit ab und zeigt die Konvergenz der Elemente für ein zweidimen­
sionales Wärmeleitungsproblem.

Anhand von Temperaturmessungen an einem KFZ-Rad aus faserverstärktem 
Kunststoff soll gezeigt werden, daß der für das beschriebene finite Element 
gewählte Ansatz zulässig ist. Bild 3.12 zeigt den Meßaufbau mit insgesamt 
10 Temperaturmeßstellen entlang zweier Speichen des Rades. Ein angenom­
mener Wärmestrom von 21 W wurde zentral in die Nabe eingeleitet, so daß 
sich eine rotationssymmetrische Temperaturverteilung ergibt. Die Tempera­
turen zweier durchgefuhrter Messungen sind gemittelt und mit einer Wärme­
übertragungsanalyse verglichen worden. Für die Rechnung wurde ein Finite- 
Elemente-Modell mit 1140 Elementen und 3468 Knoten verwendet. Neben 
dem im Nabenbereich eingeleiteten Wärmestrom ist der Wärmeübergang 
durch freie Konvektion an den freien Oberflächen des Rades berücksichtigt. 
Der maximale Fehler in den berechneten Temperaturen von unter 10% zeigt, 
daß selbst bei dickwandigen Laminataufbauten, wie sie die Speichen aufwei­
sen, die parabolische Approximation der Temperaturverteilung zulässig ist.

Bild 3.12: Vergleich der berechneten Temperaturverteilung eines faserver­
stärkten KFZ-Rades mit der Messung
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3.3 Spannungs- / Verformungsanalyse von Faserverbundwerkstoffen

Das für eine Verformungsberechnung mit der Finite-Elemente-Methode zu 
lösende lineare Gleichungssystem wird mit Hilfe des Prinzips der virtuellen 
Arbeit hergeleitet. Die Wärmeausdehnung wird als Anfangsdehnung in­
terpretiert. Dann gilt für die gesamte Verzerrungsenergie

(3.43)

mit

(3.44)e0 = <xAT

Für die Arbeit der äußeren Kräfte gilt hingegen

W = j uTpv dV + j uTpA dA + £ u^Fj (3.45)
V A «

Das Prinzip der virtuellen Arbeit sagt aus, daß die Differenz aus virtueller 
Verzerrungsenergie und virtueller Arbeit der äußeren Kräfte verschwindet, 
wenn sich der Körper im Gleichgewicht befindet

(3.46)0

Demzufolge können die Gleichungen (3.43) und (3.45) differenziert und 
gleichgesetzt werden

jSeTDedV-j8eTDEodV
V V (3.47)

-18uTpv dV -13uTpA dA - X 3u? F; = 0

Verformungen und Dehnungen sowie deren virtuelle Größen werden durch 
Ansatzfunktionen ausgedrückt
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p
u(x,y,z) = ^Niui 

•
5u(x,y,z) = ^Ni

1=1

p
ei(x,y,z) =

(3.48)
p

5ei(x,y,z) = 2By

Die Diskretisierung geschieht durch Einsetzen der Ansatzfunktionen in die 
Gleichung (3.47)

jBTDBdVu =

v (3.49)
J BtDe0 dV + J NTpv dV + J NTpA dA + 
V V A >

Anschließend kann (3.49) als Matrizengleicbung geschrieben werden

Ku = Ft+Fv + Fa+F (3.50)

mit

K = J*BTDBdV 
v

(3.51)

als der Steifigkeitsmatrix des Systems. Der Term

Ft = JßTDaNATdV 
v

(3.52)

wird als thermische Ersatzkraft interpretiert, die in der Struktur einen der 
Temperaturerhöhung AT äquivalenten Verzenungszustand hervorruft.

Die Ableitung der Verformungen und aller verformungsabhängigen Größen 
von den Entwurfsvariablen basiert auf der Ableitung der Gleichung (3.50) 

du
dX

(3.53)
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3.3.1 Ansatz jur das Verformungsfeld

Unter Verwendung der Voraussetzungen der Schalentheorie:

• Die Normalspannung senkrecht zur Schalenmittelfläche verschwindet
• Die Schalenquerschnitte verwölben sich nicht

kann ein gekrümmtes dickwandiges Schalenelement mit unabhängiger Nei- 
gungs- und Verschiebungsinterpolation entwickelt werden, das den Einfluß 
der transversalen Schubverfonnung berücksichtigt [89] und dadurch die 
Kompatibilität an den Elementrändem sichert (Bild 3.13). Während die klas­
sische Theorie dünner Platten fordert, daß auch die Ableitungen der Ansatz­
funktionen über die Elementränder stetig sind (CpKompatibilität), reicht 
hier lediglich die Stetigkeit der Ansatzfunktionen (C0-Kompatibilität). Die

Bild 3.13: Plattenverfbnnung unter Einbeziehung der Schubdefonnation

Verformungen im Element lassen sich durch drei unabhängige translatori­
sche und zwei rotatorische Freiheitsgrade ausdriicken
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+kXNi(v^ai -v'ß,)
i«I 2 i=i

v(tn.Q+kiNi(v^ai -V» (3.54)
i=l Z j=i

wG.tvC) »iXfenK+-kiNi(v’«, -
i-1 Z i=l

Bild 3.14 zeigt das durch die Vektoren V1, V2 und Vn aufgespannte Drei­
bein, mit dessen Hilfe die Rotationsfreiheitsgrade O. und ßj beschrieben wer­
den.

Bild 3.14: Gekrümmtes achtknotiges Schalenelement mit unabhängiger Nei- 
gungs- und Verschiebungsinterpolation

3.3.2 Steifigkeitsmatrix

Ausgangspunkt für die Aufstellung der Elementsteifigkeitsmatrix ist die Be­
stimmung der Verzerrungs-ZVerschiebungsmatrix B. Die isoparametrischen
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Ansatzfunktionen nach (3.54) werden zunächst nach natürlichen Koordina­
ten abgeleitet und anschließend mit Hilfe der Jacobi-Transformation in das 
globale Koordinatensystem transformiert. Die B-Matrix eines Knotens lautet 
dann

dx
0

0
dN
dy

B =
0

dN 
dy

0

dN
< dz

0
dN
dx 
dN 
dz

0

0 gixGx g2xGx

0 SlyGy g2yGy

dN
dz

S2zGz

0 gixGy+glA g2xGy+g2yG!

dN 
dy

SlyGx + SizGy g2yGz + g2zGj

dN
dx

guG2+glzGx g2xGz + g2zG)

mit

(3.55)

pNA
dx d^
dN T-l dN
dy = J dn
dN dN

^dz> kdU

sowie

(dN> fdn
dx dx
dN
dy

+ N d^
dy

dN
<dzy vdzj

(3.56)

g! = (3.57)

Anschließend kann die Elementsleifigkeitsmatrix aufgestellt werden

K = jBTD*BdV 
v

(3.58)

Die Integration erfolgt wiederum im natürlichen Koordinatensystem (^,T|,Q. 
Während für die Richtungen und T) das Gauß-Verfahren mit reduzierter 
Ordnung angewendet wird, kommt in der ^-Richtung eine 3-Punkt-Simpson-
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Formel zur Anwendung, mit der die spätere Ermittlung der Dehnungen an 
den Gaußpunkten ohne weitere Extrapolation möglich ist

K = Xf Jf BtD* B det J d^ di] d£ (3.59)
i=i 5 n

Die rotatorischen Freiheitsgrade der Elementsteifigkeitsmatrix liegen nun in 
einem Koordinatensystem vor, welches durch die Vektoren V1, V2 und Vn 
aufgespannt wird, die translatorischen Freiheitsgrade sind hingegen auf das 
globale Koordinatensystem bezogen. Sollen Schalenknicke berücksichtigt 
werden, muß eine Transformation der rotatorischen Freiheitsgrade ins globa­
le Koordinatensystem durchgeführt werden. Nach Einfuhren eines fiktiven 
Freiheitsgrades y wird die Steifigkeitsmatrix knotenweise in vier Untermatri- 
zen unterteilt

‘uvw.uvw
IT 
ÄaßY,uvw

TK,
KiJ=

■^uvw.ttßy
iz
Äapy,aßr

(3.60)

die einzeln der Transformation unterzogen werden

mit

k: =
K 
**uvw,uvw 

TtK xi oßy.uvw

v1.y 
V2 y
V1! y

Ti =

V1.
V’

V-

v‘l

K T * 
Äuvw.aßy xj 

'IiTKcxßrjxpyTj_ (3.61)

(3.62)

als Transfonnationsmatrix des Knotens i.

Genau wie bei der Differentiation der Wärmeleitfähigkeits- und Wärmeka­
pazitätsmatrizen nach der Einzelschichtdicke ist bei der Differentiation der 
Steifigkeitsmatrix das semianalytische Verfahren vorzuziehen. Die Ablei­
tung mit einem zentralen Differenzenquotienten lautet demnach
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dK . K^ + At^-KCt.-At,) 
dt,- ~ 2At{2At

(3.63)

Die Ableitung der Steifigkeitsmatrix K nach dem Faserorientierungswinkel 
der Einzelschicht ergibt sich zu

M=fnBT^LBdetjd5dndt (364)

mit

(3.65)

3.3.3 Thermische Ersatzkräfte

Die Berechnung thermomechanischer Verformungen mit der Finite-Elemen- 
te-Methode erfordert die Berechnung thermischer Ersatzkräfte, die dem Mo­
dell aufgeprägt werden, um einen dem thermoelastischen Verzerrungszu­
stand äquivalenten Verformungszustand zu erhalten. Gleichung (3,52) wur­
de aus dem Term der Anfangsverzerrung der Verzerrungsenergie hergeleitet. 
Für die Modellierung eines mehrschichtigen Verbundes ist wiederum die 
schichtenweise Integration unter Verwendung der für die jeweilige Schicht 
relevanten Materialdaten erforderlich. (3.52) kann dann ausformuliert wer­
den

Ft = U J J BTDi «*NAT det J d£ dq d£ 

5 n \
(3.66)

mit

D* = Qj Dj Q3 und: aj = Qj (3.67)

wobei AT der Vektor der Temperaturdifferenz zwischen der aktuellen 
Temperatur und der Temperatur des verzerrungsfreien Zustands ist.
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Die Ableitung der thermischen Ersatzkräfte nach Schichtdicken lautet

dFr_dFr 3FT dT 
dtj ” dtj + aT dtj (3.68)

wobei die Ableitung des ersten Terms numerisch mit Hilfe des zentralen 
Differenzenquotienten erfolgt, so daß gilt

dgr^FTttj+Atj) ErCtj Att)+ rBTD-a-Nd!dV (3,69)
dtj 2At; J

Bei der Ableitung der thermischen Ersatzkräfte nach Faserorientiernngswin- 
keln ist sowohl die Abhängigkeit der orthotropen Materialmatrix, des Vek­
tors der orthotropen Wärmeausdehnungskoeffizienten als auch der Tempera­
tur von der Faserorientierung zu berücksichtigen. Es folgt

= [BT^la"NATdV+ [BTD;^NATdV
de, J de, ' J 1 def

1 v V (370)
+ fBTD'a*N-^dV

Jv dÖ;

mit

und

da’ dQl—L = —a, 
dOj döj '

(3.71)

(3.72)

3.3.4 Dehnungen und Spannungen

Eine aussagekräftige Definition von Spannungen und Dehnungen erfolgt im 
Materialkoordinatensystem (1,2,3) der einzelnen Schichten, denn die auf das 
Materialkoordinatensystem bezogenen Spannungskomponenten erlauben ei-
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ne unmittelbare Berechnung der Versagenskriterien ohne weitere Transfor­
mation (Bild 3.15). Darüber hinaus können die Spannungen der Schicht i 
ohne weitere Transformation des orthotropen Materialgesetzes durch Multi­
plikation der Dehnungen mit der Materialmatrix D( berechnet werden

Cui

Gm
0

'till
'Ci23 

/tiSl

= Di(£i-€i0) mit: ei0 =

«j,
ai2
ai3
0
0
0

(3.73)

Da in der Schale per Definition ein schichtenweise linearer Verlauf von 
Spannungen und Dehnungen vorliegt, erfolgt deren Repräsentation durch 
zwei Punkte an der Unter- und der Oberseite jeder Schicht. Da die Dehnun­
gen an den Integrationspunkten berechnet werden, ist bei Verwendung des 
Simpson-Verfahrens eine fehlerbehaftete Extrapolation der Dehnungen auf 
die Schichtgrenzen überflüssig. Die Extrapolation von den Gaußpunkten auf

Bild 3.15: Definition von Sparmungen in den Materialkoordinatensystemen 
der Schichten eines Laminates
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die Elementknoten erfolgt mit dem von HINTON und CAMPBELL [90] be­
schriebenen Verfahren nach der Methode kleinster Fehlerquadrate.

Die Dehnungen werden durch Multiplikation der Verzerrungs-ZVerschie- 
bungsmatrix B mit den Verformungen zunächst in globalen Koordinaten be­
rechnet

e = Bu (3-74)

mit

u = {u v w a ß}T (3.75)

als dem auf das Dreibein (V’.V^V1*) bezogene Verfonnungsvektor und

du
dx
dv

E»1 dy
en dw
Ezz dz
Exy du+ dv

dy dx
dw + dv 
dy dz 
dw + du 
dx dz.

(3.76)

Die B-Matrix wird für jede Schichtober- und -Unterseite ausgewertet und lie­
fert die Dehnungen im globalen Koordinatensystem. Anschließend erfolgt 
die Transformation in das Materialkoordinatensystem der Schicht

e’= Q3e (3.77)

Die Schichtspannungen können dann nach Gleichung (3.73) unmittelbar un­
ter Verwendung des Materialgesetzes berechnet werden.

Zur Berechnung der Ableitung der Dehnungen nach der Dicke einer einzel­
nen Laminatschicht wird Gleichung (3.74) abgeleitet
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= + (3.78)dtj dtj dtj

Die Ableitung der B-Matrix nach der Schichtdicke geschieht wiederum nu­
merisch mit dem zentralen Differenzenquotienten. Das Ergebnis sind die 
Dehnungsgradienten im globalen Koordinatensystem, die mit folgender Be­
ziehung in das Materialkoordinatensystem transformiert werden

d£^_n dedt^dti

Die Ableitung der Dehnungen nach Faserorientierungswinkeln berechnet 
sich zu

de  p du 
döj ~ döj (3.80)

Zur Transformation der Dehnungsgradienten muß zusätzlich die Abhängig­
keit der Transfonnationsmatrix von der Faserorientierung berücksichtigt 
werden

de' dQ, _ de 
-----= ——£ + 0,  
dOj dOj döj (3.81)

Sind die Dehnungsgradienten im lokalen Koordinatensystem bekannt, kön­
nen durch Multiplikation mit der D-Matrix auf einfache Weise die Span­
nungsgradienten berechnet werden, denn durch die Formulierung der Deh­
nungsgradienten im Materialkoordinatensystem der Schicht ist die Material­
matrix unabhängig vom Faserorientierungswinkel. Für die Spannungsablei­
tungen nach Schichtdicken gilt demnach

do* nd£* 
dh “^dtj (3.82)

und für die Ableitungen nach Faserorientierungswinkeln

dq' _ n de*
dOj - dOj (3.83)
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5.5.5 Versagensanalyse faserverstärkter Kunststoffe

Die thermomechanischen Versagensmechanismen in faserverstärkten Kunst­
stoffen sind nur sehr unvollkommen zu beschreiben, weil der inhomogene 
Aufbau des Werkstoffs aus verschieden steifen und festen Materialien, un­
vermeidbare Imperfektionen sowie eine statistische Verteilung der Fasern 
das Versagensverhalten stark beeinflussen. Schon bei geringen Dehnungen 
quer zur Faser kommt es zu Spannungskonzentrationen an der Grenzfläche 
zwischen Matrix und Faser (Bild 3.16) und damit zum frühen Versagen der 
Schicht durch Matrix- oder Zwischenfaserbruch. Bild 3.17 stellt die Zug-, 
Druck- und Schubfestigkeiten einer glasfaserverstärkten Einzelschicht ein­
ander gegenüber. Während die Zugfestigkeit parallel zur Faser hohe Werte 
erreicht, sind die Druck- und Schubfestigkeiten weitaus geringer, da sie im 
wesentlichen von den Eigenschaften der Matrix dominiert sind.

Mit Hilfe einer Bruchhypothese kann der in der Praxis auftretende mehrach­
sige Belastungszustand auf experimentell ermittelte Bruchspannungen zu­
rückgeführt werden. Aufgrund des komplexen Versagensverhaltens der Fa­
serverbundkunststoffe konnte bislang kein einheitliches Versagenskriterium

0.842E-03 0.211E-02 0.33ÖE-O2 0.465E-02 0.S92E-O2 0.719E-02
Dehnung []

Bild 3.16: Überhöhung der Querzugdehnung in einem Faserverbundkunst­
stoff
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entwickelt werden. Das Tensor-Polynom-Kriterium von TSAI-WU [91] so­
wie das Versagenskriterium von PUCK [92] stimmen sehr gut mit Experi­
menten überein und liegen den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Op­
timierungsrechnungen zugrunde.

Das Tensor-Polynom-Kriterium von TSAI-Wu beschreibt einen EUipsoiden 
im Spannungsraum Liegt ein mehrachsiger Spannungszustand
innerhalb des Bruchkörpers, tritt kein Versagen ein. Spannungszustände auf 
der Oberfläche des EUipsoiden führen zum Versagen der Schicht. Der Ellip­
soid ist durch folgende Gleichung beschrieben

B — FutJn +2Fi2O11(J22 +Fj2ö22 + ^1^11 + ^2^22 “ 1 (3.84)

mit

1
Fii =

1
CllBd

CT22B2°22Bd

F2=—!-------- — (3.85)
<J22Bz C22Bd

1 1
^IlBz^llBd ^226x^2284

Zur Berechnung der Gradienten des Versagenskriteriums wird die Ableitung 
der Gleichung (3.84) gebildet

dB
dXi

Fii2ou + <Jn
^q22 ) 
axj

+F222CT22
^g22
dXj

(3.86)

Das von Puck [89] eingeführte Versagenskriterium unterscheidet zwischen 
Faser- und Zwischenfaserbruch. Damit ist eine differenzierte Aussage mög­
lich, ob es zu einem Versagen der Faser oder lediglich zu einem Matrix- 
oder Grenzflächenbruch kommt Für Faserbruch gilt

gn

0) IBz
<1 (3.87)
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Glas-Volumenanteil q»

Bild 3.17: Zug-, Druck- und Schubfestigkeiten der glasfaserverstärkten Ein- 
zelschicht (nach: [65])

und für Zwischenfaserbruch

(3.88)

mit als einer fiktiven Bruchspannung der Matrix in Faserrichtung, die 
jedoch bei richtiger Auswahl der Faser- und Matrixmaterialien höher liegt 
als die Bruchspannung O1IB der Faser. Im Druckbereich sind die entspre­
chenden Druckfestigkeiten in die Formel einzusetzen. Die Ableitung des 
Versagenskriteriums nach PUCK lautet für Faserbruch

dBra_ 1 d<yn 
3Xj dXj

(3.89)

und für Zwischenfaserbruch

dBzFB _ 2(711 dOn + 2O22 d<722 2Ti2 dt12 
dXj <Jhhb dXj (I22B dXj t?2B dXj

(3.90)



58 3 Thermoelastische Struktur- und Sensitivitätsanalyse

3.3.6 Test der Elementformulierung

MaCNeal und Harder [93] haben eine Reihe von Standard-Testfällen für 
Schalenelemente vorgeschlagen, die eine Überprüfung des Einflusses der 
Elementgeometrie, Belastung und Netzfeinheit auf die Ergebnisgenauigkeit 
gestatten. Die entwickelten Schalenelemente werden anhand dieser Testfälle 
überprüft und mit Testergebnissen aus der Literatur [93,94] verglichen. Ta­
belle 3.1 faßt die Eigenschaften der getesteten Elemente zusammen. Die Te­
stergebnisse zeigen, daß schon bei geringen Verzerrungen der Elementgeo­
metrie oder Elementkrümmung signifikante Unterschiede in der Ergebnisge­
nauigkeit auftreten können.

Degenerierte Schalenelemente neigen dazu, bei dünnen Wanddicken eine zu 
große Steifigkeit zu besitzen. Dieser als Schub- und Membransperre be­
zeichnete Effekt entsteht durch eine Überbewertung der Schub- und Mem­
bransteifigkeiten bei kleinen Wanddicken. Dieser Effekt kann durch eine 
Reduzierung der Integrationsordnung ausgeglichen werden. Die häufig ver­
wendete selektive Integration der Schub-, Membran- und Biegesteifigkeiten 

eigene Elemente
Name Form Freiheitsgrade Beschreibung

Gekrümmtes isoparametrisches 8-knotiges 
SchaJeneiement mit reduzierter (2i2)-lDiEg73üon

TSR 6
Gekrümmtes isoparametrisches 6-knotiges
Scbalenelement mit reduzierter 
3-Punkvlntegration

Referenzl&sungen 

Name Form Beschreibung Referenz

QUADS 6
Gekrümmtes isoparametrisches 8-knotiges Schalen- .q,.
element mit reduzierter selektiver Integration '

Semiloof-Q 6
Gekrümmtes 8-knotiges 'Semiloof -Schalen­
element mit reduzierter (2x2)-liitegration

[94)

Semiloof-T 6
Gekrümmtes 6-knotiges 'Semiloof -Schalen­
element mit reduzierter 3-Punkt-Integrarion auf [94]
den Elementkanten

Tab. 3.1: Eigenschaften der getesteten finiten Elemente 
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ist bei faserverstärkten Werkstoffen wegen der in nichtsymmetrischen Lami­
naten auftretenden Schub- und Biegekopplung nicht einzusetzen [95].

Tordierter Balken

MACNEAL und HARDER [93] sehen eine Reihe von Balken-Testmodellen 
vor, um den Einfluß verschiedener Lastzustände, der geometrischen sowie 
der räumlichen Elementverzemmg, zu untersuchen. Bild 3.18 zeigt einen 
toidierten Balken, der unter den zwei dargestellten Lastfällen getestet wurde. 
Die Ergebnisse zeigen geringe Abweichungen bis zu 3%, was darauf hin­
deutet, daß die Elemente unempfindlich auf eine räumliche Elementkrüm­
mung reagieren. Das Semiloof-EIement [94] zeigt demgegenüber um 36% 
zu große Verformungen.

Kugelschale

Das Konvergenzverhalten bei räumlicher Krümmung der Elemente ist eben­
falls Gegenstand des in Bild 3.19 dargestellten Beispiels einer Kugelschale, 
die an ihrem Äquator durch eine punktförmige Querkraft belastet ist Aus

NorauNsiertc Verfonnting in Lascrichcuag

Bild 3.18: Elementtest mit einem tordierten Balken

Lastrkhtung Q8R T8R QUADS Setniloof-Q Semiloof -T

Querkraft 0.998 0.997 0.998 1.235 0.995

Schub 0.998 0.998 0.998 1.360 0.994
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Symmetriegründen reicht ein Viertel der Schale für die Analyse aus. Die 
Kugelschale ist mit Netzfeinheiten zwischen 2 und 20 Elementen pro Kante 
getestet worden. Das achtknotige rechteckige Element mit reduzierter Inte­
gration zeigt ein zu dem rechteckigen Semiloof-EIement ähnliches Konver­
genzverhalten; das sechsknotige dreieckige Element zeigt erwartungsgemäß 
ein schwächeres Konvergenzverhalten.

Bild 3.19: Elementtest mit einer auf Biegung belasteten Kugelschale
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4 Optimierungsstrategien und -methoden
Die Lösung von Entwurfsaufgaben mit Methoden der Strukturoptimierung 
erfordert eine problemabhängige Auswahl geeigneter Optimienmgsverfah- 
ren. Dazu benötigt der Anwender eine umfassende Kenntnis der mathemati­
schen Eigenschaften von Ziel- und Restriktionsfunktionen und deren Abhän­
gigkeit von den Entwurfsvariablen. Darüber hinaus haben die Konvexität 
des Entwurfsraumes sowie die Anzahl der Entwurfsvariablen und Restriktio­
nen wesentlichen Einfluß auf die Wahl des Optimierungsalgorithmus. Ferner 
sind unterschiedliche Konvergenzgenauigkeiten und -geschwindigkeiten ein 
Merkmal für die Leistungsfähigkeit der Algorithmen. Restringierte Ent­
wurfsprobleme, aber auch Probleme mit mehrfacher Zielsetzung oder mit 
zeitvarianten Entwurfsfunktionen können nicht direkt einem numerischen 
Optimierungsalgorithmus zugänglich gemacht werden. Vielmehr müssen sie 
mit Hilfe einer geeigneten Optimierungsstrategie auf eine einfachere Ersatz­
formulierung zurückgefuhrt werden.

4.1 Nichtlineare und restringierte Optimierung

Die bei der Strukturoptimierung faserverstärkter Kunststoffe vorliegenden 
Problemstellungen sind restringiert, meist hochgradig nichtlinear und im all­
gemeinen nicht konvex. Die Existenz von Restriktionen erfordert eine 
Transformation des Optimierungsproblems, beispielsweise mit Hilfe des 
LAGRANGE-Verfahrens. Die LAGRANGE-Funktion A beschreibt ein nicht­
restringiertes Ersatzproblem, das mit Algorithmen der nichtrestringierten 
Optimierung gelöst werden kann

A(X,X) = f(X) - - ^X/g/X) -1?) (4.1)

j=l j.l

Die LAGRANGE-Parameter Xj beschreiben das Maß, inwieweit die zugehöri­
ge Restriktion das Minimum der LAGRANGE-Funktion beeinflußt. Ist eine 
Restriktion nicht aktiv, ist der zugehörige LAGRANGE-Parameter null. Im
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Falle von Ungleichungsrestriktionen muß eine Schlupfvariable t2 ergänzt 
werden, die den Abstand der Restriktion vom kritischen Wert darstellt und 
damit beschreibt, in welchem Maße die Restriktion kritisch ist. Die Bedin­
gungen für die Existenz eines Optimums werden durch Ableiten der LA- 
GRANGE-Funktion bestimmt

(1) axi £ Jdxi £ i = l,n

(2) ^ = hl(X) = 0
j = l.ni|

(3) ^ = _g](X) + t’-0 j = l,m.

dA
(4) — = 2X.t, =0 

ötj -
j = l,mJ

Unter der Voraussetzung, daß der Entwurfsraum keine leere Menge ist und 
die Gradienten aller Restriktionen linear unabhängig sind, beschreiben (1) 
und (4) die KUHN-TUCKER-Bedingungen [41] als notwendige Bedingungen 
für die Existenz eines stationären Punktes. Bild 4.1 zeigt eine grafische In­
terpretation der KUHN-TUCKER-Bedingungen für einen Entwurfsraum, der 
durch zwei Ungleichungsrestriktionen begrenzt ist. Liegt der negative Gra­
dient der Zielfunktion zwischen den negativen Gradienten der Restriktions­
funktionen, so wäre eine Verbesserung der Zielfunktion nur durch die Ver­
letzung mindestens einer der Restriktionen möglich. Die KUHN-TUCKER- 
Bedingungen sind im allgemeinen Fall notwendige, im Falle eines konvexen 
Entwurfsraumes sogar hinreichende Bedingungen für ein Optimum. Nicht­
konvexe Entwurfsräume können im allgemeinen mehr als ein Optimum be­
sitzen, so daß neben dem globalen Optimum noch weitere, lokale Optima 
existieren. Im Anwendungsbereich der Finite-Elemente-Strukturoptimienmg 
existiert kein Verfahren, mit dem unter vertretbarem Aufwand das globale 
Optimum eines nichtkonvexen Optimierungsproblems bestimmt werden 
kann. Aufgrund der trigonometrischen Abhängigkeit der Entwurfsfunktio­
nen führt gerade die Optimierung der Faserorientierung häufig auf nichtkon­
vexe Problemstellungen. Bild 4.2 zeigt, wie durch die Wahl verschiedener 
Startentwürfe oder durch eine geschickte Begrenzung des Entwurfsraumes 
in einigen Fällen das globale Optimum bestimmt werden kann. Dies setzt je­
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doch eine genaue Kenntnis des Entwurfsproblems voraus. SVANBERG [96] 
hat Problemklassen der Gewichtsminimierung auf Konvexität überprüft und 
festgestellt, daß Verfonnungs- und Spannungsrestriktionen nichtkonvexe 
Optimierungsprobleme hervorrufen können. Ferner zeigt er, daß die Formu­
lierung von Restriktionen der Verzerrungsenergie oder die Formulierung 
von Verformungsrestriktionen an den Knoten und in der Richtung des Last­
angriffs zu symmetrischen Restriktionen führt, die konvexe Entwurfsräume 
bilden.

Bild 4.1: Graphische Interpretation der KUHN-TUCKER-Bedingungen für
ein Optimierungsproblem mit zwei Ungleichungsrestriktionen

Eine wesentliche Steigerung der Konvergenzgeschwindigkeit und damit eine 
Reduzierung aufwendiger Finite-Elemente-Analysen läßt sich durch Kombi­
nation numerischer Optimienmgsalgorithmen mit expliziten Approxima­
tionsstrategien erreichen. Numerische Algorithmen, wie das Quasi-Newton- 
Verfahren oder die Methode des steilsten Abstiegs, benötigen stets mehrere 
Iterationsschritte zur Bestimmung des stationären Punktes einer nichtlinea­
ren Funktion. Die Anzahl der Funktionsausweitungen kann so groß werden, 
daß der Aufwand für die Finite-Elemente-Analysen nicht mehr gerechtfertigt 
ist. Durch Anwendung einer sequentiellen expliziten Approximation der
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Bild 4.2: Konvexifiziening des Entwurfsproblems durch Variation der
Grenzen des Entwurfsraumes

Ziel- und Restriktionsfunktionen kann mit geringem Rechenaufwand die 
Anzahl der Funktionsaufrufe zwischen den Finite-Elemente-Analysen erhöht 
werden (Bild 43). Je exakter die Approximation das Originalproblem be­
schreibt, desto weniger Finite-Elemente-Analysen werden zur Aktualisie­
rung des approximierten Optimierungsproblems benötigt. Dieser von 
SCHMIT und FarSHI [97] erstmals vorgeschlagene Ansatz führte zur Ent­
wicklung einer Vielzahl von Spezialverfahren, deren Approximationsstrate- 
gie auf bestimmte Optimierungsproblemklassen zugeschnitten ist.

Im folgenden werden zwei Verfahren vorgestellt, die im Rahmen dieser Ar­
beit für die Optimierung des thermoelastischen Verhaltens faserverstärkter 
Werkstoffe eingesetzt werden. Das SQP-Verfahren ermöglicht die Behand­
lung allgemeiner Optimierungsprobleme mit Schichtdicken und Faserorien­
tierungswinkeln als Entwurfsvariablen. Duale Verfahren eignen sich für die 
Optimierung verformungsabhängiger Kriterien mit kontinuierlichen und dis­
kreten Schichtdicken als Entwurfsvariablen.
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Bild 43: Vorgehensweise bei der Lösung nichtlinearer Strukturoptimie­
rungsprobleme

4.1.1 Sequentielle Quadratische Programmierung

Die Sequentielle Quadratische Programmierung (SQP) gehört zu den lei­
stungsfähigsten Optimierungsverfahren für allgemeine Problemstellungen 
[31,32,98]. Anstatt des Originalproblems wird in jeder Iteration ein quadrati­
sches Subproblem optimiert, das durch eine quadratische Approximation der 
Zielfimktion und eine lineare Approximation der Restriktionsfunktionen ge­
wonnen wird. Xk sei eine Approximation der Optimallösung, \ eine Appro­
ximation der LAGRANGE-Multiplikatoren und Bk sei eine Näherung der 
HESSE-Matrix der k-ten Iteration. Gesucht wird der Vektor einer Suchrich­
tung dk als Lösung des quadratischen Subproblems

min |dTBkd + Vf(Xk)Td dGRn

Vhj(Xk)Td + hj(Xk) = 0 j = l,mh

Vgj(Xk)Td + gj(Xk)>0 j = l,mg

(4.3)
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Die Lösung des quadratischen Subproblems (4.3) ergibt die neuen Entwurfs­
variablen

^k+i ~ Xk +akdk (4.4)

mit otfc als der Schrittweite, die durch eine Penalty-Optimierung bestimmt 
wird [31,98]. Anschließend erfolgt die Aktualisierung der HESSE-Matrix 
nach folgendem Gesetz

BkAXAXTBk A1A1t 
k+1" * AXTBkAX + AXtAX 

mit

(4.5)

AX = Xk+1-Xk Al = VA(Xk+l,Xk)-VA(XkAk)

Die KUHN-TUCKER-B edingungen fungieren als Abbruchkriterien für den 
Optimierungsprozeß des quadratischen Subproblems.

Mit der SQP-Methode lassen sich auch nichtrestringierte Problemstellungen 
effektiv lösen, wie sie beispielsweise bei der Verformtrngsminimierung mit 
Faserorientierungswinkeln als Entwurfsvariablen vorkommen. Es ist jedoch 
zu beachten, daß wegen der Verwendung einer numerisch ermittelten HES­
SE-Matrix nach Gleichung (4.5) Unstetigkeiten in den Ziel- und Restrik­
tionsfunktionen ausgeschlossen werden müssen.

Eine wichtige Voraussetzung zur Erzielung optimaler Konvergenzeigen­
schaften ist die Skalierung des Optimierungsproblems, so daß Änderungen 
der Entwurfsvariablen Änderangen in den Entwurfsfunktionen in der glei­
chen Größenordnung verursachen. Die Skalierung von Ziel- und Restrik­
tionsfunktionen sowie ihrer Gradienten erfolgt nach folgender Vorschrift

(4.6)

(4.7)
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4.1.2 Duale Verfahren

Neben den SQP-Methoden für allgemeine Optimierungsprobleme sind spe­
ziell für die Gewichtsminimienmg unter verfonnungsabhängigen Restriktio­
nen leistungsfähige Spezialverfahren entwickelt worden [34,35], die effektiv 
für die Optimierung der Schichtdicken faserverstärkter Bauteile eingesetzt 
werden können. Unter der Voraussetzung, daß ein beschränktes Optimie­
rungsproblem mit konvexer Zielfunktion und konkaven Restriktionsfunktio­
nen vorliegt, kann anstatt des originalen oder primalen Problems folgendes 
duale Problem gelöst werden:

Maximiere die LAGRANGE-Funktion

max A(l) JLgR?

%j>0 j = 14nh (4.8)
^>0 j=14ng

max A(X) = min A(X,X) XeC

mit C als endlichen und konvexen Entwurfsraum des Optimierungspro­
blems. Die Maximierung der LAGRANGE-Funktion ist ein unbeschränktes 
Problem und kann anschließend mit einem Standardverfahren, beispielswei­
se der Methode des steilsten Anstiegs, erfolgen. Die Eigenschaft, daß das 
Maximum bezüglich der dualen Variablen X und das Minimum bezüglich 
der primalen Variablen X auf einen Punkt fallen, bedingt die in Bild 4.4 dar­
gestellte sattelförmige Gestalt der LAGRANGE-Funktion. Da das Optimie­
rungsproblem allein für die dualen Variablen gelöst wird, ist die Problem­
größe unabhängig von der Anzahl der Entwurfsvariablen. Im Gegensatz zur 
SQP-Methode, die einen oszillierenden Optimierungsverlauf zeigt, liefern 
die Dualen Verfahren ständig verbesserte Lösungen und nähern sich mono­
ton dem Optimum.

Duale Verfahren sind besonders leistungsfähig, wenn sie in Zusammenhang 
mit einer konvexen und separablen Approximationsstrategie eingesetzt wer­
den, denn dann erfüllt das approximierte Problem die Voraussetzungen zur



68 4 Optimierungsstrategien und -methoden

Bild 4.4: Lösung eines Optimierungsproblems als Sattelpunkt der LA- 
GRANGE-Funktion

Anwendung des Dualitätsprinzips, und außerdem kann die Maximierung der 
LAGRANGE-Funktion als Sequenz eindimensionaler Optimierungsprobleme 
gelöst werden. Die von FLEURY [35] vorgeschlagene hybride Approxima­
tion der Ziel- und Restriktionsfunktionen hat sich besonders für die Optimie­
rung der Schichtdicken faserverstärkter Werkstoffe bewährt

f(X,) = f(Xla) + ^^-(x, - Xi0) + -Xi0) (4.9)

Abhängig vom Vorzeichen der Gradienten wird entweder eine lineare oder 
eine inverse Approximation durchgefiihrt. Damit ist diese Approximations­
strategie speziell auf die Gewichtsminimierung unter verfonnungsabhängj- 
gen Restriktionen zugeschnitten, denn die Zielfunktion wird linear und da­
mit exakt approximiert, während die verformungsabhängigen Restriktionen 
im allgemeinen hyperbolische Funktionen der Schichtdicken mit negativen 
Gradienten darstellen und damit besser invers approximiert werden.

Die Anwendung der hybriden Approximation auf Optimierungsprobleme 
unter komplexen statischen und thermoelastischen Belastungszuständen so­
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wie auf schlecht skalierte Probleme, die wegen großer Unterschiede in den 
Schichtdicken gerade bei der Optimierung faserverstärkter Werkstoffe auf­
treten, bietet nicht immer eine ausreichende Approximationsqualität, die sich 
in einer Abschwächung der Konvergenzeigenschaften des Algorithmus äu­
ßert. Die von SVANBERG [36] eingefuhrte Method of Moving Asymptotes 
stellt eine Erweiterung der hybriden Approximationsstrategie dar, die es er­
laubt, die Krümmung der hyperbolischen Approximationsfunktionen an die 
Entwurfsfunktionen anzupassen

10)

Mit Hilfe der Werte L und U kann die Krümmung der Asymptoten gesteuert 
werden, so daß eine Beeinflußung der Approximationsqualität der Entwurfs­
funktionen gegeben ist. SVANBERG [36,37] gibt Regeln zur Auswahl der 
Asymptotenkrümmungen L und U an, die auch für die Optimierung faser­
verstärkter Werkstoffe geeignet sind.

Ferner ist die Duale Methode erfolgreich um die Behandlung diskreter Ent­
wurfsvariablen erweitert worden [99], so daß es beispielsweise möglich ist, 
Schichtdicken in diskreten Sequenzen zu optimieren. KÖLSCH [39] zeigt, 
daß eine Rundung der Ergebnisse einer kontinuierlichen Optimierung auf 
die diskreten Werte zu falschen Ergebnissen fuhren kann und begründet da­
mit den Einsatz diskreter Optimierungsverfahren.

4.2 Optimierung nach mehreren Zielen

In den seltensten Fällen liegt ein Strukturoptimierungsproblem mit einem 
einzelnen Zielkriterium vor, vielmehr sind gleichzeitig mehrere Entwurfszie­
le zu berücksichtigen. Im allgemeinen widersprechen sich diese Ziele, so 
daß die Verbesserung des einen zur Verschlechterung mindestens eines der 
anderen Ziele führt. Dieser Zielkonflikt wird deutlich bei der gleichzeitigen 
Forderung nach dem 'minimalen Volumen' und der 'minimalen Verformung' 



70 4 Optimierungsstrategien und -methoden

einer Struktur; aber auch die ausschließliche Berücksichtigung thermoelasti­
scher Verformungskriterien ergibt vielfach eine Auslegung, die mit stati­
schen Steifigkeitskriterien konkurriert. Es muß also eine Kompromißlösung 
gefunden werden, die allen Anforderungen so gut wie möglich genügt

Kann der Anwender das Anspruchsniveau angeben, das an ein Kriterium zu 
stellen ist, ist die Formulierung dieses Kriteriums als Restriktion möglich. 
Anderenfalls müssen Methoden der Multikriterien- oder Vektoroptimierung 
angewendet werden. Sie liefern eine Menge von Kompromißlösungen, die 
den sogenannten funktionaleffizienten Rand des Entwurfsraumes bilden, aus 
der sich der Anwender diejenige optimale Kompromißlösung auswählen 
kann, die seinen Anforderungen am besten genügt. Optimalpunkte des funk­
tionaleffizienten Randes zeichnen sich dadurch aus, daß die Verbesserung 
eines Kriteriums nur durch die Verschlechterung mindestens eines der ande­
ren erreicht werden kann. Bild 4.5 zeigt den funktionaleffizienten Rand ei­
nes konvexen und eines nichtkonvexen Optimierungsproblems mit zwei 
Zielfunktionen. Es ist ersichtlich, daß nur bei konvexen Problemstellungen 
der funktionaleffiziente Rand eine zusammenhängende Kurve ist.

Bild 4.5: Funktionaleffizienter Rand konvexer und nichtkonvexer Vektor­
optimierungsprobleme mit zwei Zielfunktionen
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Zur Lösung von Multikriterienproblemen werden Verfahren herangezogen, 
die eine vektorielle Zielfunktion in eine Präferenzfunktion transformieren, 
deren Optimum einen einzelnen Punkt des funktionaleffizienten Randes lie­
fert. Die Lage dieses Lösungspunktes auf dem funktionaleffizienten Rand 
kann durch die Wahl von Wichtungsfaktoren der Präferenzfunktion beein­
flußt werden. DUCKSTEIN [100] gibt eine Übersicht der verbreiteten Ersatz­
problemformulierungen. Im Rahmen dieser Arbeit werden die Methode der 
Zielgewichtung, die restriktionsorientierte Transformation sowie Normme- 
thoden für die thermoelastische Optimierung faserverstärkter Werkstoffe 
eingesetzt und deren Eignung anhand von Beispielen verglichen (Bild 4.6).

4.2.1 Methode der Zielgewichtung

Die Methode der Zielgewichtung bildet eine Präferenzfunktion in Form der 
gewichteten und normierten Summe der Komponenten des Zielfunktions­
vektors. Die Wichtungsfaktoren bieten die einfache Möglichkeit, die Ziel­
vorstellungen zu formulieren, wobei die Steigung der Tangente an den funk-

/------- Min-Max-Formulieruna-------- x f>

Bild 4.6: Verwendete Methoden der Vektoroptimierung der thermoelasti­
schen Eigenschaften faserverstärkter Kunststoffe
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m.

tionaleffizienten Rand dem Quotient der Wichtungsfaktoren entspricht

p[f(X)] = Xwjcjfi(X) 
j=l

Wj>0 (4.11)

mit

1
cJ = r (4.12)

als Normierungsfaktor, der sich aus den Startwerten fj* der einzelnen Ziel­
funktionskomponenten berechnet. Der einfachen Implementation und An­
wendung der Methode steht der wesentliche Nachteil gegenüber, daß durch 
die Wahl der Gewichtungsfaktoren keine direkte Zielvorstellung ausge­
drückt werden kann, da lediglich die Tangentensteigung und nicht etwa kon­
krete Punkte des funktionaleffizienten Randes durch die Gewichte bestimmt 
werden. Außerdem kann die Zielgewichtung nur auf konvexe Problemstel­
lungen angewendet werden (KOSKI [101]).

4.2.2 Restriktionsorientierte Transformation

Die restriktionsorientierte Transformation wird von KOSKI [102] als Basis­
technik der Multikriterienoptnnieruug bezeichnet. Die vektorielle Zielfunk­
tion wird durch ihre erste Komponente ersetzt

(4.13)

und alle weiteren Zielfunktionskomponenten werden als Restriktionen for-
muliert

fj(X)-fj>0 j = 2,mt (4.14)

Werden die Sollwerte aller Restriktionen systematisch variiert, kann der ge­
samte funktionaleffiziente Rand konvexer Probleme bestimmt werden.

Als Beispiel für die Anwendung der restriktionsorientierten Transformation 
zeigt Bild 4.7 die Optimierung der thermoelastischen Verformungen einer 
Werkzeugzustelleinrichtung für eine Ultrapräzisionsdrehmaschine. Das Bau­
teil aus einem metallischen Werkstoff ist mit einem Piezotranslator ausgerii-
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Bild 4.7: Vektoroptimierung des thermoelastischen Verhaltens der Werk- 
zeugzustelleinrichtung einer Ultrapräzisionsdrehmaschine unter 
Verwendung der restriktionsorientierten Transformation

stet, der hochfrequente Meißelbewegungen in Zustellrichtung ausführt Der 
Piezotranslator hat eine Verlustleistung von 60 W, und trotz eingebrachter 
Kühlung durch Heat Pipes kommt es zu einer thermoelastischen Verfor­
mung am Meißelfutter. Die gleichzeitige Minimierung des Bauteilvolumens 
und der thermoelastischen Verformung sind die Optimierungsziele. Zusätz­
lich wird eine konstante statische Steifigkeit am Meißelfutter als Restriktion 
formuliert. Insgesamt wurden fünf Optimierungsrechnungen mit der ther­
moelastischen Verformung als Ersatzzielfunktion durchgeführt, während das 
Bauteilvolumen als Restriktion zwischen 0.49 und 0.54 dm3 variiert wurde.

4.2.3 Normmethoden

Normmethoden erlauben die Formulierung der Zielvorstellungen durch die 
Angabe von Anspruchsniveaus für jede Zielfunktionskomponente. Aufgabe 
der Ersatzformulierung ist die Suche nach demjenigen fuuktionaleffizienten 
Lösungspunkt, der den minimalen Abstand zum Anspruchsniveau darstellt.
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Besondere Aufinerksamkeit muß in diesem Zusammenhang der TSCHEBEY- 
SCHEFF-Norm [103] geschenkt werden, da mit ihr die Lösung nichtkonvexer 
Vektoroptimierungsprobleme möglich ist. Die Präferenzfunktion lautet

p[f(X)]=mM{|aj-fj|} (4.15)

Durch Setzen von a^O und Einfuhren zusätzlicher Wichtungsfaktoren für 
die normierten Zielfünktionskomponenten erhält man die Min-Max-Fonnu- 
lierung

p[f(X)] = max {wj cj fj} (4.16)

die von FUCHS [104] erfolgreich für die Optimierung faserverstärkter Werk­
stoffe eingesetzt wurde. Bild 4.8 zeigt die Optimierung eines T-förmigen 
Rohrkrümmers aus glasfaserverstärktem Kunststoff mit den Zielen minima­
ler Verformung am Punkt P sowie minimalem Bauteilvolumen. Entwurfsva­
riablen sind die Dicken des zweischichtigen Laminats sowie die Faserorien­
tierungen in den gezeigten sechs Bereichen des Bauteils. Das Diagramm

Verwendung Min-Max-normierter Ersatzzielfunktionen
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zeigt den funktionaleffizienten Rand, der durch fünf Optimierungsrechnun- 
gen mit verschiedenen Gewichtungsfaktoren erhalten wurde.

Vektoropdmierungsverfahren sind in der Lage, Optimierungsprobleme hin­
sichtlich mehrerer Zielvorgaben zu lösen. Sie erhöhen jedoch in einigen Fäl­
len die Komplexität des Optimierungsproblems in einem Maße, das die 
Konvergenz der Lösung abschwächt oder sogar verhindert. Ferner wird bei 
allen Verfahren vorausgesetzt, daß die Zielvorstellungen dem Konstrukteur 
vorab bekannt sind, um während der laufenden Optimierungsrechnung aktiv 
in den Prozeß eingreifen zu können. Solche interaktiven Vektoroptimie­
rungsstrategien sind in neuerer Zeit entwickelt worden [40]. Sie lassen sich 
jedoch für die Fimte-Elemente-Strukturoptimierung wegen der hohen Re­
chenzeiten in naher Zukunft noch nicht einsetzen.

4.3 Lösung zeitvarianter Optimierungsprobleme

Bei der Optimierung thermoelastischer Kriterien ist in vielen Fällen die zeit­
lich instationäre Temperaturentwicklung über einen gewissen Zeitraum zu 
betrachten. Es reicht demzufolge nicht aus, lediglich den stationären Zustand 
zu optimieren, wenn sich aufgrund zeitlich veränderlicher Wärmequellen 
während des Betriebes kein Beharrungszustand einstellt oder der stationäre 
Zustand nicht dimensionierend ist. So können während einer anfänglichen 
Erwärmungsphase durchaus größere thermoelastische Verformungen auftre­
ten als im thermischen Gleichgewicht. Im Werkzeugmaschinenbau sind es 
insbesondere Umgebungseinflüsse durch das Hallenklima oder direkte Son­
neneinstrahlung sowie innere Wärmequellen durch Verlustleistung der La­
ger, Antriebe und Führungen und nicht zuletzt die Prozeßwärme, die eine 
Zeitvariante Optimierung des thermoelastischen Verformungsverhaltens not­
wendig werden lassen [105,106].

Die Lösung eines Zeitvarianten Optimierungsproblems verlangt die Mini­
mierung einer zeitabhängigen Zielfunktion. Die zeitabhängigen Restriktions­
funktionen müssen als Nebenbedingungen über den gesamten betrachteten 
Zeitbereich erfüllt sein, so daß ein zeitvariantes Optimierungsproblem wie 
folgt formuliert werden kann:
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Minimiere die zeitabhängige Zielfunktion
min f(X,t) 0 < t < tf

unter Berücksichtigung der Restriktionsfunktionen
hj(X,t) = 0 j = IjiDj, 0<t<tf
gj(X,t)>0 i = 1’ing O^t^tf

(4.17)

und den unteren bzw. oberen Grenzen der Entwurfsvariablen 
i = l,n

Zeitvariante Optimierungsprobleme sind nicht ohne weiteres mit den vor­
handenen Optimierungsverfahren lösbar. Vielmehr muß im Vorfeld die Zeit­
abhängigkeit mit Hilfe einer geeigneten Strategie eliminiert werden. Vorteil­
haft ist die Auswahl einer zeitunabhängigen Größe, wie des Bautexlvolu- 
mens als Zielfunktion, so daß nur bezüglich der Zeitvarianten Restriktionen 
äquivalente Ersatzformulierungen gefunden werden müssen. Die zur An­
wendung kommenden Strategien lassen sich grundsätzlich in diskretisieren­
de und integrative Verfahren einteilen.

4.3.1 Diskretisierende Strategien

Die Diskretisierung der im Zeitbereich [0,^] aktiven zeitabhängigen Ziel- 
und Restriktionsfunktionen stellt die einfachste Ersatzformulierung dar. Da­
zu wird die zeitabhängige Funktion in rij diskrete Werte umgewandelt

gi(X,ti)^0 (4.18)

Ein wesentlicher Nachteil dieser Strategie ist die zur Erfassung aller kriti­
schen Zeitpunkte notwendige feine Diskretisierung im Zeitbereich. Daraus 
folgt häufig eine unzulässig hohe Anzahl von Funktionswerten und damit 
ein nicht mehr vertretbarer Optimierungsaufwand.

Dieser Nachteil der Diskretisierung wird umgangen, wenn Ziel- und Restrik­
tionsfunktionen lediglich zu kritischen Zeitpunkten diskretisiert und opti­
miert werden. Diese Überlegung führt zu der von GRANDHI, HAFTKA und 
WATSON [42] eingeführten Critical Point Constraint. Ähnlich wie bei der 
Diskretisierung wird die Funktion zu diskreten Zeitpunkten betrachtet; es 
wird allerdings eine Auswahl kritischer Zeitpunkte vorgenommen, an denen 
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die Funktion maximale Werte erreicht

(4.19)

wobei die zeitvariante Funktion zu den Zeitpunkten ein lokales Maxi­
mum besitzt GREENE [43] beschreibt einen Algorithmus, der bei der Be­
stimmung der kritischen Zeitpunkte zwischen Haupt- und Nebenmaxima un­
terscheidet, denn nur die größten Hauptmaxima sind für eine Optimierung 
relevant.

Die kritischen Zeitpunkte behalten bei Veränderung der Entwurfsvariablen 
ihre Position auf der Zeitachse bei. Diese Eigenschaft beweisen HAFTKA, 
GÜRDAL und KAMAT [41] durch Ableiten von (4.19)

(4.20)

Der letzte Tenn von (4.20) ist sowohl an inneren Extremalpunkten als auch 
an Randextretna null, so daß Änderungen in den Entwurfsvariablen keinen

Bild 4.9: Abhängigkeit des Zeitpunktes der Verformungsmaxima von der 
Wanddicke eines thermisch belasteten Ständerbauteils
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Einfluß auf haben. Unter Ausnutzung dieser Eigenschaft ist es möglich, 
auf einen aufwendigen Algorithmus zur Suche nach kritischen Zeitpunkten 
zu verzichten. Anstattdessen wählt der Konstrukteur nach einer anfänglichen 
Strukturanalyse des Startlayouts die kritischen Punkte selbst aus und formu­
liert sie im Optimierungsmodell als Restriktionen oder Zielfunktionskompo­
nenten. Bild 4.9 zeigt den Verformungsverlauf über der Zeit für verschiede­
ne Wanddicken eines thermisch belasteten Ständerbauteils. Es ist ersichtlich, 
daß beide Verfonnungsmaxima ihre Position auf der Zeitachse bei Ände­
rung der Wanddicke beibehalten.

Bild 4.10 zeigt exemplarisch die zeitvariante Minimierung der thermoelasti­
schen Verformungen des in Bild 4.9 dargestellten Ständerbauteils unter 
gleicher zeitvarianter thermischer Last. Es ergeben sich zwei Maxima der 
Verformung nach 13 min und nach 30 min, die als kritische Zeitpunkte der 
transienten Zielfunktion angenommen werden. Mit der Methode der Zielge­
wichtung wird aus den beiden vektoriellen Zielfunktionskomponenten eine 
Präferenzfunktion gebildet. Zusätzlich soll die Biegesteifigkeit des Ständers 
den Wert des Startentwurfs nicht unterschreiten, so daß die Verformung auf-
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Bild 4.10: Wanddickenoptimierung eines thermisch belasteten Ständerbau­
teils mit Restriktionsdiskretisierung zu kritischen Zeitpunkten
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gründ einer Einheitskraft F als Restriktion formuliert wird. Als Entwurfsva­
riablen werden die Dicken der vorderen und hinteren Wand sowie der Sei­
tenwände gewählt. Nach vier Iterationen ist bereits die optimale Wand­
dickenverteilung vom Algorithmus gefunden. Die thermoelastische Verfor­
mung kann bei gleicher statischer Steifigkeit im gesamten Zeitbereich um 
12% reduziert werden. Der Optimierungsverlauf zeigt die schon vielfach be­
obachtete gegensätzliche Abhängigkeit der thermischen und der statischen 
Verformungen von den Wanddicken.

4.3.2 Integrative Strategien

Im Gegensatz zu den diskretisierenden Strategien bilden integrative Metho­
den eine Ersatzformulierung für Ziel- und Restriktionsgrößen, die die Zeit­
abhängigkeit durch Integration über den betrachteten Zeitbereich eliminiert. 
Auf diese Weise erhöht sich die Anzahl der Restriktionen nicht. ADELMAN, 
SAWYER und SHORE (16] formulierten zuerst folgende Ersatzrestriktion als 
zeitlichen Mittelwert über dem betrachteten Zeitbereich

g(X) = ljg(X,t)dt 
t=0

(4.21)

Diese Form der Ersatzformulierung neigt allerdings zu einer Glättung der 
Funktion, die dazu fuhren kann, daß Entwurfsänderungen nicht empfindlich 
genug von den Funktionsmaxima gesteuert werden.

Im Gegensatz zu (4.21) bildet die KREISSELMEIER-STEINHAUSER-Funktion
[107,108] eine Einhüllende der Zeitvarianten Funktion und ist demzufolge 
immer kritischer als deren zeitlicher Maximalwert g^

g(X) = gDJM (4.22)

Die KRELSSELMEIER-STEINHAUSER-Fttnktion ist zur Optimierung rege­
lungstechnischer Systeme mit einer großen Anzahl von Entwurfsspezifika­
tionen eingeführt worden [107] und eignet sich im gleichen Maße zur Opti­
mierung zeitvarianter Restriktionen, da sie aus einer Menge von Restriktio­
nen die kritischen in einer Weise gewichtet, daß sich ihr Wert am Maximal-
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wert der Funktion gmax orientiert

«23)

Je größer der Wert von p, desto näher liegt die KREISSELMEIER-STEINHAU- 
SER-Funktion bei graax. BARTHELEMY und RILEY (108] wählen die Größe 
von p in Abhängigkeit von der Toleranz £ des Optimierungsverfährens zu

(4.24)

Gute Ergebnisse sind mit &=l/1000 gmM erzielt worden. Die Restriktionsgra­
dienten berechnen sich zu

dg _y dg>
ax, BXi

i = l,n (4.25)

Ein wesentlicher Vorteil der KREISSELMEIER-STEINHAUSER-Funktion ist 
die Bestimmung einer über den gesamten Zeitbereich gültigen Ersatzziel­
oder Ersatzrestriktionsfunktion, so daß die Anzahl der Kriterien sich gegen­
über der Zeitvarianten Problemstellung nicht erhöht. Da der Wert der KREIS- 
SELMEIER-STEINHAUSER-Funktion immer größer als gmax ist, ist er stets kri­
tischer als die Zeitvariante Funktion selbst, so daß eine Glättung der Funk­
tionswerte und damit eine Unempfindlichkeit gegenüber Änderungen der 
Entwurfsvariablen nicht auftritt. Die Dominanz von g^ kann allerdings zu 
Diskontinuitäten fuhren, wenn es von einer Optimienmgsiteration zur näch­
sten zu einem Wechsel des globalen Maximums kommt. Die Optimierungs­
verfahren reagieren auf solche Diskontinuitäten in den Entwurfsfunktionen 
in den meisten Fällen mit einer Abnahme der Konvergenzgeschwindigkeit 
oder sogar mit divergentem Verhalten.
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5 Optimierungssystemlösung
Obwohl die Strukturoptimierung auf eine mehr als dreißigjährige Entwick­
lungsgeschichte zurückblicken kann, die in wesentlichen Zügen parallel zur 
Entwicklung der Finite-Elemente-Methode verlief, hat sie nicht in dem Ma­
ße Verbreitung gefunden, wie dies für die Finite-Elemente-Methode der Fall 
ist Dies ist insofern bemerkenswert, da dem Konstrukteur mit der Struktur­
optimierung ein effektives Werkzeug zur Verfügung steht, mit dem er Bau­
teile und Baugruppen hinsichtlich seiner Anforderungen optimal auslegen 
kann und das ihn bei den im Laufe konstruktiver Prozesse immer wieder 
verkommenden Parameterstudien sinnvoll unterstützt. Im folgenden sollen 
die Anforderungen an ein Strukturoptimierungssystem sowie eine Systemlö­
sung vorgestellt werden, die einen effektiven Einsatz von Strukturoptimie- 
rungsverfahren in der Produktentwicklung erlauben.

5.1 Anforderungen an ein Optimierungssystem

Eine wesentliche Voraussetzung für den effektiven Einsatz der Strukturopti­
mierung ist die Umsetzung leistungsfähiger Algorithmen in ein Softwaresy­
stem, das hohe Anforderungen hinsichtlich Benutzerführung, Flexibilität bei 
der Definition von Entwurfsproblemen, Zuverlässigkeit sowie Visualisie­
rung und Nachvollziehbarkeit der Optimierungsergebnisse bietet. Darüber 
hinaus sind im zunehmenden Maße interdisziplinäre Entwurfsaufgaben zu 
losen, bei denen die Wechselwirkung des Strukturverhaltens mit weiteren 
Einflußgrößen Gegenstand der Optimierung ist. Es lassen sich folgende An­
forderungen an ein Optimierungssystem formulieren:

Optimierungsmodellbildung

Bei der Formulierung einer Entwurfaufgabe als Stnikturoptimierungspro- 
blem ist die Urteilsfähigkeit und Erfahrung des Konstrukteurs von entschei­
dender Bedeutung. Bei der Umsetzung seiner Zielvorstellungen und Anfor­
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derungen in ein mathematisches Modell muß das System ihn in sinnvoller 
Weise unterstützen. Vielfach sind zu Beginn eines Entwurfsprozesses nicht 
alle Zielvorstellungen und Restriktionen bekannt, so daß Änderungen des 
Optimierungsmodells sowie Änderungen der Entwurfsvariablen auf einfache 
und zuverlässige Weise möglich sein müssen. Ferner lassen sich Kompro­
mißlösungen von Zielkonflikten nur durch wiederholte Optimierungsrech- 
nungen unter Variation der Präferenz der beteiligten Zielgrößen finden.

Einbindung in eine CAE-Umgebung

Der interaktive Eingriff in den rechnerunterstützten Optimierungsprozeß be­
dingt zunächst eine umfassende, grafisch unterstützte Information des Be­
nutzers über den Verlauf von Ziel- und Restriktionsfunktionen, aktuelle 
Werte der Entwurfsvariablen sowie eine Darstellung der Gradienteninforma- 
tion, so daß mit Hilfe von trade-off-studies das weitere Optimierungspotenti­
al eines Entwurfes ermittelt werden kann [109,110]. Eine derartige Einbin­
dung ist zum einen notwendig, um den Optimienmgsprozeß für den Anwen­
der nachvollziehbar zu machen, und zum anderen, um das Vertrauen in die 
Optimierungsergebnisse und in das Verfahren zu unterstützen.

Um diesen Anforderungen gerecht zu werden, muß das Optimierungssystem 
integraler Bestandteil einer CAE-Umgebung sein, die es erlaubt, eine 
schnelle und umfassende Ergebnisdarstellung in grafischer Form durchzu­
führen, auf deren Basis der Konstrukteur den Entwurf bewertet. Moderne 
muItitasking-Betriebssysteme erlauben eine Abarbeitung der Optimierungs­
rechnung im Hintergrund, so daß währenddessen am Rechner weitergearbei­
tet werden kann.

Abbruch und Neustart

Der hochgradig interaktive Charakter des Optimierungsprozesses wird un­
terstützt durch einfache Möglichkeiten des Abbruchs, der erneuten Initiali­
sierung und des Neustarts der Optimierungsrechnung mit einem unter Um­
ständen geänderten Optimierungsmodell. Dies setzt wiederum voraus, daß 
Zwischenergebnisse der Optimierung während der laufenden Rechnung be­
trachtet werden können.
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Fehlerdokumentation

Die umfassende Dokumentation sämtlicher Fehlerzustände, von der fehler­
haften Dateneingabe bis zu Fehlerzuständen des Analyse- und Optimie­
rungsmoduls, ist heute selbstverständlicher Bestandteil eines jeden Soft­
waresystems. Fehlerzustände des Optimierungsalgorithmus, die auf eine un­
saubere Optimierungsmodellbildung zurückzuführen sind, können auftreten, 
wenn durch inkonsistente Restriktionen der Entwurfsraum eine leere Menge 
ist oder durch fehlerhafte Gradienten keine sinnvolle Lösung gefunden wer­
den kann.

Verschiedene Optimierungsverfahren

Die Leistungsfähigkeit der Optimierungsverfahren ist zum großen Teil in 
deren Spezialisierung auf bestimmte Problemstellungen begründet, so daß 
ein Optimienmgssystem eine Bibliothek sorgsam ausgewählter Algorithmen 
enthalten muß. Zur Auswahl eines für eine Problemstellung am besten ge­
eigneten Algorithmus schlagen BALACHANDRAN, GERO [111] und SCHITT- 
KOWSKI [112] den Einsatz wissensbasierter Systeme vor, die aufgrund von 
Regelwerken abhängig von der Problemstellung dem Benutzer einen ge­
eigneten Algorithmus vorschlagen.

5.2 Beschreibung und Aufbau des Optimierungssystems STRATHOS

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Methoden haben in dem Opti­
mierungssystem STRATHOS eine softwaremäßige Realisierung gefunden. 
Das System besteht aus einem FEM-Analysemodul, das die Struktur- und 
Sensitivitätsanalyse durchführt, sowie einem Optimierungsmodul, das die 
Aufgabe der Datenakquisition, die Steuerung des Optimierungsablaufes so­
wie den Aufruf der Optimierungsstrategie und des Optimierungsverfahrens 
übernimmt. Die Steuerung des Optimierungsablaufes sowie die Anbindung 
an einen grafisch-interaktiven Pre- und Postprozessor geschieht auf Kom­
mandoprozedurebene. Daten weiden über Datensätze zwischen den Pro­
grammen ausgetauscht. Bild 5.1 zeigt die Integration der Module zu einer 
CAE-Umgebung. Das Programm FEMLINK übernimmt die Datenkonver-
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Bild 5.1: Integriertes graphisch unterstütztes Stnikturoptimierungssystem 
als Teil einer CAE-Ümgebung

tierung zwischen dem marktgängigen Pre- und Postprozessor und dem Opti­
mierungssystem; das Programm OPTVIS ergänzt das CAE-System hinsicht­
lich der Darstellung der Optimierungsverläufe und Histogramme. 

I 
Die Dateienstruktur wird in Bild 52 deutlich. Der Datenaustausch zwischen 
dem Optimierungssystem und dem graphischen Pre- und Postprozessor wird 
über ein neutrales Dateiformat gehandhabt. Das Programm FEMLINK über­
nimmt die Datenkonvertierung, so daß die Integration in andere CAE-Umge- 
bungen durch Austausch diese Programms bewerkstelligt werden kann und 
keinerlei Änderungen am eigentlichen Optimierungssystem notwendig sind. 
Als Eingabe dienen die Dateien des Struktunnodells sowie die Datei des Op­
timierungsmodells. STRATHOS unterstützt eine redundanzfreie formatfreie 
und keywordgesteuerte Eingabe, so daß erfahrene Benutzer auch durch di­
rekte Änderung in den Dateien mit dem System arbeiten können. Eine strik­
te Trennung von Optimierungs- und Strukturmodell erleichtert den Aus­
tausch des Finite-Elemente-Systems gegen andere Analysesysteme.

Das Finite-Elemente-Analysesystem produziert während des Analysevor­
gangs temporäre Dateien, die nach Abschluß der Analyse wieder gelöscht
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Bild 5.2; Dateienstruktur und Integration in eine CAE-Umgebung

werden. Besonders hervorzuheben ist die Möglichkeit, die temporären Daten 
auf bis zu acht gleichgroße Dateien zu verteilen, um für umfangreiche Ana­
lysen den verteilten Plattenspeicher nutzen zu können. Eine Routine prüft zu 
Beginn der Analyse den benötigten Extemspeicherbedarf, der vom Benutzer 
bereitgestellt werden muß.

Die Inter-Programm-Kommunikation macht bei umfangreichen Optimie- 
rungsrecbnungen eine schnelle Datenablage und -riickgewinnung über eine 
gemeinsame Datenbasis notwendig, andererseits muß gerade bei im Hinter­
grund ablaufenden Programmen eine Plausibilitätskontrolle der Daten ge­
währleistet sein. In diesem Falle wurde hierzu ein keywordgesteuertes und 
binäres Datenformat entwickelt, das die Datenrückgewinnung anhand der 
Keywörter zu Beginn jedes Records und eine gleichzeitige Plausibilitätsprü- 
fung der folgenden Daten erlaubt, um so eine effektive und zuverlässige Da­
tenrückgewinnung zu gewährleisten.



86 5 Optimierungssystemlösung

5.3 Programmentwicklung und Test

Neben den Anforderungen von Seiten des Benutzers stehen Anforderungen 
des Softwareentwicklers an das System im Vordergrund, die in erster Linie 
eine gute Wartbarkeit, Erweiterbarkeit und Qualitätssicherung der Software 
betreffen. Für die Entwicklung von STRATHOS wurden von Anfang an 
Prinzipien und Methoden des Software-Engineering eingesetzt [113-115], 
um ein System, das als Forschungsplattform ständiger Fortentwicklung un­
terworfen ist, mit minimalem Aufwand und maximaler Effizienz und Zuver­
lässigkeit entwickeln zu können. Folgende Anforderungen standen dabei im 
Vordergrund:

• Parallelisierung der Softwareentwicklung zur Reduzierung der Entwick­
lungszeiten

• Leichte Austauschbarkeit von Softwarepaketen durch klar definierte 
Schnittstellen

• Maximierung des Anteils wiederverwendbarer Software

• Automatisierte Einrichtung zum Systemtest mit dem Ziel maximaler Zu­
verlässigkeit und Softwarequalität

Der Schlüssel zur effektiven Entwicklung umfangreicher Softwaresysteme 
ist die modulare Softwareentwicklung, die vom Prinzip der Abstraktion von 
Daten und Prozeduren Gebrauch macht. Die einzelnen Module sollen so­
wohl von ihrer Funktion als auch von den ausgetauschten Daten her abge­
schlossene und logische Einheiten bilden, denen eine spezifische Aufgabe 
zugeordnet ist. Abstraktion und Modularität unterstützen nicht nur die Ver­
ständlichkeit der Software, sondern auch die Wiederverwendung einzelner 
Module für andere Fälle, in denen gleiche Teilaufgaben zu lösen sind. Ein 
exemplarischer Fall soll anhand des Datenflußdiagramms zur Berechnung 
der Ableitung thermischer Ersatzkräfte nach Entwurfsvariablen erläutert 
werden (Bild 53). Durch Variation der Eingabedaten des Moduls M können 
die Summanden der Formel berechnet werden, da ihnen der gleiche mathe­
matische Zusammenhang zugrunde liegt. Anschließende Summation sowie 
die Division durch Ati ergibt dann den Gradienten. Nicht nur, daß durch die­
se Anwendung der Prinzipien der Modularität der Entwicklungs- und Test-
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Bild 53: Wiederverwendung von Softwaremodulen zur Berechnung von 
Gradienten der thermischen Ersatzkraft

aufwand wesentlich reduziert werden konnte, zusätzlich wird die Verständ­
lichkeit und Nachvollziehbarkeit des Programmcodes dadurch gefördert, daß 
die Programmstruktur der mathematisch logischen Struktur des Algorithmus 
folgt.

Darüber hinaus hat sich im Laufe der Programmentwicklung gezeigt, daß 
durch Abstraktion und Modularität eine einfache Weiterentwicklung der 
Software gegeben ist, da selbst eine Erweiterung der Datenstruktur durch die 
überwiegende Verwendung lokaler, auf die Module beschränkter Datendefi­
nitionen sowie die notwendigen Umstellungen der Programmstruktur auf 
Systemebene unproblematisch möglich waren. Modularität und lokale Daten 
sind die Grundlage der parallelen Softwareentwicklung durch mehrere Ent­
wickler. Sie können gleichzeitig an verschiedenen Modulen des Systems ar­
beiten, ohne sich gegenseitig zu beeinflussen. Der Aufwand, die getesteten 
Module in das System zu integrieren, wird auf ein Minimum beschränkt.

Die konsequente Weiterfuhrung der Grundsätze von Modularität und Ab­
straktion führt auf den Begriff des objektorientierten Entwurfs, der in neue­
ster Zeit besonders bei der Entwicklung grafischer Systeme weite Anwen-
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dung findet [116,117]. Erste Ansätze, die objektorientierte Entwurfsprinzi­
pien auch auf Finite-Elemente-Systeme auszudehnen, beschreibt MACKIE 
[118]. Der Vorteil des objektorientierten Modells liegt in der Auflösung der 
strikten Trennung von Daten und Prozeduren. Vielmehr stellen Objekte eine 
Zusammenfassung zugeordneter Daten und Operationen dar. Objekte haben 
folgende herausragende Eigenschaften: Sie gestatten Datenverarbeitung 
durch Übermittlung von Nachrichten zwischen Objekten. Objekte werden 
hierarchisch zu Klassen zusammengefaßt. Die Eigenschaften der übergeord­
neten Klasse kann auf die untergeordnete vererbt werden. Die Klassenstruk­
tur unterstützt die Wiederverwendung von Prozeduren für verschiedene 
Nachkommen der gleichen Klasse. Der objektorientierte Ansatz kann zu ei­
ner sinnvollen Strukturierung der Problemstellung führen, die vor allem die 
Wiederverwendbarkeit von Software, die Erweiterbaikeit und die Robustheit 
komplexer Softwaresysteme fördert. Inwieweit der objektorientierte Soft­
wareentwurf die Entwicklung von Optimierungssystemen unterstützen kann, 
soll exemplarisch anhand der objektorientierten Interpretation von Struktur- 
und Optimierungsmodell sowie deren Relation zueinander gezeigt werden 
(Bild 5.4).

RestriktionZetfunktion

Soltwert

oibf aktue«« Werte

Optimienjngs-
verfahren

Typ 
Wkriiung

Optimie rungs- 
Strategie

j vektoropBinlenjngf;  ̂
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Entwurfs- 
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SchkhtdkkB 
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gb< attueHe Wertet';^ 18

Bild 5.4: Objektorientierte Interpretation von Struktur- und Optimierungs­
modell sowie deren Relation zueinander
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Das StruktunnDdelJ besteht aus finiten Elementen, Randbedingungen und 
Belastungen, die durch Definition einer Analyseaufgabe eine vollständige 
Beschreibung des Strukturverhaltens ermöglichen. Durch die Einführung 
von Elementgruppen, denen ein Laminataufbau mit sämtlichen erforderli­
chen Materialeigenschaften zugeordnet ist, wird die Definition von Element­
eigenschaften wesentlich vereinfacht. Elementgruppen repräsentieren zu­
sammenhängende, aus einem Material bestehende Gebiete des Gesamtmo- 
dells.

Das Optimierungsmodell dient zur Definition der Entwurfsaufgabe sowie 
der Festlegung der verwendeten Optimierungsstrategie und des Algorith­
mus. Die Definition von Ziel- und Restriktionsfunktionen bezieht sich auf 
physikalische Größen, die das Strukturmodell zur Verfügung stellt. Ferner 
ist durch die direkte Zuordnung der Entwurfsvariablen zu einer oder zu meh­
reren Elementgruppen eine einfache, leicht nachvollziehbare und logische 
Verknüpfung der beiden Modelle gegeben.

Darüber hinaus bietet die dargestellte saubere Trennung von Struktur- und 
Optimierungsmodell die Möglichkeit, auf einfache Weise weitere Simula-

Bild 5.5: Testumgebung für das Optimierungssystem STRATHOS
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tionsmodelle einzubinden und damit beispielsweise eine Fertigungssimula- 
tion oder weitere Strukturanalysesysteme zu integrieren.

Jede Weiterentwicklung eines Programmsystems bedingt umfassende Sy­
stemtests, um einen überprüfbaren und jederzeit reproduzierbaren Nachweis 
der Korrektheit, Zuverlässigkeit und anforderungsgerechten Leistungsfähig­
keit des Systems zu führen [115]. Der Test umfangreicher Softwaresysteme 
kann mit Hilfe eines Testsystems automatisiert durchgeführt werden, in wel­
ches das Programmsystem als Testling eingebettet ist und das anhand einer 
Reihe ausgewählter Testfälle möglichst viele kritische Zustände der Soft­
ware überprüft. Bild 5.5 zeigt das für STRATHOS entwickelte Testsystem. 
Ein Testtreiber steuert als Kommandoprozedur den Aufruf des Testlings mit 
in einer Testbibliothek abgelegten Testfällen. Die Ergebnisse werden an­
schließend mit in der Testbibliothek ebenfalls abgelegten Referenzergebnis­
sen verglichen. Ein Protokoll gibt Aufschluß über die erfolgreiche Durch­
führung des Tests oder meldet gegebenenfalls Unterschiede zur Referenzlö­
sung. Der Auswahl der Testfalle muß große Aufmerksamkeit gewidmet wer­
den, denn zur Verfolgung einer vollständigen Testüberdeckung muß jeder 
Programmpfad mindestens einmal durchlaufen werden. Ferner müssen die 
Steuerung des Programmablaufes sowie die Algorithmen gleichermaßen ge­
testet werden. Der Test ist nur aussagekräftig, wenn Grenzzustände der Soft­
ware überprüft werden. Zum vollständigen Systemtest gehört die Provoka­
tion von Systemfehlem und die Überprüfung, ob diese Systemfehler korrekt 
abgefangen werden.

Ein automatisiertes Testsystem bietet die Möglichkeit, mit einem minimalen 
Personalaufwand eine maximale Softwarequalität zu erreichen. Zu jeder Er­
weiterung des Systems gehört dann selbstverständlich neben der Dokumen­
tation der Software die Ausarbeitung adäquater Testbeispiele.
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6 Anwendung
6.1 KFZ-Rad unter thermischer Last durch die Scheibenbremse

KFZ-Räder aus Faserverbundkunststoffen gelten als Alternative zu Rädern 
aus Aluminium, weil sie neben einem geringeren Gewicht eine größere 
Schadenstoleranz aufweisen. Da in der Praxis bislang wenig Erfahrung mit 
dem Einsatz faserverstärkter Kunststoffe für KFZ-Räder vorliegt, sind um­
fangreiche Berechnungen und Optimierungsmaßnahmen notwendig, um ein 
gewichtsoptimales Rad zu entwerfen. Neben statischen und thermischen Be­
lastungen im Fährbetrieb wirken zusätzlich hygrothermische Langzeitein- 
flüsse sowie Beanspruchungen durch Steinschlag oder etwa durch Montage 
des Reifens auf die Felge. Beschädigungen des Felgenhorns durch Kollision 
können durch die Verwendung des CTS-Systems weitgehend vermieden 
werden. Dabei greift der Reifen um das Rad herum und umschließt auf diese

Bild 6.1: KFZ-Rad aus faserverstärktem Kunststoff (System CTS)
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Weise das Felgenhorn (Bild 6.1). Untersuchungen haben gezeigt [119], daß 
sowohl der Lastfall "Kurvenfahrt mit gleichzeitigem Abbremsen" als auch 
die thermische Belastung durch die Scheibenbremse nach einer Paßfahrt mit 
anschließendem Stand zu den dimensionierenden Lastzuständen führen.

Die entwickelten Methoden und Softwaresysteme sind auf die Gewichtsmi- 
nimierung des CTS-Rades angewendet worden, wobei geforderte Steifig- 
keits- und Festigkeitskriterien bei thermischer Kurzzeitbelastung sowie Be­
lastung durch angreifende Kräfte im Fährbetrieb eingehalten werden sollten. 
Bild 6.2 zeigt das Finite-Elemente-Modell mit 1140 achtknotigen gekrümm­
ten Schalenelementen und 3468 Knoten.

Bild 6.2: Finite-Elemente-Modell mit eingezeichneten Belastungen

Der thermische Lastzustand wird durch eine maximale Aufheizung der 
Bremsscheibe beschrieben, die aufgrund der Isolierung des Radspiegels mit 
einem Temperaturdistanzring geringer Wärmeleitfähigkeit zu einer Aufhei­
zung der Nabe auf IZO’C fuhrt. Die auf die Innenseite des Rades wirkende 
Strahlung der glühenden Bremsscheibe kann aufgrund einer geeigneten Ab­
schirmung vernachlässigt werden [119].
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Das Rad wird in Wickeltechnik gefertigt und basiert auf einer zweiteiligen 
Bauweise, bestehend aus Radscheibe und Radfelge. Während die Radschei­
be aus CFK-HT mit Epoxidharzmatrix so gewickelt ist, daß die Fasern radial 
in den Speichen verlaufen und der Radspiegel als Kreuzungszone dient, wird 
die Radfelge aus einem (±45o,90o)s-Gelege aus GFK mit Epoxidharzmatrix 
gefertigt, das anschließend durch gewickelte Fasem auf der Form fixiert 
wird. Der Hohlkörper wird mit einem Schaumkem ausgefüllt.

Die Elastizitäts- und Festigkeitskennwerte sowie die thermischen Material­
kenngrößen sind in Tab. 6.1 aufgeführt. Die Materialkennwerte werden aus 
den Werten für Faser und Matrix berechnet.

Tab. 6.1: Materialkennwerte der verwendeten faserverstärkten Werkstoffe

ElastizitätskeimgrößeD

Material
En 

[MPa]

E»

[MPa]
V12
[ ]

g12
[MPa]

g13
[MPa]

g23
[MPa]

Referenz

E-GIas 45200 8970 0.29 5530 5530 1300 [54]

CFK-HT 144200 6790 0.31 5710 5710 1300 [54]

Thermische Kenngrößen

Material

*■11

[W/mK] [W/mK] [W/mK]
a„ 

[lO^K'j
«22 

[10*K •']
«33 

[10-6K-*]
c 

[J/kgK]
Referenz

E-Glas 1.1 0.9 0.9 6.55 31.55 31.55 [76]

CFK-HT 10.0 1.5 1.5 •0.16 29.21 29.21 1000 [76,120]

Festigkeitskenngrößen

Material [MPa]
®1IM
[MPa]

fflBh
[MPa] [MPa] [MPa]

Referenz

E-Glas 1000 645 40 142 62 [54]

CFK-HT 1250 1250 50 142 84 [54]

Eine anfängliche Strukturanalyse des Startentwurfs zeigte eine geringe Re­
serve zur Versagensgrenze durch Zwischenfaserbruch im Lastfall "Kurven­
fahrt und Abbremsen" sowie eine Verformung von 2 mm im Radaufstands­
punkt (Bild 63). Der thermische Lastfall führte zu einem Faserbruchkriteri­
um von 0.3 und vemachlässigbaren Verformungen im Radaufstandspunkt 
(Bild 6.4).
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Bild 6.3: Ergebnis der Strukturanalyse für den Lastfall "Kurvenfahrt und 
gleichzeitiges Abbremsen"

Versagenskriterium:
Faserbnich nach PUCK

0.3267

0.2334

0.1401

0.0935

0.0467

0.0 z

Bild 6.4: Ergebnis der Strukturanalyse für den thermischen Lastfall "Ab­
wärme durch die Scheibenbremse"
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Ziel der anschließenden Optimierung ist die Gewichtsminimierung des Ra­
des unter Berücksichtigung folgender Restriktionen:

• Verformungen in x- und y-Richtung durch Lastfall "Kurvenfahrt und Ab­
bremsen" im Radaufstandspunkt v < 3 mm, w < 3 mm

• Versagenskriterien durch Lastfall "Kurvenfahrt und Abbremsen" B < 0.6
• Versagenskriterien durch thennischen Lastfall B < 0.6

Bild 6.5: Optimierungsmodell und Einteilung der Struktur in Entwurfsvari­
ablen

Das Rad ist in 5 Optimienmgsbereiche unterteilt (Bild 6.5), innerhalb derer 
die Schichtdicken variieren können. Fertigungstechnische Restriktionen des 
Wickelprozesses bestimmen die Verteilung der Schichtdicke in den Spei­
chen, im Ring und im Spiegel. Während die Fasem in den Speichen radial 
angeordnet sind, wird im Ring und im Spiegel als Kreuzungszone der Fasem 
ein quasiisotroper Laminataufbau angenommen. Nach der Kontinuitätsbe- 
dingung ist das Dickenverhältnis in den Strukturbereichen Speichen, Ring 
und Spiegel nahezu 1:2:3. Diese Relation ist durch variable linking verschie­
dener Schichten zu einer Entwurfsvariablen realisiert.
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Da die Zeit der Wärmeeinwirkung auf das Rad nicht begrenzt ist, soll der 
thermisch stationäre Zustand der Optimierung zugrunde gelegt werden. Er 
liefert die maximalen Temperaturen und ist demzufolge dimensionierend. 
Als Versagensrestriktionen werden ohne Benutzereingriff die fünf größten 
Werte pro Lastfall als Restriktion formuliert.

Das Optimum wird nach 9 Iterationen erreicht. Der Optimierungsverlauf ist 
in Bild 6.6 illustriert. Das Gewicht konnte bei gleichzeitiger Beschränkung 
der Verformung auf 3 mm um 39 % gegenüber dem Startentwurf reduziert 
werden. Die Versagenskriterien durch Lastfall 1 verringerten sich auf 0.6. 
Die thermischen Versagenskriterien stellen mit ihrem Maximalwert von 0.32 
keine aktiven Restriktionen des Optimierungsproblems dar.

Bild 6.6: Verlauf der Optimierungsrechnung
Iteration

Restrllrtjon: Versage i lastfall 1

Iteration

„ n r^L-***-

Restri ktk n: Versagen Lastfatl 2

Bild 6.7 stellt die Schichtdicken des Startentwurfes den optimalen Schicht­
dicken gegenüber. Während alle Schichten in der Radfelge den Wert der un­
teren Grenze annehmen, ist die optimale Dicke der Speichen 9.2 mm. Dem­
zufolge liegen die optimalen Dicken im Ring bei 18.2 mm und im Spiegel 
bei 27.3 mm. Die im Bereich des Flansches auftretenden maximalen Versa­
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genskriterien führen zu einer Vergrößerung der Laminatdicke auf 10.6 nun, 
wobei die 90°-Schichten mit 2.5 mm gegenüber den ±45°-Schichten mit 1.4 
mm etwas höher bewertet werden.

Bild 6.7: Entwurfsvariablen des Startentwurfs und der optimalen Lösung

6.2 Schieberfräseinheit einer Portalfräsmaschine unter zeitvariantem
Temperatureinfluß in der Maschinenhalle

Beim Einsatz von Großwerkzeugmaschinen können Zeitvariante Raumtem­
peraturschwankungen in der Maschinenhalle zu thermoelastischen Verfor­
mungen führen, die für geforderte Arbeitsgenauigkeiten kritisch sein kön­
nen. Bild 6.8 zeigt eine Portalfräsmaschine, wie sie zur Formenbearbeitung 
eingesetzt wird. Um eine möglichst große thermoelastische Stabilität zu er­
zielen, soll der Einsatz von kohlenstoffaserverstärktem Kunststoff für die 
senkrecht am Kreuzschlitten geführte Schieberffäseinheit untersucht werden. 
Durch eine Optimierung des Laminataufbaus soll bei konstanter statischer
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Steifigkeit die thermoelastische Verformung minimiert werden.

An den Außenflächen des Gehäuses wirkt freie Konvektion, so daß durch 
schwankende Temperatur in der Maschinenhalle ein instationärer Wärmeü­
bergang auf die Außenwandung der Schieberfräseinheit stattfindet Einbau­
teile wie Motoren, Getriebe und Spindel werden gekühlt, so daß sie keine 
Wärme an die Schieberfräseinheit abgeben.

Bild 6.8: Senkrechtffäsmaschine in Portalbauweise

Bild 6.9 zeigt das Finite-Elemente-Modell mit 558 achtknotigen rechtecki­
gen und sechsknotigen dreieckigen Schalenelementen sowie 1595 Struktur­
knoten. Der Schieberkörper und die Spindelaufnahme können im Wickelver­
fahren hergestellt werden, so daß als Laminalaufbau ein (±0)s-Verbund an­
genommen wird. Die Einbauteile werden nachträglich in den Schieberkör­
per eingeklebt. Als Material stellt CFK-HT mit Epoxidharzmatrix auch unter 
wirtschaftlichen Gesichtspunkten eine optimale Lösung dar. Die Werkstoff­
kennwerte können Tab. 6.1 entnommen werden.
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Bild 6.9: Finite-Elemente-Modell der Schieberfräseinheit mit eingezeich­
neten Fesselungen an den Führungsbahnen

Die Schieberfräseinheit ist an den Führungsbahnen in x- und y-Richtung ge­
fesselt, die Fesselung in z-Richtung erfolgt am Angriffspunkt der Kugelroll- 
spindel an der Rückseite. Die Fesselung entspricht der untersten Stellung in 
den Führungsbahnen, in der an der Fräskopfaufnahme die größte Kragarm­
länge auftritt. Da der Wärmeübergang durch Konvektion von der Tempera­
turschichtung in der Maschinenhalle abhängt, führt die örtliche und zeitliche 
Erhöhung der Hallentemperatur zu einer instationären Erwärmung der 
Schieberfräseinheit. In Übereinstimmung mit Messungen [106] wurde ange­
nommen, daß die Temperatur sich pro Stunde in der Halle um 1 K erhöht 
und zusätzlich eine Temperaturschichtung von 1 K/m vorhanden ist. Die 
Temperaturschichtung ist, wie in Bild 6.10 dargestellt, als stufenförmige 
Funktion modelliert. Zur Bestimmung eines gemittelten Konvektionskoeffi­
zienten erfolgte eine Abschätzung nach VDI-Wärtneatlas [121].
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Bild 6.10: Wännübergangszahlen und Umgebungstemperaturen für den
Lastfall ’Temperaturschichtung in der Maschinenhalle'

Der betrachtete Lastfall 'Temperaturschichtung in der Maschinenhalle' wur­
de den Optimierungsrechnungen zugrunde gelegt. Die Forderung nach einer 
konstanten statischen Steifigkeit ist durch einen weiteren Lastfall berück­
sichtigt worden, der die Fräskopfaufnahme in x-Richtung mit einer Kraft 
von 1000 N belastet. Eine Strukturanalyse des Startentwurfes zeigt aufgrund 
der thermischen Last eine maximale Verformung von 0.027 mm an der Fräs­
kopfaufnahme. Bild 6.11 stellt die maximal verformte Struktur nach 630 
min mit der entsprechenden Temperaturverteilung dar.

Das Ziel der durchgefuhrten Optimierung ist die Minimierung der thermo­
elastischen Verformung an der Fräskopfaufnahme. Die statische Verfor­
mung aufgrund der Referenzkraft in x-Richtung und das Gewicht sollten 
während der Optimierung einen zulässigen Wert nicht überschreiten und 
sind als Restriktionen formuliert worden. Als Entwurfsvariablen wurden ins­
gesamt vier Strukturbereiche des Finite-Elemente-Modells definiert (Bild 
6.12). Für diese Strukturbereiche erfolgte die Definition von jeweils drei 
Entwurfsvariablen. Dies sind zwei Faserwinkel sowie die Dicke einer 
Schicht des (±0)S-Laminats. Die Dicken der insgesamt vier Laminatschich-
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Bild 6.11: Temperaturverteilung und Verformung des Startentwurfs durch 
den Lastfall Temperaturschichtung in der Maschinenhalle'

Temperaturverteilung und Verformungen für t = 630 min

Bild 6.12: Optimierungsmodell und zu Entwurfsvariablen zusammengefaßte 
Elementgruppen
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ten wurden durch 'variable linking' zu einer Entwurfsvariablen zusammenge­
faßt. Durch zusätzlich definierte fertigungstechnische Gleichungsrestriktio­
nen wurden die Faserwinkelvariablen gezwungen, betraglich gleiche Werte 
unterschiedlichen Vorzeichens anzunehmen, um den durch das Wickelver­
fahren vorgegebenen (±0)s-Verbund zu erhalten.
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Bild 6.13: Verlauf der Optimierungsrechnung

Das zeitvariante Optimierungsproblem ist mit Hilfe der KREISSELMEIER- 
STEINHAUSER-Funktion auf ein stationäres Ersatzproblem reduziert und mit 
dem Optimierungsverfahren von POWELL gelöst worden. Bild 6.13 gibt den 
Optimierungsverlauf mit 8 gerechneten Iterationen wieder. Die maximale 
thermoelastische Verformung an der Fräskopfaufhahme nimmt in x-Rich- 
tung von 0.027 mm auf 0.007 mm ab. Der Startwert der Verformungsrestrik­
tion durch die statische Referenzkraft wird unterschritten. Die Volumenre­
striktion, deren Obergrenze auf 0.63 m3 festgelegt ist, wurde bereits nach der 
ersten Iteration angenommen. Es handelt sich um eine lineare Funktion der 
Entwurfsvariablen, die vom Optimierungsverfahren nach POWELL exakt ap­
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proximiert wird. Bild 6.14 zeigt die Entwurfsvariablen des Startentwurfs 
und der Optimallösung im Vergleich. Der Schieberkörper nimmt eine Faser­
orientierung von ±0° an, während die Spindelaufnahme eine Faserorientie­
rung von +45°, die Innenwand hinten eine Faserorientierung von ±17.7° und 
die Innenwand vorne eine Faserorientierung von ±6.9° bezogen auf die z- 
Achse der Schieberfräseinheit annimmt. Die Laminatdicke der Spindelauf­
nahme nimmt den Maximalwert von 80 mm an, während die Laminatdicke 
der anderen Enrwurfsvariablen den Startwert nur mäßig überschreiten.
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7 Zusammenfassung und Ausblick
Für den Einsatz faserverstärkter Kunststoffe spricht neben der hohen Festig­
keit und Steifigkeit bei geringem Gewicht die niedrige und in weiten Gren­
zen einstellbare thermische Ausdehnung. Der Wärmeausdehnungskoeffi­
zient eines Mehrschichtverbundes kann durch Variation von Schichtdicken 
und deren Faserorientierung in weiten Bereichen variiert werden. Bei kom­
plexeren Bauteilen ist diese Aufgabe jedoch vom Konstrukteur nicht mehr 
intuitiv oder mit analytischen Rechenverfahren zu lösen, so daß hier nur der 
Einsatz von Strukturoptimiemngsverfahren das Potential nutzen kann, das 
diese Werkstoffe bieten. In der vorliegenden Arbeit ist ein Konzept ent­
wickelt und realisiert worden, mit dem durch den Einsatz von Strukturopti- 
mierungsverfahreu das Zeitvariante thermoelastische Festigkeits- und Stei­
figkeitsverhalten von faserverstärkten Bauteilen optimiert werden kann.

Grundlegende Voraussetzung zur Lösung von Entwurfsaufgaben ist die Ent­
wicklung mathematischer Modelle, die sowohl das Verhalten der Struktur 
beschreiben als auch die Optimierungsaufgabe definieren. Die Optimierung 
faserverstärkter Werkstoffe verlangt, gerade in Hinblick auf realisierbare Fa­
serorientierungen, eine besondere Berücksichtigung der fertigungstechnisch 
bedingten Restriktionen. Anhand eines im Wickelverfahren hergestellten 
Bauteils wird gezeigt, daß durch die Integration des Modells einer Ferti­
gungssimulation fertigungstechnische Restriktionen im Optimierungsprozeß 
berücksichtigt werden können.

Ausgehend von den Grundlagen der Finite-Elemente-Methode werden die 
notwendigen mathematischen Beziehungen für Struktur- und Sensitivitäts­
analyse mehrschichtiger faserverstärkter Bauteile hergeleitet. Die Entwick­
lung eines gekrümmten finiten Schalenelementes zur Temperaturanalyse in 
mehrschichtig aufgebauten Faserverbundkunststoffen erlaubt mit einem Mi­
nimum an Modellierungs- und Rechenaufwand die Berechnung der orthotro- 
pen Wärmeleitung in den einzelnen Laminatschichten und berechnet eine 
parabolische Temperaturverteilung, auch in Richtung der Schalendicke. 
Durch Vergleichsmessungen an einem KFZ-Rad ist die auf diese Weise be­
rechnete Temperaturverteilung mit ausreichender Genauigkeit validiert wor­
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den. Aufbauend auf der Temperaturverteilung erfolgt die Analyse von Ver­
formungen, Spannungen und Versagenskriterien unter instationärer thermi­
scher Last sowie deren Gradienten nach Faserwinkeln und Dicken der ein­
zelnen Laminatschichten.

Die Optimierung zeitvarianter thermoelastischer Verformungen ist beson­
ders im Maschinenbau von hoher Relevanz, da aufgrund der Umgebungsein­
flüsse oder auch instationärer innerer Wärmequellen der stationäre Verfor­
mungszustand während des Betriebs nicht immer erreicht wird. Ausgehend 
von der Formulierung eines Optimiecungsproblems mit Zeitvarianten Ziel- 
und Restriktionsgrößen werden Strategien zur Lösung diskutiert und anhand 
praktischer Beispiele verglichen. Die auf der Funktionsdiskretisierung basie­
rende Methode der kritischen Zeitpunkte betrachtet Ziel- und Restriktions­
funktionen zu diskreten Zeitpunkten, an denen ihr Wert maximal, also kri­
tisch ist. Das kann zu einer Erhöhung der Anzahl aktiver Restriktionen und 
Zielfunktionskomponenten und damit zu einem erhöhten Optimierungsauf­
wand fuhren. Integrative Strategien, wie die hier verwendete KREISSEL- 
MEER-STEINHAUSER-Funktion, bilden ein gewichtetes Integral über den 
betrachteten Zeitbereich und eliminieren die Zeitabhängigkeit auf diese Wei­
se, so daß sich die Anzahl aktiver Restriktionen nicht erhöht. Die Verfahren 
werden exemplarisch anhand eines Ständerbauteils einander gegenüberge- 
stellt.

Das Verformungs- und Festigkeitsverhalten unter statischer Last muß als 
weiteres wichtiges Kriterium neben dem thermoelastischen Verhalten be­
rücksichtigt werden. Da thennomechanische und statische Steifigkeitskrite­
rien in einigen Fällen zu gegensätzlichen Auslegungen führen, werden Vek­
toroptimierungsstrategien angewendet, um eine optimale Kompromißlösung 
zwischen thermischen und statischen Verformungs- oder Festigkeitskriterien 
zu erhalten. Die Methoden der Zielgewichtung, der restriktionsorientierten 
Transformation sowie die Min-Max-Formulierung werden anhand von Bei­
spielen diskutiert und deren Eignung für diese Art von Problemstellungen 
gezeigt.

Der effektive Einsatz von Struktaroptirnierungsmethoden in der Produktent­
wicklung erfordert leistungsfähige Softwaresysteme, die den Anforderungen 
des Konstrukteurs genügen. Es werden Anforderungen an ein modernes Pro- 
grammsystem formuliert und diese an dem System STRATHOS gespiegelt.
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das zur Umsetzung der in dieser Arbeit entwickelten Konzepte und Metho­
den entwickelt wurde. Besonderer Wert wird auf die Integration in eine 
CAE-Umgebung mit ihren Möglichkeiten des interaktiven Eingriffs in den 
Optimierungsablauf gelegt, um die Vorteile moderner multitaskingfähiger 
Betriebssysteme nutzen zu können. Schließlich werden Vorschläge disku­
tiert, wie Softwareentwicklung und Systemtest von Optimierungssystemen 
effektiv gestaltet werden können.

Anwendungsbeispiele aus der Praxis des Maschinenbaus und der Automo­
bilindustrie demonstrieren die Leistungsfähigkeit der entwickelten Metho­
den. Es hat sich gezeigt, daß der Einsatz instationärer Optimieningsverfah- 
ren wegen der hohen Rechenzeiten auf kleinere Modelle beschränkt ist, so 
daß sorgfältig geprüft werden muß, ob die zeit- und kostenaufwendige zeit- 
variante Optimierung für die Lösung eines vorliegenden Problems notwen­
dig ist.

Aufgrund steigender Anforderungen an die Produkte wird es in Zukunft zum 
verstärkten Einsatz von Strukturoptimierungsverfahren in der Produktent­
wicklung kommen. Parameterstudien können wesentlich vereinfacht und au­
tomatisiert werden. Wegen der hohen Bearbeitungs- und Materialkosten fa­
serverstärkter Werkstoffe sind ein gezielter Einsatz und eine umfassende 
Auslegung von Bauteilen aus diesen Werkstoffen unumgänglich. Mit der 
Strukturoptimierung wird dem Konstrukteur ein Hilfsmittel an die Hand ge­
geben, mit dem er effektiv und kostensparend aus einer großen Anzahl von 
Entwürfen den optimalen auswählen und in einem frühen Entwurfsstadium 
konkrete Vorentscheidungen bezüglich der Gestalt und des optimalen Lami­
nataufbaus machen kann.

Die hohen Rechenzeiten, die umfangreiche Optimierungsrechnungen heut­
zutage benötigen, stellen eine Herausforderung an moderne Höchstleistungs­
rechner dar. Die Implementation von Optimierungssystemen auf modernen 
Arbeitsplatzrechnem und Massiv Parallelen Systemen wird in Zukunft von 
herausragender Bedeutung sein.
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