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nomisch vertretbaren Kosten
technisch erreichbare Qualität
gleichzeitig die treibende Kraft
für die Forschung. Die erreich-
bare Produktqualität schlägt
sich direkt auf die Rentabilität
der Milliardeninvestitionen nie-
der. Bei Solarmodulen ist etwa
die dauerhaft abgegebene
Stromleistung die relevante
Größe. Für Betreiber von Solar-
kraftwerken ist die Qualität ei-
ner einzelnen Lieferung ent-
scheidend. Hierzu hat der Lehr-
stuhl für Stochastik in Zusam-
menarbeit mit der TÜV Rhein-
land Group spezielle innovative
Prüfverfahren entwickelt. Um
Reklamationen und hieraus re-
sultierenden Preisabschlägen
vorzubeugen, setzt die Indus-
trie zudem seit Jahrzehnten auf
die kontinuierliche Überwa-
chung von Produktionsprozessen
durch stochastische Verfahren.

Der Weg zu guten 
Monitoring-Verfahren
1. Stochastische Modellierung: 
Anwendungssituation und Pro-
blemstellung müssen durch ein
geeignetes Modell mathematisch
erfasst werden. Wie sieht die
Welt vor und nach einem Struk-
turbruch aus? 
2. Stochastische Methodenent-
wicklung: Zur Lösung des ge-
stellten Problems muss eine
konkrete Methode gefunden
werden. Wie sehen geeignete
Prozeduren (Algorithmen) aus,
um Strukturbrüche frühzeitig zu
erkennen?
3. Mathematische Analyse: 
Welche analytischen Eigen-
schaften hat die Lösung? Wel-
chen Einfluss hat etwa die Ab-
hängigkeitsstruktur des Daten-
stroms?
4. Simulation: Durch Compu-
tersimulationen werden die fini-
ten Eigenschaften des Verfah-
rens für realitätsnahe Modell-
welten untersucht, auch um
Empfehlungen für die Praxis
ableiten zu können.

Die erfassten Qualitätsdaten
werden in Echtzeit auf Auffäl-
ligkeiten und Abweichungen
von der Spezifikation unter-
sucht. Eine abrupte Änderung
kann oftmals mit einem techni-
schen Defekt in Verbindung ge-
bracht werden, beispielsweise

dem Ausfall eines Sensors. Kon-
tinuierliche Änderungen deuten
hingegen eher auf Verschleißer-
scheinungen hin. Bei einem
Fehlalarm können jedoch durch
Produktionsverzögerungen im-
mense Kosten entstehen. Somit
besteht der Zielkonflikt, einer-
seits Abweichungen mit mini-
maler Verzögerung erkennen
zu wollen und andererseits die
Fehlalarmrate so gering wie
möglich zu halten. Die Überwa-
chung von realen Produktions-
daten aus der Fertigung von
Mikroprozessoren (CPUs),
für Computer zeigt Bild 1. 

...und der Finanzökonometrie...
Die modernen Finanzmärkte
liefern Datenströme, in denen
sich auf komplexe Weise struk-
turelle ökonomische Zusam-
menhänge und Zufallseinflüsse
überlagern. Wichtige Größen
wie Preisnotierungen von Roh-
stoffen und Aktien werden auf
verschiedensten Zeitskalen –
von Quartalsdaten bis hin zu
Tickdaten – erfasst und stehen
online zur Verfügung. Die Zu-
fallskomponente speist sich aus
verschiedenen Quellen: Kon-
sumentenverhalten, Stimmun-
gen von Investoren aber auch
Naturkatastrophen nehmen
Einfluss. Ohne die moderne
Stochastik geht hier nichts!

Strukturelle Zusammenhän-
ge zwischen ökonomischen Va-
riablen müssen jedoch nicht
zeitlich konstant sein; abrupte
oder kontinuierliche Änderun-
gen sind möglich. Dies können
unerwartete Bilanzzahlen, feind-
liche Übernahmen oder Ände-
rungen des Konsumentenver-
haltens sowie neue Gesetze
aber auch technologische Inno-
vationen sein. Die Anwendung
von Monitoring-Verfahren liegt
auch hier auf der Hand. Nur so
können Strukturbrüche, bei-
spielsweise mögliche Risikofak-
toren für die Rendite eines Ries-
ter-Fonds, rechtzeitig erkannt
werden.

Ein Forschungsschwerpunkt
des Lehrstuhls für Stochastik
liegt in der Entwicklung von
Online-Detektionsverfahren für
Probleme, die in einem engen
Zusammenhang mit der so ge-
nannten Kointegrationstheorie
stehen. Diese stellt einen ma-

thematischen Ansatz dar, öko-
nomische Gleichgewichtsbezie-
hungen nicht-stationärer Zeit-
reihen zu modellieren. Für seine
Bahn brechenden Arbeiten
wurde Clive W. Granger zu-
sammen mit seinem Kollegen
und Koautoren Robert F. Engle
im Jahr 2003 mit dem ökono-
mischen Pendant zum Nobel-
preis ausgezeichnet. Beide stu-
dierten zunächst Mathematik
und Physik; Granger studierte
Wirtschaftsmathematik an der
Universität Nottingham. Nach
seinem Ph.D. in Statistik war er
als Lecturer für Statistik am
Mathematik-Department in
Nottingham tätig, bevor er Pro-
fessor an der Universität von
Kalifornien in San Diego
(UCSD) wurde.

...über mathematische Modelle
und Methoden…
Betrachten wir zunächst einen
technischen Produktionspro-
zess, bei dem ein Input Xt
zurzeit t theoretisch zu einem
Output Yt=gXt mit einer Pro-
portionalitätskonstante g führt.
Input und Output werden an dis-
kreten Zeitpunkten t=0,1,2,...
erfasst. In der Realität sind nun
zufällige Störeinflüsse wie Mess-
fehler zu berücksichtigen. Ein
Modell der Form Yt=gXt+Et
mit einem stochastischen Stör-
term Et, der die zufälligen Ab-
weichungen vom wahren Wert
nach oben und unten be-
schreibt, ist schon realistischer.
Meist werden Input-Änderun-
gen nur zeitverzögert umge-
setzt. So dauert es beim Färben
von flüssigen Kunststoffen bis
Farbzusatz und Kunststoff ho-
mogen vermischt sind. Ein ge-
eignetes Modell hierfür ist:
Yt+1=bYt+(1-b)gXt+Et+1
Der Parameter b D [0,1]
misst die Trägheit des Prozes-
ses. Für b=0 reagiert das Sys-
tem unmittelbar auf den Input.
Große Werte von b korrespon-
dieren zu einem trägen System.
Setzt man den Input Xt kon-
stant auf a und die Proportio-
nalitätskonstante g auf 1, dann
erhält man die Gleichung
Yt+1=bYt+(1-b)a+Et+1
die man bei einem Startwert
Y0= 0 explizit auflösen kann:
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DDie Stochastik ist die Mathema-
tik des Zufalls, also die formale
Beschreibung und Analyse von
zufallsbehafteten Phänomenen.
Nach solchen muss man nicht
lange suchen: Vorgänge in der
Natur oder von Menschenhand
geschaffene technische Syste-
me liefern unzählige Beispiele,
bei denen der Zufall und somit
die Stochastik ins Spiel kom-
men. Zu nennen sind hier etwa
das Wetter, Wirtschafts- und
Finanzdaten oder industrielle
Produktionsprozesse. Häufig ist
man an zeitlichen Entwicklun-
gen interessiert und erhebt da-
her an ausgewählten Zeitpunk-
ten Datenmaterial. Eine wichti-
ge Problemstellung ist dann die
Frage, ob strukturelle Zusam-
menhänge – zumindest über ge-
wisse Zeitabschnitte – unverän-
dert Bestand haben oder Ände-
rungen unterworfen sind. Die
Zeitpunkte, an denen Struktur-
brüche erfolgen und neue Ent-
wicklungen einsetzen, sind dann
zu detektieren. Nur so können
aus dem Ruder gelaufene tech-
nische Prozesse wieder unter
Kontrolle und in ihren Optimal-
zustand gebracht werden. Auch
die Einleitung notwendiger
Maßnahmen zur Anpassung an
neue ökonomische Gegebenhei-
ten erfordert die frühzeitige Er-
kennung von Strukturbrüchen.
Es geht also um die Konstruktion
von Frühwarnsystemen, die uns
rechtzeitig auf neue Entwick-
lungen hinweisen und somit ei-
ne Ampel-Funktion überneh-
men. Hierzu dienen stochasti-
sche Monitoring-Verfahren zur
Überwachung von Datenströ-
men. Ein Schwerpunkt der Aa-
chener Stochastik liegt in der
Erforschung der nötigen
Grundlagen mit dem Ziel, die
Resultate zur Konstruktion und
Analyse innovativer Verfahren
für komplexe technische und
ökonomische Datenströme an-
zuwenden.

Von der Anwendung 
in der Industrie…
Über Erfolg oder Nichterfolg ei-
nes Produktes entscheidet oft
die Produktqualität, die erheb-
lich schwanken kann. Wichtige
Beispiele sind Hightech-Produk-
te wie Computerchips oder So-
larmodule. Hier ist die zu öko-
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Frühwarnsysteme
für Technik und Wirtschaft
Online-Detektionsverfahren
für stochastische Prozesse 
sind verborgenen Struktur-
brüchen auf der Spur
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Angewandte 
Mathematik erfordert 
ein präzises Problem-
verständnis und auch
die Diskussion mit Experten 
vor Ort. Dann können neue
mathematische Lösungen 
zur Handlungsanweisung 
für die Praxis werden.
Foto: Peter Winandy



T
H

E
M

E
N

  
   
2
/2
0
0
8

Für ´b´<1 konvergiert der nicht-
stochastische Term gegen a und
die Stochastik lehrt, dass sich
dann die auftretende gewichte-
te Summe der Et nahezu wie
ein stationärer Prozess verhält.
Um diese genau zu verstehen,
braucht man einiges an fortge-
schrittener Stochastik. Hier
reicht die folgende Anschau-
ung: Stationäre Prozesse be-
schreiben zufälliges „Rauschen“
gleicher Struktur um eine Mit-
tellage, wobei sich Struktur und
Mittellage nicht ändern. Die
schwarze Zeitreihe in Bild 4
zeigt einen mustergültigen sta-
tionären Prozess. Im Fall
nimmt das Modell die Form  

an.
Jetzt werden die stochastischen
Fehlerterme sukzessive aufsum-
miert, so dass sich die Vertei-
lung von Yt mit der Zeit ändert.
Man spricht von einem inte-
grierten Prozess oder einer zu-
fälligen Irrfahrt. Die blaue und
die rote Reihe in Bild 4 folgen
solchen Irrfahrten. Ihr Verhalten
ist grundverschieden von dem
stationärer Prozesse und daher
bei weiteren Analysen zu
berücksichtigen.

Integrierte Prozesse treten
auch in der Ökonomie auf. Lo-
garithmierte Aktienpreise folgen
typischerweise einer Irrfahrt. Bei
anderen Zeitreihen ist dies je-
doch fraglich, so dass mathe-
matische Methoden zur Klärung
nötig sind. Bei der Kointegrati-
onstheorie von Engle und Gran-
ger stehen sie sogar im Vorder-
grund.

Wagen wir einen anschau-
lichen Einblick:
Erfüllen zwei Variablen an allen
Zeitpunkten t eine lineare Glei-
chung, sagen wir wieder in
Form            mit einer Kon-
stanten g, dann sprechen Öko-
nomen von einem Gleichge-
wicht. Man muss jedoch Ab-
weichungen vom Gleichge-
wichtspfad           zulassen.
Welcher Natur können diese
Abweichungen sein? Manche
Paare integrierter ökonomischer
Zeitreihen scheinen „einander
zu folgen“ und um einen
Gleichgewichtspfad zu schwan-
ken. Kann aber überhaupt zwi-
schen zwei integrierten Zeitrei-
hen eine Langfristbeziehung der
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Bild 1: Ein Wafer (links) mit
Dutzenden von CPUs. Ein
wichtiges Qualitätsmaß ist die
Strukturbreite (CD) der kleins-
ten Mikro- und Nanostruktu-
ren. Die Überwachung von rea-
len CD-Messungen durch ein
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Standard-Verfahren ist rechts
gezeigt. Bis auf einen Wafer
(rot) ist der Prozess unter 
Kontrolle.
Quelle:
© Christian Delbert –
Fotolia.com.

Form           mit stationären Ab-
weichungen bestehen? Diese
Frage hat auch Engle und Gran-
ger beschäftigt und sie zu ihrer
Kointegrationstheorie geführt.

Für eine mathematisch rigo-
rose Beantwortung benötigt
man profunde Kenntnisse aus
diversen Gebieten der Stochas-
tik. Die Grundideen können
aber anhand der folgenden
Analogie verstanden werden – für
den Zusammenhang mit Perlen-
ketten sei auf die Nobelpreisrede
von Granger verwiesen.

Ein Betrunkener und sein
Hund: Ein Betrunkener verlässt
eine Kneipe. Er kann noch lau-
fen, macht aber nur noch ziel-
und planlos mal einen Schritt in
diese Richtung und mal in jene,
ohne eine spezielle Richtung zu
präferieren. Seine Schritte sind
zufällig und bilden einen sta-
tionären Prozess. Wie verhält es
sich mit seiner Position? Be-
zeichnen wir mit Ui die Schritt-
weiten in horizontaler Richtung
(x-Achse), so ist seine Entfer-
nung von der Kneipe in x-Rich-
tung nach n Schritten durch 

gegeben. Dies
ist eine Irrfahrt. Irrfahrten wur-
den bereits vom Botaniker
Robert Brown (1773-1858) be-
obachtet: Unter dem Mikroskop
vollziehen Pollen in einer Flüs-
sigkeit eine scheinbar regellose,
unvorhersehbare Zick-Zack-Be-
wegung. Albert Einstein (1879-
1955) gelang es 1905 dieses
Phänomen physikalisch zu er-
klären und mathematisch zu
modellieren: Die sichtbaren Par-
tikel erhalten unregelmäßige
Stöße der sich ständig bewe-
genden Atome und Moleküle
der Flüssigkeit. Es ist das Ver-
dienst von Norbert Wiener
(1894-1966), die Verteilung 
der Brown’schen Bewegung
mathematisch exakt konstruiert
zu haben. Tragen wir die ska-
lierten Positionen
gegen die Zeitpunkte i auf und
verbinden die Punkte durch 
Linien, so lehrt der Satz von
Donsker, dass das stochastische
Verhalten der so konstruierten
zufälligen Funktion asympto-
tisch durch die Brown’sche Be-
wegung beschrieben ist!
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Wir nehmen an, dass der Trun-
kenbold einen jungen Hund
hat. Auch junge Hunde wan-
dern ziel- und planlos umher:
Jede neue interessante Duft-
spur, die ihre Nase berührt, dik-
tiert ihnen eine neue Richtung.
Der Hund vollzieht also auch
eine Irrfahrt  Yi mit stationären
Schritten Vi. Der Trunkenbold
ruft periodisch seinen Hund,
damit er bei ihm bleibt. Der
Hund hält kurz inne, um zu
bellen. Beide taxieren ihren 
Abstand und korrigieren ihren
nächsten Schritt so, dass sie
den Abstand wenigstens ein
wenig verringern. Dies führt
auf die Gleichungen

für Konstanten  c,d. Bild 3
zeigt die ersten zwölf Schritte
dieser Irrfahrt mit Fehlerkorrek-
tur. Folgt man den beiden ein-
zeln, dann sieht es so aus, als
ob beide ziel- und planlos – ei-
ner Irrfahrt folgend – durch die
Nacht schreiten. Dennoch ent-
fernen sie sich nicht weit von-
einander: Hat man den einen
gefunden, ist der andere nicht
fern. Der Abstand der Pfade ist
stationär und die Reihen Xn
und Yn sind kointegriert.

Verfolgen wir das Paar noch et-
was länger: Bild 4 zeigt die Ab-
stände von der Kneipe für 100
Schritte und die zugehörigen Dif-
ferenzen Xn- Yn. Man erkennt:
Über lange Zeiträume können
sich kointegrierte Zeitreihen weit
vom Ausgangsniveau entfernen.
Die stationären Differenzen hin-
gegen schwanken um ein mittle-
res Niveau. 

Sowohl bei technischen An-
wendungen als auch in der Öko-
nomie stellt sich also oft die Fra-
ge, ob eine gegebene Zeitreihe
Zn  einen stationären Prozess bil-
det oder sich wie eine Irrfahrt
verhält. Hierzu betrachten wir
das Modell

Wie viele Solarmodelle müssen
geprüft werden? Ein altes 
statistisches Problem, für das 
Stochastiker der RWTH im 
Rahmen eines Forschungspro-
jektes mit dem TÜV Rheinland
eine neue Lösung fanden.
Foto: Peter Winandy

mit einem stationären Prozess En ,
der um 0 schwankt und einem
Parameter b. Für b=1 erhalten wir
eine Irrfahrt. Im Fall ´b´<1
gibt es unter gewissen Bedin-
gungen an die Fehlerterme 
Et stationäre Lösungen. Welcher
dieser beiden Fälle gilt nun? Da
der Parameter b unbekannt ist,
bedienen wir uns der Methode
der kleinsten Quadrate, um ei-
ne Schätzung
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...zur mathematischen Analyse
Wie klein muss nun die Test-
funktion sein, damit wir die Irr-
fahrts-Hypothese verwerfen
dürfen? Manchmal ist eine wei-
tere Frage der Weg zur Lösung:
Wie wahrscheinlich ist es, dass
wir fälschlicherweise die eine
Möglichkeit zu Gunsten der an-
deren verwerfen? Das Ableh-
nen einer Hypothese ist ja nur
dann stichhaltig, wenn es bei
Gültigkeit der Hypothese nur
sehr unwahrscheinlich ist. 
Zur Berechnung solcher Fehler-
wahrscheinlichkeiten benötigt
man die Verteilung der Test-
funktion. Für unser Problem ist
diese nicht exakt berechenbar,
unter anderem weil die zugrun-
de liegenden Prozesse durch
Zeitreihenmodelle beschrieben
werden müssen. Wenn Mathe-
matiker etwas nicht exakt be-
rechnen können, wollen sie es
zumindest möglichst gut appro-
ximieren. Die moderne Stochas-
tik stellt mit dem zentralen
Grenzwertsatz ein mächtiges
Instrument bereit. Das klassi-
sche Ergebnis (,,In großen
Stichproben sind Mittelwerte
näherungsweise normalver-
teilt“) reicht jedoch nicht aus.
Man braucht solche Grenz-
wertsätze für allgemeine Klas-
sen von (nicht-) stationären Pro-
zessen. Auch zu berücksichtigen
ist, dass bei Detektionsverfahren
die Testfunktion an jedem Zeit-
punkt berechnet wird. Aachener
Stochastiker beschäftigen sich da-
her mit den zugehörigen zufälli-
gen Funktionen, für die so ge-
nannte funktionale Grenzwertsät-
ze zu beweisen sind, um die ge-

für b zu erhalten. Diese Me-
thode – sie geht auf den Göt-
tinger Mathematiker Carl Frie-
drich Gauß (1777-1855)
zurück – minimiert die Summe
der Quadrate (Zn-bZn-1)2 . Die
Differenz zwischen Schätzwert
und hypothetischem Wert 1
verwenden wir als Testfunkti-
on. Es ist nun nahe liegend,
von einem stationären Prozess
auszugehen, wenn die Test-
funktion sehr klein ist. Doch
was heißt hier „sehr klein“?

Mathematische Gemein-
samkeiten technischer 
und ökonomischer Daten:

Oft liegen Zeitreihen vor:
Jede Beobachtung kann einem
Zeitpunkt zugeordnet werden.
Zu ihrer Modellierung haben
sich stochastische Ansätze
durchgesetzt.

Die Beobachtungen stehen
online als sequenzieller Daten-
strom zur Verfügung: Nach
Eintreffen einer neuen Beob-
achtung können die zur Verfü-
gung stehenden Daten (neu)
analysiert werden.

Viele Modelle in beiden Be-
reichen weisen starke struktu-
relle Ähnlichkeiten auf, so dass
interessierende Fragen mit
demselben mathematischen In-
strumentarium gelöst werden
können.

Die Datenströme sind zeitli-
chen Änderungen unterwor-
fen, die sich in den Verteilun-
gen widerspiegeln. Die Zeit-
punkte von Strukturbrüchen
sind oft hochinformativ.

Bild 2: Die Notierungen von Akti-
enpreisen liefern Datenströme, in
denen sich ökonomische und rein
zufällige Einflüsse überlagern.
Wissenschaftler des Lehrstuhls für

Stochastik beschäftigen sich mit 
Verfahren zur frühzeitigen 
Erkennung von Strukturbrüchen. 
Quelle: 
©Gina Sanders - Fotolia.com
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suchten Approximationen zu er-
halten. Für viele Verfahren weiß
man hier noch nicht sehr viel,
aber es bestehen enge Beziehun-
gen zur Brown’sche Bewegung
und hieraus abgeleiteten Ito-Pro-
zessen.

Computersimulationen
Was bringen der Einsatz moder-
ner mathematischer Methoden
und Resultate über Verfahren zur
Erkennung von Strukturbrüchen
konkret für die Anwendungen?
Mehr, als man zunächst denkt! 

Die Anwendung in Bild 5
zeigt, dass die Konstruktion von
Detektionsverfahren durch Vertei-
lungsapproximationen gute Er-
gebnisse liefert: Die gezeigte Zeit-
reihe erscheint stationär. Da sie je-
doch am Computer simuliert wur-
de, ist das wahre Modell bekannt:
Die ersten 99 Beobachtungen fol-
gen einem stationären Zeitreihen-
modell. Ab der 100ten Beobach-
tung liegt eine Irrfahrt vor. Das
Computermodell wurde so spezi-
fiziert, dass es als typisch für real
auftretende Zeitreihen gelten
kann. Ein am Lehrstuhl für Sto-
chastik entwickeltes Detektions-
verfahren – basierend auf einem
neuen funktionalen Grenzwert-
satz – erkennt den Strukturbruch
ab der 161ten Beobachtung!

Der Computer ist auch ein
wichtiges Instrument für weitere
Analysen: Die Simulation von
Modellwelten erlaubt es, wichtige
Eigenschaften zu quantifizieren.
Das Verfahren wird wiederholt
(mitunter millionenfach) auf
künstlich erzeugte Datensätze an-
gewendet. Wichtige Größen kön-
nen so nahezu beliebig genau be-
rechnet werden. Bei realitätsnaher
Wahl des Computermodells erge-
ben sich sehr verlässliche Aussa-
gen über die Anwendbarkeit in
der Praxis.

www.stochastik.rwth-aachen.de

Autor:
Univ.-Prof. Dr.rer.nat Ansgar
Steland ist Inhaber des Lehr-
stuhls für Stochastik am Institut
für Statistik und Wirtschaftsma-
thematik.

Bild 3: Der Trun-
kenbold (blau) und
sein Hund (rot)
vollziehen beide
eine Irrfahrt. Der
Fehlerkorrekturme-
chanismus bewirkt,
dass sie sich den-
noch nicht weit
voneinander 
entfernen: Ihre 
Pfade sind koin-
tegriert.

Bild 4: Horizontale
Abstände (Trunken-
bold: blau, Hund: rot)
von der Kneipe für
100 Schritte. Beide
Reihen zeigen das Ver-
halten einer zufälligen
Irrfahrt. Die Differen-
zen (schwarz) bilden
jedoch einen sta-
tionären Prozess, der
gleichmäßig um die
Nulllinie fluktuiert.

Bild 5: Eine Zeitreihe,
die auf den ersten
Blick stationär er-
scheint. Ihr stochasti-
sches Verhalten än-
dert sich jedoch ab
der hundertsten Be-
obachtung (Struktur-
bruch) grundsätzlich
(rot). Das RWTH-Ver-
fahren deckt dies ab
der 161ten Beobach-
tung auf (grün).


