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1 Einleitung

1.1 Problemstellung und Stand der Technik

Flugmechanische Untersuchungen zum dynamischen Verhalten von Luftfahrzeugen spie-
len bereits in der Frithphase der Flugzeugentwicklung eine wichtige Rolle. Ein wesentliches
Ziel dieser Untersuchungen ist dabei, durch geeignete Mafinahmen im Entwurf der Forde-
rung Rechnung zu tragen, dass die Bewegung des Luftfahrzeuges nach einer Auslenkung
aus einem stationdren Bezugsflugzustand gedédmpft, d.h. dynamisch stabil ablaufen soll.
Dies kann z.B. durch entsprechende Leitwerksauslegung oder den Einsatz von Flugreglern
geschehen. Theoretische Vorhersagemethoden sind in diesem Zusammenhang besonders
gefordert, da sich experimentelle Untersuchungen zur Flugmechanik (z.B. mit Freiflug-
modellen [2] oder gelenkig aufgehidngten Windkanalmodellen [35]) wegen der Vielzahl
der einzuhaltenden Ahnlichkeitsparameter oft als sehr aufwindig erweisen. Dies gilt um
so mehr, wenn Einfliisse von Flugreglern oder elastischen Strukturen mit beriicksichtigt
werden sollen. Da natiirlich dennoch schon vor dem Erstflug eine sichere Vorhersage des
Stabilitdtsverhaltens vorliegen muss, fillt den theoretischen Verfahren in diesem Umfeld

ein wichtige Rolle zu.

Zur Stabilitdtsanalyse dynamischer Systeme existieren eine Vielzahl von Methoden.
So kann z.B. die Entwicklung der Zustandsgréflen iiber der Zeit bei Versuchen oder Simu-
lationen beobachtet werden, um Information {iber das Stabilitdtsverhalten zu gewinnen.
Alternativ dazu konnen die Bewegungsgleichungen des Systems analysiert werden. Klas-
sische Methoden zur Stabilitdtsanalyse basieren in der Regel auf der Betrachtung der
Bewegungsabldaufe um Gleichgewichtslagen, an denen die Bewegungsdifferentialgleichun-
gen linearisiert werden. Dabei wird vorausgesetzt, dass Nichtlinearitéten fiir einen engen
Bereich um die betrachtete Gleichgewichtslage vernachléassigt und durch lineare Zusam-
menhénge ersetzt werden kénnen. Fiir solche linearisierten Systeme sind die Losungen der
Bewegungsgleichungen bekannt und die Stabilitdtseigenschaften kénnen sofort bestimmt
werden. Zusétzlich erlaubt die Linearisierung eine Aufteilung der Gesamtbewegung in
eine Uberlagerung von unabhingigen Eigenbewegungsformen und somit eine iibersichtli-

che Darstellung der Analyseergebnisse. Die Differentialgleichungen der Flugzeugbewegung
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weisen jedoch im allgemeinen einen hohen Grad an Nichtlinearitéit auf, wobei die am
Flugzeug angreifenden Luftkriafte und Momente einen wesentlichen Beitrag hierzu liefern.
Sie besitzen insbesondere bei hohen Anstellwinkeln einen stark nichtlinearen Charakter.
Hinzu kommen Nichtlinearitdten aufgrund der Transformationsmatrizen und Eulerterme
in den Starrkoérperbewegungsgleichungen, nichtlineares Reglerverhalten sowie eventuell
nichtlineares Verhalten der elastischen Flugzeugstruktur. Linearisierende Analysemetho-
den stoflen daher bei solchen Systemen naturgeméaf schnell an ihre Grenzen. Die Voraus-
setzung, dass die Nichtlinearitdten vernachléssigt werden konnen, gilt hier nur fiir einen
sehr engen Bereich um die betrachtete Gleichgewichtslage. Bei grofieren Auslenkungen
aus der Gleichgewichtslage konnen nichtlineare Effekte wie Grenzzyklen oder Bifurkatio-
nen mit zusatzlichen Gleichgewichtspunkten auftreten, die auf diese Weise nicht erfaf3t
werden und somit im Rahmen einer flugdynamischen Stabilitéitsanalyse leicht iibersehen
werden. Zur Analyse von Flugzeugbewegungen wurden daher in der Vergangenheit auch
Methoden aus der Klasse der Mittelwertverfahren verwendet [10, 37, 48]. Dabei werden die
exakten Losungen durch geeignete Naherungsanséitze approximiert, welche in die nichtli-
nearen Differentialgleichungen des Systems eingesetzt werden. Dies hat zur Folge, dass die
Losung des nichtlinearen Differentialgleichungssystems auf die Losung eines algebraischen

Gleichungssystems reduziert werden kann.

Grundlage der theroretischen Untersuchungen ist ein mathematisches Modell des be-
trachteten Systems, z.B in Form der Bewegungsdifferentialgleichungen. Luftfahrzeuge,
die eine hohe strukturelle Steifigkeit aufweisen, zeigen eine deutliche Trennung zwischen
den niederfrequenten Eigenschwingungsformen der flugmechanischen Starrkérperbewe-
gung und der hoherfrequenten elastischen Strukturbewegung. Daher werden iiblicherweise
bei Modellierung und Analyse der Flugzeugbewegung diese Bewegungsformen getrennt
voneinander betrachtet. Untersuchungen zur flugmechanischen Stabilitdt und Steuerbar-
keit etwa werden héufig mit Starrkérpermodellen durchgefiihrt, bei denen die Struktur-
elastizitdt vernachléssigt wird. Die aktuelle Tendenz zur Entwicklung neuer Grofiraum-
flugzeuge mit Kapazitédten von iiber 600 Passagieren und den damit verbundenen groflen
Spannweiten fiithrt jedoch zu Konfigurationen, bei denen sich diese Frequenzen so sehr
anndhern, dass eine getrennte Betrachtung von flugmechanischen und strukturmechani-
schen Figenschaften zu erheblichen Fehlern fithren kann. Bei den geplanten Spannwei-
ten und Rumpflangen mufl von Strukturschwingungsmoden ausgegangen werden, deren
niedrigsten Frequenzen wenige Hz betragen [41] und somit durchaus an die Eigenfrequen-
zen der flugmechanischen Schwingungen heranreichen. In [44] sind allein zehn spezifische

Beispiele zitiert, bei denen Probleme in der Flugerprobung auftraten, die auf eine un-
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zureichende Modellierung der aeroelastischen Effekte in Flugdynamik und Reglerentwurf
zuriickzufithren waren. Das aeroelastische Verhalten muss also bei solchen Flugzeugen mit
in die flugmechanischen Stabilitdtsbetrachtungen einbezogen werden, d.h. die mathema-
tische Modellierung des Systems muss die gekoppelten Bewegungsdifferentialgleichungen

der Starrkorper- und der Strukturdynamik umfassen.

1.2 Ziel und Aufbau der Arbeit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Methode zur Stabilitdtsanalyse nichtlinearer Syste-
me bereitzustellen und ihre Anwendung auf nichtlineare Flugzeugmodelle zu demonstrie-
ren. Die dynamische Analyse soll das Stabilitdtsverhalten insbesondere unter Beriicksichti-
gung der nichtlinearen Effekte umfassen, wobei die in Zulassungsvorschriften verwendeten
Bewertungskriterien fiir Flugeigenschaften (Dampfung und Frequenz der Eigenbewegungs-
form sowie die zugehorigen Amplituden- und Phasenverhéltnisse der Zustandsgrofien) bei-
behalten werden. Dabei soll bei der Modellierung der untersuchten Flugzeuge auch der
Einfluss der Flexibilitdt auf das Flugverhalten in addquater Weise beriicksichtigt werden.

Kapitel 2 gibt zunéchst einen Uberblick iiber Verfahren der Stabilititsanalyse und
erldutert dann die in dieser Arbeit angewandte und weiterentwickelte Methode zur appro-
ximativen Stabilitdtsanalyse nichtlinearer Systeme (ASTAN-Verfahren),[37, 22, 46, 47].
Dieses den Mittelwertmethoden zuzuordnende Verfahren kniipft in einer verallgemei-
nerten Form an die lineare Eigenwertanalyse an. Es wird davon ausgegangen, dass die
Bewegungsgleichungen eines nichtlinearen Systems auch bei groflen Auslenkungen aus
der Gleichgewichtslage durch Losungsansitze in Eigenformgestalt erfiillt werden koénnen,
wenn die Kenngroflen (Eigenwerte und Eigenvektoren) als Funktionen der Auslenkung
beschrieben werden. Die Ermittlung dieser Funktionen erfolgt dabei in Erweiterung der
BTS-Methode [48, 10] iiber einen approximativen Ansatz, der auch die Ableitungen der
Kenngroflen nach der Auslenkung beriicksichtigt. Als Ergebnis der Approximation lie-
gen das Dampfungs- und Frequenzverhalten der betrachteten Bewegungsform sowie die
Amplituden- und Phasenbeziehungen aller Systemzustandsgrofien innerhalb der Bewe-
gungsform in Abhéngigkeit der momentanen Auslenkung aus der Gleichgewichtslage vor.
Diese Vorgehensweise erlaubt es, bei Beibehaltung der Eigenformdarstellung den Einflul
von Nichtlinearitdten auf die Systemdynamik zu beriicksichtigen und somit auch nicht-
lineare Effekte wie zusitzliche Gleichgewichtslagen oder Grenzzyklen zu erfassen. Die
Anwendung der Methode und potentielle Schwierigkeiten werden am Ende von Kapitel 2

anhand eines nichtlinearen Feder-Masse-Dampfersystems demonstriert.
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Bevor in den Kapiteln 4 und 5 auf die Modellierung und Analyse zweier Flugzeugkon-
figurationen eingegangen wird, fasst Kapitel 3 in einer kurzen Ubersicht die Ursachen der
dabei zu erwartenden Nichtlinearitdten zusammen.

Bei der ersten untersuchten Konfiguration handelt es sich um ein auf die
Starrkorperlangsbewegung beschrianktes Modell eines agiles Flugzeuges. Aufgrund des
groflen operationellen Anstellwinkelbereiches treten bei dieser Konfiguration stark nicht-
lineare Luftkréfte auf. Kapitel 4 beschreibt zunéchst die vereinfachte Modellierung dieser
Konfiguration und stellt daran anschlieBend einige Ergebnisse der nichtlinearen Analyse
VOr.

Kapitel 5 beschreibt als zweite Flugzeugkonfiguration die Modellierung und Analyse
eines elastischen GroBflugzeuges. Nach einer Ubersicht iiber die fiir diese Problemstel-
lung in Frage kommenden Modellierungsmethoden wird das verwendete Verfahren im De-
tail erlautert. Dabei wird beziiglich der Systemdynamik davon ausgegangen, dass fiir die
Starrkorperfreiheitsgrade grofie Auslenkungen mit entsprechenden nichtlinearen Differen-
tialgleichungen moglich sind. Die strukturelle Deformation hingegen wird als ausreichend
klein angenommen, um von einem linearen Steifigkeitsverhalten ausgehen zu koénnen. Die
Bewegung der elastischen Freiheitsgrade und der Starrkorperfreiheitsgrade wird schliefSlich
iber ein gekoppeltes nichtlineares Bewegungsdifferentialgleichungssystem beschrieben. Im
Anschluss an die Darstellung des Modells folgt die nichtlineare Analyse der auftretenden
Bewegungsformen an ausgewéhlten Gleichgewichtszusténden. Abgeschlossen wird Kapitel
5 mit der Analyse des Einflusses einfacher Reglerstrukturen auf das nichtlineare Verhalten
des Flugzeuges.



2 Stabilitidtsanalyse

Beim Entwurf technischer Systeme wird im allgemeinen ein ”stabiles” Verhalten ange-
strebt. In der Praxis bedeutet dies, dass jede beschrénkte Anderung einer EingangsgroBe
des Systems auch nur eine beschriankte Anderung der Zustandsgréfen hervorrufen darf
[6]. Asymptotische Stabilitdt liegt vor, wenn das System nach der Riicknahme der Ande-
rung des Eingangssignals zu seinem vorherigen stationédren Zustand zuriickkehrt. So wird
beispielsweise von einem stationér fliegenden Flugzeug verlangt, dass es zwar beim Durch-
fliegen einer Boe zu Anderungen in Fluggeschwindigkeit, Nicklage usw. kommen darf, dass
jedoch nach Abklingen der Boe das Flugzeug wieder in seinen urspriinglichen stationéren
Bezugsflugzustand zuriickkehren muss. Bei linearen Systemen reduziert sich diese For-
derung darauf, dass die Eigenwerte der Jacobimatrix des Systems im Bezugsflugzustand
ausschlieBlich negative Realteile besitzen. Fiir nichtlineare Systeme koénnen solche globa-
len Stabilitdtsaussagen allerdings nicht so einfach aufgestellt werden. So kann z.B. ein
nichtlineares System beziiglich eines stationidren Gleichgewichtspunktes bei kleinen Aus-
lenkungen aus der Gleichgewichtslage ein stabiles Verhalten aufweisen, bei grofleren Aus-
lenkungen bzw. Storungen jedoch in ein instabiles Verhalten umschlagen. Ebenso ist es
moglich, dass z.B. eine instabile Schwingung eine kritische Amplitude nicht iiberschreitet
und so zu einem Grenzzyklus mit konstanter Amplitude wird.

In der Literatur finden sich eine Vielzahl von Arbeiten, die sich mit der Analyse
nichtlinearer Probleme beschéftigen. In diesem Kapitel wird daher zunéchst eine kurze
Ubersicht {iber Methoden zur Stabilitétsanalyse nichtlinearer Systeme gegeben und dar-
an anschlieBend das verwendete Verfahren erldutert. Am einfachen Beispiel eines Feder-
Massenschwingers mit nichtlinearen Federkennlinien werden schliefllich die Anwendung

sowie potentielle Schwierigkeiten demonstriert.

2.1 Methoden zur Stabilititsanalyse nichtlinearer Systeme

Soll ein nichtlineares technisches System im Hinblick auf sein Stabilitédtsverhalten un-
tersucht werden, so bietet sich als erstes die Beobachtung der zeitlichen Entwicklung
seiner Zustandsgroflen an. Die so gewonnenen Zustandsgrofienverldufe lassen sich dann in
Hinblick auf Démpfung, Frequenz, Gleichgewichtslagen, Grenzzyklen usw. z.B mit Hilfe



6 2 Stabilitatsanalyse

von Poincaré-Schnitten, numerischer Bestimmung der Ljapunovexponenten oder Fourier-
analysen untersuchen [33, 13, 54]. Diese Vorgehensweise erméglicht sowohl die Untersu-
chung von realen Systemen, deren zugrundeliegenden Differentialgleichungen unbekannt
sein konnen, als auch von mathematischen Modellen, deren Zeitverldufe der Zustands-
groflen durch Integration gewonnen werden kénnen. Um jedoch ein vollstéandiges Bild des
Stabilitatsverhaltens zu erhalten, wére es prinzipiell notwendig die zeitliche Entwicklung
unendlich vieler Anfangszusténde zu beobachten und zu analysieren. Selbst wenn nur eine
begrenzte Anzahl von Anfangszustinden betrachtet werden muss, kénnen Untersuchun-
gen von Zeitreihen, besonders in Anbetracht der bei schwacher Déampfung oder geringer
Instabilitéit notwendigen groflen Beobachtungs- bzw. Integrationszeitspanne, schnell sehr
aufwindig werden.

Fiir Systeme, deren Differentialgleichungen bekannt sind, kénnen sich daher andere
Verfahren besser eignen. Fiir viele technische Problemstellungen ist vor allem das Stabi-
litdtsverhalten an Gleichgewichtspunkten des Systems von Interesse. Wenn die Stabilitéts-
aussage auf eine enge Nachbarschaft des Gleichgewichtspunktes beschrénkt bleiben kann,
bietet sich eine Linearisierung der Differentialgleichungen des Systems an dem gewéhl-
ten Gleichgewichtspunkt an. Anhand der Eigenwerte der Jacobimatrix an diesem Punkt
konnen dann Aussagen iiber die lokale Stabilitit gemacht werden [18]. Aufbauend auf der
linearisierenden Analyse haben sich besonders bei Systemen, die selbst bei geringer Varia-
tion ihrer Kontrollparameter (z.B. Steuerflichenausschlage beim Flugzeug) eine abrupte
Veranderung des Stabilitdtscharakters aufweisen konnen, Methoden der Bifurkationsana-
lyse bewahrt [45, 27, 1, 8, 26]. Dabei wird im Zustands-Kontroll-Raum die Verdnderung
des Gleichgewichtspunktes und seiner linearisierten Stabilitétscharakteristik bei Variation
eines oder mehrerer Kontrollparameter beobachtet. Die Variation der Kontrollparameter
geschieht im stationédren Sinne, so dass sie beziiglich der Systemdynamik als konstant an-
gesehen werden konnen. Bifurkationsmethoden erlauben so nichtlineare Phéanomene, wie
z.B. die Verzweigung bzw. Verschmelzung von Gleichgewichtslagen oder die Entstehung
von Grenzzyklen und die damit verbundenen Stabilitédtsverdnderungen zu analysieren.

Die Ljapunovsche Methode ermoglicht es, die Stabilitéit einer Gleichgewichtslage auch
fiir nichtlineare Systeme analytisch zu bestimmen [39, 33]. Dabei wird eine Losung als
stabil im Sinne Ljapunovs bezeichnet, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass
fiir alle Nachbarlosungen, deren Abstand a zur Zeit ¢y kleiner als § war gilt, dass a(t)
fiir alle Zeiten t kleiner als € bleibt. Fiir ein autonomes System & = F'(x; M) sei xq ein
Gleichgewichtspunkt fiir die Kontrollparameter M. Wenn nun eine skalare ”Ljapunov-
Funktion” V(x; M) gefunden werden kann, die in der Nachbarschaft von xq so definiert
ist, dass V(xo; Mp) = 0 und V(x; M) > 0 fir & # x, so gilt fiir die Ableitung von
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V' entlang der Losungskurve von & = F(x; M), dass xo stabil ist im Sinne Ljapunovs
wenn V < 0. In der Praxis stellt sich das Auffinden einer geeigneten Ljapunov-Funktion
allerdings haufig als schwierig heraus, insbesondere bei nichtlinearen Systemen mit vielen
Freiheitsgraden. Dariiber hinaus liefert die Ljapunovsche Methode nur eine Aussage, ob
die Bewegungen des Systems stabil oder instabil verlaufen, jedoch nicht iiber Dampfungs-
und Frequenzverhalten einzelner Bewegungsformen.

Fiir viele technische Probleme ist allerdings gerade das Dampfungs- und Frequenz-
verhalten von besonderem Interesse und zwar nicht nur in enger Umgebung der Gleich-
gewichtslagen, sondern auch fiir Anfangsbedingungen, die relativ weit vom Bezugspunkt
entfernt liegen. In der Literatur finden sich daher zahlreiche klassische Arbeiten, die diese
Problemstellung mit Hilfe analytischer Naherungsverfahren behandeln. Zu den bekannte-
sten Vertretern der analytischen Verfahren zéhlen die Storungsrechnung, die Variations-
prinzipien und die Mittelwertverfahren [16, 21, 25]. Die gemeinsame Vorgehensweise dieser
Verfahren ist dabei, das nichtlineare Systemverhalten mit Hilfe von Naherungsansétzen
durch eine Anzahl reprisentativer Bewegungsformen zu approximieren. Die Losung des
Problems kann dann durch Einsetzen der Naherungsgleichungen in die Differentialglei-
chungen des Systems im Falle der Storungsrechnung auf die Losung eines einfacheren
nichtlinearen Differentialgleichungssystems und im Fall der Variationsprinzipien und Mit-
telwertverfahren eines nichtlinearen algebraischen Gleichungssystems reduziert werden.
Viele dieser Verfahren wurden allerdings in Hinblick auf bestimmte nichtlineare Problem-
stellungen, z.B. der Himmelsmechanik bei der keine Reibungseffekte auftreten, entwickelt
und sind somit eng mit der spezifischen Form der entsprechenden nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungssysteme verkniipft. Daher sind sie z.T. nur schwer auf andere Aufgaben
iibertragbar. Eine Ausnahme bilden hier die Mittelwertmethoden, die sowohl bei reibungs-
behafteten Systemen als auch bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden angewandt werden
konnen. Erstmals von Van der Pol zur Analyse eines oszillierenden nichtlinearen Systems
mit einem Freiheitsgrad angewandt [20], wurde die Methode zunéchst von Krylow und
Bogoljubow [4, 25] und spéater von Beecham, Titchener und Simpson [3, 10, 48] verall-
gemeinert und auf mehrere Freiheitsgrade erweitert. In der Arbeit von Reitenbacher [37]
wurden schliefflich einige Vereinfachungen der Methode nach Beecham, Titchener und
Simpson aufgehoben, so dass zum Losen der algebraischen Bestimmungsgleichungen von
einem iterativen Ansatz mit den dort z.T. auftretenden Konvergenzproblemen zu einer
direkten Bestimmung iibergegangen werden konnte. Das Verfahren nach Reitenbacher
wurde in dieser Arbeit erweitert und angepasst und wird im Folgenden als Verfahren
zur 7 Approximativen Stabilitdtsanalyse Nichtlinearer Systeme” (ASTAN-Verfahren) be-

zeichnet.
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2.2 Angewandte Approximationsmethode

Das ASTAN-Verfahren wurde im Verlauf der vorliegenden Arbeit zur Stabilitdtsanalyse
verwendet und soll daher ausfiihrlicher beschrieben werden. Dieses den Mittelwertme-
thoden zuzuordnende Verfahren kniipft in einer verallgemeinernden Form an die lineare
Eigenwertanalyse an. Es wird davon ausgegangen, dass die Bewegungsgleichungen des
nichtlinearen Systems auch bei groflen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage durch
Losungsansétze in Eigenformgestalt dargestellt werden konnen, wenn die Kenngrofien der
Bewegung (Eigenwerte und Eigenvektoren) als Funktionen der Auslenkung beschrieben
werden. Diese Vorgehensweise erlaubt es, die aus der linearen Stabilitétsanalyse vertrau-
ten und etwa in Zulassungsvorschriften (z.B. MIL-STD-1797 [30] fiir Stabilitétsverhalten
von Flugzeugbewegungen) verwendeten Begriffe wie Dampfung, Frequenz, Eigenbewegung
und Eigenform in einem erweiterten Sinne weiter zu verwenden und trotzdem den Einfluss
der Nichtlinearitdten auf die Systemdynamik zu erfassen. Die Begriffe ”Démpfung” und
"Frequenz” bezeichnen dabei im Folgenden stets den Realteil 0 bzw. den Imaginérteil w

des betrachteten Eigenwertes.

2.2.1 Einfiihrung

Mittelwertmethoden zur Losung nichtlinearer oszillatorischer Probleme zeichnen sich da-
durch aus, dass eine hochaufgeloste, detaillierte Beschreibung der Bewegung innerhalb
eines bestimmten Schwingungszyklusses durch Glattung mittels Integration iiber dem Zy-
klus vereinfacht wird. So bleiben nur die fiir den nichtlinearen Charakter repriasentativen
Parameter, nimlich die Anderung von Amplitude a(t) und Frequenz w(t) iiber der Zeit
als beschreibende Groflen der Bewegung erhalten. Der Aufwand zur Untersuchung eines
Systems reduziert sich (z.B. im Vergleich zur direkten Zeitintegration der Bewegungsglei-
chung) erheblich, allerdings beinhaltet der Prozess der Mittelung natiirlich auch einen
Verlust an Genauigkeit. Fiir viele ingenieurtechnische Anwendungsbereiche ist dieser Ge-
nauigkeitsverlust jedoch unerheblich, wiahrend eine Beschreibung der Bewegung iiber die
Déampfung 6(¢) = a(t)/a(t) und Frequenz w(t) insbesondere bei Stabilitdtsbetrachtungen
anschaulicher sein kann als der detaillierte Verlauf von x(t). Mittelwertverfahren kénnen

daher hier von groflem Nutzen sein.

Fiir Systeme in der Form

i+ QPr+pH(r, 1) =0
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mit nur einem Freiheitsgrad (H enthélt die Nichtlinearitdten des Systems mit einem Pro-
portionalitidtsfaktor p < 1) fithrten Krylow und Bogoljubow [25, 20, 4, 32] die asym-
ptotischen Mittelwertmethoden ein, die sich dadurch auszeichnen, dass die Losung des
nichtlinearen Systems in einem ersten Approximationsschritt in Analogie zum linearen
System in der Form
x(t) = a(t) coso(t)

angenommen wird, wobei die Amplitude a(t) und die Phase ¢(t) jeweils Funktionen der
Zeit sind. Die Ermittlung der Verlaufe a(t) und ¢(t) erfolgt dabei, wie spéter gezeigt wird,
mit Hilfe der Mittelung iiber einer Schwingungsperiode unter einigen vereinfachenden

Annahmen. Approximationen héherer Ordung wurden in Form einer Potenzreihe
x(t) = a(t) cos(t) + D p' Qu[a(t), o(t)]
=1

entwickelt. Dabei sind die Funktionen Q) [a(t), ¢(t)] orthogonale, periodische Kreisfunk-
tionen der Phase ¢(t) und der momentanen Auslenkung a(t). Das Mittelungsprinzip wird
in diesem Zusammenhang dazu benutzt, die jeweils hoherfrequenten Oszillationen her-
auszufiltern. Krylow und Bogoljubow konnten unter Ausnutzung von Fouriers Theorem
zeigen, dass solch ein Losungsansatz fiir jedes gegebene Zeitintervall asymptotisch gegen

die exakte Losung strebt.

2.2.2 Methode von Beecham und Titchener

Beecham und Titchener [3, 49] erweiterten in den siebziger Jahren das Verfahren, indem
sie auf einige Vereinfachungen der klassischen asymptotischen Methode verzichteten. Bei

ihren Untersuchungen gingen sie von einem eindimensionalen System der Form
&+ F(x,2)=0 (2.1)

aus, in dem F' nichtlinear ist. Auch hier wird die Losung in Analogie zu einem linearen
System durch
x = a(t) coso(t)
ausgedriickt, wobei die Amplitude a(¢) und die Phase ¢(t) wiederum jeweils Funktionen
der Zeit sind. Dann sind
T = acosp — aészﬂw
und

i =dcosp—2a¢sing —adsing — (§) acosp.
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Einsetzen in Gleichung (2.1) und Verwendung von w(t) fiir ¢(t) ergibt
—F = [wQa — d] cosp + 2w a + wal sing = F |acosp,acosp —wasing|. (2.2)

Unter der Annahme, dass die Amplituden- und Frequenzénderung wihrend eines beliebi-
gen Schwingungszykluses "klein genug” sind, kann iiber einen Zyklus integriert werden,
wobei die eingeklammerten Terme in Gleichung (2.2) nun nicht mehr als momentane
Groflen, sondern als Werte interpretiert werden, die bei einer bestimmten Amplitude a
giiltig sind. Multiplikation von Gleichung (2.2) mit sin¢ bzw. cos¢ und Integration ergibt

unter Ausnutzung der Orthogonalitéitseigenschaften der Kreisfunktion

2
2wd+wa:l/Fsin¢d¢ (2.3)

" 0

und .
wla — i = % /Fcosgzﬁ do. (2.4)

0
In dem originalen Krylow-Bogoljubowschen Verfahren werden an dieser Stelle die Terme
wa in Gleichung (2.3) und @ in Gleichung (2.4) vernachléssigt, so dass direkt auf die

gesuchten Parameter 9 und w in Abhéngigkeit der Amplitude a geschlossen werden kann:

27
] 1
s=2~ /Fsm¢ do (2.5)
a 2Twa
0
und
1 2
w? ~ —/FCOS(b do. (2.6)
Ta
0

Die Unzuléssigkeit dieser Vereinfachung zeigt sich allerdings schon am Beispiel eines ein-

fachen linearen, geddmpften Systems der Form
i+ Az + Bx = 0. (2.7)

Die bekannte exakte Losung dieses Problems lautet

2
(5:—? und wQ:B—AZ. (2.8)

Die Gleichungen (2.5) und (2.6) liefern jedoch mit

F = [A(acosp —wasing) + Bacosd)
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A A?
§~—=— und w?*~B-—"—.
2 2
Der Einfluss des geschwindigkeitsproportionalen Dampfungsparameters A auf die Fre-
quenz wird um den Faktor 2 iiberbewertet. Die Vernachléssigungen erweisen sich also

schon fiir diesen einfachen Fall als erhebliche Fehlerquelle.

Beecham und Titchener zeigten, dass auch ohne die Krylow-Bogoljubowschen Ver-
nachlédssigungen eine iterative Losung fiir die Dampfungs- und Frequenzparameter gefun-

den werden kann. Mit den Abkiirzungen

2 2w
1 1
fila,d,w) = —/Fsin¢ dp und fa(a,d,w) = — /Fcos¢d¢
Ta Ta
0 0
und unter Beachtung von
ai-) o d() o

lasst sich Gleichung (2.3) umformen zu

S
= 2.1
0 5 14 a<w2)/ ( O)
“ 4uw?
und Gleichung (2.4) zu
w® = 0>+ add + fo. (2.11)

Die Gleichungen (2.10) und (2.11) sind allerdings nur zwei Bestimmungsgleichungen fiir
die insgesamt vier Kenngrofen 6(a), w(a), (w(a)?)’ und é(a)’. Um dennoch zu einer Losung
zu gelangen, werden in einer ersten Niherung die Ableitungen nach der Amplitude (w?)’

und ¢’ vernachlissigt, was zu

_h
§ ~ 5 (2.12)
und
w? ~ 6%+ f, (2.13)

fithrt. Gleichung (2.12) ist identisch mit Gleichung (2.5) der Krylow-Bugoljubowschen
Methode, wihrend in Gleichung (2.13) im Vergleich zu (2.6) der zusétzliche Term §? auf-
taucht. Somit liefert Gleichung (2.13) nun das exakte Ergebnis fiir die Frequenz im Fall
der vorher betrachteten linearen, geddmpften Schwingung (Gl. (2.8)). Fiir komplexere
Systeme kann die erste Naherung verbessert werden, indem durch differenzieren der Glei-

chungen (2.12) und (2.13) die Terme (w?)’ und ¢’ bestimmt werden und diese dann in die
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Gleichungen (2.10) und (2.11) eingesetzt werden. Haufig ist es notig, das Ergebnis durch
weitere I[terationen zu verbessern.

Auf diese Weise werden also Ausdriicke gefunden, durch die die Démpfung § und die
Frequenz w nur noch als Funktionen der lokalen Amplitude a und der Parameter in F' aus
der Differentialgleichung dargestellt werden. Da sie unabhéngig von den Anfangsbedin-
gungen des Problems sind, konnen sie ohne prinzipielle Schwierigkeit auch bis zu groflen
Werten von a entwickelt werden. Diese Methode wurde in [40] und [49], neben der Analy-
se klassischer nichtlinearer Probleme wie den Duffing- und Van-der-Pol-Gleichungen auch

schon bei nichtlinearen flugmechanischen Problemen verwendet.

2.2.3 BTS-Verfahren

In dem als Beechham-Titchener-Simpson-Methode (BTS-Methode) [48, 10] bekannt ge-
wordenen Verfahren hat Simpson das Verfahren von Beecham und Titchener schlieflich
auf Systeme mit n Freiheitsgraden erweitert. Die Differentialgleichungen des zu untersu-

chenden Systems lauten jetzt

&+ F(x,&)=0 (2.14)
mit dem Losungsansatz
x = a(t) [p(t)sing(t) + n(t)cosp(t)) . (2.15)
Darin sind
p(t) = {17 p2(t)> p3(t)7 s 7pn(t)}
und

n(t) ={0,n2(t),m5(t), ., ()} -

Die Formulierung des Losungsansatzes kniipft damit an die Eigenformdarstellung linea-
rer Systeme an. Dabei entsprechen p und 7 dem Real- bzw. Imaginarteil des auf die
erste Komponente normierten Eigenvektors und 6 = a/a und w = ¢ dem Real- bzw.
Imaginéarteil des Eigenwertes. Im Folgenden werden daher die Bezeichnungen Eigenbewe-
gung, Eigenwert und Eigenvektor in einem erweiterten Sinne auch fiir den nichtlinearen
Fall weiterverwendet, wobei es sich nun nicht mehr um konstante, sondern um zeit- bzw.

amplitudenabhéngige Werte handelt. Die Zeitableitungen von x lassen sich zu

z=al{d(p+ap’) —wn}sing+ {6(n+ an’) + wp} cosd] (2.16)
und
& =a[{(6°—w’)p—20wn + Ay} sing

(2.17)
{0 — P + 200p + Az} cosd]
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mit den Abkiirzungen
Ay = §*(3ap’ + a*p") +ad(6'p + ad' p’ — w'n — 2wn’) (2.18)

bzw.
Az = 6*(3an’ + a®n’) + ad('n + ad'n’ + w'p + 2wp’) (2.19)

bestimmen. Damit ergeben sich die Bestimmungsgleichungen fiir Dampfung und Frequenz

analog zum Vorgehen bei einem Freiheitsgrad zu

(6> —w?)p — 26wn + Ay + Fi(a.6,w,p,n,p',m) =0 (2.20)
(6* — w’)n + 20wp + Az + Fay(a.0,w,p.m,p/,m') =0 (2.21)
mit
2m 1 21
1
Fl——/Fsz'n¢d¢ , Fz——/Fcos¢d¢
Ta Ta
0 0
und

F = F ( a|psing + ncosd|,
a[{6(p+ap’) —wn} sing + {6(n +an’) + wp}cosd] ) .

Mit den Gleichungen (2.20) und (2.21) stehen nun 2n Bestimmungsgleichungen fiir ins-
gesamt 4n Variablen (§,w,d’,w’ und je n — 1 Komponenten von p,n,p’ und n') zur
Verfiigung. Fiir eine erste Naherung wird daher Aysing + Azcos¢p = 0 gesetzt, wodurch
alle Derivativa von ¢, w, p und i zu Null werden. Damit werden die Bestimmungsgleichun-

gen (2.20) und (2.21) in erster Ndherung zu
(6% — w?)p — 20wn + Fy(a.d,w,p,n) =0 (2.22)

und
(6% — w*)n + 20wp + Fa(a.d,w, p,n) = 0. (2.23)

Wie im Verfahren fiir einen Freiheitsgrad kénnen die Resultate durch Ableitung der Er-
gebnisse der ersten Nédherung nach der Amplitude a und Einsetzen in die Gleichungen
(2.20) und (2.21) iterativ verbessert werden.

Das BTS-Verfahren liefert oft schon in der ersten N&herungsstufe gute Ergebnisse. Bei
manchen Aufgabenstellungen ist jedoch eine iterative Verbesserung zwingend notwendig.
Hier stellt sich das Konvergenzverhalten des rekursiven Iterationsprozesses in der Praxis
allerdings oft als problematisch heraus [37]. Héufig fiihrt die Iteration nicht zu einem ein-

deutigen Ergebnis, so dass Aussagen zur Niherungsgiite letztendlich nur am konkreten
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Anwendungsfall getroffen werden kénnen. Dariiber hinaus erfordert die Mittelwertbildung
iiber einen Schwingungszyklus einen oszillatorischen Charakter des untersuchten dynami-
schen Systems. Fiir stark geddmpfte oder angefachte, aperiodische Systeme ist das Ver-
fahren daher nicht geeignet. Die Folgenden auf der BT'S-Methode aufbauenden Verfahren
(Verfahren nach Reitenbacher und ASTAN-Verfahren) umgehen diese beiden Nachteile
(Konvergenzschwierigkeiten und Beschrinkung auf oszillatorische Probleme) durch Ap-
proximation der Ableitungen wihrend des Entwicklungsprozesses und Mittelung iiber ein

geeignetes Intervall im Zeitbereich bei aperiodischen Bewegungen [37, 22, 46].

2.2.4 Verfahren nach Reitenbacher und ASTAN-Verfahren

Zur Analyse mit dem Verfahren nach Reitenbacher wird das Differentialgleichungssystem

(2.14) zunéchst in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung umgeformt:

a(t) = f(a(t), uo) (2.24)

Der Vektor ugy dient dabei zur Beschreibung konstanter, externer Systemparameter. Der

Néherungsansatz fiir oszillierende Eigenbewegungsformen lautet dann
x(t) = xo + a - [psing — ncosd| + a - v. (2.25)

Dies entspricht formal dem Losungsansatz des um eine Gleichgewichtslage x¢ linearisier-
ten Systems, wobei hier die Eigenwerte p;(a(t)) = 6;(a(t)) + iw;(a(t)) und Eigenvektoren
ki(a(t)) = p;(a(t)) + in,;(a(t)) wiederum nicht als konstant, sondern als Funktionen der
Auslenkungsamplitude a aus dem betrachteten Gleichgewicht angenommen werden. Der
zusétzlich im Néherungsansatz eingefithrte Vektor v(a) erlaubt die Beriicksichtigung von
Asymmetrien in den Nichtlinearitdten und kann physikalisch entsprechend Abbildung 2.1
als Verschiebung des lokalen Oszillationszentrums interpretiert werden [49]. Der Vektor v
wird daher auch als Verschiebungsvektor bezeichnet. Fiir verschwindende Auslenkungen
a aus der Gleichgewichtslage strebt der Ansatz (2.25) gegen die linearisierte Losung.

Die zeitliche Ableitung des Losungsansatzes ergibt
&(t) = a-{pcosp — nsing} + a - { (/)cos¢ — p(ﬁsinqb)
—a- (ﬁsinqﬁ - 77(/5008¢>} +a-v+a-v. (2.26)

Fiir die zeitlichen Ableitungen der Amplitude, der Phase und der Kenngrofien (Eigenwerte,

Eigenvektoren und Verschiebungsvektor) gelten die Beziehungen a = ad, ¢ = w und
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x() ]

Gleichgewichtslage

Abbildung 2.1: Verschiebungsvektor v

Gleichung (2.9).
Damit wird Gleichung (2.26) zu

z = a{(dp + adp’ — wn)cosp — (dn + adn’ + wp) sing} + a(év + aov’). (2.27)

In dem Ausdruck fiir die zeitliche Ableitung des Losungsansatzes verbleiben also wie bei
der BTS-Methode nur noch die von der Amplitude abhéngigen Kenngréfen, deren Ablei-

tungen nach der Amplitude sowie die Amplitude und die Phase selber.

Reitenbacher definiert nun einen Fehlervektor e als die Differenz zwischen dem in die
Differentialgleichungen(2.24) eingesetzten Losungsansatz (2.25) und der Ableitung des
Losungsansatzes (2.27).

e(t) = &(t) — f(x(t), uo) (2.28)

Werden die Dampfungs- und Frequenzfunktionen d(a) bzw. w(a), die entsprechenden Ei-
genvektorniherungen p(a) und n(a) sowie die Oszillationsverschiebung v(a) so bestimmt,
dass dieser Fehlervektor minimal wird, so ist der beste Ndherungsansatz gefunden. Als

MaSf fiir die Giite der erzielten Néherung wird dabei die Summe der Quadrate aller iiber
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dem Zeitintervall T' einer Schwingung entstandenen Fehler angesetzt.

T+T

I = / {el(t)+ - +e(t)}dt — MIN (2.29)

Nach Substitution der Zeitabhangigkeit des Integrals durch
1
dt = —do, (2.30)
w

Zusammenfassen der gesuchten Parameter zu Koeffizientenvektoren, und unter der Vor-
aussetzung dass die Anderungen der Parameter iiber einer Schwingungsperiode wiederum
nur klein sind, stellt Reitenbacher mittels des Gauss’schen Quadraturverfahrens algebrai-

sche Bestimmungsgleichungen fiir die Kenngréfien auf [37].

Im Gegensatz zum Verfahren nach Reitenbacher werden beim ASTAN-Verfahren der
Losungsansatz und seine Ableitung direkt in die Differentialgleichungen des Systems ein-
gesetzt. Gibt der Losungsansatz (2.25) das Verhalten des betrachteten Systems korrekt
wieder, so muss er zusammen mit seiner zeitlichen Ableitung (2.27) die Differentialglei-
chungen (2.24) des Systems erfiillen:

(adp + a*dp’ — awn) cos — (adn + a*én’ + awp) sing + (adv + a*ov’) (231)

= f(xo +a- [psing —ncosd| +a - v)

Es wird wiederum angenommen, dass die Anderungen von Eigenwert, Eigenvektor und
Eigenvektorableitung {iber einem Schwingungszyklus klein sind, so dass die eingeklam-
merten Werte auf der linken Seite nicht mehr momentane Werte sind, sondern Groflen,
die einer bestimmten Amplitude a zugeordnet werden konnen. Integration und vorherige

Multiplikation mit sin¢ bzw. cos¢ ergibt dann mit

2
adv + a*6v’ = i/f do, (2.32)
2
0
1 2m
adp + a*6p’ — awn = = /fcos¢ do (2.33)
s
0

und

2
1
aén + a*om’ + awp = —— / fsing do (2.34)
m
0
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sofort die Bestimmungsgleichungen fiir die Kenngrofien. Im Gegensatz zu den Bestim-
mungsgleichungen des Reitenbacher-Verfahrens konnen diese Bestimmungsgleichungen so-
fort, d.h. ohne eine aufwéandige Berechnung von Koeffizientenvektoren gelost werden.
Wie zuvor stellt sich auch hier die Schwierigkeit, dass die nun 3n Bestimmungs-
gleichungen (2.32) - (2.34) nicht ausreichen, um die nun insgesamt 6n — 2 KenngroBen
(0,w, je n — 1 mal p;, p;, m;,n; sowie je n mal v; und v]) zu bestimmen. Wahrend bei der
BTS-Methode in erster Naherungsstufe alle Amplitudenableitungen zu Null gesetzt wer-
den, schitzt das Verfahren nach Reitenbacher sie auf geeignete Weise ab. Dazu werden
wihrend der schrittweisen Entwicklung, d.h. sukzessiven Vergroflerung von a und Losung
der Bestimmungsgleichungen, die Ableitungen nach der Amplitude durch den Differen-

zenquotienten

O e O
(+) P — (2.35)
mit den jeweils im Schritt zuvor ermittelten Groflen angendhert (Abbildung 2.2). Da die
Losung der Gleichungen (2.32) - (2.34) bei komplizierten Differentialgleichungen (2.24) oh-
nehin numerisch, z.B. mittels eines Newton-Gleichungslosers durchgefiihrt werden muss,
bedeutet die Abschétzung geméfl Gleichung (2.35) nur einen sehr geringen Mehraufwand.

Die schrittweise Entwicklung von der linearisierten Losung (a = 0) hin zu grofieren Werten

A
3,m,p M,V : :
PoTY, O Startlésung
® Endgiiltige Losung
linearisierte
Losung
| I I >
0 Aa 2Aa 3 Aa a

Abbildung 2.2: Entwicklung der Kenngrofien
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von a hat zudem den Vorteil, dass aus den zuletzt gefundenen Losungen auf einfache Wei-
se Startlosungen fiir den Gleichungsloser des néchsten Schrittes generiert werden kénnen
(Abbildung 2.2). Wihrend die BTS-Methode zur Ermittlung hoherer Naherungstufen in
rekursiver Form die Kenngroflenverldufe der jeweils vorherigen Naherungsstufe iiber dem
gesamten Untersuchungsgebiet verwendet, konnen ASTAN- und Reitenbacher-Verfahren
bei jedem einzelnen lokalen Amplitudenschritt auskonvergieren, was in der Praxis ein

deutlich besseres Konvergenzverhalten zur Folge hat [37].

Fiir Bewegungsformen mit aperiodischem Charakter sind Eigenwert und Eigenvektor-

komponenten reelle Zahlen, so dass sich der Losungsansatz (2.25) zu
x(t)=xo+a-p (2.36)
vereinfacht. Die zeitliche Ableitung wird dann zu
z(t)=a-p+a-p (2.37)
und mit @ = ad und p = adp’ aus Gl. (2.9) zu
z=a-0-(p+ap). (2.38)

Analog zum Vorgehen bei oszillierenden Bewegungsformen werden der Ansatz und seine

zeitliche Ableitung in die Differentialgleichungen des Systems eingesetzt:

a-6-(p+ap)=f(xota-p) (2.39)

Wiederum wird vorausgesetzt, dass die Kenngroflen 6, p und p’ iiber ein bestimmtes
Zeitintervall T" als nur "wenig” verédnderlich angesehen werden konnen. Wird zusétzlich
angenommen, dass die Dampfungsfunktion 4 in dem betrachteten Zeitintervall keine Null-

stelle besitzt, so kann mit
t

J 8a(t))dt
a(t) = a(o) - e
gezeigt werden, dass a(t) monoton ist und somit das Zeitintervall [r,7 + T sofort in
ein Amplitudenintervall [a;, a; 7], bzw. [a,a + Aa] tiberfithrt werden kann. Mittels Ab-
schitzung der Eigenvektorableitung p’ geméfl Abbildung 2.2 kann nun der Kenngrofien-
verlauf iiber die Bestimmungsgleichung (2.39) beginnend mit der linearisierten Losung

a = 0 mit Schrittweiten der Gréfle Aa hin zu gréfleren Werten von a entwickelt werden.
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2.2.5 N-Massenschwinger

Bevor im weiteren Verlauf der Arbeit das ASTAN-Verfahren zur Analyse der nichtlinearen
Dynamik von Flugzeugen verwendet wird, sollen zunéchst an einem einfacheren Beispiel
die Robustheit und potentielle Schwierigkeiten der Methode demonstriert werden. Daher
wird zunéchst in Anlehnung an [10] ein nichtlineares Feder-Masse-Dampfersystem be-
trachtet, mit dessen Hilfe die Anzahl der Freiheitsgrade sowie die enthaltenen Nichtlinea-
ritdten einfach variiert werden kénnen (Abb. 2.3). Die Bewegung der einzelnen Massen ist
auf jeweils einen Freiheitsgrad beschréankt, so dass sich im Falle von N Massen ein System
mit N Freiheitsgraden ergibt. Der Einfachheit halber wird m = m; = my = -+ = my
angenommen, wobei die Proportionalitdtsfaktoren der Feder- bzw. Dampferkennlinien CY
bzw. Dj, im Folgenden pro Masseneinheit angegeben werden und auf die Mitfiihrung der
Mafeinheiten verzichtet wird. Im Falle verschwindender Auslenkungen z sind die Federn
entspannt.

Die Ergebnisse der approximativen Analyse werden nachfolgend exemplarisch fiir einen
30-Massenschwinger dargestellt. Die Federn dieses Systems, mit Ausnahme der Wandfe-

dern, besitzen nichtlineare Kennlinien, die durch

Fck = Ok ((ZEk_l — ZEk> -+ (xk—l — ZEk)S) fir k = 274, 6, s (k) S 30) bzw.

Fe, = Cysin(xp—y — )  fir k=3,5,7,---  (k <29)

beschrieben werden. Die Dampfer besitzen lineare Kennlinien. Die Proportionalitatsfakto-
ren C und Dy, sind mit normalverteilten Zufallszahlen belegt, wobei die Federkonstanten
im Bereich von 5 bis 25 und die Dampferkonstanten im Bereich von 0.5 bis 1.5 variiert
wurden (Tabelle 2.1).

Cl CZ C3 CN CNH

NOUONNNNNNANNANNANNANNN
B
B
B

AN N NN NNNNNNNNANNN

Abbildung 2.3: N-Massensystem in horizontaler Anordnung
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Federkonstanten Dampferkonstanten
Cr---Ci | Ci7---Cy Dy Dyg | Di7--- D3
7.7304 16.5961 0.9966 1.0466
5.2351 20.2073 1.3998 0.9449
22.8780 15.5965 1.3216 1.1946
8.9828 17.8105 1.1449 1.1213
10.9745 9.1814 1.3180 1.2948
18.2289 12.5964 1.1602 1.4568
10.6882 20.6666 0.8420 1.0226
14.3845 18.6169 0.7897 1.3801
6.2956 14.2219 0.8412 0.6730
24.7667 16.3566 1.0341 1.4797
16.6558 20.8842 1.2271 0.7714
13.4699 6.1837 0.8093 0.7523
15.3102 17.0574 1.3385 1.3757
11.6790 6.0054 1.0681 1.2373
13.6581 7.9720 0.8704 1.1046

9.5190 1.2027

Tabelle 2.1: Feder- und Dampferkonstanten des 30-Massenschwingers

Die Bewegungsgleichungen des Systems ergeben sich somit zu:

.ifl = —Cll'l — Dl.jﬁl — 02 ((.ﬁlﬁl — 1'2) + (.731 — 1’2)3) — Dg(j?l — 332)
ZZ‘Q = CQ ((ZL‘l — ZL'Q) -+ (1'1 — ZEQ)S) + Dg(i'l — 5(72) — OgS’in(ZEQ — 173) — Dg(i‘l — ZL'Q)
i’g = CgSiﬂ(Ig — 1’3) + D3(Zt1 — 1’2) — 04 ((1’3 — I4) + (ZL’3 — $4)3) — D4(j33 — I‘4)

Tog = Chgsin(way — xag) + Dag(Ba7 — T2g) — Cag ((-T28 — T9) + (Tos — $29)3)
—Dag (98 — T29)

iog = Cag ((was — @a9) + (Tas — 29)”) + Dag(dios — di29) — Chosin(wag — 30)
—D3o(d29 — T30)

Zg0 = Cspsin(xeg — x30) + Dso(Ea9 — T30) — C1230 — D31E30.

Bei verschwindender Auslenkung aus der Gleichgewichtslage ergibt die lineare Analyse 30
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Eigenwerte 9,, + w,1

(n=1,--,10) | (n=11,---,20) | (n=21,---,30)

—1.7820 £ 7.9405:¢

—1.7072 £ 6.0010:2

—0.5575 £ 3.32821¢

—2.2117 £ 7.8489:

—1.3442 £ 5.9176:

—0.4472 £ 3.10102

—1.9558 £ 7.79971

—1.3252 £ 5.5616:

—0.3654 £ 2.6677:

—1.9705 £ 7.45641

—1.1064 £ 5.24072

—0.2842 £ 2.34611

—2.3095 £ 6.9676¢

—0.8903 £ 4.9873¢

—0.2296 £ 2.01561

—2.0215 £ 6.85951

—1.2297 £ 4.6142¢

—0.1637 £ 1.7750:

—1.9646 £ 6.7917:

—0.8160 £ 4.2773¢

—0.1007 £ 1.3579:

—1.8233 £6.74344

—0.6054 £ 3.8237¢

—0.0599 £ 1.0145¢

—1.7503 £ 6.2316:

—1.2944 + 3.8148:

—0.0278 £ 0.66561

—1.5195 £ 6.2041:

—1.3806 £ 3.6327%

—0.0066 =+ 0.3238:
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Tabelle 2.2: Eigenwerte des linearisierten 30-Massenschwingers

oszillierende Bewegungsformen mit den entsprechenden 30 konjugiert komplexen Eigen-
wertpaaren (Tabelle 2.2). Analysiert man das Verhalten der ersten Eigenbewegungsform
(—1.7820 + 7.9405i) beziiglich der bei dieser Bewegungsform dominanten Zustandsgrofie
T10, SO ergibt sich der in Abb. 2.4 dargestellte Eigenwert- und Eigenvektorverlauf {iber
der Auslenkungsamplitude Azqg.

Sowohl der Eigenwert (Ddmpfung § und Frequenz w), als auch die Komponenten des
normierten Eigenvektors zeigen ein stark nichtlineares Verhalten. Der Wert 6 der Damp-
fung nimmt nach Erreichen eines lokalen Maximums bei Az &~ 0.75 zunéchst wieder
ab, um dann bei Azyy ~ 1.465 gegen Null zu streben. Die Frequenz w nimmt bei gréfer
werdender Auslenkungsamplitude monoton zu, allerdings mit einem stark schwanken-
den Gradienten. Im Verlauf der auf p,g + 7190 normierten Eigenvektorkomponenten sind
ebenfalls starke z.T. mit mehrfachem Vorzeichenwechsel verbundene Schwankungen zu
erkennen.

Eine Bewertung der Ergebnisse kann im Zeitbereich erfolgen. Fiir eine vorgege-
bene Anfangsauslenkung werden die Zeitverlaufe der Zustandsgrofien aus den Kenn-
groBenverlaufen rekonstruiert und mit Zeitverlaufen, die aus einer direkten Runge-Kutta-
Fehlberg-Integration (RKF) des Differentialgleichungssystems gewonnen wurden, vergli-
chen. Dazu werden zunéchst mit den Gleichungen

¢ t

"5(a(t))dt
a(t) = a(o) - eg
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1 Dampfung der 1. Bewegungsform
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Abbildung 2.4: Eigenwertverlauf (d1(Az19) + iwi(Axy)) und Eigenvektorverlauf
(p(Azq0) + im(Az1g)) der dominierenden Zustandsgrofien iiber der
Auslenkungsamplitude Azyy des 30-Massenschwingers
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Abbildung 2.5: Zeitverlaufe der Amplitude a,,, und des Phasenwinkels ¢,,, der 1.

Bewegungsform des 30-Massenschwingers

sowie den bekannten Verldufen 6(a) und w(a) die Zeitverlaufe der Amplituden- und Pha-
senfunktion bestimmt (Abbildung 2.5) und daraus mit Hilfe des Losungsansatzes (2.25)
bzw. (2.36) die Zeitverlaufe der ZustandsgroBen.

Die so gewonnenen Zeitverlaufe der bei der betrachteten Bewegungsform dominie-
renden Zustandsgroflen sind in Abbildung 2.6 denen aus der RKF-Integration fiir eine
Anfangsauslenkung von Az = 1.465 gegeniibergestellt. Die gute Ubereinstimmung der
Kurven zeigt, dass trotz der Anlehnung an einen linearen Losungsansatz, der mit Glei-
chung (2.25) definierte Approximationsansatz das Systemverhalten gut wiedergibt. Dies
ist darauf zuriickzufiithren, dass die Nichtlinearitdten des Systems iiber die auslenkungs-

abhéngigen Kenngrofien mit in den Approximationsansatz einfliefen.

2.2.6 Randbedingungen des Verfahrens

Einer der wesentlichen Vorteile von ASTAN- und Reitenbacher-Verfahren gegeniiber der
BTS-Methode liegt in dem deutlich verbesserten Konvergenzverhalten. Wéhrend die BT'S-
Methode zur Ermittlung héherer Naherungstufen die Kenngroflenverldufe der jeweils vor-

herigen Naherungsstufe iiber dem gesamten Auslenkungsbereich verwendet, konnen ASTAN-
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0 1 2 3t 0 1 2 3t
Abbildung 2.6: Zeitverlaufe der dominierenden Zustandsgrofien der 1. Bewegungs-

form des 30-Massenschwingers (Anfangsauslenkung von Azyg =
1.465)  (ASTAN: — , RKF: - -)
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und Reitenbacher-Verfahren bei jedem einzelnen lokalen Amplitudenschritt auskonvergie-
ren.

Dennoch kann es auch beim ASTAN- bzw. Reitenbacher-Verfahren zu Problemen im
Konvergenzverhalten kommen. Die prinzipielle Vorgehensweise der Methode macht es
erforderlich, einige Randbedingungen bei ihrer Anwendung zu beachten. Dies betrifft ne-
ben der Wahl einer geeigneten Parametrisierungstrategie zur schrittweisen Entwicklung
der Kenngréflen auch die Vorgehensweise bei der Modellierung des zu untersuchenden
Systems. Bedingt durch die Mittelwertbildung der Kenngréflen iiber eine vollstédndige
Schwingung und die Abschéatzung der Kenngroflenableitungen iiber die jeweils im Ent-
wicklungsschritt zuvor ermittelten Kenngroéfien kann es dazu kommen, dass mehrere Kom-
binationen aus Kenngréfien und zugehorigen Ableitungen existieren, welche die Bestim-
mungsgleichungen erfiillen. Die Losung der Bestimmungsgleichungen ist dann nicht mehr

eindeutig.

Parametrisierung

Die Dampfungs- und Frequenzverlaufe (Abbildung 2.4) der zuvor betrachteten ersten
Schwingungsform des 30-Massenschwingers weisen iiber dem betrachteten Auslenkungs-
intervall stark schwankende Gradienten auf. Der zunéchst nur schwach ansteigende bzw.
abfallende Verlauf nimmt gegen Ende des Auslenkungsintervalls eine extrem steile Form
an. Wahrend der schrittweisen Entwicklung der Kenngroflenverldufe durch Lésung der
mit den Gleichungen (2.32) bis (2.34) bzw. (2.39) definierten Bestimmungsgleichungen
kann dies bei der zunédchst naheliegenden Verwendung einer konstanten Schrittweite Aa
zu Schwierigkeiten fithren. Wird diese aufgrund des zunéchst flachen Gradienten zu grofl
gewihlt, so konnen die bei der Abschéitzung der Kenngrofienableitungen nach Abbildung
2.2 entstehenden Fehler im Differenzenquotienten (2.35) Probleme bereiten. In solchen
Fillen hat sich eine Anderung der Parametrisierung des Entwicklungsvorganges bewshrt.
Anstelle der Auslenkungsamplitude a (Azjo im vorigen Abschnitt) bietet sich z.B. die
Bogenldnge s iiber dem Dampfungsverlauf an (Abbildung 2.7).

Dazu werden die Bestimmungsgleichungen um die Parametrisierungsgleichung
0= ps(d,a,8) = (8(s) = 0(sj-1))* + (als) — a(sj-1))* — (s = 55-1)° (2.40)

erweitert und die Auslenkungsamplitude a als zusédtzliche Unbekannte mitbestimmt. Hier-
bei bezeichnen 6(s;_1) und a(s;—1) die wéhrend des Entwicklungsprozesses jeweils im
Schritt zuvor bei der Bogenldnge s;_; ermittelten Werte. Der Verlauf der Kenngroéfen

kann so mit diskreten Bogenldngenschrittweiten As = s —s; entwickelt werden, wobei das
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Abbildung 2.7: Parametrisierung der Bestimmungsgleichungen tiber die

Bogenlange s

Konvergenzverhalten des Gleichungslosers unabhéngig wird vom lokalen Gradienten der

Kenngroflen. Der Differenzenquotient fiir die Kenngrofienableitungen lautet dann

o — 00 = 0lsymn) 2.41)

a(s) — a(s;j-1)

Modellierung

Das Verfahren erweist sich auch bei Systemen mit stark gedampften Eigenschwingungen,
wie z.B. dem 30-Massenschwinger, trotz Mittelwertbildung der Kenngréflen iiber einer
vollstdndigen Schwingung als genau und unempfindlich, obwohl bei solchen Systemen
die Amplitude und damit auch die amplitudenabhéngigen Kenngroen iiber der Schwin-
gung deutlich variieren konnen. Probleme bereiten hingegen unstetige Nichtlinearitéten,
z.B. aufgrund einfacher Geschwindigkeitslimitierung von Stellgliedern, welche haufig zu
Konvergenzproblemen bei der Losung der Bestimmungsgleichungen fiithren. Aufgrund der
Voraussetzung konstanter Kenngrofien bei der Integration iiber eine Schwingungsperiode,
kann die Unstetigkeit nicht ausreichend genau aufgelost werden. Die resultierenden Fehler
in den Kenngréflen kénnen dann zusammen mit den Kenngréfenableitungen aus den zu-

vor ermittelten Losungen dazu fiihren, dass die Losung der Bestimmungsgleichung nicht



2.2. Angewandte Approximationsmethode 27

mehr eindeutig ist. Unstetige Nichtlinearitdten sollten daher bei der Modellierung des
Systems durch kontinuierliche Verldufe angenéhert werden.

In der Praxis kann dann die Konvergenz des Verfahrens iiblicherweise, selbst in kri-
tischen Fillen, durch eine geeignete Wahl von Parametrisierung und Amplitudenschritt-

weite sichergestellt werden.
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3 Ursachen fiir Nichtlinearitiaten

Bevor in den folgenden beiden Kapiteln zwei unterschiedliche Flugzeugmodelle mit der
vorgestellten Analysemethode untersucht werden, fasst dieses Kapitel in einem kurzen
Uberblick zusammen, mit welchen Nichtlinearitéten dabei zu rechnen ist. Die physikali-
schen Ursachen fiir das nichtlineare dynamische Verhalten von Flugzeugen lassen sich grob
in drei Bereiche aufteilen. Dies sind die nichtlinearen aerodynamischen Kréfte und Momen-
te, die nichtlineare Starrkorperdynamik sowie Nichtlinearitédten im elastischen Verhalten
der Struktur. Zusétzlich kénnen durch ein Regelungssystem eingefiihrte Nichtlinearitédten

auftreten.

3.1 Luftkrifte und Luftkraftmomente

Die aerodynamischen Kréifte und Momente am Flugzeug konnen als nichtlineare Funktio-
nen der Relativbewegung zwischen dem Flugzeug und der umgebenden Luft beschrieben
werden [6]. Sie sind proportional zum Staudruck und damit zum Quadrat der Anstromge-
schwindigkeit und hédngen zudem wesentlich von der Geometrie des umstromten Koérpers
sowie der Anstromrichtung ab. Die Einfliilsse von Geometrie und Anstromrichtung wer-
den in der Regel durch dimensionslose Beiwerte C.) zusammengefasst. Anstellwinkel o
und Schiebewinkel 3 legen die Anstromrichtung fest und haben im niedrigen Anstell- bzw.
Schiebewinkelbereich einen linearen Einfluss auf die dimensionslosen Beiwerte. Bei grofien
Anstell- bzw. Schiebewinkeln ist diese Linearitdt des Einflusses jedoch nicht mehr gege-
ben. Die dort auftretenden Stréomungsablosungen fiihren zu einem Einbruch im Verlauf
der Beiwerte, der mit einer Verringerung der Kréfte einhergeht (Abbildung 3.1).

Zeitliche Anderungen der Anstrombedingungen, z.B. durch schwingungsinduzierte
Drehraten des Flugzeuges, haben ebenfalls Einfluss auf die Kréafte und Momente am Flug-
zeug. Dabei lassen sich die Drehraten als lokale Anstell- bzw. Schiebewinkeldnderungen
an der Flugzeugstruktur interpretieren, die in der Regel Kréfte entgegen der Drehrichtung
erzeugen und somit die Drehung abbremsen bzw. die Schwingung démpfen.

Sollen strukturelle Schwingungen, bei denen das Verhéltnis von Frequenz zur Flug-
geschwindigkeit hoch ist, betrachtet werden, kann zusétzlich noch die aerodynamische

Riickwirkung der schwingenden Struktur beriicksichtigt werden. So gewinnt z.B. bei der
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Abbildung 3.1: Abhéngigkeit des Auftriebsbeiwertes vom Anstellwinkel

Flatteranalyse von Tragflichen der Einfluss der durch die schwingende Struktur erzeugten
instationdren Wirbelschleppe im Nachlauf des Fliigels an Bedeutung [14]. Ein von Theo-
dorsen formulierter und haufig verwendeter Ansatz zur Beschreibung der vollstédndig in-
stationédren Luftkrifte mittels einer Wirbelschleppenfunktion im Frequenzbereich, enthélt
mit der Einfiihrung von Hankel-Funktionen zweiten Grades zusétzliche stark nichtlinea-
re Terme [5]. Fiir die vorliegende Arbeit wurde auf eine Modellierung der vollstandig
instationdren Aerodynamik verzichtet und statt dessen angenommen, dass alle aerody-
namischen Reaktionen quasistationér sind, also verzogerungsfrei den Bewegungen bzw.

Bewegungsgeschwindigkeiten folgen.

3.2 Starrkorperdynamik

Die Starrkérperbewegungsgleichungen des Flugzeuges beschreiben seine Bewegung ohne
den Einfluss von Strukturelastizitiat zu beriicksichtigen. Dabei weisen sie im Wesentlichen
in zwei Bereichen nichtlinearen Charakter auf [6]. Zum einen fithren die Drehraten in
den Eulertermen zu nichtlinearen Zusammenhéngen und zum anderen fithren die Matri-
zen zur Transformation zwischen flugzeugbezogenem und inertialem Koordinatensystem
aufgrund ihrer trigonometrischen Eigenschaften zu einem nichtlinearen Einfluss der Eu-
lerwinkel. Dies betrifft die Transformationen der Gewichtskraft sowie der translatorischen

und rotatorischen Geschwindigkeiten.
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3.3 Strukturdynamik

Strukturdynamische Nichtlinearitdten kénnen grob in drei Bereiche unterteilt werden
[55]. Dies sind geometrische Nichtlinearititen, insbesondere bei grofien Verformungen,
nichtlineares Werkstoffverhalten sowie Nichtlinearitdten aufgrund von Massenédnderun-
gen im System. Massendnderungen, z.B. durch Treibstoffverbrauch, finden {iber sehr
lange Zeitrdume statt, so dass sie beziiglich der Kurzzeitdynamik vernachléssigt wer-
den konnen. Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen des elastischen Flugzeuges in
Kapitel 5 werden zudem kleine Strukturauslenkungen vorausgesetzt, so dass auch geome-
trische Nichtlinearitéiten bei der verwendeten Modellierung nicht zu erwarten sind. Mate-
rialnichtlinearititen aufgrund von Uberdehnung und dem damit verbundenem Verlassen
des linear-elastischen Bereiches im Spannungs-Dehnungs-Diagramm des Werkstoffes sind
im operationellen Betrieb des Flugzeuges ebenfalls nicht zu erwarten und daher in dieser
Arbeit nicht berticksichtigt. Die strukturelle Ddmpfung wurde in Anlehnung an [14, 24] in
einen geschwindigkeitsproportionalen Anteil durch viskose Fluidreibung in der Struktur
und einen auslenkungsabhéngigen Anteil aufgrund von innerer Materialreibung aufgeteilt.

Coulombsche Reibungsddmpfung wurde vernachléssigt.

3.4 Regelung

Die in dieser Arbeit betrachteten Flugregler beschrinken sich auf Regler zur Verbesse-
rung der Flugeigenschaften. Dariiber hinausgehende, "héhere” Reglerebenen, etwa zur un-
terstiitzten bzw. automatischen Flugbahnfiihrung oder Flugplanung, werden nicht beriick-
sichtigt. Flugeigenschaftsregler haben die Aufgabe, das Eigenverhalten des Flugzeuges
beziiglich seiner Eigenwerte (Zeitkonstanten, Frequenz, Démpfung) und der Eigenvek-
toren (Amplituden- und Phasenverhéltnisse der ZustandsgroBen zueinander) positiv zu
beeinflussen. Kine Modifikation dieser Kenngréflen geschieht dabei iiblicherweise durch
eine automatische Riickfithrung gemessener Zustandsgréfen auf die Stellgroflen, d.h. auf
die Steuerflichen bzw. Drosselgrade der Triebwerke. Die meist hydraulischen Stellantrie-
be zur Betétigung der Steuerflichen zeigen aufgrund der zu beschleunigenden Massen
(Antriebsmechanik, Gestange, Ruder usw.) in der Regel ein Ubertragungsverhalten, das
einem Verzogerungsglied erster Ordnung entspricht [6, 50].

Die wesentlichen nichtlinearen Eigenschaften von Stellantrieben ergeben sich vor al-
lem durch begrenzte Laufgeschwindigkeiten, resultierend aus dem maximalen Volumen-
strom im hydraulischen Antrieb [6]. Zusétzliche nichtlineare Einfliisse, etwa durch Ela-

stizitdt oder Lose in der Kraftiibertragung zwischen Stellantrieb und Ruder (Gesténge,
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Aufhdngung) kénnen meist klein gehalten werden, beispielsweise durch Positionierung des

Stellantriebes moglichst nahe am Ruder.



32 4 Agiles Flugzeug

4 Agiles Flugzeug

Als erste Flugzeugkonfiguration wird in diesem Kapitel das vereinfachte Modell eines
7agilen” Flugzeuges (F-8) untersucht. Die Modellierung erfolgt dabei in Anlehnung an
[1, 17, 27] und bleibt auf die Langsbewegung des starren Flugzeuges beschriankt. Im Ge-
gensatz zu konventionellen Flugzeugen muss bei solch einem agilen Flugzeug mit extremen
Anstellwinkeln gerechnet werden, wobei die damit verbundenen nichtlinearen Luftkréfte
den nichtlinearen Charakter der Bewegung dominieren. Der modellierte Anstellwinkelbe-

reich reicht daher bis weit in den nichtlinearen Bereich hinein.

4.1 Modellierung

Die Basisgleichungen der Léngsbewegung des agilen Flugzeuges bei Vernachlissigung von
Luftwiderstand und Schub lauten

m(t + w@) = —mg sin© + AFieger SINA + ALeitwerk SINOL
m(w + u@) = mg cosO — Appyegel OS0 — AlLeitwerk COSQL (4.1)
Iyé = MFluegel + T Fluegel AFluegel COSQt — T Leitwerk ALeitwerk COSQL, — cO
Mit & prueger UNA Zreirwerr als konstant angenommene Absténde zwischen Flugzeugschwer-
punkt und Angriffspunkt der Auftriebskraft an Fliigel bzw. Leitwerk, ¢O als Dédmpfungs-

moment und oy als Anstellwinkel des Leitwerks. Mit w = utanoa und w = dtana +

udv/cos*a wird Gleichungsystem (4.1) zu

AFluegel . ALeitwerk .
—— Stha + ——— s1hayg,
m

i = — uBtana — ¢ sin® +

2

. . . g . . AFlue el .
& =0 sin’a + 2 sin® sina cosa — —=9% sin’a cosa

u um

ALeitwerk : g
— =2 Sinaccosa sinag, + © cos?o + = costocos©

AFluegel 3 ALeitwerk 2
— — CO0S 0 — — COS (X COS(],
um um

" MFluegel T Fluegel AFluegel T Leitwerk ALeitwerk C -
e = + cosa — cosay, — —©O
‘[y ]ZJ Iy Iy
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und bei vorausgesetzter konstanter Fluggeschwindigkeit (¢ = 0), zu den Bewegungsglei-
chungen

. 2 g 2 AFluegel 3 ALeitwerk 2
a = Ccos o+ = cos «acos® — ———— cos°av — ———— cos acosayg,
u um um
O =q
4.3
. uege uege uege eitwer eitwer
MFriueget | TFiuegel AFtuegel TL K AL k c (4.3)
= cCosox — cosay, — —(q
I, I, I, I

Y

mit den Zustandsgréfien o, © und gq.

Die Auftriebskréfte Appyeger Und A feitwerr, werden nach [1, 27] iiber polynominale Funk-
tionen modelliert (Abbildung 4.1):

AFluegel = qSCAFZUEQEl = q_S(CgFluegel + Cﬂ’quluegelOé - CiFluegel 053) ) W (44)

= 0 1 2 3
ALeitwerk - qS(CALcitwc'rk + CALeitwc'rk aL - CALeitwc'rk aL + aIH(SH) (45)

Fluegel

0 0.1 0.2 0.3
o [rad]

Abbildung 4.1: Auftriebskennlinie des F-8 Fliigels (aus [27])
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mit

W =1/[14+ (a/0.41)%] (4.6)

und

ap=a—€e+0g=(1—a)a+dy. (4.7)

Darin gibt ay den Effekt des Hohenruderausschlages éy auf die Leitwerksauftriebskraft
wieder und a. den hier mit ¢ = a.« als linear angenommenen Zusammenhang zwischen
Anstellwinkel ov und Abwindwinkel e am Hohenleitwerk.

Bei einer Fluggeschwindigkeit von 845.6 ft /s in 30000 ft Hohe und einer Flugzeugmasse
von 3338.5 slugs ergeben sich die Bewegungsgleichungen nach [27] schlieflich zu

& = qcos’a + K cos*a cos® — (Kya + Kza®) cos®a - W — (Kya + Kso® + Kgby
+ K7020y + Kgadi + Kob3,) cos*a cos(Kipa + 6p1)

O =¢

q=(Kya+ Kipa®)cosa - W — (Kjza + Ko + K156 + K600y + K007,
+ K180%;) cos(Kipa + 65) — Kig q

(4.8)

mit den Konstanten K; geméfl Tabelle 4.1.

K| 00381 | Ky | —0.0947 | K15 | 4.2042
Ky | 0.1691 | Ko | —0.1263 | K16 | —2.3072
K; | —0.5072 | Kip | 0.2500 | Ki7 | —9.2288
K, | 00105 | Ki; | 0.1864 | Ky | —12.3051
Ky | —0.0020 | K12 | —0.5591 | K19 | 0.0792
Ke | 0.0432 | K3 | 1.0254

K7 | —0.0237 | K4 | —0.1923

Tabelle 4.1: Konstanten des agilen Flugzeuges

4.2 Analyseergebnisse

Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen jeweils die Bifurkationsdiagramme des Nickwinkels

O, des Anstellwinkels a und der Nickrate ¢ iiber dem Hohenruderwinkel o5 fiir das agile
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Flugzeug (aus [27]). Dargestellt sind jeweils mogliche Gleichgewichtszustdnde bzw. Grenz-
zyklen bei unterschiedlichen Héhenruderausschlagen. Fiir © > 0 zeigt Abbildung 4.2 einen
Zweig moglicher Gleichgewichtslagen, der iiber den gesamten Bereich des Hohenruder-
ausschlages instabil ist. Ein zweiter Bereich moglicher Gleichgewichtslagen existiert im
negativen Nickwinkelbereich. Hier sind die Gleichgewichtslagen grofitenteils stabil, nur im
mittleren Hohenruderwinkelbereich existiert ein Abschnitt auf dem die Gleichgewichts-
lagen instabil sind. In allen betrachteten Gleichgewichtslagen besitzt das agile Flugzeug
jeweils einen reellen und zwei komplex konjugierte Figenwerte und somit eine aperiodische

und eine oszillierende Bewegungsform. Die Instabilitét einer der beiden Bewegungsformen

2 . ' '
©frad] | !
g
o s | | a)
" >§<><>§< |A |
1 | X | | T
B A CAN
%X% | ¢
] |
| |
ot | ! ! il
| | ! b)
IA [
e m
s \ 4
1 G0 00 00 OO .
) g 18 '[d)
%< . |
 x X &f I
VR
v
2 ' ' '
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0
o, [rad]

Abbildung 4.2: Bifurkationsdiagramm des Nickwinkels © fiir das agile Flug-
zeug nach [27] (— stabiles Gleichgewicht, - - - instabiles Gleich-

gewicht, o stabiler Grenzzyklus, x instabiler Grenzzyklus)
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Abbildung 4.3: Bifurkationsdiagramm des Anstellwinkels o und der Nickrate ¢
fiir das agile Flugzeug nach [27] (— stabiles Gleichgewicht, - - -
instabiles Gleichgewicht, o stabiler Grenzzyklus, x instabiler

Grenzzyklus)

geniigt dabei, um die Gesamtbewegung des agilen Flugzeuges zu destabilisieren.

Zuséatzlich zu den zwei moglichen Gleichgewichtslagen existieren bei mittleren Héhen-
ruderausschlégen noch Grenzzyklen, in denen das System schwingen kann. Diese sind in
den Bifurkationsdiagrammen entsprechend der iiblichen Notation durch Markierung eines
der beiden Maximalwerte des Schwingungsausschlages gekennzeichnet und zwar jeweils

bei stabilen Grenzzyklen durch Kreise und bei instabilen Grenzzyklen durch Kreuze.

Die nichtlineare Analyse des Systems wird im Folgenden an drei charakteristischen
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Schnitten in je zwei Richtungen durchgefiihrt, entsprechend der Bezeichnungen a) - f)
in Abbildung 4.2.

Analyse a)

Die erste Analyse erfolgt bei einem Hohenruderwinkel von —0.05 rad auf dem instabilen
Zweig (© > 0). Tabelle 4.2 fasst die Zustandsgrofien und Eigenwerte an diesem Gleich-
gewichtspunkt zusammen. Betrachtet man die Eigenwerte, so zeigt sich, dass das agile
Flugzeug in dieser Modellierung mit seinem dynamischen Verhalten nicht den iiblichen
Flugeigenschaftsanforderungen [30] geniigt. In der Praxis miisste das Verhalten durch ein
Regelungssystem angepasst werden. Der positive, reelle Eigenwert bestimmt mit der zu-
gehorigen instabilen und aperiodischen Bewegungsform das Stabilitdtsverhalten des Sy-
stems. Die Kenngroflenverlaufe dieser aperiodischen Bewegungsform {iber der Auslen-
kungsamplitude des Nickwinkels in Richtung steigender A®-Werte sind in Abbildung 4.4
aufgetragen. Der positive Eigenwert nimmt bei zunehmenden A© zunéchst zu, um dann
nach Erreichen eines lokalen Maximums wieder abzunehmen, bis er bei A© = 5.234 rad
zu Null wird. Ein A®© von 5.234 rad entspricht bei einer Ausgangslage von © = 0.5246 rad
aufgrund der Periodizitéit der Eulerwinkel einem © von —0.5246 rad, und damit der stabi-
len Gleichgewichtslage im Bifurkationsdiagramm. Auslenkungen iiber die stabile Gleich-
gewichtslage hinaus fithren wieder auf diese Gleichgewichtslage zuriick, so dass die Bewe-
gung beziiglich der Ausgangslage stabil wird. Anschaulich entspricht die Bewegung einem
Uberkippen des sich zunichst im Steigflug befindenden Flugzeugs nach hinten iiber die
Riickenlage hinaus, bis es sich in einem stabilen Sinkflug wiederfindet. Die Zeitverlaufe
in Abbildung 4.5 geben dieses Verhalten wieder. Nach einer Anfangsstérung nehmen die
Auslenkungen von Anstellwinkel, Nickwinkel und Nickrate zunéchst schnell zu, um dann

nach einiger Zeit gegen die neue, stabile Gleichgewichtslage zu streben.

Gleichgewichtspunkt Eigenwerte

a 0.2401 rad —0.0875 + 0.9457¢
S} 0.5246 rad —0.0875 — 0.94571
q Orad/s 0.0189

Tabelle 4.2: Zustandsgrofien und Eigenwerte des agilen Flugzeugs, 0y =
—0.05rad, Analysen a) u. b)
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Eigenwert Eigenvektor
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Abbildung 4.4: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der aperiodischen Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei éy = —0.05 [rad], Analyse a)
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Abbildung 4.5: Zeitverldufe der Zustandsgrofien des agilen Flugzeuges bei
0 = —0.05 [rad], Analyse a) (— ASTAN, - - - RKF)
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Abbildung 4.6: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der aperiodischen Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei 6y = —0.05 [rad], Analyse b)

Analyse b)

Die Analyse in negativer A©-Richtung ergibt ein #hnliches Bild wie Analyse a) (Ab-
bildung 4.6). Hier kann allerdings der kiirzere Weg zur stabilen Gleichgewichtslage ge-
nommen werden, so dass der Eigenwert der instabilen Bewegungsform schon bei AG =
—1.05rad erreicht wird. Das Flugzeug verlédsst also den instabilen Steigflug mit einer
Nickbewegung nach vorne, um sich im stabilen Sinkflug wiederzufinden. Der Zeitverlauf

dieser Bewegung ist in Abbildung 4.7 dargestellt.

Analyse c)

Die Analysen ¢) und d) gehen von dem stabilen Gleichgewichtspunkt bei 6y = —0.07 rad
aus. Die zugehorigen Zustandsgrofien und Eigenwerte sind in Tabelle 4.3 aufgefiihrt.

Analyse ¢) untersucht die stabile aperiodische Bewegungsform in Richtung positiver A©-
Werte. Die Kenngroflenverldufe sind in Abbildung 4.8 dargestellt. Der Betrag des nega-
tiven Eigenwertes nimmt darin mit zunehmender Nickwinkelauslenkung ab, bis er bei
AO = 0.67rad zu Null wird. Bei dieser Auslenkung wird der instabile Zweig im Bifur-
kationsdiagramm erreicht, so dass eine Auslenkung iiber diesen Wert hinaus beziiglich

der Ausgangslage zu instabilem Verhalten fiihrt. Entsprechend nimmt der Eigenwert bei
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Abbildung 4.7: Zeitverldufe der Zustandsgrofien des agilen Flugzeuges bei
0 = —0.05 [rad], Analyse b) (— ASTAN, - - - RKF)

weiterer Auslenkung einen positiven Wert an, der erst bei A©® = 27 rad wieder zu Null
wird. Eine Nickwinkelauslenkung von 27 rad entspricht einer vollen Drehung um die y-
Achse des Flugzeuges, so dass ab hier analog zu einer Auslenkung A© < 0.67 rad wieder
ein stabiles Verhalten vorliegt. Im Zeitbereich verhalten sich die Zustandsgrofien fiir An-
fangsauslenkungen A® < 0.67rad analog zu den Zeitverlaufen der Analyse b) und fiir

Anfangsauslenkungen A© > 0.67 rad analog zu den Zeitverlaufen der Analyse a).

Gleichgewichtspunkt Eigenwerte

Q 0.3253 rad —0.0361 + 0.9602:
S} —0.3358 rad —0.0361 — 0.96021
q Orad/s —0.0126

Tabelle 4.3: Zustandsgroffen und Eigenwerte des agilen Flugzeuges, iy =
—0.07 rad, Analysen c) u. d)
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Abbildung 4.8: FEigenwert- und Eigenvektorverl. der aperiodischen Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei 0y = —0.07 [rad], Analyse c)

Analyse d)

Abbildung 4.9 gibt den Kenngrofienverlauf fiir Analyse d) wieder. Untersucht wurde hier
die oszillierende Bewegungsform in Richtung negativer Nickwinkelauslenkungen. Bei zu-
nehmender Auslenkungsamplitude A® nimmt die Grofle des negativen Realteils des Fi-
genwertes zunéchst ab. Bei A©® ~ —0.14rad und ¢; ~ —0.006 dreht sich diese Tendenz
jedoch um, so dass der Betrag des Realteils des Eigenwertes bei weiterer Zunahme der
Auslenkungsamplitude zunéchst wieder zunimmt. Dieser Umkehrpunkt fallt in die Ndhe
der Position des instabilen Grenzzyklusses im Bifurkationsdiagramm. Die Auslenkung
fithrt das System in die Nachbarschaft des instabilen Grenzzyklusses, wobei die Stabilitét
der um die stabile Gleichgewichtslage oszillierenden Bewegungsform verringert wird. Ei-
ne weitere Vergroferung der Auslenkungsamplitude fiihrt schlieflich wieder weg von der
Nachbarschaft des instabilen Grenzzyklusses und somit zu gréfleren Werten des negativen

Realteils des Eigenwertes.

Die Abbildungen 4.10 und 4.11 zeigen die ZustandsgroBenverldufe bei Anfangsampli-
tuden von A® = —0.1 bzw. —1.0rad. Bei einer Auslenkungsamplitude von —0.1 rad, also
noch ”innerhalb” des instabilen Grenzzyklusses, zeigen sowohl die aus der Analyse rekon-

struierten Zeitverldufe, als auch die aus der direkten Integration gewonnenen Zeitverlaufe



42 4 Agiles Flugzeug

1 Realteil des Eigenwertes 1 Imaginarteil des Eigenwertes

-0.02 |

-0.04 |

-0.06 -

0.85f -

-0.08 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.8 ‘ ‘ ‘ ‘
0 02 04 -06 -08 -1 0 02 04 -06 -08 -1

AG® AG®
Realteil des Eigenvektors Imaginarteil des Eigenvektors
1.2 ‘ ‘ ‘ ‘ 1.2 ‘ : ‘ ‘
1
08T T
0.6f . — Py 0.6F 1| . — Ny,
04b L= Paf o4t | —"a
0.2f - 0.2f - : :
ON—’/ Of =+ ™ T T TR T
-0.2 : : : : -0.2 ‘ ‘ ‘ .
0 -0.2 -0.4 -0.6 -0.8 -1 0 -0.2 -0.4 -0.6 -0.8 -1
AG® AG®

Abbildung 4.9: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der oszillierenden Bewegungs-

form des agilen Flugzeuges bei éy = —0.07 [rad], Analyse d)

das bei einer Bewegungsform mit negativem Realteil des Eigenwertes zu erwartende Ver-
halten. Die Auslenkungsamplitude nimmt schnell ab und das System findet sich nach
kurzer Zeit in der stabilen Gleichgewichtslage wieder (Abbildung 4.10). Anders sieht dies
bei einer Anfangsauslenkungsamplitude von A® = —1.0rad aus. Da der Eigenwert in
Abbildung 4.9 bis zu dieser Auslenkungsamplitude vollstiandig im negativen Bereich liegt
wiére auch hier ein Abklingen der Schwingung bis auf die Gleichgewichtslage zu erwarten.
Tatséchlich zeigen die aus der Analyse rekonstruierten Zeitverldaufe auch dieses Verhal-
ten (Abbildung 4.11). Die direkte Integration (RKF) der Bewegungsgleichungen mit den
gleichen Anfangsbedingungen zeigt jedoch ein anderes Bild. Nachdem die Amplitude der
Ausgangsschwingung zunéchst analog zu Abbildung 4.10 abnimmt, endet die Bewegung

bei der direkten Integration nicht auf der stabilen Gleichgewichtslage, sondern auf dem
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Abbildung 4.10: Zeitverl. der ZustandsgroBen des agilen Flugz. bei §y = —0.07 [rad],
Analyse d), Anfangsampl. A® = —0.1 (— ASTAN, - - - RKF)
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Abbildung 4.11: Zeitverl. der ZustandsgroBen des agilen Flugz. bei §y = —0.07 [rad],
Analyse d), Anfangsampl. A® = —1.0 (— ASTAN, - - - RKF)
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im Bifurkationsdiagramm durch Kreise markierten stabilen Grenzzyklus. Dieses Verhalten
kann dadurch erklédrt werden, dass sich das System bei der Integration aufgrund von Re-
chenungenauigkeiten und Ungenauigkeiten in den Anfangsbedingung nicht mehr exakt auf
der analysierten Bewegungsform befindet. Bei der Ndhe zu dem instabilen Grenzzyklus
im Bereich der von A® ~ —0.14rad und der dort selbst auf der exakten Bewegungs-
form marginalen Stabilitdt mit 6; ~ —0.006 kann es so zu einer Anfachung des instabilen
Grenzzyklusses kommen. Bei Auslenkungsamplituden die gréfler sind als die Amplitude
des instabilen Grenzzyklusses endet die Bewegung dann auf dem stabilen Grenzzyklus
(Abbildung 4.11). Fiir Auslenkungen die kleiner sind als die Amplitude des instabilen
Grenzzyklusses endet die Bewegungsform im stabilen Gleichgewicht (Abbildung 4.10).

Analyse e)

Fiir die Analysen e) und f) wurde der instabile Gleichgewichtspunkt bei 6y = —0.17ad
gewahlt. Tabelle 4.4 fasst die zugehorigen Eigenwerte und Zustandsgrofien zusammen.
An diesem Gleichgewichtspunkt besitzt das System eine instabile Eigenschwingung und
eine stabile aperiodische Eigenform. Analyse e) untersucht die Stabilitdt der instabilen
Schwingungsform an diesem Punkt in Richtung positiver A©-Auslenkungen (Abbildung
4.12). Der zunéchst positive Realteil des Eigenwertes nimmt mit zunehmender Auslen-
kungsamplitude ab, bis er bei AG ~ 0.36 zu Null wird. Ein verschwindender Realteil des
Eigenwertes bedeutet allerdings wegen % = §-A© (Kap. 2), dass sich die Schwingungs-
amplitude AO im Zeitverlauf nicht weiter &ndern kann, d.h. die instabile Bewegung muss
hier in einen stabilen Grenzzyklus miinden. Dieser stabile Grenzzyklus entspricht dem im
Bifurkationsdiagramm (Abbildung 4.2) eingetragen Grenzzyklus oberhalb des betrach-
teten Gleichgewichtszustandes. Die Zeitverlaufe der Zustandsgroflen in Abbildung 4.13
ergeben das gleiche Bild. Die zunéchst schnell anwachsende Amplitude der Schwingung

nimmt nach Erreichen der Grenzzyklusamplitude nicht weiter zu.

Gleichgewichtspunkt Eigenwerte

o 0.4179rad 0.3217 + 1.2196¢
) —1.3735rad 0.3217 + 1.2196¢
q Orad/s —0.0381

Tabelle 4.4: Zustandsgrofien und Eigenwerte des agilen Flugzeuges, 0y =
—0.17ad, Analysen e) u. f)
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Abbildung 4.12: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der oszillierenden Bewegungs-

form des agilen Flugzeuges bei 6y = —0.1 [rad], Analyse e)

Analyse f)

Bei der letzten Analyse wird der Gleichgewichtspunkt in Richtung negativer A©® Aus-
lenkungen untersucht. Dabei werden sowohl die oszillierende Bewegungsform, als auch
die aperiodische Bewegungsform untersucht, deren Ergebnisse im Folgenden mit f;) bzw.
f2) gekennzeichnet sind. Abbildung 4.14 zeigt den Kenngrofienverlauf fiir die oszillierende
Bewegungsform. Das Ergebnis ist sehr dhnlich zur Analyse e), der zunéchst positive Re-
alteil des Eigenwertes nimmt schnell ab, um in diesem Fall bei A® ~ —0.32 zu Null zu
werden. An dieser Stelle wird ebenfalls ein stabiler Grenzzyklus erreicht, welcher dem aus
Analyse e) entspricht. Der stabile Grenzzyklus ist im Bifurkationsdiagramm der iiblichen

Notation entsprechend nur mit einem Extremwert der Schwingung eingetragen. Analyse



46 4 Agiles Flugzeug

o [rad]

0.5 / COICAE A A A
RURRRIRIRURVRVRURTRTEY

‘‘‘‘‘

0 50 100 150 200 250

Il
0 50 100 150 200 250
05 T T T T

q [rad/s] NAANAAARAAANRAAARNRARAADAR

0 ‘ H\\""\Hll
RIETRVRTRIRIRIATRIRURTRIN

-0.5 i i i i
0 50 100 150 200 250
t[s]

Abbildung 4.13: Zeitverldufe der Zustandsgroflen des agilen Flugzeuges bei
dg = —0.1 [rad], Analyse e) (— ASTAN, - - - RKF)

f1) zeigt, dass der andere Extremwert unterhalb des instabilen Gleichgewichtspunktes im
Bifurkationsdiagramm liegt. Die Zeitverlaufe der Zustandsgrofien ergeben ein Bild analog
zu Analyse e) (Abbildung 4.13).

Abbildung 4.15 gibt schlieBllich den Kenngroflenverlauf der aperiodischen Bewegungs-
form f5) fiir den betrachteten Gleichgewichtspunkt wieder. Die Absolutdnderung des Re-
alteils des Eigenvektors ist gering, wobei die Bewegungsform iiber dem gesamten Auslen-
kungsbereich stabil ist. Die Rekonstruktion der Zeitverldufe aus den Analyseergebnissen
zeigt ein entsprechend stabiles Verhalten (Abbildung 4.16). Die Anfangsauslenkung wird
schnell auf die Gleichgewichtslage zuriickgefiihrt. Bei der direkten Integration der Bewe-
gungsgleichungen zeigt sich hingegen der instabile Charakter der Gesamtbewegung. Klei-
ne Ungenauigkeiten und Rundungsfehler bei der Integration regen schnell die instabile
Schwingungsbewegung des Flugzeuges an. Dadurch entsteht eine angefachte Schwingung,
deren Amplitude solange zunimmt, bis analog zur Analyse f1) die Amplitude des stabilen

Grenzzyklusses erreicht wird.
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Abbildung 4.14: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der oszillierenden Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei 6y = —0.1 [rad], Analyse f;)
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Abbildung 4.15: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der aperiodischen Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei 6y = —0.1 [rad], Analyse f5)
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Abbildung 4.16: Zeitverldufe der Zustandsgroflen des agilen Flugzeuges bei

dg = —0.1 [rad], Analyse fo) (—

ASTAN, - - - RKF)
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5 Flexibles Flugzeug

Kapitel 5 behandelt die Modellierung und Analyse eines Grofiflugzeuges mit flexiblen
Fliigelfreiheitsgraden. Nach einer kurzen Ubersicht iiber geeignete Modellierungsverfahren
wird die Herleitung der gekoppelten Struktur- und Starrkoérperbewegungsgleichungen mit
Hilfe der Lagrange’schen Methode, sowie die Ermittlung der generalisierten Kréfte und
Momente iiber ein einfaches aerodynamisches Modell beschrieben. Daran schliefit sich die
Vorstellung der untersuchten Konfiguration und der damit gewonnenen Analyseergebnisse

all.

5.1 Modellierung

5.1.1 Methoden zur Modellierung flexibler Flugzeuge

Zur Aufstellung von Bewegungsgleichungen fiir elastische Flugzeuge finden sich zahlrei-
che Verdffentlichungen ([31, 38, 43, 51, 52, 53] etc.). Fiir die Anwendung im Bereich der
Flugdynamik, Simulation und Regelung ergeben sich allerdings einige besondere Anfor-
derungen an die Modellierung. Die Bewegungsgleichungen miissen grofle Manoverauslen-
kungen des Gesamtflugzeuges im korperfesten Koordinatensystem und gleichzeitig kleine
Auslenkungen der elastischen Verformung gut wiedergeben kénnen. Dies bedeutet, dass
das Modell nichtlinear beziiglich der Festkorperbewegung sein muss, aber eine lineare Be-
schreibung der strukturellen Verformung zulassen sollte. AuBlerdem miissen die Gleichun-
gen der inertialen und aerodynamischen Kopplung zwischen Struktur- und Flugdynamik
Rechnung tragen.

In den Arbeiten von Waszak und Schmidt [51, 41, 53] und von Buttrill, Zeiler und
Arbuckle [7, 52] werden jeweils Bewegungsgleichungen entwickelt, die diesen Anforderun-
gen geniigen. Beide Studien verwenden dazu die Lagrangesche Methode zur Ableitung
der Bewegungsgleichungen relativ zu einem ”"mittleren Koordinatensystem”. Die Verwen-
dung des mittleren Koordinatensystems minimiert dabei den Grad der inertialen Kopp-
lung zwischen den Starrkorperfreiheitsgraden und den elastischen Freiheitsgraden. Die
Bewegungsgleichungen der Waszak-Schmidt-Studie besitzen daher, unter Verwendung ei-

niger Vereinfachungen, eine den reinen Starrkérperbewegungsgleichungen sehr dhnliche
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Struktur, zuziiglich der hinzugekommenen Freiheitsgrade der elastischen Bewegung. Die-
se Gleichungen haben zudem den Vorteil, dass die geringe noch vorhandene inertiale
Kopplung zwischen den Starrkorperfreiheitsgraden und den elastischen Freiheitsgraden
vollsténdig verschwindet und so die gesamte Kopplung ausschliefSlich durch die aerody-
namischen Kréfte entsteht. Die Buttrill-Zeiler-Arbuckle-Studie hingegen hat zum Ziel,
auch Effekte der exakten inertialen Kopplung zwischen den Festkorperdrehraten und den
Strukturdeformationen und ihren Raten zu beriicksichtigen. Daher verzichtet sie auf die
Néhe zu den Starrkoérperbewegungsgleichungen und erweitert die Gleichungen der ro-
tatorischen Festkorperfreiheitsgrade um zusétzliche Kopplungsterme, welche die Varia-
tion des Tragheitstensors durch die Strukturdeformation und Kopplungen zweiter Ord-
nung beriicksichtigen. Die Gleichungen der elastischen Bewegungsform haben ebenfalls
zusétzliche Terme, assoziiert mit der Winkelbeschleunigung des korperfesten Koordina-
tensystems, der Coriolisbeschleunigung und der zentrifugalen Last. Eine Vernachlassigung
dieser zusétzlichen Terme fiithrt auf die gleichen Bewegungsgleichungen wie die Waszak-
Schmidt-Studie. Es konnte gezeigt werden, dass eine exakte Beriicksichtigung der inertia-
len Kopplung dann sinnvoll werden kann, wenn die aerodynamischen Lasten klein sind, die
Starrkorperdrehraten von gleicher Groflenordnung wie die elastischen Frequenzen sind und
die Modellgeometrie ausreichend komplex ist, damit Querverformungen zu einer Verénde-
rung der Massenverteilung fithren.

Aufgrund der Anschaulichkeit und Nahe zu den Starrkorperbewegungsgleichungen
wurde das Modell des elastischen Flugzeuges in dieser Arbeit mit der Waszak-Schmidt-
Methode entwickelt. Insbesondere das Aufstellen der aerodynamischen Krifte bereitet bei
der Modellierung nach Buttrill, Zeiler und Arbuckle erhebliche Schwierigkeiten, ohne dass
bei dem hier betrachteten groflen Transportflugzeug eine signifikante Verbesserung der

Genauigkeit der Modellierung zu erwarten ist.

5.1.2 Bewegungsgleichungen

Dynamische Modelle von Flugzeugbewegungen basieren in der Regel auf den Newton-
Euler-Bewegungsgleichungen fiir Starrkorper [6]. Mit diesen Gleichungen kann die Be-
wegung eines starren Flugzeuges in seinen 3 translatorischen und 3 rotatorischen Frei-
heitsgraden unter Einfluss von Schubkraft, Luftkraften und Schwerkraft beschrieben wer-
den. Zur Behandlung der Dynamik von flexiblen Flugzeugen miissen diese Gleichungen
um den Einfluss der elastischen Bewegung erweitert werden. Dazu wird im Folgenden in
Anlehnung an [51], [41] und [52] fiir die elastische Bewegung angenommen, dass Struk-

turauslenkungen vorliegen, die ausreichend klein sind, um von linearelastischen Steifig-
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keiten ausgehen zu konnen. Dies hat zur Folge, dass die Strukturbewegung durch einen
Satz orthogonaler Schwingungsmoden ausgedriickt werden kann. Sind die Schwingungs-
moden bekannt (aus einer Modalanalyse der freien Strukturschwingung), so kénnen nach
Waszak [51] die kombinierten Starrkorper- und Strukturbewegungsgleichungen nach Auf-
stellung der Energiegleichungen und Anwendung der Lagrangeschen Gleichung als ein
Satz gewohnlicher Bewegungsdifferentialgleichungen ausgedriickt werden. Die Kopplung
der elastischen Freiheitsgrade und der Starrkorperfreiheitsgrade erfolgt dabei, wie nach-
folgend dargestellt, iiber die in den Bewegungsgleichungen enthaltenen generalisierten
Krifte.

Aufstellung der Energiegleichungen

v

Abbildung 5.1: Flexibles Flugzeug

Abbildung 5.1 zeigt ein frei fliegendes Luftfahrzeug, bestehend aus Massenelementen

pdV . Das mitbewegte flugzeugfeste Koordinatensystem [z, yy, zf] hat relativ zum iner-
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tialen Koordinatensystem [z4,y,, z,] den Abstand Ro und die Drehraten [py, qf,'r’f]T =
Q. Die (nicht eingezeichneten) Eulerwinkel zwischen den Koordinatensystemen sind
die nach Luftfahrtnorm DIN 9300 [12] definierten Roll-, Nick- und Gierwinkel der x-
Folge [®f,Of, ¥ f]T = E;. Die Komponenten der Relativgeschwindigkeit des flugzeug-
festen Koordinatensystems zum inertialen System in flugzeugfesten Koordinaten lauten
[ug, o5, wy]"

Massenelementes pdV mit p beschrieben, so dass sich die inertiale Position zu R = Ro+p

= V. Im lokalen (flugzeugfesten) Koordiantensystem wird die Position eines

ergibt. Fiir die kinetische Energie des Gesamtkorpers gilt damit

1 [ dR dR
r=> [ &2 Ty 5.1
Q/th at P (5.1)

bzw. wenn sich das lokale Koordinatensystem gegeniiber dem inertialen System mit der
Drehgeschwindigkeit €25 dreht, mit

dR dRy (dp\’ .
E_W—i—(_) + Qe xp: (5.2)

dt
f f f
Tzl/ ARy dRo  ,dRo (dp)\" (dp\" (dp
2 Ju ) dt dt a \dt dt dt

f
+2(d—p) -<ﬂfxp>+<ﬂfxm-<ﬂfXp>+2<9fxzo>-@}pdv.

(5.3)

dt dt

Dabei bezeichnet (%)JC die zeitliche Ableitung von (-) im flugzeugfesten Koordinaten-
system.

Die potentielle Energie U des Flugzeuges setzt sich zusammen aus der potentiellen
Energie U, im Gravitationsfeld der Erde und der Verzerrungsenergie U, der elastischen
Verformung. Mit dem Vektor g der Gravitationsbeschleunigung lautet der Anteil aus dem
Schwerefeld der Erde

Uy = — /Vg' (Ro +p)pdV. (5.4)

Die Verzerrungsenergie der elastischen Verformung entspricht der an der Struktur ver-
richteten Arbeit die nétig ist, um vom unverformten Zustand in den verformten Zustand
iberzugehen. Fithrt man geméf Abbildung 5.2 mit p = s + e den Vektor s(zy,yr, 2f)
zur unverformten Position des Massenelementes und den Verformungvektor e(x ¢, yr, 27, t)
ein, so lasst sich die Verformungsenergie unter Anwendung des D’Alembertschen Prinzipes

und Vernachlédssigung der Drehtriagheit des Massenelementes zu

1 d2e\’
Ue__i/v(W) epdV (55)
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Abbildung 5.2: Verformter und unverformter Zustand

bestimmen.

Durch einen Ubergang vom flugzeugfesten Koordinatensystem zu einem speziellen
mittleren Koordinatensystem (z,y, z) (mean axes) nach Milne [31] kénnen die aufgestell-
ten Energiegleichungen vereinfacht werden. Es handelt sich bei diesem mittleren Koor-
dinatensystem um ein mitbewegtes, flugzeugbezogenes Koordinatensystem, welches nicht
an einen festen Materiepunkt im Flugzeug gekoppelt ist, sondern dessen Ursprung je-
weils mit dem momentanen Schwerpunkt der flexiblen Struktur iibereinstimmt. Dariiber
hinaus ist seine Orientierung so ausgerichtet, dass keine Trégheitskopplung zwischen den
Starrkorperfreiheitsgraden und den elastischen Freiheitsgraden auftritt. Diese Anforde-
rungen bedingen, dass die translatorischen und rotatorischen Momente aufgrund der ela-

stischen Deformation im mittleren Koordinatensystem zu jedem Zeitpunkt verschwinden:

dp\"™ dp\"™
—_— dV =0 . —_— dV = 0. 5.6a.b
[ o= [ () e

Analog zum flugzeugfesten Koordinatensystem bezeichnet hier (%)m die zeitliche Ablei-
tung von (+) im flugzeugbezogenen, mittleren Koordinatensystem. Die Energiegleichungen
und damit auch die Bewegungsgleichungen werden in diesem flugzeugbezogenen Koordi-
natensystem entwickelt, so dass alle Kréfte und Momente, einschliefilich der Trigheits-

kréfte und -momente ebenfalls in diesem Koordinatensystem bestimmt werden miissen.
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Die Bedingungen des mittleren Koordinatensystems vereinfachen die Energieausdriicke
erheblich. Mit Gleichung (5.6a) wird die kinetische Energie aus Gleichung (5.3) zu

1 dRy dR, dp\"™" [dp\"™
T== &% %%, (P) (22
2/V{ @ di +(dt) (dt

+(Qxp)-(pr)—FQ(pr)-%}pdV

(5.7)

Da der Ursprung des mittleren Koordinatensystems stets im Schwerpunkt der Struktur

liegt, gilt
/ ppdV =0, (5.8)
womit die kinetische Energie schlieﬁlicg zZu
r—g [{5 e (B) - (F) c@xp@xpoa. 69
bzw. . .
T:%M%-%+%QTLQ,+%/V(%> -(‘é—f) pdV (5.10)

mit dem Tragheitstensor I und der Gesamtmasse M des Flugzeuges wird. Der Trigheits-
tensor I wird hier in Ndherung als konstant angenommen, obwohl er aufgrund der Defor-
mation des Flugzeuges eigentlich eine geringe zeitliche Anderung erfihrt. Fiir die poten-

tielle Energie im Gravitationsfeld ergibt sich

Ug:—Ro-g/pdV—/ppdV:—RO-gM. (5.11)
1% v

Die exakten Bedingungen (5.6a,b) des mittleren Koordinatensystems erweisen sich in der
Praxis oft als schwierig zu erfiillen. Waszak [51] schldgt daher vor, einige Annahmen
zur Vereinfachung zu machen. In Gleichung (5.6a,b) wird p wieder aufgeteilt in seinen
undeformierten Anteil s und deformierten Anteil e. Da der undeformierte Anteil zeitlich

invariant ist, werden die Gleichungen (5.6a,b) zu

de\™ de\"™
/V(d—t> pdV =0 /V(s—i—e)x(ﬁ) pdV =0, (5.12a,b)

Unter der Annahme, dass die Verformung e entweder klein oder kolinear mit der Verfor-
mungsgeschwindigkeit ist, kann das Kreuzprodukt aus Verformung und Verformungsge-
schwindigkeit in erster Ndherung vernachléssigt werden. Wird zusétzlich von einer kon-

stanten Massendichte fiir jedes Massenelement ausgegangen, vereinfachen sich die Glei-



5.1. Modellierung 25

chungen (5.12a,b) weiter zu den ”praktischen” Bedingungsgleichungen des mittleren Ko-

d " d "
<dt/epdV> =0 u (ﬁfvsxepd‘/> = 0. (5.13a,b)

Bei den vorausgesetzten linear-elastischen Zusammenhéngen kann die allgemeine Ver-

ordinatensystems

formung e(z, y, z,t) durch Linearkombination orthogonaler Schwingungsmoden ¢,(z, y, 2)

mit den dazugehorigen generalisierten Koordinaten ¢;(t) ausgedriickt werden:

e= qui(x,y,z)qi(t). (5.14)

Da in der Praxis nur eine endliche Anzahl n von Moden beriicksichtigt werden kann, ba-
siert solch ein Modell natiirlich immer auf einer beschrankten modalen Beschreibung. Bei
der Auswahl der betrachteten Moden sollten gerade bei flugmechanischen Untersuchungen
solche beriicksichtigt werden, welche eine starke Kopplung mit den Starrkorperfreiheits-
graden aufweisen. Dies sind im allgemeinen die niederfrequenten Moden. Daneben kénnen
aber auch solche Moden von Interesse sein, die einen grofien Anteil zur Beschleunigung
an einzelnen ausgesuchten Orten der Struktur (z.B. Cockpit- oder Passagierbereich) bei-

tragen.

Mit Gleichung (5.14) werden die ”praktischen” Bedingungsgleichungen des mittleren

Koordinatensystems Al

dl
q/(b,pdV—O w Z /sxgbzpdV:O. (5.15a,b)

Diese Gleichungen legen schliellich die Lage des mittleren Koordinatensystems fest. Sie
kénnen als die Bedingungen interpretiert werden, die die Orthogonalitét zwischen den
elastischen Schwingungsmoden und den translatorischen und rotatorischen Moden der
Starrkérperdynamik erzwingen. Wurden die Schwingungsmoden des Flugzeuges als freie
in vacuo Schwingungen ohne &duflere Zwangsbedingungen bestimmt, so erfiillt ein Re-
ferenzsystem, dessen Achsen nach den Starrkérpermoden ausgerichtet sind und dessen

b}

Ursprung im momentanen Schwerpunkt der Struktur liegt, diese ”praktischen” Bedin-

gungsgleichungen [28].

Wird die modale Darstellung (5.14) in den Ausdruck fiir die kinetische Energie (5.10)

eingefiihrt, so ergibt sich mit

() () e f et B o
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und mit der Orthogonalitéit der Schwingungsmoden

[ di-gspav i (5.17)
14
schliellich
1. dRy dRy 1_, 1 & 5
T=oM—2 —2+.0 19,+QZMZ%, (5.18)

wobei die generalisierte Masse der iten Strukturmode durch
M; = / @i pipdV (5.19)
v

definiert ist. Die Einfithrung der modalen Darstellung in Gleichung (5.5) ergibt mit
¢ = qoisin(we;it) und §; = —wiq; (wo; ist die Frequenz der freien, ungedimpften Ei-
genschwingung der ite Mode) als Ausdruck fiir die potentielle Energie der elastischen

Verformung
Zwqu (5.20)

Mit den Gleichungen (5.10), (5.11) und (5.20) liegen die Energiegleichungen nun in einer
Form vor, die ihre Behandlung mit der Lagrangeschen Gleichung
d [0T 8T ou
it |96 ~ 9q; " 9g;

=@ (5.21)

ermoglicht.

Die hierfiir gemachten Voraussetzungen lauten zusammengefasst:

e Fiir die strukturelle Verformung gelten lineare elastische Beziehungen.

e Die orthogonalen Schwingungsmoden der freien Schwingung ohne Zwangsbedingun-

gen sind bekannt.
e Die Struktur besteht aus Massenelementen mit konstanter Massendichte.
e Die Massenelemente sind Punktmassen ohne Drehtrégheit.

e Die strukturelle Verformung und Verformungsgeschwindigkeit sind klein oder koli-

near, so dass ihr Kreuzprodukt vernachléssigt werden kann.
e Der Tragheitstensor des Flugzeuges ist konstant.

e Das umgebende Gravitationsfeld ist konstant.
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Aufstellung der Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen des Systems sollen im flugzeughezogenen, mittleren Koordi-
natensystem ausgedriickt werden. Die Anwendung der Lagrangeschen Gleichung erfordert
jedoch die Verwendung von generalisierten Koordinaten, die die Bewegung im inertialen
Koordinatensystem beschreiben. Die inertiale Position des Ursprunges des flugzeugbezo-
genen Koordinatensystems (und damit der momentane Schwerpunkt des Flugzeuges) wird
daher mit

Ro =z +yj + zk (5.22)

anhand von Einheitsvektoren 7,5 und k beschrieben, die mit den orthogonalen Richtun-
gen des (nicht inertialen) flugzeugbezogenen Koordinatensystems iibereinstimmen. Das

Gleiche gilt fiir die inertialen Geschwindigkeitskomponenten u, v und w

dRy (dRO

7 p ) +Qx Ry=wi+vj+wk=V, (5.23)

sowie fiir die inertiale Rotationsgeschwindigkeit
Q =pi+qj+rk. (5.24)

Die Orientierung des flugzeugbezogenen Achsensystems wird durch die iiblichen Euler-

winkel ®, U und © [6] beschrieben. Damit werden die Energieausdriicke zu

T:%M(u2+”02—|—w2)+%[pqr]l Z —i—%;Miq'i?, (5.25)
Uy, =—M g(—z sin© + y sin® cosO + z cos® cosO) (5.26)
und .
Ue=5 3 whalM; (5.27)
i=1
Fiir die rotatorischen und translatorischen Geschwindigkeiten gelten die bekannten Be-
ziehungen
p=®— Usin®
q = VcosOsin® + Ocosd (5.28)
r = WcosOcos® — Osind
und

u==o+qz—ry
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vV=y+rT—Dp2 (5.29)
w=z-+py — qx.
Werden die Geschwindigkeitsterme in der Beziehung fiir die kinetische Energie (5.25)
durch die Ausdriicke (5.28) und (5.29) ersetzt, so sind die Energiegleichungen durch die

generalisierten Koordinaten x,y, z,©,®, ¥ und ¢;, (i = 1,2, ...,n), sowie deren Ableitun-

gen ausgedriickt. Die Lagrange’sche Gleichung (5.21) kann dann angewandt werden.

Die resultierenden Beziehungen kénnen wiederum mit den Gleichungen (5.28) und
(5.29) in w,v,w,p,q,r und g;, (i = 1,2, ...,n) ausgedriickt werden, so dass die resultieren-

den Bewegungsgleichungen dann in vektorieller Form lauten:

e Starrkorpertranslation

U qw —T1v —sinO Q.
ML |o|+ [ru—pw sin®cosO| g | = |Q, (5.30)
w PV —qu cos® cos© Q.
e Starrkérperrotation (mit I, = I, = I, = I, =
]j qr([zz - ]yy) _pq]mz Q@m
7‘0 pQ([yy - ]a:x) + quzz Q‘I!m

e FElastische Bewegung
M; (G + 2 Guoidi + wiiai) = Qg 1=1,2,3,..n (5.32)

Hierin sind @) die generalisierten Kréfte aus Aerodynamik und Antrieb, und ¢; bzw. wy;
die Dampfung bzw. Frequenz der iten Schwingungsmode. Hinzu kommen die kinemati-

schen Beziehungen

e Starrkorpertranslation

Tg U
Uo | = Moy | v (5.33)
Zg | w

e Starrkorperrotation i
)
O =Msg,, |q (5.34)
Q—
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mit den durch die Eulerwinkel ©, ® und ¥ festgelegten Rotationsmatrizen M, und
M

transformiert Drehraten im mittleren Koordinatensystem zu Drehraten der Eulerwinkel.

m- M g transformiert vom inertialen zum mittleren Koordinatensystem und Mg,

Somit sind die Bewegungsgleichungen vollstéindig und kénnen, sobald die generalsier-

ten Kréften @y bestimmt sind, zur Untersuchung der Systemdynamik verwendet werden.

5.1.3 Generalisierte Krifte

Zur Bestimmung der generalisierten Kréfte wird das Prinzip der virtuellen Arbeit heran-

gezogen. Es gilt
0
Qi = 90

wobei 0W die Arbeit bezeichnet, die durch eine virtuelle Verschiebung der generalisierten

(OW), (5.35)

Koordinaten ¢; verrichtet wird. Werden mit

Fy+F,j+ Fk=F (5.36)
und

Li+Mj+Nk=M (5.37)

die Gesamtkrifte und -momente aus Aerodynamik und Antrieb im mittleren Koordina-
tensystem definiert, so bekommt man mit dem Moment M + Rg x F um den Ursprung

des Inertialsystems fiir die virtuelle Arbeit im Inertialsystem den Ausdruck

W =F, 0z + F,0y + F.0z + [L + (yF, — 2F})]|6®,, + [M + (2F, — 2F,)] §O,,

> 5.38
+ [N + (zF, — yF,)] 0V, + / P(z,y,2) Z ¢i 0q;dS. (5:38)
o i=1

Der Ausdruck P(z,y, z) beschreibt dabei die lokale Druckverteilung auf der Oberflache
der Struktur, die fiir die virtuelle Arbeit der elastischen Verformung Verantwortung tragt
und die Verschiebungen 69®,,, 60,, und 0¥, sind die virtuellen Verdrehungen um die
jeweiligen Koordinatenrichtungen des mittleren Koordinatensystems, welche mit den vir-

tuellen Verdrehungen der generalisierten Koordinaten 6®, 60 und 6V iiber M g,,,, bzw.
0, = 6@ — OV s5inO

00, = 0V cosOsin® + 0O cosP (5.39)
oV, = 0V cosOcos® — 0O sind
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in Beziehung stehen. Damit ergeben sich die generalisierten Kréfte sehr einfach zu

Qz = I, Qy:Fya Q.=F,, Q(bm:L7 Q@m:M7 Q‘I/m:N (540)

und

Qg = /S P(z,y,2)¢i(,y,z)dS. (5.41)

Generalisierte Krifte der Starrkdrperfreiheitsgrade

Zur Bestimmung der Gesamtkrifte und -momente aus Aerodynamik und Schub ist es

zweckméfig, diese in ihre Rumpf-, Fliigel- und Leitwerksanteile zu zerlegen und mit
F, = Asina — W cosa cosf3 + Q cosa sinf3 + T,

F, = -Wsinf — Qcosf3 + T, (5.42)
F, = —Acosa — W sinacosf + Q sina sinf3 + T,
in Auftrieb A, Widerstand W, Seitenkraft () und den Komponenten T,,T, und T, des

Schubvektors auszudriicken. Dabei bezeichnen o und 3 den Anstell- bzw. Schiebewinkel

des Flugzeuges. Der Auftrieb A setzt sich demnach aus
A= ARumpf + AFluegel + ALeitwerk (543)

zusammen. Werden Rumpf und Leitwerk hier als starr angenommen, so héngen Apgymyy
und Arpeitwerre nur von Anstell- und Schiebewinkel, sowie den Drehraten des Flugzeuges
und dem Staudruck ¢ ab. Der Auftriebsanteil des elastischen Fliigels wird dariiber hinaus
jedoch noch von der Verformung des Fliigels beinflusst. Eine einfache Methode die aero-
dynamischen Krafte und Momente fiir solch einen elastischen Fliigel abzuschétzen liefert
die Streifentheorie [5]. Sie basiert auf der Annahme, dass der aerodynamische Auftrieb
A pro Langeneinheit eines Fliigelabschnittes (Streifens) im Wesentlichen von dem dort

herrschenden lokalen Anstellwinkel oy abhéngt:
As =qca, lag, (5.44)

wobei c4,, den ortlichen Auftriebsbeiwert des Profils darstellt und [ die &rtliche Fliigeltiefe.

Der Auftrieb des gesamten Fliigels lautet dann mit der Fliigelspannweite b

AFZuegel = / As dy (545)

SISy

Abbildung 5.3 zeigt den Fliigelabschnitt eines ungepfeilten Fliigels. Der Anstellwinkel a
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0 X,

elastische Achse

A

Angriffslinie der
aerodynamischen

Krafte

Abbildung 5.3: Fliigelabschnitt

dieses Segmentes kann dann durch

. Te + Ty T 1 ,.
Qs =+ 13 —¢q ( " > +p u + Z {Qﬁﬁ% + Eﬂﬁ-}qz‘} (5-46)
i=1

angendhert werden, wobei av = arctan(w/u) dem Anstellwinkel des Gesamtflugzeuges (des
mittleren Koordinatensystems) entspricht. i ist der Einstellwinkel des Streifens ohne ela-
stische Verformung, ¢? die értliche Biegeverschiebung (z-Komponente) und ¢! = C%? die
ortliche torsionale Verdrehung des Segmentes aufgrund der i-ten elastischen Schwingungs-

form. Damit wird der Gesamtauftrieb des Fliigels zu

Aptuegar = @5 |Cay + Caga+ Cap+ Cayq+ > (Ca, gi + Ca, i) (5.47)
i=1
mit den Kraft-Beiwertderivativen
b
1 2
OAO = § / , (CA() + CAaiS)ldy, (548)
-3
1 [3
CAa = —/ CAaldy, (549)
5

b
Y R
Cy, = 5/_5 Cao Ly, (5.50)
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b
1 [z Te + Ty
CAq = g / , CA, M ldy, (551)
1 [
g = 5/ ca, @i ldy und (5.52)
¢ b
—3
1 (7 1
Ca,, = E/b CAQEQSi-’ldy. (5.53)
—32

Die durch den flexiblen Fliigel erzeugten Momente konnen auf dhnliche Weise angenéhert
werden. Das Nickmoment um den Ursprung des mittleren Koordinatensystems, also dem

Massenzentrum lautet dann

Mptueget = GS1 | Crg + Cono@ + Conyp + Cony g + Y (Cony @5 + Cony, qi)] (5.54)
i=1
mit den Momenten-Beiwertderivativen
1 % . Le + T 2
Cip = — Cmo T (Cay + Cals) I“dy, (5.55)
Sl b l
b
1 [2
Ch, = — ca, (xe + x5) L dy, (5.56)
Sl -t
1 (3 (e + )
Y(Te T Ts
L Y TE5)y gy, -
Com, sz/_%% - Y (5.57)
1 [ (2 +a,)?
Cn, = E/_% Cag L dy, (5.58)
1 /3
Cn,, = 7 ca, (re +x5) ¢! ldy und (5.59)
i b
1[5 (ze+w)
Te+ 1
Cr. = — e b dy. 5.60
” Sl/_g CAq U ¢ Ldy (5.60)

Ausdriicke fiir die noch verbleibenden Kraft- bzw. Momentenbeiwerte der Starrkorper-
freiheitsgrade konnen in analoger Weise hergeleitet werden und sind in Anhang A auf-
gefiihrt.
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Generalisierte Krifte der elastischen Freiheitsgrade

Zur Herleitung der generalisierten Kréfte der elastischen Freiheitsgrade wird die durch
die am Fliigelsegment verrichtete virtuelle Arbeit der elastischen Verformung bestimmt.
Die virtuelle Arbeit am Fliigelsegment wird dabei durch Heben, bzw. Senken sowie durch
Verdrehen des Fliigelsegmentes verrichtet. Entsprechend kann sie als die Summe der durch

Biegung bzw. Torsion erzeugten Anteile

Whieg = —Ascosa, Z gzﬁfqz (5.61)
i=1
und
WTors = (Ms + Asx5603a5> Z ¢f% (562)
i=1

dargestellt werden (Abbildung 5.4), wobei der Widerstand Wy vernachlassigt wird. Mit

elastische Achse

Abbildung 5.4: Fliigelabschnitt

Gleichung 5.35 ergeben sich die generalisierten Kriéfte der elastischen Freiheitsgrade dann

zu

{(—Ascosa,d)) + [(M + Agzgcosa,)dl] } dy. (5.63)

)
Q
I
—
o o
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Wird cosa, =~ cosas angenommen, gilt

Qg ~ (A + Bj)cosa, + C; (5.64)
mit
5
A= / Aghdy, (5.65)
5
b
-3
und
%
Ci= | Meldy. (5.67)

b
—3
Analog zu den klassischen Kraftbeiwerten der Starrkorperfreiheitsgrade konnen nun Kraft-

beiwerts-Derivative fiir die elastischen Freiheitsgrade definiert werden, z.B:

Gt + Cliay + Cpip+ Clig+ Y (Coig;+Cig)| - (5.68)

j=1

A, = —gSI

Die Definitionen der Kraftbeiwerts-Derivative sind in Anhang A zusammengefasst.

Mit den so gewonnenen Ausdriicken fiir die dufleren Kréifte und Momente kénnen
die Bewegungsgleichungen (5.30) bis (5.32) aufgestellt werden, so dass letztendlich die

vollstdandige Modellierung des flexiblen Flugzeuges vorliegt.

5.1.4 Untersuchte Flugzeugkonfiguration

Die nichtlinearen Analysen erfolgen an einem geméfl den vorausgegangenen Abschnit-
ten modellierten Grofiflugzeug mit flexiblen Fliigelfreiheitsgraden. Zu Vergleichszwecken
wird das gleiche Flugzeug auch in einer als starr angenommene Variante untersucht. Die
folgenden Abschnitte beschreiben diese beiden Modelle.

Flexibles Flugzeug

Bei dem flexiblen Flugzeug handelt es sich um das Modell eines in Abbildung 5.5 mit sei-
nen wichtigsten Daten dargestellten grofien Verkehrsflugzeuges [29]. Das Modell ist dabei
so gestaltet, dass es die grundlegenden physikalischen Eigenschaften solch eines Flugzeu-
ges gut wiedergibt, jedoch in seiner Komplexitét so einfach und leicht interpretierbar wie

moglich gehalten wird. Dazu werden einige vereinfachende Annahmen getroffen. Zunéchst
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einmal wird entsprechend der Herleitung der generalisierten Kréfte nur die Flexibilitat des
Fliigels beriicksichtigt, Rumpf und Leitwerk werden als starr angenommen. Die generali-

sierten Koordinaten ¢; der Strukturbewegungsgleichungen
M; (Q}; + 2 Gwoigs + ng%) =Q, 1=123,..n (5.69)

reduzieren sich damit auf die Fliigelfreiheitsgrade. Als Fliigelvorbild dient hier ein Re-
ferenzfliigel, wie er im Sonderforschungsbereich (SFB) 401 ” Stromungsbeeinflussung und
Stromungs-Struktur-Wechselwirkung an Tragfliigeln” der Deutschen Forschungsgemein-
schaft (DFG) definiert wurde (Abbildung 5.6) [36, 11]. Dabei handelt es sich um einen
Konzeptfliigel fiir ein GroBiflugzeug mit 80 m Spannweite in Hochauftriebskonfiguration.
Fiir diesen Fliigel wird angenommen, dass er sich als ein eindimensionaler schwingen-
der Balken mit iiber der Spannweite kontinuierlich verlaufenden Struktureigenschaften
(Masse, Tragheitsmoment, Torsions- und Biegesteifigkeit) idealisieren ldsst. Die Struktur-
datenverlaufe des Fliigels sind aus den Abbildungen 5.7 bis 5.10 zu entnehmen. Sie sind

an die in [34] gegebenen Groflen angelehnt und auf eine Spannweite von 80 m hochskaliert.

Rumpf und Triebwerke werden als Massenpunkte idealisiert (Abbildung 5.11). Ihre
Strukturdaten wurden abgeschétzt und sind in Tabelle 5.1 zusammengefaft.

Weiterhin wird die Fliigelpfeilung vernachlissigt und von einem Zusammenfallen von
elastischer Achse und Schwereachse des Fliigels ausgegangen. Bei diesen Vereinfachungen
ergeben sich die Eigenbewegungsformen der Struktur als reine Biege- bzw. Torsionsschwin-
gungen. Eine Diskretisierung der Strukturgréfenverldufe und Anwendung des Verfahrens
der Ubertragungsmatrizen liefern die Eigenfrequenzen und Eigenformen der Biege- und
Torsionsschwingung mit denen sich die Kraft- und Momentenbeiwerte nach Kapitel 5.1.3
bestimmen lassen [19]. Werden nur die vier symmetrischen Strukturschwingungsformen
mit den niedrigsten ungedampften Eigenfrequenzen, also die ersten drei Biegeeigenschwin-
gungsformen und die erste Torsionseigenschwingungsform beriicksichtigt, gelten die Zu-
sammenhinge geméf Tabelle 5.2 und Abbildungen 5.12-5.15. Die entsprechenden Kraft-

und Momentenbeiwerte sind in Anhang B zusammengefasst.

y-Position [m)] Masse [kg| | Massentriigheitsmoment [kg - m?]
Rumpf 0 367.700 146 - 106
Tricbwerke | -26.4, -12, 0, 12, 26.4 | 8.000 90 - 103

Tabelle 5.1: Rumpf- und Triebwerksdaten
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Referenzflugzeug
Flugel/Rumpf Hbhenleitwerk
< e - Spannweite: 80 m Spannweite: 26,51 m
FlugelfiGche: 7154 m HL-FIGche: 156.23 m?
RumpfiGnge: 81,5m ' ’
Rumpr- @ 8m Seitenleitwerk
Triebwerke: 4 x 580 kN Hoéhe: 12,25 m
SL-Flache: 107,25 m?
|
< Ri—— Masse und T radgheismomente
MTOW: 782 to
Ix: 107 10° kg m?
ly: 146 10° kg m?
Iz: 261 10° kg m®
Abbildung 5.5: Referenzflugzeug
o _ _
: m lb=1472m 1,=6.54m
| I l,=1044m 1,=4.00m
; 1
; 34°
-
=t N 30°
LE
=)
X o
| o
| - 8°
i : 8m 22°
i I
|
! I 224 m
i i~
| [
! |
@ 36 m LA
I

Abbildung 5.6: Referenzgeometrie des SFB401-Fliigels
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Abbildung 5.7: Langenbezogene Masse des
Fliigels m(y)
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Abbildung 5.9: Langenbez. Massentréigheits-
moment des Fliigels (y)
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x 10°

Biegesteifigkeit [Nm?]
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Abbildung 5.8: Biegesteifigkeit des Fliigels
EJ(y)
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y [m]

Abbildung 5.10: Torsionssteifigkeit des
Fligels G J4(y)
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Triebwerke

Abbildung 5.11: Rumpf und Triebwerke als Massenpunkte

Die Strukturdampfungsterme ¢; der elastischen Bewegungsgleichungen (5.69) werden
gemafl Tabelle 5.3 in einen konstanten und einen auslenkungsabhéngigen Anteil aufge-
teilt. Die Anteile wurden dabei so gewihlt, dass das Gesamtflugzeug im betrachteten
Geschwindigkeitsbereich kein Flattern aufweist und die niedrigste elastische Frequenz in

Nachbarschaft der hochsten Starrkorperfrequenz liegt.

Starres Flugzeug

Um den Einfluss der Flexibilitit auf das dynamische Verhalten des Flugzeuges bewerten
zu konnen, wird zu Vergleichszwecken ein starres Flugzeug gleicher Konfiguration heran-
gezogen. Durch Vernachlissigung der elastischen Bewegungsgleichungen (5.32) und der
elastischen Derivative in Anhang A ergibt sich sofort das Modell des unverformten, star-
ren Flugzeugs. Aufgrund der durch die Fliigelverformung hervorgerufenen verdnderten
Auftriebsverteilung nehmen jedoch die Zustandsgrofien fiir einen bestimmenten Trimm-
punkt, z.B. einen horizontalen Geradeausflug mit vorgegebener Geschwindigkeit, deutlich
unterschiedliche Werte an (Tabelle 5.4).

Daher wird nicht das unverformte starre Flugzeug betrachtet, sondern das im Trimm-

punkt in seinem verformten Zustand ”eingefrorene” Flugzeug. D.h. die Derivative des

Schwingungs- | Biegeanteil ¢! | Torsionsanteil ¢! | ungedimpfte Eigen-

form i frequenz wp; [*4]
1 1 0 8.158
2 2 0 22.706
3 ?3 0 46.368
4 0 U 28.225

Tabelle 5.2: Symmetrische Struktureigenschwingungsformen
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Biegeverformung @, (y)

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
y [m]

Abbildung 5.12: Eigenform der 1. Biegeschwingung ¢;. o’ markiert die Positio-
nen von Rumpf und Triebwerken

Biegeverformung ¢,(y)

-0.4 :
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

y [m]

Abbildung 5.13: Eigenform der 2. Biegeschwingung ¢,. ’o’ markiert die Positio-
nen von Rumpf und Triebwerken

69
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Biegeverformung ¢,(y)

_04 I I I I I I I
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

y[m]

Abbildung 5.14: Eigenform der 3. Biegeschwingung ¢3. o’ markiert die Positio-
nen von Rumpf und Triebwerken

Torsionsverformung y, (y)

_02 | | | | | | |
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

y[m]

Abbildung 5.15: Eigenform der ersten Torsionsschwingung ;. o’ markiert die

Positionen von Rumpf und Triebwerken
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Gi = Co, + Ca, i konstanter auslenkungsabhéngiger
Schwingungsform 7 | Strukturddmpfungsgrad (p, | Strukturddmpfungsgrad (,,
1 0.3 0.01
2 0.1
3 0 0.1
4 0.2 0.1

Tabelle 5.3: Strukturdémpfungsanteile der elastischen Eigenschwingungsformen

starren Flugzeuges setzen sich nun aus einem Anteil des unverformten, starren Flugzeu-
ges und einem Anteil der aus der jetzt als konstant angenommenen elastischen Verfor-
mung resultiert zusammen. Dazu werden die Derivative derart angepasst, dass sich im
betrachteten Trimmpunkt die gleichen Zustandsgréfien einstellen wie im Fall des flexiblen

Flugzeuges.

Trimmzustand:

Horizontaler Geradeausflug mit 120 m/s

flexibel | unverformt | verformt
starr starr

o [°] 3.5092 5.3074 3.5092
Voo[m/s] | 120 120 120
S} [°] 3.5092 5.3074 3.5092
q [rad/s| 0.0 0.0 0.0
16} °] 0.0 0.0 0.0

p [rad/s| 0.0 0.0 0.0
) [°] 0.0 0.0 0.0

r [rad/s] 0.0 0.0 0.0
¢ [m] | —3.8295 — —
g2 [m] —0.2909 — —
g3 [m] | —0.0732 — —
qs [rad] | 0.1289 — —

Tabelle 5.4: Zustandsgroflen des flexiblen bzw. starren Flugzeuges
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5.2 Analyseergebnisse

Die Ergebnisse der nichtlinearen Analyse der beiden Flugzeugkonfigurationen werden in
den folgenden Abschnitten dargestellt und diskutiert. Dazu werden jeweils ausgewéhlte

Trimmzustdnde mit den zugehorigen Bewegungsformen untersucht.

5.2.1 Flexibles und starres Flugzeug

Tabelle 5.5 listet die Eigenwerte der Bewegungsformen des flexiblen Flugzeuges fiir unter-
schiedliche Fluggeschwindigkeiten auf. Die Trimmzusténde sind dabei jeweils horizontale
Geradeausfliige, an denen die Bewegungsgleichungen linearisiert und die Eigenwerte be-
stimmt wurden. Bei Verzicht auf das Mitfiihren der Zustandsgréfien der Position und
des Gierwinkels reduziert sich die Anzahl der Zustandsgrofien auf 8 Starrkérperzustands-
groffen und 8 elastische Zustandsgrofien. Entsprechend ergeben sich 16 Eigenwerte, die
anhand der dominierenden Zustandsgréfenamplituden den klassischen Starrkérperbewe-
gungsformen und den neu hinzugekommenen elastischen Bewegungsformen zugeordnet
werden konnen. Dies sind die Anstellwinkelschwingung, Phygoide, Taumelschwingung,
Rollbewegung und Spiralbewegung, sowie die 4 Eigenschwingungsformen der elastischen
Struktur, die aufgrund der Entkopplung als 3 Biegeschwingungen und eine Torsions-
schwingung identifiziert werden konnen.

Die Anstellwinkelschwingung zeichnet sich durch eine hohe Frequenz (1.383 rad/s bei

V' = 100m/s) und starke Dampfung aus, wobei sowohl Dampfung, als auch Frequenz

Bewegungsf. |V =100™ vV =110m V =120m V= 130m
a-Schw. | —0.498 4 1.383i | —0.590 £ 1.531i | —0.699 + 1.691i | —0.827 =+ 1.875i
Phygoide | —0.022 4 0.145i | —0.021 + 0.137i | —0.022 4+ 0.131i | —0.023 + 0.127

Taumelschw. | —0.023 & 0.258; | —0.024 + 0.275i | —0.025 + 0.293; | —0.026 + 0.311i

Rollbeweg, —1.3558 —1.6398 ~1.9508 —2.2885

Spiralbeweg. +0.0043 +0.0041 +0.0040 +0.0038

1. Biegeform | —5.533 + 5.828 | —6.103 £ 5.084i | —6.778 £ 3.807i | —8.730 / — 6.391

2. Biegeform | —3.458 + 22.23i | —4.181 + 21.54i | —4.275 + 20.58i | —4.039 + 19.72i

3. Biegeform | —1.817 + 46.23i | —1.976 +46.21i | —2.133 + 46.18i | —2.290 + 46.15i

1. Torsionsf. | —4.684  23.66i | —3.947 + 23.39i | —3.743 + 23.33i | —3.776 + 23.17i

Tabelle 5.5: Eigenwerte des flexiblen Flugzeuges
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mit zunehmender Fluggeschwindigkeit zunehmen. Die Phygoide als zweite Bewegungs-
form der Langsbewegung besitzt eine um eine Gréflenordnung niedrigere Frequenz als die
Anstellwinkelschwingung und ist deutlich weniger gedampft. Dabei zeigt sich die Damp-
fung als wenig abhéngig von der Fluggeschwindigkeit, wahrend die Frequenz zu hoheren
Fluggeschwindigkeiten hin abnimmt.

Taumelschwingung, Rollbewegung und Spiralbewegung sind Eigenformen der Seiten-
bewegung, wobei Dampfung und Frequenz der Taumelschwingung von dhnlicher Gréflen-
ordnung sind wie bei der Phygoide und mit steigender Fluggeschwindigkeit zunehmen.
Roll- und Spiralbewegung hingegen sind aperiodische Bewegungsformen, wobei die Damp-
fung der Rollbewegung sehr grof§ ist und mit zunehmender Fluggeschwindigkeit noch
grofler wird. Bei der Spiralbewegung handelt es sich als einzige Bewegungsform mit ei-
nem positiven Realteil des Eigenwertes um eine aufklingende Bewegungsform, allerdings
mit einer sehr schwachen Anfachung, welche bei zunehmender Fluggeschwindigkeit leicht
abnimmt.

Alle elastischen Eigenbewegungsformen sind stark geddmpfte Schwingungsformen, mit
Ausnahme der 1. Biegeeigenform, deren Frequenz bei zunehmender Fluggeschwindigkeit
so weit abnimmt, dass sie zu zwei aperiodischen, stark geddmpften Bewegungsformen de-
generiert. Die Frequenzen der {ibrigen elastischen Eigenschwingungsformen nehmen eben-
falls mit zunehmender Fluggeschwindigkeit ab, sie bleiben jedoch aufgrund des hoéheren
Frequenzniveaus immer oszillierende Bewegungsformen.

Ein Vergleich der Frequenzen von Anstellwinkelschwingung und 1. Biegeeigenschwin-
gung zeigt, dass das Frequenzverhéltnis von zunéchst ~ 4.2 bei V' = 100m/s iiber ~ 3.4
bei V' = 110m/s bis auf ~ 2.2 bei V' = 120m/s abgenommen hat, bevor die 1. Biegeei-

genschwingung verschwindet.

5.2.2 Der lineare Einfluss der Flexibilitit

Zur Beurteilung des linearen Einflusses der Flexibilitdt des Fliigels auf das dynamische
Verhalten des Flugzeuges zeigt Tabelle 5.6 die Eigenwerte des starren Flugzeuges und
die Tabellen 5.7 und 5.8 die Differenzen der Real- bzw. Imaginérteile der Eigenwerte im
Vergleich zum elastischen Flugzeug.

Zunichst fillt auf, dass die Abweichungen in den Eigenwerten der Seitenbewegung
sehr gering sind (< 2.5%). Ein Einfluss der symmetrischen Verformung auf die Seitenbe-
wegung ist demnach kaum vorhanden. Ein anderes Bild ergibt sich bei den Langsbewe-
gungsformen. Mit zunehmender Fluggeschwindigkeit und damit verbundener Annéherung

der Frequenzen von Anstellwinkelschwingung und 1. Biegeschwingung ergibt sich vor al-
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Bewegungsf. V' =100 V =110 V =120 V =130
a-Schw. —0.452 £ 1.336¢ | —0.521 +1.469: | —0.588 £ 1.570¢ | —0.626 £ 1.6164
Phygoide | —0.021 £0.132¢ | —0.019 +0.119: | —0.019 + 0.1092 | —0.019 + 0.099:

Taumelschw. | —0.022 + 0.259¢ | —0.024 £ 0.276: | —0.025 £ 0.2947 | —0.026 4= 0.3121¢
Rollbew. —1.3561 —1.6401 —1.9510 —2.2887

Spiralbew. +0.0042 +0.0041 -+0.0039 +0.0038

Tabelle 5.6: Eigenwerte des starren Flugzeuges

lem bei der Anstellwinkelschwingung eine erhebliche Differenz im Eigenwert. Wéhrend
bei V' = 100m/s die relativen Abweichung der Dampfung und Frequenz schon 9.3% bzw.
3.4% betrigt, so steigt sie bis V' = 130m/s auf 13.8%, bzw. 24.2%. Die Differenzen der
Eigenwerte der Phygoide zeigen ein dhnliches Verhalten, wobei allerdings die absoluten
Differenzen erheblich geringer sind. Dieses Verhalten deckt sich mit Beobachtungen in [9],
nachdem ab einem Frequenzverhéltnis der niedrigsten Struktureigenfrequenz zur héchsten

Starrkorpereigenfrequenz von unter 3.5 Kopplungseffekte zwischen Starrkorperbewegung

und elastischer Bewegung zu erwarten sind.

Bewegungsf. |V =100 V=110m vV =120™ V=137 |
a-Schw. | 0.0462 (9.3%) | 0.0692 (11.7%) | 0.1110 (15.9%) | 0.2003 (24.2%)
Phygoide | 0.0014 (6.3%) | 0.0021 (9.8%) | 0.0028 (12.9%) | 0.0038 (16.7%)
Taumelschw. | 0.0002 (0.9%) | 0.0002 (0.8%) | 0.0002 (0.8%) | 0.0001 (0.4%)
Rollbew. | 0.0003 (0.02%) | 0.0003 (0.02%) | 0.0002 (0.01%) | 0.0002 (0.01%)
Spiralbew. | 0.0001 (2.3%) 0 (0%) 0.0001 (2.5%) 0 (0%)

Tabelle 5.7: Differenzen des Realteils der Eigenwerte starres/flexibles Flugzeug

Bewegungst. VvV =100% V =110 V=120 V =130
a-Schw. 0.0467 (3.4%) | 0.0629 (4.1%) | 0.1207 (7.1%) | 0.2586 (13.8%)
Phygoide | 0.0130 (8.9%) | 0.0174 (12.7%) | 0.022 (16.8%) | 0.0279 (21.9%)

Taumelschw. | 0.0013 (0.5%) | 0.0012 (0.4%) | 0.0012 (0.4%) | 0.0011 (0.3%)

Tabelle 5.8: Differenzen des Imaginérteils der Eigenwerte starres/flexibles Flugzeug
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5.2.3 Anstellwinkelschwingung

Abbildung 5.16 zeigt das Ergebnis der nichtlinearen Analyse der Anstellwinkelschwingung
des flexiblen Flugzeuges mit dem ASTAN-Verfahren bei V' = 120m/s. Aufgetragen sind
Déampfung und Frequenz, d.h. Real- und Imaginéarteil des Eigenwertes der Anstellwinkel-
schwingung, iiber der Auslenkung der bei dieser Bewegungsform dominierenden Zustands-
grofle o aus ihrer Ruhelage. Im Wesentlichen zeigt sich eine Abnahme der Dampfung und
Erhohung der Frequenz bei zunehmender Auslenkungsamplitude. Betrachtet man jedoch
die Absolutwerte der Anderungen, so zeigt sich, dass diese im Verhéltnis zu den Eigenwer-
ten der linearisierten Losung bei Aa = 0 verschwindend gering sind. Die Anstellwinkel-
schwingung zeigt also selbst bei groflen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage nahezu

lineares Verhalten.

Abbildung 5.17 zeigt den Eigenwertverlauf der Anstellwinkelschwingung fiir das starre
Flugzeug. Anders als beim flexiblen Flugzeug nimmt hier die Démpfung bei gréfler werden-
der Aa-Auslenkung zu. Allerdings zeigt sich auch hier, dass die Anstellwinkelschwingung

in Anbetracht der sehr geringen absoluten Anderung als nahezu linear anzusehen ist.

Die Beriicksichtigung der Flexibilitét zeigt bei der linearen Analyse im vorherigen Ab-
schnitt fiir die Anstellwinkelschwingung eine deutliche Beeinflussung der Eigenwerte. Die
nichtlineare Analyse zeigt, dass sich auch im nichtlinearen Verhalten qualitative Ande-

rungen ergeben, die allerdings aufgrund ihrer geringen Grofie kaum ins Gewicht fallen.

o W
A A
Dampfung der Anstellwinkelschwingung Frequenz der Anstellwinkelschwingung
-0.6965 ; ; ; ; 1.7 : : : .
-0.697 | e SR - S 1 1.698¢
-0.6975} 1.696¢
-0.698¢ 1.694¢
-0.6985| 1.692¢
-0.699 : : : : 1.69
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Aa [] Aa [°]

Abbildung 5.16: Eigenwertverl. der a-Schwingung (flexibles Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.17: Eigenwertverl. der a-Schwingung (starres Flugzeug, V = 120m/s)

5.2.4 Phygoide

Typischerweise zeichnet sich die Phygoide durch einen stetigen Austausch von kinetischer
und potentieller Energie in Form von Fluggeschwindigkeit und Flughthe aus. Dies ge-
schieht mit niedriger Frequenz, wobei die Anderung des Nickwinkels gegeniiber den Ande-
rungen der anderen Zustandsgréfen dominiert. Aufgrund ihrer Dominanz wurde daher die
Nickwinkeldnderung A© fiir diese Analyse als Auslenkungsamplitude gewéhlt. Die Ergeb-
nisse der nichtlinearen Analyse der Phygoide des flexiblen Fugzeuges bei V' = 120m/s
sind in Abbildung 5.18 dargestellt. Obwohl bei reellen Flugzeugen in der Praxis sicher
nur mit erheblich geringeren Nickwinkelschwankungen zu rechnen ist, wurde die Analy-
se zur Verdeutlichung der auftretenden Effekte bis zu einer Auslenkungsamplitude von
AO = 45° durchgefiihrt. Bis zu A© = 45° wichst der negative Realteil dp des Eigenwer-
tes von —0.0217 auf —0.0256 an. Dies entspricht einer Vergréferung der Dampfung um
18%. Die Frequenz der Bewegungsform nimmt mit zunehmender Auslenkungsamplitude
ebenfalls zu, allerdings mit 2% Zuwachs bis 45° Nickwinkelamplitude deutlich weniger als
die Dampfung. Abbildung 5.19 zeigt die Dampfungs- und Frequenzverlédufe der Phygoi-
de des starren Flugzeuges, ausgehend vom gleichen Gleichgewichtspunkt. Man erkennt
ebenfalls eine VergroBlerung des negativen Realteils des Eigenwertes, jedoch mit einem
kleineren Gradienten als im Falle des flexiblen Flugzeuges. Bis zur Auslenkungsamplitude
von A© = 45° ergibt sich hier eine Anderung von 7%. Die Anderung der Frequenz fillt mit

1% ebenfalls geringer aus als beim flexiblen Flugzeug, wobei nun eine Frequenzabnahme
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Abbildung 5.18: Eigenwertverlauf der Phygoide (flexibles Flugzeug, V' = 120m/s)
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Abbildung 5.19: Eigenwertverlauf der Phygoide (starres Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.20: Verlauf der Zustandsgrofen bei der Phygoide (flexibles Flug-
zeug, V = 120 m/s, Anfangsauslenkung A© = 20°, — ASTAN,
- - - RKF)
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zu beobachten ist.

Die Zeitverldufe der ZustandsgroBen der Phygoide (Abbildung 5.20) zeigen, dass im
betrachteten Bezugsflugzustand bei einer Anfangsamplitude von AG = 45° die Flugge-
schwindigkeit wiahrend der Schwingung zwischen 100 und 150 m/s betragen kann. Daher
sind bei der Phygoide alleine schon aufgrund der Abhéngigkeit der Luftkréifte vom Qua-
drat der Fluggeschwindigkeit nichtlineare Effekte sowohl beim flexiblen, als auch beim
starren Flugzeug zu erwarten. Im Fall des flexiblen Flugzeuges kommen zusétzlich noch
die mit der Fluggeschwindigkeit zunehmenden elastischen Verformungen mit den entspre-
chend verénderten Luftkraften hinzu. Insbesondere die nichtlinearen Widerstandskréfte
aufgrund der Fliigeltorsion entfalten dabei eine ddmpfende Wirkung auf die Bewegungs-

form.

5.2.5 Taumelschwingung

In den Abbildungen 5.21 und 5.22 sind die Kenngrofenverlaufe der Taumelschwingung
in Abhéngigkeit der Schiebwinkelamplitude A fiir das flexible und das starre Flugzeug
dargestellt. Wieder wurde mit einer maximalen Auslenkungsamplitude von Ag = 30° ein
deutlich groferer Schiebewinkelbereich als im Realfall zu erwarten ist, untersucht. Beide
Flugzeugmodelle zeigen ein sehr dhnliches Verhalten. Die schwache Dampfung nimmt mit
zunehmender Schiebewinkelamplitude ab, wihrend die Frequenz zunimmt. Beide Ande-

rung fallen allerdings mit 3.5% bzw. 0.5% sehr gering aus. Die Taumelschwingung zeigt

w
T Dampfung der Taumelschwingung T Frequenz der Taumelschwingung
-0.024 : ; 0.294 ; ;
-0.0242¢
-0.0244 ¢ 0.2935¢}
-0.0246 ¢
-0.0248¢ 0.293¢
-0.025}
-0.0252 - - 0.2925 - -
0 10 20 30 0 10 20 30
AB[] ABT]

Abbildung 5.21: Eigenwertverlauf der Taumelschw. (flexibles Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.22: Eigenwertverlauf der Taumelschwingung (starres Flugzeug, V' = 120m/s)

als oszillierende Seitenbewegungsform kaum Auswirkungen auf die Zustandsgréfien der
Langsbewegung und somit auch nicht auf die ausschliefSlich symmetrisch modellierten ela-
stischen Zustandsgréfien. Dementsprechend spielt die elastische Verformung im Fall der
Taumelschwingung keine Rolle, so dass das starre und das flexible Flugzeug hier gleiches

Verhalten aufweisen.

5.2.6 Rollbewegung

Die Rollbewegung stellt mit ihrem rein reellen Eigenwert die erste der beiden aperiodi-
schen Bewegungsformen dar. Sie weist mit dp ~ —1.95 eine starke Dampfung auf, die sich
auch bei hohen Auslenkungwerten der bei dieser Bewegungsform dominanten Rollrate Ap
kaum &ndert (Abbildung 5.23). Die nichtlineare Analyse zeigt, dass sowohl beim flexiblen,
als auch beim starren Flugzeug die Anderung der Déampfung gering ist (=~ 0.1%)und die

Rollbewegung somit nahezu lineares Verhalten aufweist.

5.2.7 Spiralbewegung

Die Spiralbewegung des flexiblen Flugzeuges sticht als einzige instabile Bewegungsform
mit einem positiven Eigenwert aus der Menge der Bewegungsformen in Tabelle 5.5 hervor.
Ihre Eigenwert und Eigenvektorverlaufe sind in Abbildung 5.24 iiber der Rollwinkelaus-
lenkung A® aufgetragen. Der bei verschwindender Auslenkung mit A® = 0° zunéchst

positive Eigenwert von 0.0040 nimmt mit grofler werdender Auslenkung ab, bis er bei
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Abbildung 5.23: Eigenwertverldufe der Rollbewegung (starres u. flexibles Flug-
zeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.24: Eigenwert- und Eigenvektorverlauf der Spiralbewegung a) (fle-
xibles Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.25: Bifurkationsdiagramm des Rollwinkels ® iiber dem Hohenru-

derausschlag oy

AP =~ 32° schlieflich zu 0 wird. Ein verschwindender Eigenwert bedeutet allerdings we-
gen % =0 - Ad (Kap. 2), dass sich A® im Zeitverlauf nicht weiter &ndern kann. Dies

bedeutet, dass an dieser Stelle ein neuer, zusétzlicher Gleichgewichtspunkt vorliegen muss.

Das Bifurkationsdiagramm in Abbildung 5.25 soll dieses Verhalten des Systems ver-
deutlichen. Aufgetragen sind hier die Rollwinkellagen moglicher Gleichgewichtszustéande
iitber dem Hohenruderausschlag dy. Dazu wurde der Gleichgewichtszustand bei V' =
120m/s aus Tabelle 5.4 entnommen und, unter Beibehaltung der anderen Ruderaus-
schlige und des Schubes, die sich bei sukzessiver Anderung des Hohenruderausschlages
jeweils neu ergebenden Gleichgewichtslagen, einschlieflich ihrer Verzweigungen, ermittelt.
Negative Werte des Hohenruderausschlages dy entsprechen einem ’Ziehen’ am Hohenru-
der, positive einem ’'Driicken’. Entsprechend nimmt die Fluggeschwindigkeit von links

nach rechts im Bifurkationsdiagramm zu. Bei groflem negativen Hohenruderausschlag g
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und entsprechend niedriger Fluggeschwindigkeit existiert zunéchst nur eine einzige, stabi-
le Gleichgewichtslage mit & = (0°, also ein Geradeausflug. Bei Verringerung des Betrages
des Hohenruderausschlages und damit Zunahme der Fluggeschwindigkeit iiber einen be-
stimmten Punkt hinaus (6 ~ —0.284 rad) &ndert sich das Verhalten jedoch schlagartig.
Die stabile Gleichgewichtslage verzweigt sich in eine instabile und zwei stabile Losungen.
Die beiden stabilen Losungen entsprechen einer stationdren Spiralbewegung mit jeweils
konstanten Rollwinkeln, einmal rechtsdrehend und einmal linksdrehend. Der Geradeaus-
flug bleibt ebenfalls eine mogliche Losung, jetzt allerdings als instabile Bewegungsform.
Wird der Hohenruderausschlag noch weiter verringert, so vereinen sich die drei moglichen
Gleichgewichtszustédnde bei 6y &~ 0.002 rad wieder zu einem einzigen, stabilen Geradeaus-
flug.

Der Ausgangspunkt der in Abbildung 5.24 dargestellten nichtlinearen Analyse ist im
Bifurkationsdiagramm auf dem instabilen Zweig mit einem Kreis markiert. Die Analy-
se entspricht dann einer Stabilitdtsuntersuchung entlang der gestrichelten Linie hin zu
groferen Werten von A® entsprechend Richtung a) im Bifurkationsdiagramm. Kleine
Auslenkungen aus der instabilen Gleichgewichtslage fithren beziiglich des Geradeausflu-
ges zu einem divergenten Verlauf der Zustandsgréfien in Richtung des stabilen Zweiges.
Eine Auslenkung >~ 32°, also {iber den stabilen Zweig hinaus, wird jedoch ebenfalls auf
den stabilen Zweig fithren, d.h beziiglich des Geradeausfluges liegt dann kein divergen-
tes Verhalten mehr vor. Im Eigenwertverlauf spiegelt sich dies durch den Wechsel des
Vorzeichens bei &~ 32° wieder. Die nichtlineare Analyse erlaubt somit eine quantitative
Stabilitdtsaussage entlang eines vertikalen Schnittes im Bifurkationsdiagramm.

Abbildung 5.26 zeigt den Zeitverlauf der Zustandsgrofien der Spiralbewegung fiir eine
Anfangsauslenkung von A® = 5°. Dabei wurden die Anfangsauslenkungen der anderen
ZustandsgroBen mit Hilfe der iiber den Eigenvektorverlauf in Abbildung 5.24 festgelegten
Amplituden- und Phasenverhéltnisse so bestimmt, dass méglichst nur die Spiralbewegung
angeregt wurde. Die Zeitverldufe zeigen das erwartete Verhalten: Der zunéchst divergente
Verlauf fiithrt die Zustandsgroflen weg vom Geradeausflug. Bei grofler werdender Auslen-
kung streben sie jedoch gegen einen neuen Gleichgewichtspunkt mit ® ~ 32°. Der neue,
stabile Flugzustand besitzt einen kleineren Anstellwinkel, eine hohere Geschwindigkeit
und einen kleineren Nickwinkel, sowie die im stationédren Spiralflug konstanten Drehr-
aten p, ¢, und r. Auflerdem weisen die vergréflerten Auslenkungen der generalisierten
Koordinaten der elastischen Verformung auf eine erhohte Strukturbelastung im Kurven-
flug hin. Dabei zeigen die aus den Eigenwert- und Eigenvektorverlaufen rekonstruierten
Zeitverldufe eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Zeitverldufen der direkten Runge-

Kutta-Fehlberg-Integration.
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Abbildung 5.26: Verlauf der Zustandsgrofen bei der Spiralbewegung (flexibles

Flugzeug, V
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Wird anstelle des instabilen Geradeausfluges einer der stabilen Gleichgewichtspunk-
te als Ausgangspunkt fiir eine Analyse genommen, so ergibt sich ein Kenngroéfienverlauf
geméfB Abbildung 5.27. Diese Analyse ist im Bifurkationsdiagramm mit b) gekennzeichnet.
Hier wird der zunéchst negative Eigenwert der stabilen Bewegungsform mit zunehmen-
dem Auslenkungsbetrag immer kleiner, bis er bei A® ~ —32° wiederum das Vorzeichen
wechselt. Eine Auslenkung von A® < —32° beziiglich der stabilen Bewegungsform fiihrt
iiber den Zustand des Geradeausfluges hinaus, so dass damit eine Spiralbewegung in die
entgegengesetzte Richtung eingeleitet wird. Entsprechend &ndert sich das zunéchst stabile

Verhalten bei einer ausreichend grossen Auslenkung zu einem divergenten Verhalten.

Abbildung 5.28 zeigt den Kenngriéfenverlauf fiir die instabile Spiralbewegung des star-
ren Flugzeuges. Ein Vergleich mit Abbildung 5.24 zeigt, dass auch hier das starre und
das flexible Flugzeug eine sehr &hnliche nichtlineare Charakteristik aufweisen. Der neue
Gleichgewichtspunkt liegt mit A® ~ 30.5° nahe an dem des flexiblen Flugzeuges und le-
diglich die Eigenvektorkomponente der Fluggeschwindigkeit zeigt einen deutlich stérkeren
Gradienten. Im Zeitverlauf der Zustandsgrofien (Abbildung 5.29) macht sich dies jedoch le-
diglich durch eine erhohte Fluggeschwindigkeit im stationdren Spiralflug von V'~ 131m/s
im Vergleich zu V' & 128 m/s beim flexiblen Flugzeug bemerkbar. Sowohl das flexible als
auch das starre Flugzeug weisen somit bei der Spiralbewegung ein ausgeprégtes nicht-

lineares Verhalten auf. Die wesentliche Ursache hierfiir ist in der Nichtlineartitat der

x 10° Déampfung der Spiralbewegung

Eigenvektor der Spiralbewegung

0.6

0 -10

-20
Ao %]

Abbildung 5.27: Eigenwert- und Eigenvektorverlauf der Spiralbewegung b) (fle-
xibles Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.28: Eigenwert- und Eigenvektorverlauf der Spiralbewegung a)
(starres Flugzeug, V = 120m/s)

Starrkérperdynamik zu suchen. Zum einen macht sich der sinusférmige Einfluss des Gra-
vitationsvektors aufgrund des sich bei der instabilen Bewegungsform schnell aufbauenden
Rollwinkels als duflere Kraft in der Dynamik bemerkbar und zum anderen iiben die ent-
stehenden Drehraten um alle drei Achsen iiber die Eulerterme der Bewegungsgleichungen
ihren Einfluss aus. Im Zusammenspiel bewirken diese Faktoren, dass ab einem bestimmten
Rollwinkel und den dazugehorigen Drehraten der instabile Charakter der Spiralbewegung

aufgehoben wird und das Flugzeug eine neue Gleichgewichtslage einnimmt.

5.2.8 Elastische Eigenbewegungsformen

Die Abbildungen 5.30 bis 5.33 stellen die Ergebnisse der Analysen der vier elastischen
Eigenbewegungsformen dar, wobei als Auslenkungsamplituden jeweils die zugehorigen
generalisierten Koordinaten gewéhlt wurden. Bei allen Bewegungsformen ist deutlich der
Einfluss der auslenkungsabhéngigen Strukturdémpfung zu erkennen. Die Dampfung des
Systems nimmt mit zunehmender Auslenkungsamplitude zu, wobei die 1. Biegeschwin-
gung (q;) aufgrund des kleineren auslenkungsabhéngigen Strukturddmpfungsanteils (Ta-
belle 5.3) einen weniger ausgeprigten Realteilzuwachs des Eigenwertes aufweist als die
anderen elastischen Schwingungsformen. Bei den drei Biegeeigenformen (q;-g3) zeigt sich

eine Verringerung der Schwingungsfrequenz bei zunehmender Auslenkungsamplitude. Die



5.2.  Analyseergebnisse 87

3.6 , - , 140
a[’] V [m/s]
3.4} 1 1307
3.2 - - : 120 . : ;
2O 500 1000 1500 2000 4O 500 1000 1500 2000
q°/s] o[
1 27
0 : : : 0 : : :
0 2O 500 1000 1500 2000 4O 500 1000 1500 2000
B[] r[°/s]
0.1} 2
0 : : : 0 : : :
40O 500 1000 1500 2000 0O 500 1000 1500 2000
o[ p [°/s]
20 -0.01
0 : : : -0.02 : : :
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

t[s] ts]

Abbildung 5.29: Verlauf der Zustandsgrofen bei der Spiralbewegung (starres
Flugzeug, V' = 120m/s, Anfangsauslenkung A® = 5° —
ASTAN, - - - RKF)

Torsionsschwingung zeigt hingegen eine Zunahme der Frequenz bei Vergroflerung von Agy.

5.2.9 Analyse des Einflusses einfacher Reglerstukturen

Im Gleichgewichtspunkt bei V' = 120m/s besitzt das flexible Flugzeug einen Eigenwert
von g = —0.699 £ 1.691: fiir die Anstellwinkelschwingung und einen Eigenwert von
up = —0.022 £ 0.1317 fiir die Phygoide (Tabelle 5.5). Bei der Anstellwinkelschwingung
entspricht dies einem Dampfungsgrad von D = 0.38 bei einer ungeddmpften Eigenkreis-
frequenz von wy = 0.29 Hz und bei der Phygoide einem Dampfungsgrad von D = 0.164
bei einer ungedampften Eigenkreisfrequenz von wy = 0.021 Hz. Damit liegen die dynami-
schen Eigenschaften der Langsbewegung des ungeregelten, flexiblen Flugzeuges am Rande
des fiir Flugzeuge dieser Kategorie iiblicherweise als zufriedenstellend erachteten Flugei-
genschaftsspektrums [30].

Die Flugeigenschaften sollen daher im Folgenden mit Hilfe einer Basisregelung durch
Zustandsvektorriickfithrung verbessert werden. Dazu werden die Zustandsgréfen o,V q

und O iiber einen Verstiarkungsvektor K auf den getrimmten Hohenruderausschlag oy,
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Abbildung 5.30: Eigenwertverlauf der 1. elastischen Bewegungsform (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s)

O, Dampfung der 2. elastischen Eigenform B2 Frequenz der 2. elastischen Eigenform

21 ;

20.5¢1

20t

19.5¢

191

-12 : : 18.5 : :
0 2 4 6 0 2 4 6

Aq, [m] Aq, [m]

Abbildung 5.31: Eigenwertverlauf der 2. elastischen Bewegungsform (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.32: Eigenwertverlauf der 3. elastischen Bewegungsform (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.33: Eigenwertverlauf der 4. elastischen Bewegungsform (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.34: Zustandsvektorriickfithrung

zuriickgefiithrt (Abbildung 5.34). Das Regelgesetz fiir den einzustellenden Hohenruderaus-
schlag oy, ergibt sich damit zu

S, = 0u, — K (5.70)

D= < 0

Die Eigendynamik des Stellgliedes wird in Form eines Verzogerungsgliedes 1. Ord-
nung modelliert. Dazu werden die Differentialgleichungen der Flugzeugbewegung um den
Stellgliedfreiheitsgrad 0y erweitert:

: 1
b1 = 7 (Om, — o) (5.71)

Nach [6] wird als typische Zeitkonstante fiir hydraulische Reglerservos T = 0.03 s ange-
nomimen.

Die nichtlinearen Eigenschaften des Stellantriebes werden durch die maximale Stell-
geschwindigkeit dp7mae definiert. Dabei hat es sich als giinstig erwiesen (vgl. Kap. 2.2.6),
die Eingangsstellgeschwindigkeit &y nicht durch eine unstetige Funktion auf die limitierte
Ausgangsstellgeschwindigkeit 5}{ abzubilden (gestrichelte Linie in Abbildung 5.35), son-
dern durch eine Funktion mit stetigem Verlauf (durchgezogenen Linie in Abbildung 5.35).
Die Abbildungsvorschrift lautet

&y = atan ( : o E) : 5H;nm. (5.72)

H max 2

2
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Abbildung 5.35: Limitierung der Ruderstellgeschwindigkeit (hier: 5 mee = 17ad/s)

Bei einemem horizontalen Geradeausflug mit V' = 120m/s wird fiir die Anstellwin-
kelschwingung als Auslegungsziel des Reglers ein Dampfungsgrad von D = 0.8 bei einer
ungeddmpften Eigenkreisfrequenz von wy = 0.25 Hz und fiir die Phygoide ein Dadmpfungs-
grad von D = 0.4 bei einer unveridnderten ungeddmpften Figenkreisfrequenz vorgegeben.
Dies entspricht einem Eigenwert von py — 1.256 + 0.942: fiir die Anstellwinkelschwin-
gung, bzw. pup — 0.053 £ 0.122¢ fiir die Phygoide. Nach entsprechender Auslegung des
Verstarkungsvektors K ergeben sich damit die Eigenwerte des geregelten flexiblen Flug-
zeuges gemafl Tabelle 5.9. Die Léngsbewegung weist jetzt im Gleichgewichtspunkt die
gewiinschten Eigenwerte auf, wihrend die iibrigen Eigenwerte nahezu unverandert blei-
ben. Lediglich die erste Biegeschwingung wird aufgrund der Néhe ihrer Frequenz zur An-
stellwinkelschwingung durch die Zustandsvektorriickfithrung auf das Hohenruder leicht
beeinflusst.

Eine Auswirkung der Nichtlinearitéit des Stellgliedes auf die Eigenbewegung des Flug-
zeuges ist vor allem bei der Anstellwinkelschwingung zu erwarten, da hier bei grofien
Amplituden der zuriickgefithrten Zustandsgréfien und zusétzlich einer im Vergleich zur
Phygoide hohen Frequenz mit den hochsten Laufgeschwindigkeiten des Stellantriebes zu
rechnen ist. Abbildung 5.36 zeigt den Verlauf von Démpfung und Frequenz der Anstell-

winkelschwingung iiber der Auslenkungsamplitude des Anstellwinkels. Dabei sind die
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Bewegungsf. ohne Regler mit Regler
a-Schw. —0.699 4+ 1.6917 | —1.256 4 0.942;
Phygoide —0.022 £ 0.1317 | —0.053 £+ 0.122:
Taumelschw. | —0.025 £ 0.2937 | —0.025 £ 0.293:
Rollbew. —1.9508 —1.9507
Spiralbew. -+0.0040 -+0.0040

1. Biegeform

—6.778 £ 3.807:

—6.726 £ 3.77617

2. Biegeform

—4.275 + 20.581¢

—4.276 + 20.581¢

3. Biegeform

—2.133 £ 46.184¢

—2.133 £ 46.18q¢

1. Torsionsf.

—3.743 £ 23.33¢

—3.743 £ 23.33¢

Tabelle 5.9: Eigenwerte des flexiblen Flugzeuges mit u. ohne Regler, V = 120m/s

A Frequenz der Anstellwinkelschwingung

SA Dampfung der Anstellwinkelschwingung @
-1.253 T T T T 0.947
-1.254 0.9465¢ - |
-1.255 0.946 - |
-1.256 0.9455¢ |
-1.257 | 0.945
-1.258 0.9445
-1.259 | 0.944

-1.26 | 0.9435
-1.261 | 0.943
-1.262 0 5 3 5 0.9425(‘)

Ao[]

SH max [rad/s]

Aol]

Abbildung 5.36: Eigenwertverl. der «a-Schwingung (flexibles Flugzeug

mit Regler bei unterschiedlichen Stellgeschwindigkeits-

begrenzungen S mazs V =120 m/s)
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Verldufe fiir unterschiedliche maximale Laufgeschwindigkeiten 6 mas aufgetragen. Bei
St maz = 10 rad/s bleibt die bei der Anstellwinkelschwingung erreichte Laufgeschwin-
digkeit des Stellantriebs stets weit unterhalb von on maz, SO dass die Kenngroflenverlaufe
praktisch denjenigen eines geregelten Flugzeuges ohne Laufgeschwindigkeitsbegrenzung
entsprechen. Qualitativ verhalten sich Démpfung und Frequenz analog zum ungeregelten
Flugzeug (Abbildung 5.16), d.h. die Dadmpfung nimmt mit zunehmender Auslenkungsam-
plitude ab, wihrend die Frequenz zunimmt. Bedingt durch die fiir das Konvergenzverhal-
ten des Verfahrens wichtige kontinuierliche Modellierung der Laufgeschwindigkeitsbegren-
zung (Kap. 2.2.6) ist ein Einfluss von S H max Dereits ab d g mas = 1 rad/s zu erkennen. Die
Verringerung der Dampfung iiber der Auslenkungsamplitude A« zeigt sich dann weniger
stark ausgepréagt, wihrend die Frequenzsteigerung zunimmt. Diese Tendenz setzt sich bei
weiterer Verringerung von ) Hmaz fort, bis es bei sehr niedrigen maximalen Stellgeschwin-
digkeiten von etwa St mar < 0.25 rad/s sogar zu einer Verstirkung der Dampfung iiber
der Auslenkungsamplitude kommt. In der Praxis werden die maximalen Stellgeschwin-
digkeiten bei solch einem Flugzeug allerdings nicht unter 100 °/s bzw. 1.75rad/s liegen,
so dass ihr nichtlinearer Einfluss nur sehr schwach ausgeprégt sein wird. Dariiber hinaus
erweisen sich die absoluten Anderungen von Dampfung und Frequenz bei Auslenkung aus
dem Gleichgewichtspunkt auch beim geregelten Flugzeug als sehr gering. Analog zum un-
geregelten Fall zeigt das geregelte Flugzeug daher in der Langsbewegung nahezu lineares
Verhalten.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Stabilitdtsanalyse der Dynamik von Flug-
zeugen unter Beriicksichtigung von Nichtlinearitdten und Strukturelastizitéit. Nichtlinea-
ritdten im Flugzeugverhalten haben zur Folge, dass klassische, linearisierende Analysever-
fahren nur fiir einen engen Bereich um den betrachteten Linearisierungspunkt Aussagen
zum Stabilitdtsverhalten zulassen. Nichtlineare Effekte, wie Grenzzyklen oder mehrere
gleichzeitig mogliche Gleichgewichtszusténde sind somit nicht ohne weiteres erfassbar. Die
Einbeziehung der Strukturelastizitdt in die dynamische Analyse gewinnt an Bedeutung,
sobald eine deutliche Trennung der Frequenzspektren von Starrkérper- und elastischer
Bewegung nicht mehr gegeben ist. Bei den aktuell geplanten Grofiflugzeugen ist genau
dies der Fall. Die vorgesehenen Spannweiten von ca. 80 m bei sehr grofen Abflugmassen
fithren zu Struktureigenschwingungen, deren niedrigsten Frequenzen in der Grofenord-

nung der hochsten Starrkérperfrequenzen liegen.

Zunichst wurde daher in Kapitel 2 ein Verfahren zur nichtlinearen Analyse dynami-
scher Systeme vorgestellt (ASTAN-Verfahren). Bei dieser Methode wird in Anlehnung
an das Verfahren nach Reitenbacher davon ausgegangen, dass auch nichtlineare Systeme
analog zur linearisierenden Analyse in Form von Eigenwerten und Eigenvektoren cha-
rakterisiert werden konnen, wenn diese Kenngroflen nicht als Konstanten, sondern als
Funktionen der Auslenkungsamplitude aus dem Gleichgewichtszustand bestimmt werden.
Die Bestimmungsgleichungen fiir die Kenngroflenverlaufe werden dabei anders als beim
Reitenbacher-Verfahren nicht mehr iiber ein Quadraturverfahren ermittelt, sondern direkt
aus den Differentialgleichungen des Systems und den Losungsansétzen in Eigenformge-
stalt. Die Entwicklung der Kenngroflenverlaufe iiber der Auslenkungsamplitude erfolgt
dabei iterativ durch schrittweises Losen der Bestimmungsgleichungen bei gleichzeitiger
Approximation der Kenngriéflenableitungen mit Hilfe der jeweils zuvor ermittelten Werte.
Die Anwendung dieser Methode mit ihren Randbedingungen sowie méglichen Schwierig-
keiten wurden anhand des Modells eines Mehrmassenschwingers demonstriert. Es wurde
gezeigt, dass insbesondere eine geeignete Wahl der Parametrisierung sowie eine stetige
Modellierung der Nichtlinearitdten einen giinstigen Einfluss auf des Konvergenzverhalten

des Verfahrens haben.
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Am Beispiel eines agilen Flugzeuges wurde der Einfluss von aerodynamischen Nicht-
linearitdten auf das Stabilitdtsverhalten untersucht. Das Modell des agilen Flugzeuges
bleibt dabei auf die Freiheitsgrade der Lingsbewegung des starren Flugzeuges beschrinkt.
Die nichtlineare Analyse zeigt, dass die nichtlinearen Luftkréifte bei grofien Anstellwin-
keln eine starke Abhéngigkeit der Eigenwerte von der Auslenkung aus dem untersuchten
Gleichgewichtszustand bewirken. Die beobachteten Anderungen im Eigenverhalten, wie
z.B. das Anstreben zusétzlicher Gleichgewichtspunkte oder Grenzzyklen zeigen eine gute

Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Bifurkationsanalysen.

Die Berticksichtigung elastischer Strukturverformungen bei der Analyse der Dynamik
des Flugzeuges wurde anhand des Beispiels eines Grofiflugzeuges mit vier flexiblen Fliigel-
freiheitsgraden demonstriert. Die Einbeziehung des elastischen Verhaltens erfordert die In-
tegration des elastischen Modells in die Bewegungsgleichungen des Flugzeuges. Durch die
Beschreibung der Strukturbewegung mittels Eigenschwingungsformen und die Wahl eines
geeigneten, nicht fest mit der Flugzeugstruktur verbundenen 'mittleren’ Koordinatensy-
stems zur Aufstellung der Starrkérperbewegungsgleichungen kann die inertiale Kopplung
zwischen Struktur- und Starrkérperbewegung weitgehend aufgehoben werden. Die Kopp-
lung von Struktur- und Starrkérperbewegung lésst sich so auf angreifende duflere Krifte
reduzieren. Als Ergebnis liegen die vollstindigen gekoppelten Bewegungsdifferentialglei-
chungen des Flugzeuges in einer iibersichtlichen Form vor.

Die Analyse der flexiblen Flugzeugkonfiguration zeigt einen deutlichen Einfluss der fle-
xiblen Freiheitsgrade auf die Starrkorperschwingungsformen der Langsbewegung. Je ndher
die Frequenzen der elastischen Schwingungen an denen der Starrkérperschwingungen lie-
gen, desto grofler ist die Abweichung in den Eigenwerten zwischen dem flexiblen und dem
als starr angenommenen Flugzeug. Die nichtlineare Analyse zeigt allerdings, dass die Ei-
genwerte der Starrkérperbewegung sowohl beim flexiblen als auch beim starren Flugzeug
selbst bei groBen Auslenkungen aus dem Gleichgewichtspunkt nur geringe Anderungen
erfahren. Das dynamische Verhalten des Grofiflugzeuges ist somit weitgehend linear. Le-
diglich bei der Spiralbewegung zeigt sich eine qualitative Anderung des Eigenverhaltens
durch einen Wechsel des Vorzeichens des Eigenwertes bei grofer Auslenkung. Die instabile
Spiralbewegung wird daher ab einer bestimmten Auslenkung zu einer stabilen Bewegung
in einem neuen Gleichgewichtspunkt.

AbschlieBend wurde der nichtlineare Einfluss eines einfachen Regelsystems zur Verbes-
serung der Flugeigenschaften mittels Zustandsvektorriickfiithrung untersucht. Dabei zeigt

der nichtlinear modellierte Stellantrieb des Regelsystems fiir die Anstellwinkelschwingung
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aufgrund seiner begrenzten Laufgeschwindigkeit einen qualitativen Einfluss auf das dy-
namische Verhalten des Flugzeuges. Wie beim ungeregelten Flugzeug sind die absoluten
Anderungen von Dampfung und Frequenz bei realistischen maximalen Stellgeschwindig-

keiten allerdings selbst bei groflen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage gering.

Die Untersuchungen mit dem ASTAN-Verfahren liefern Ergebnisse, die {iber die mit
Hilfe von anderen Analysemethoden zu erlangenden Informationen hinausgehen. Es er-
laubt quantitative Stabilitdtsaussagen auch abseits der Losungszweige eines Bifurkati-
onsdiagrammes. Damit kann das Verfahren einen wertvollen Beitrag zum Versténdnis
des Verhaltens von nichtlinearen Systemen leisten. Die Analyse des geregelten Flugzeu-
ges zeigte bei Auslenkung aus dem Bezugsflugzustand einen nichtlinearen Einfluss des
Regelsystems auf das Stabilitdtsverhalten des Flugzeuges. Fiir kiinftige Untersuchungen
bietet sich daher an, diesen Einfluss im Entwurfsprozess nichtlinearer Reglerstrukturen
zu beriicksichtigen. Damit konnten die dynamischen Charakteristiken des geregelten Sy-
stems auch weit abseits des Auslegungspunktes sichergestellt werden. Mit dem vorgestell-
ten Verfahren liegt ein geeignetes Werkzeug vor, um das nichtlineare Verhalten mit in den

Reglerentwurfsprozess zu integrieren.
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A Kraft- und Momentenbeiwerte

A.1 Starrkorperfreiheitsgrade

A Kraft- und Momentenbeiwerte

A.1.1 Krifte
A=qS [Cyy+Cyaa+ Cyp+Caqg+ Can+ Z(CA%%' + Ca, i) (A1)
=1
1 [3
CAO = g / \ (CAO + CAaiS)l dy + OAoRumpf (AZ)
-3
1 [3
CAQ = § / \ CAaldy + CAaRumpf (A3)
-2
g
CA = = cAa—ldy <A4)
y S _%
b
1 [2 Te + X4
CAq = g / \ CA, ldy + CAqRumpf (A5)
)
1 [2 '
h = 5 [, candlldy (A.6)
-
1[5 1
= —¢tld A.
O =g [ eayetias (A7)
W =qS |Cw, + Cw,a+ Cw_,0® + Cw,p + Cw,q + Cw,n
. (A.8)
+ Z(OW% i + Cw,, i)
=1
1 [3
CWO = g / . (CWO —+ CWais)l dy -+ CWoRumpf (AQ)
2
1 [3
Cw. = 5 / cwr, L dy + Oow s (A.10)



A.1. Starrkorperfreiheitsgrade

b
1 2
CWag = § / CWazl dy + CWaQRumpf

b
Cyy, = —/ ew. L1 dy
_ u

SIS

b
1 [2 Te + Ty
Cw, = —/ CW, " ldy + Cw, Rumpy

b
o
Cw,, = §/2 cw, 01 dy

o

b
1 [2 1
Cw, =g [ awsolidy
i S/ U

[NIISy

Q=qS |Cq,B+ Cq,p+Cor+Col+Col+ Y (Co,ai+ Ca, i)

=1

b
2
CQE = 5/ Cledy'f‘ CQﬁRumpf

N

Cq, = CqQ,Rumps

CQT‘ = CQrRumpf

b
o
Ca, =5 [ caudtidy

o

b
1 [z 1
Ca =5 [, canydtidy

b
2

A.1.2 Momente

b = .
L=gS5 |Ci,B+Cip+Crr+ CrC + i + > (Ch 0+ Cry i)

i=1

2 (1 y>
Ciy, = ClyRumpsCl,, = 3 CAaEldy

N

_2 [? t
C,, = %/_9 ca,0;yldy
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(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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b
2 [ 1,
Clqi = %/_% cAaa@yldy (A.26)
M =qS1 |Cry+ Conpa + Coyp+ Cronyg + Cony + > _(Crsy @i+ Ciny, @) (A.27)
=1
1 [3 +
2 xe :ES
Cmo = §Z— , |:Cmo + (CA() + CAais) ( I ):| l2 dy + CmoRumpf (A28)
2
1 [3
Cma = §Z_ \ CA, (l’e -+ ZL'S) [ dy + CmaRumpf (A29)
)
1 (% y(weta)
2y (e +
- e T 14 A.
Cmp S] 73 Ca, W Y ( 30)
b
1 2 (2 +24)?
Cmq - gl_ 7% CA, Tldy + Cquumpf (A31)
1 3
Congy == | ca, (we+x,) dLldy (A.32)
Y b
L[5 (wetay)
2 xe xs b
= A AP A.
g = 7 | ean ot (433
b = .
N =55 |Copp+ Cor + CoC + Crck + > (Chy @i + Coy i) (A.34)
=1
b
Cp, = 30 /_% cWa;ldy (A.35)
b
2 2
Cnr = % /_b Cn, ldy + CnTRumpf (ABG)
2
b
Co = = " e dlyld (A.37)

b
2 [z 1,
Cni, = 5 / wo @i yldy (A.38)

_b
2



A.2. Elastische Freiheitsgrade
A.2 Elastische Freiheitsgrade

A =qSl

=1
b
1 2

0641 — _gl_ (CAO + CAaiS)¢?l dy

N

N

b
_ 1 [z
C’fl = —gl—/ CAaﬁbgldy
b

1 2
Cli=—— [ ea Lolay
U

p SlJ v
2
b
_ 1 2 Te + T
A L e A
Co' = Sl _gcAa u oildy
‘ L [z
C;:’ =g CAa(b; oyl dy

o

b
. 1 [z 1
cf = —ﬁ/ CAaa(b? oyl dy

o

B; =qSl

j=1

b

1 2

Cyi = _‘/ (cap + ca,is) xs il dy
Sl 5

e L[

o Sl— B cAa xs ¢§l dy

(SIS

CPBi L

_ 1 LA
P gl _%CAauxs¢’ldy

b
OB 1 2 s Te + Ty

q :S_Z - x5¢Zldy

N

b

1 2

B _

qu —gZ - CAaxsgb;(#z‘:ldy

NS

b
' 1 2 1 .
C(fz = E/ CAQZ'TS phl? (b:l dy

_b
2

G + Clb, + Clop+ Cia + 3°(Clbay + €L

O+ OBy + O+ P+ Y (O + Ol
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(A.39)

(A.40)

(A1)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.A47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)
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Ci = qSI|Cy* + CSay + Cplip+ Cig + > (CSr s + Cfrdy) (A.53)
j=1
o 1 /2 . )
CO = _gl_/ b (CAO + CAQZS> (Ie + (L’s> ¢z l dy (A54)
—3
1 (3
CY = -/, ca, (T +x,) Pt Ldy (A.55)
b
CY = —i_ ) ca Y (1 +25) Bt L dy (A.56)
P St)» u !
b
. 1 [z Te+
ci e s ¢
=4 | ot ek a) oy (A.57)
1 /3
Cg_z‘ =5 [, ¢ (ze + x5) @ By Ldy (A.58)
12 1
Ci _ 2 b
W =g Cha (Te + 25) D) ot L dy (A.59)

b
2
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B Daten des flexiblen Flugzeuges

B.1 Kraftbeiwerte

A W Q
o || Cay | 03 | Cw, | 0.0649 [ — —

wp | Ca, | 49088 || Cw, | 0.6165 || Co, | —0.3219
| — | — |ow.]| 24527 | — —
o | Cay | 00 | Cw, | 00 | Co | —005

or || Ca, | 04984 || Cy. | 0.0536 | Co, | 0.1271
e | Ca, | 00 | Cw, | 00 | g 0.0
c Il — 1 — — — | o | 0.244
w | Cay | 00 [Cw, | 00 [co, | 00
e | Ca, | 00 [Cw, | 00 [co,| 00
w | Cay | 00 [Cw, | 00 [co,| 00
w | Ca, | 12318 | Ow,, | 02151 [ Cq,, | 0.0
i || Ca,, | 05951 || Ow, | 01039 | Co, | 0.0
i || Ca,, | 0.0018 || Oy, | 0.0160 | Co, | 0.0
i || Ca,, | 03080 || O, | 0.00538 | Co, | 0.0
u | Cay | 00 | Cw, | 00 |Cg, | 00
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B.2 Momentenbeiwerte

L M N
o | — — Co | —0.04 | — —
ws | Ciy —0.2585 Coo | —63 | Cu, 0.0735
» |l ~15 C, | 00 | G, —0.0091
aor || Cl, 0.0969 Cm, | —1.3111 | C,, —0.0027
ne | Cie —0.1 Coy | =20 | G 0.0
¢ | Cu 0.0320 — — | Cn —0.206
o | Cu, 0.0 Cry | 00 | Cu, 0.0
w | Cu, 0.0 Cryy | 00 | Co, 0.0
s | Cu 0.0 Co | 0.0 | Cuyy 0.0
" Clq4 —0.4589 - 1016 Cmq4 0.3371 qu4 0.5736 - 1017
o | G, | —01530-107% | ¢, | 01527 | C,, | —0.1338 1071
o | G, | 00459-107% | G, | 0.0158 | C,, |—0.1147-1071
o | Chy | 009181075 || €, | 00909 | C,, | —0.1147-1071
i | Ci, 0.0 Cog, | 0.0 | Cay, 0.0
B.3 Elastische Beiwerte
Q1 Q2

() ciy | cf | o Ciz | Cl | O
o |l =0.0050 | 0.0 | 0.0 || —0.0008 | 0.0 | 0.0
« | =0.0573 ] 0.0 | 0.0 | —0.0088 | 0.0 | 0.0
» 0.0 0.0 | 0.0 0.0 0.0 | 0.0
. | 00381 | 0.0 | 0.0 | —0.0019 | 0.0 | 0.0
o 0.0 0.0 | 0.0 0.0 0.0 | 0.0
- 0.0 0.0 | 0.0 0.0 0.0 | 0.0
o 0.0 0.0 | 0.0 0.0 0.0 | 0.0
w || —0.0520 | 0.0 | 0.0 || —0.0170 | 0.0 | 0.0
o |l —0.0344 | 0.0 | 0.0 | —0.0171| 0.0 | 0.0
& || —0.0171 | 0.0 | 0.0 || —0.0170 | 0.0 | 0.0
& || —0.0106 | 0.0 | 0.0 || —0.0097 | 0.0 | 0.0

ia 0.0 0.0 | 0.0 0.0 0.0 | 0.0




B.3. FElastische Beiwerte

Q3 Q4
O o3 |Gy|cp|c| 9 | 9
o || —0.0026 | 0.0 | 0.0 || 0.0 | 0.0087 | —0.0010
o || —0.0296 | 0.0 | 0.0 || 0.0 | 0.1000 0.0
» 0.0 0.0 | 0.0 || 0.0 0.0 0.0
q 0.0316 | 0.0 | 0.0 || 0.0 | —0.0931 0.0
@ 0.0 0.0 | 0.0 | 0.0 0.0 0.0
. 0.0 0.0 | 0.0 | 0.0 0.0 0.0
. 0.0 0.0 | 0.0 | 0.0 0.0 0.0
¢ || —0.0107 | 0.0 | 0.0 || 0.0 | 0.0660 0.0
¢ || —0.0106 | 0.0 | 0.0 || 0.0 | 0.0355 0.0
g || —0.0097 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0073 0.0
g || —0.0163 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0070 0.0
ia 0.0 0.0 | 0.0 || 0.0 0.0 0.0
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