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Wichtige Bezeichnungen und mathematische Formelzei-

chen

Mechanische Bezeichnungen

σxx, σyy, σzz [N/mm²] Normalspannungen
σxz, σxy, σyz [N/mm²] Schubspannungen
εxx, εyy, εzz [-] Dehnungen
εxz, εxy, εyz [-] Gleitungen
E [N/mm²] Elastizitätsmodul
E0 [N/mm²] Tangentenmodul im Nullpunkt
G [N/mm²] Schubmodul
ν [-] Querkontraktion
J Jacobi-Determinante
I1, I2, I3 Invarianten des Verzerrungstensors
λ1, λ2, λ3 Hauptdehnungsgrade
W elastisches Potential
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Nx , Nϕ , Nxϕ [N/mm] Membrankräfte in der Kreiszylinderschale
Mx , Mϕ , Mxϕ [Nmm/mm] Biegemomente in der Kreiszylinderschale
Qx , Qϕ [N/mm] Querkräfte
Px, Pz , Pϕ [N/mm²] Flächenhaft verteilte Belastungen
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w(x,ϕ) [mm] Verschiebung der Schalenmittelfläche in Radialrichtung
v(x,ϕ) [mm] Verschiebung der Schalenmittelfläche in Tangentialrichtung
u(x,ϕ) [mm] Verschiebung der Schalenmittelfläche in Längsrichtung

Bezeichnungen im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie

kV(x) Verformungsfunktion
ku(ϕ) Einheitsverwölbung
kW(x) Spannungsresultante (Schnittgröße)
kC, kD, kB Wölbwiderstände

Behälterparameter

R [mm] Behälterradius bezogen auf die Schalenmittelfläche
L [mm] Länge der Kreiszylinderschale
H [mm] Tiefe der Behälterbodens
A [mm] Abstand des Behälterbodens von der Sattelmitte
b [mm] Sattelbreite
t [mm] Blechdicke der Zylinderschale
ϑ [°] Sattelumschließungswinkel
XR [mm] Abstand eines Aussteifungsringes vom Sattelrand
B [N/mm³] Flächenbezogene Bettungsziffer für die Sattelsteifigkeit

R

ϑ

L

t
AH

b

XR XR
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Bezeichnungen im Rahmen des neuen Berechnungsverfahren

Q [N] resultierende Auflagerkraft pro Sattel
QFl [N] resultierende Auflagerkraft pro Sattel aus Flüssigkeitsfüllung
QEG [N] resultierende Auflagerkraft pro Sattel aus Eigengewicht
γäF [N/mm³] zum Gesamtgewicht äquivalente Flüssigkeitswichte
qF [N/mm²] Flüssigkeitsdruck auf die Behälterwand
qP [N/mm²] Pressungsverteilung am Sattel

Li [mm] Länge eines Behälterbereichs
B [N/mm²] Flächenbezogene Bettungsziffer für die Sattelsteifigkeit
BeB [N/mm²] Streckenbezogene Bettungsziffer für die Sattelsteifigkeit
csstarr [mm] Abstand vom Sattelrand zur Berechnung von Nxϕ bei starrer Lagerung
csweich [mm] Abstand vom Sattelrand zur Berechnung von Nxϕ bei weicher Lagerung

σϕa       [N/mm²] über die Sattelbreite gemittelte Spannungen in Umfangsrichtung an der
Außenseite des Behälters

P0 [N/mm²] Pressungsordinate am  Sattelhorn
P1 [N/mm²] Pressungsordinate am tiefsten Sattelpunkt
P2 [N/mm²] kleinste Pressungsordinate
ϑ2 [°] Ort der kleinsten Pressungsordinate
d [mm] Dicke einer elastischen Zwischenschicht

Weitere Bezeichnungen werden im Laufe der Arbeit an gegebener Stelle erläutert.
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Kapitel 1  Einleitung

1.1 Allgemeines

Bei der Ausbildung von Behältern zum Transport oder zur Lagerung von flüssigen oder gas-

förmigen Stoffen ist in der Industrie der liegende kreiszylindrische Behälter auf Sattellagern

weit verbreitet. Der Umgang mit gefährlichen Gasen oder Flüssigkeiten erfordert eine erhöhte

Sicherheit bei der Dimensionierung, wobei auch wirtschaftliche Aspekte mit berücksichtigt

werden müssen. Neben der verhältnismäßig einfachen Herstellung der Behälterform und der

Sattellager ist das gute Verhältnis von Außenfläche zu eingeschlossenem Volumen und die

günstige Tragwirkung als Schale ausschlaggebend. Die Lagerung erfolgt in der Regel auf

zwei Sätteln, um Zwängungen infolge Lagerverschiebungen oder Temperatureinwirkungen zu

vermeiden. Als Behälterabschluss kommen Flachböden, Böden in Korbbogenform oder die

sehr verbreiteten Klöpperböden in Frage.

Durch ihre Lagerungsart sind sattelgelagerte Behälter örtlich einer Biegebeanspruchung aus-

gesetzt. Die für eine Bemessung in der Regel maßgebenden Schnittgrößen am Sattelhorn in

Umfangsrichtung müssen daher unter Berücksichtigung der Tragwirkung einer Kreiszylinder-

schale ermittelt werden. Die Pressungsverteilung im Auflagerbereich ist dabei von entschei-

dender Bedeutung und bildet die größte Schwierigkeit bei einem rein analytischen Berech-

nungsansatz. Folglich basierten erste Berechnungsverfahren auf stark vereinfachenden An-

nahmen, bei denen sich die Ermittlung der Pressungsverteilung unter Berücksichtigung von

kinematischen Verträglichkeiten erübrigte.

Zur Reduzierung der maximalen Spannungen am Sattelhorn hat es sich als sinnvoll erwiesen,

die Sattellager entweder möglichst nah an den Abschlussböden anzuordnen oder eine insbe-

sondere am Sattelhorn nachgiebige Sattelkonstruktion zu wählen. Bei großen Behältern

kommen auch Ringaussteifungen zur Spannungsreduzierung in Betracht.
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Praxisorientierten Berechnungsverfahren, wie sie im British Standard oder in den AD-

Merkblättern vorhanden sind, liegen Annahmen zu Grunde, welche die beschriebenen Mög-

lichkeiten zur Minimierung der erforderlichen Behälterdicke gar nicht oder nur unzureichend

genau berücksichtigen. Ein Nachweis auf Grundlage eines schalentheoretischen Lösungsan-

satzes oder nach der FE-Methode ist zwar möglich, jedoch ist er mit einem hohen Rechen-

aufwand verbunden. Systematische Auswertungen dieser Verfahren in Form von Parameter-

studien erfolgten bisher nur unter Berücksichtigung einzelner Effekte.

In Anbetracht der Sicherheitsanforderungen und wirtschaftlicher Gesichtspunkte hat sich bis

heute kein einheitliches Bemessungsverfahren, in dem die Schalentragwirkung und der Ein-

fluss von konstruktiven Maßnahmen zur Spannungsreduzierung ausreichend genau berück-

sichtigt werden, durchgesetzt. Ein neuer genauerer Berechnungsansatz in dem auch der Ein-

fluss der konstruktiven Maßnahmen berücksichtigt werden kann, würde diesen Mangel behe-

ben.

1.2 Literaturü bersicht

1951 veröffentlichte Zick [68] die Ergebnisse seiner rechnerischen und experimentellen Un-

tersuchungen an liegenden Behältern in Form eines praxisorientierten Berechnungsverfahrens

für die Lagerung auf starren Sätteln. Darin wird der Behälter in Längsrichtung als Balken mit

veränderlichem Querschnitt idealisiert. In Umfangsrichtung erfolgt die Berechnung der

Schnittgrößen an einem am Sattelhorn fest eingespannten Kreisring, der durch Tangential-

kräfte belastet wird, die über den Umfang sinusförmig verteilt sind. Den Einfluss des Boden-

abstandes auf die Schnittgrößen in Umfangsrichtung berücksichtigt Zick durch Korrektur-

faktoren in Abhängigkeit des Verhältnisses von Bodenabstand zum Radius. Zur Berechnung

der Spannungen wird von Zick in Abhängigkeit vom Radius und der Behälterlänge eine mit-

wirkende Breite definiert, wobei diese Idealisierung auf empirischen Werten basiert. Brownell

& Young [12] erläuterten in ihrer Arbeit von 1959 noch einmal ausführlich die von Zick auf-

gestellten Formeln und geben für die mitwirkende Schalenbreite in Umfangsrichtung neue

Ansätze in Abhängigkeit vom Radius und von der Schalendicke an.

Die Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung an einem Kreisring wurde 1971 von

Mang [47] im Zusammenhang mit Rohrleitungen weiter verfolgt. Er untersuchte zunächst den
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Einfluss unterschiedlicher Belastungsansätze auf die Schnittgrößen und bestätigte die prinzi-

pielle Eignung des von Zick verwendeten Ersatzsystems. Die Berechnung der Spannungen

erfordert nach Mang eine detailliertere Betrachtung der mitwirkenden Breite unter Einbezie-

hung des Sattelumschließungswinkels, dem Ort entlang des Umfangs und der Art der Schnitt-

größe. Auf Grundlage dieser Erkenntnisse schlägt er einen neuen Ansatz für die mitwirkende

Breite am Sattelhorn vor.

Zur Berechnung der Spannungen in einem Rohrstrang stellte 1954 Girkmann [30] eine analy-

tische Lösung auf Grundlage der vereinfachten Schalentheorie nach Flügge [28] vor. Hin-

sichtlich der Auflagerpressung nahm er eine konstante Verteilung über die Sattelfläche an und

löste das Schalenproblem über Fourier-Entwicklungen. Die Spannungen in der Kreiszylinder-

schale infolge Einzellasten und Einzelmomente nach der Schalentheorie von Flügge löste

1954 Bijlaard [15],[16],[17].

Unter Berücksichtigung der Halbbiegetheorie nach Wlassow [67] führte Krupka 1966 [34]

Untersuchungen an Kreiszylinderschalen durch, die in Umfangsrichtung belastet werden. Auf

Grundlage dieses Lösungsansatzes entwickelte er ein Berechungsverfahren [35], bei dem sich

die Auflagerpressung aus Verträglichkeitsbedingungen zwischen der Schale und dem Sattel

ergibt. Aus seinen Berechnungen leitete Krupka einfache Formeln zur Berechnung der Span-

nungen in Längs- und Umfangsrichtung ab, die zum Beispiel in [36],[37] und [38] beschrie-

ben sind. In späteren Untersuchungen erweiterte Krupka seine Formeln, um die plastische

Tragfähigkeit und das Beulen der Schale zu berücksichtigen [38], [39], [40]. Ein von der

Methodik gleiches Verfahren, aber auf Grundlage der Biegetheorie von Flügge, stellten 1968

Forbes und Tooth in [29] vor. Weitere Untersuchungen auf Grundlage dieses Verfahrens

wurden von Wilson und Tooth in [65] und Duthie, Tooth und weiteren Autoren in  [25], [26],

[27] und [62] veröffentlicht. Dabei wurden Tangentialkräfte und die Sattelflexibilität berück-

sichtigt und mit Versuchsergebnissen verglichen.

Von Zwiesele [73] wurden 1968 Versuche zur Messung der Kontaktkräfte zwischen Behälter

und Sattel durchgeführt und mit eigenen Berechnungsergebnissen verglichen. Brandes [18]

stellte 1971 eine Lösung für lose gelagerte Rohre auf einer Schneidenlagerung vor. 1973 un-

tersuchten Vinet und Doré [64]  das Kontaktproblem zwischen einem steifen Ring und einer

Kreiszylinderschale und 1977 berücksichtigte Doré zusammen mit Lakis [42],[43] den Ein-

fluss einer über die Sattelbreite veränderlichen Pressung. Systematische Untersuchungen zum
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Einfluss der Behälterparameter auf die Spannungen wurden von Del Gazio [20], [21], [22],

[23] und Ong [50], [51], [52], [53] durchgeführt, wobei Ong auf Grundlage von Parameter-

studien eine Formel mit Tabellen zur Bestimmung der maximalen Spannungen in Umfangs-

richtung aufstellte.

Systematische Untersuchungen auf Grundlage der FE-Methode sind bisher kaum vorhanden.

Neben den Arbeiten von Stoneking & Sheth [61] und Ladewig [41], in denen es in erster Li-

nie um die Umsetzung der Problematik in der FE-Methode ging, ist im Wesentlichen die Ar-

beit von Chouihi [19] zu erwähnen. Unter Verwendung eines degenerierten 9-Knoten-

Schalenelementes und einem Kontaktelement zwischen Behälter und Sattel, führte er Para-

meterstudien durch. Wesentliches Augenmerk legte er dabei auf die Pressungsverteilung im

Sattelbereich und entwickelte Formeln zur Bestimmung der zu erwartenden Pressungsvertei-

lung in Abhängigkeit der wichtigsten Behälterparameter.

1.3 Berechnun gsvorschriften

In Deutschland liegen für die Bemessung von liegenden sattelgelagerten Behältern die AD–

Merkblätter [1] vor. Das im AD-Merkblatt S3 aufgeführte Verfahren basiert auf der DDR-

Norm BR-B2 [3], welche wiederum auf der Auswertung von Literaturquellen durch

Ziegenbalg [69] und auf umfangreiche Messungen der VEB Chemieanlagenbau Magdeburg

basiert. Für die Anwendung  gilt als Einschränkung, dass die Sattelkonstruktion am Sattelhorn

weich ausgeführt werden muss. Genaue Abgrenzungskriterien, ab wann die

Unterkonstruktion als weich im Sinne der Vorschrift eingestuft werden kann, werden nicht

angegeben. Für den Fall der Lagerung auf einem Betonsattel wird auf die Britische Norm BS

5500 [2] verwiesen. Die Britische Norm BS 5500, wie auch die Französische Norm SNCTTI-

C10, basieren auf dem Berechungsverfahren nach Zick und verwenden globale

Sicherheitsbeiwerte auf der Materialseite.

Konstruktive Hinweise und Regelausführungen von Druckbehältern bis 25 m³ enthält die DIN

28020. Ausführungsformen für Behälterböden werden  in  DIN 28011 , 28012 und 28013 und

für Sättel in  DIN 28080 festgelegt. Die Vorschrift für Tankcontainer GGVS [10]enthält An-

weisungen bezüglich der nachzuweisenden Einwirkungen. Im einzelnen sind dies das zweifa-

che Gesamtgewicht in Fahrtrichtung und vertikal abwärts, sowie das einfache Gesamtgewicht
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horizontal seitwärts zur Fahrtrichtung und vertikal aufwärts. Berechnungsverfahren hierzu

werden nicht angegeben.

1.4  Zusammenfassung und Wertung der bisherigen Untersuchungen

Die bisherigen Lösungsansätze für die Problematik des liegenden sattelgelagerten Behälters

lassen sich wie folgt unterscheiden:

Näherungsverfahren, die auf einer Idealisierung des Behälters als Stabwerk beruhen

Lösung durch schalentheoretische Ansätze

numerische Berechnungsverfahren (FEM)

experimentelle Untersuchungen

Anfang der Entwicklung war das Näherungsverfahren von Zick, welches bis heute für den

Fall einer starren Lagerung in den nationalen Vorschriften gültig ist. Es ist einfach in der

Handhabung und basiert auf Messungen an großen, dickwandigen Behältern. Zahlreiche Un-

tersuchungen haben aber gezeigt, dass bei Anwendung dieses Verfahrens auf andere  Behäl-

tergeometrien die maximalen Spannungen sowohl über- als auch unterschätzt werden.

Eine schalentheoretische Betrachtung ist am besten geeignet, das Tragverhalten des vorlie-

genden Behältertyps zu beschreiben. Für den Fall der Kreiszylinderschale liegen eine Reihe

von Schalentheorien und Lösungsansätzen vor, die aber eine umfangreiche Berechnung erfor-

dern. Eine weitere Schwierigkeit liegt in der Berücksichtigung der kinematischen Verträg-

lichkeit zwischen Behälter und Sattel. Bei allen Lösungsansätzen, bei denen die Interaktion

im Sattelbereich rechnerisch ermittelt wurde, wurde die kontinuierliche Sattelpressung in

endliche Intervalle diskretisiert. Um den Einfluss einer nachgiebigen Sattelkonstruktion zu

berücksichtigen, sind im Vorfeld der schalentheoretischen Berechnungen zusätzliche Unter-

suchungen zur Ermittlung der Sattelflexibilität, etwa nach der FE-Methode, erforderlich. Ein

einheitlicher analytischer Lösungsansatz mit vertretbarem Rechenaufwand existiert bisher

nicht.

Mit der gestiegenen Leistungsfähigkeit der Computer und der damit verbundenen Entwick-

lung der FE-Methode, ist die Schwierigkeit bei der Ermittlung der Interaktion zwischen der

Kreiszylinderschale und einer beliebigen Sattelform, bei einer annähernd kontinuierlichen
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Berücksichtigung der kinematischen Verträglichkeiten, überwunden worden. Das komplexe

Problem des Zusammenwirkens von Schale und Sattel erfordert aber auch hier einen Kom-

promiss zwischen dem Aufwand bei der Generierung und dem Bedürfnis der Praxis nach ei-

ner einfachen Handhabung. Eine falsche Einschätzung der realen Steifigkeitsverhältnisse, eine

zu grobe Diskretisierung oder eine falsche Elementwahl sind Faktoren, die unbemerkt nume-

rische Schwierigkeiten hervorrufen und zu unrealistischen Ergebnissen führen können.

Experimentelle Untersuchungen wurden sehr früh an sattelgelagerten Behältern durchgeführt,

meistens mit dem Ziel, die theoretischen Ergebnisse zu überprüfen. Die unrealistische Erfas-

sung der Beanspruchung nach dem Näherungsverfahren von Zick wurde dabei immer wieder

bestätigt. Gleichzeitig haben die Messungen gezeigt, dass die falsche Einschätzung der Stei-

figkeit im Sattelbereich zu teilweise stark abweichenden Ergebnissen zwischen der Theorie

und der Wirklichkeit führen. Dass trotz dieser Unterschiede bisher keine ausgeprägte

Versagenshäufigkeit aufgetreten ist, wird mit den plastischen Tragreserven in der Behälter-

wand begründet.

Die Anwendung moderner semiprobalistischer Sicherheitskonzepte oder eine Ausnutzung der

plastischen Tragreserven erfordern eine genaue Ermittlung der Einwirkungsgrößen. Dabei

muss auch gewährleistet sein, dass zur Erzielung einer wirtschaftlichen Lösung, möglichst

eine große Bandbreite an Behälterparametern und konstruktiven Maßnahmen zur Span-

nungsminimierung berücksichtigt werden kann. Letztendlich ist aber auch die einfache Hand-

habung eines Verfahrens von Bedeutung, was am Festhalten an dem Berechnungsverfahren

von Zick bis in die heutige Zeit zu erkennen ist. Zusammenfassend ist festzustellen, dass ein

Mangel in den bisherigen Verfahren vorhanden ist, nämlich die genaue Erfassung des Trag-

verhaltens bei gleichzeitiger einfacher Anwendung für die Praxis.
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1.5 Zielsetzung  dieser Arbeit und Vorgehensweise

Mit der vorliegenden Arbeit wird ein Beitrag in Form eines neuen Berechnungsverfahrens zur

Bestimmung der Spannungsverläufe in Umfangsrichtung bei liegenden sattelgelagerten Be-

hältern geleistet. Unter der Vorgabe einer einfachen Handhabung soll mit der Entwicklung

eines neuen Berechnungsverfahrens die Möglichkeit gegeben werden, die schalenspezifische

Tragwirkung des sattelgelagerten Behälters und den Einfluss von konstruktiven Maßnahmen

ausreichend genau zu erfassen.

Hinsichtlich der Materialeigenschaften der Behälterschale wird ein linear-elastisches Materi-

alverhalten vorrausgesetzt. Die Berücksichtigung von plastischen Materialeigenschften würde

die Berechnung wesentlich erschweren, wodurch eine einfache Handhabung nicht mehr ge-

währleistet wäre. Um später dennoch plastische Tragreserven in Rechnung stellen zu können,

ist eine Bewertung der ermittelten Biegespannungen als Sekundärspannungen nach dem AD-

Merkblatt S4 [1] denkbar. Als Lastfall wird in dieser Arbeit die Vollfüllung bei senkrechter

statischer Belastung betrachtet. Bei der Entwicklung des Verfahrens wird aber darauf geach-

tet, dass für zukünftige Untersuchungen auch Teilfüllungszustände oder eine horizontale  Be-

lastung berücksichtigt werden können. Als Lagerungsbedingung stehen die Lagerung auf ei-

nem starren Sattel und eine weiche Lagerung durch Anordnung einer elastomeren Zwischen-

schicht im Blickpunkt der Untersuchungen.

Um das Verfahren so einfach wie möglich zu gestalten und gleichzeitig eine ausreichende

Genauigkeit zu gewährleisten, werden zunächst die bisherigen Lösungsansätze hinsichtlich

ihrer zu Grunde liegenden Annahmen und Vereinfachungen untersucht.

Hierzu erfolgt in Kapitel 2 eine detaillierte Darstellung der Grundlagen und Lösungsansätze

von bisherigen schalentheoretischen Betrachtungen. Im Hinblick auf eine möglichst einfache

Berechnung zur Lösung des schalentheoretischen Problems bietet sich die Schalentheorie im

Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie an. Da diese Schalentheorie im Zu-

sammenhang mit sattelgelagerten Behältern noch nicht angewendet wurde, werden die

Grundlagen dieser Theorie ebenfalls in Kapitel 2 erläutert. Die Eignung dieser Schalentheorie

wird durch Vergleichsrechungen belegt.
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Neben den schalentheoretischen Lösungsansätzen sind vor allem Näherungsverfahren ge-

bräuchlich bei denen das Tragverhalten der Behälterschale über dem Sattel durch einen Kreis-

ring idealisiert wird. Diese Verfahren zeichnen sich durch eine einfache Handhabung aus und

sind daher ebenfalls von Interesse. In Kapitel 3 werden dazu die theoretischen Grundlagen

und insbesondere das Näherungsverfahren von Zick [68] erläutert. Die Theorie der bisher

verwendeten einfachen Kreisringe wird durch die Theorie des elastisch gebetteten Kreisrings

ergänzt, da sie im späteren Verlauf der Arbeit im Zusammenhang mit dem neuen Berech-

nungsverfahren von Bedeutung ist.

Zur Beurteilung der angestrebten realitätsnahen Erfassung der Beanspruchung,  ist eine Ver-

gleichsberechnung mit einem verifizierten Berechnungsverfahren notwendig. Hierzu wird

eine Lösung  nach der FE-Methode verwendet, die in Kapitel 4 vorgestellt wird. Die Verifi-

zierung erfolgt durch Vergleich mit Messergebnissen aus [25] und mit Ergebnissen nach der

FE-Berechnung von Chouihi [19], welche von ihm ebenfalls anhand von Messungen verifi-

ziert wurde.

Neben dem Fall der losen Lagerung auf einem starren Sattel ist ein wichtiges Ziel, die Be-

rücksichtigung einer möglichst hohen Bandbreite an konstruktiven Maßnahmen zu ermögli-

chen. Dazu zählt auch die Berücksichtigung einer planmäßigen Nachgiebigkeit im Sattelbe-

reich. In diesem Zusammenhang wird im Rahmen der Lösung nach der FE-Methode, eine

Möglichkeit zur Idealisierung von dünnen elastomeren Zwischenschichten vorgestellt. Hier-

bei wird Wert auf eine realitätsnahe Erfassung der Materialeigenschaften gelegt, was eine

Berücksichtigung von nichtlinearen Spannungs-Dehnungsbeziehungen erfordert.

Zu Vergleichszwecken werden in Kapitel 5 die Ergebnisse einer Parameterstudie auf Grund-

lage der bisherigen Berechnungsverfahren zur Bestimmung der maximalen Spannungen in

Umfangsrichtung vorgestellt. Der Vergleich erfolgt dabei zwischen dem Verfahren nach Zick

[68] als Vertreter eines Näherungsverfahrens, dem Verfahren nach Krupka [35] als Vertreter

eines schalentheoretischen Lösungsansatzes und einer FE-Berechnung nach Kapitel 4. Das

Ziel dieser Untersuchung ist, die Anwendungsgrenzen der Verfahren zu bestimmen und die

damit zusammenhängenden Schwachpunkte zu ermitteln. Mit Kenntnis der Anwendungs-

grenzen und  den Schwachpunkten können Vorgaben für das neue Berechnungsverfahren auf-

gestellt und entsprechende Lösungsansätze festgelegt werden.
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In Kapitel 6  werden auf Grundlage der in Kapitel 5 gemachten Feststellungen die schalenthe-

oretische Lösung nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie und eine Berechnung

an einem elastisch gebetteten Kreisring zu einem neuen Berechnungsverfahren zusammenge-

fasst. Dieses im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelte Verfahren ermöglicht die Lösung des

Problems eines sattelgelagerten Behälters unter einer vertikalen Belastung durch die Lösung

von Differentialgleichungen 4. Ordnung, deren Lösungsansätze bekannt sind und keine ma-

thematischen Schwierigkeiten aufweisen. Die zu verwendenden Lösungsansätze, notwendige

Idealisierungen und die Formulierung von Rand- und Übergangsbedingungen werden hierzu

eingehend erläutert.

Durch Vergleichsrechnungen für die Fälle einer starren Lagerung, einer weichen Lagerung

und einer Verstärkung durch Aussteifungsringe wird in den Kapiteln 7 bis 9 die Leistungsfä-

higkeit und Genauigkeit des neuen Verfahrens belegt. Im Fall der starren Lagerung wird dar-

über hinaus gezeigt, wie mit dem Ansatz für die Auflagerpressung nach Chouihi der Berech-

nungsaufwand erheblich reduziert werden kann. Um für den Fall einer weichen Lagerung

ebenfalls eine Reduzierung des Berechnungsaufwands zu erzielen, wird auf eine Parameter-

studie zurückgegriffen. Zusätzlich wird für den weichen Fall durch eine weitere Parameter-

studie eine einfache Entwurfsformel zur Bestimmung der maximalen Spannungen am Sattel-

horn aufgestellt. Für den abschließend betrachteten Fall einer Aussteifung durch Ringe wird

in Anlehnung an das Verfahren von Zick zwischen einem Aussteifungsring direkt über dem

Sattel und Aussteifungsringen seitlich des Sattels unterschieden.
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Kapitel 2 Schalentheoretische Ansätze

2.1 Allgemeines

Bei sattelgelagerten Behältern handelt es sich in der Regel um dünnwandige Kreiszylinder-

schalen, so dass zur Erfassung des Tragverhaltens in der Schalentheorie die Verformungsan-

teile infolge Querschub vernachlässigt werden können. Die Entwicklung einer Theorie zur

Berücksichtigung der schalenspezifischen Tragwirkung wurde von Love 1888 eingeleitet.

Dieser Ansatz wurde im Laufe der Zeit erweitert, bis 1934 Flügge [28] die vollständige Bie-

getheorie für dünnwandige Kreiszylinderschalen aufstellte. Die Theorie von Flügge in ihrer

vollständigen oder vereinfachten Form bildet zusammen mit der Halbbiegetheorie von Wlas-

sow die Grundlage der meisten Berechnungsverfahren mit einem schalentheoretischen Lö-

sungsansatz. Im Rahmen dieses Kapitels werden die Grundlagen dieser Theorien eingehender

erläutert und darauf aufbauend die Berechnungsverfahren mit den entsprechenden  Lösungs-

ansätzen vorgestellt.

Im Hinblick auf das neu zu entwickelnde Berechnungsverfahren wird auch die Schalentheorie

im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie erläutert. Die ausführliche Dar-

stellung der theoretischen Grundlagen dient auch zur Beurteilung der verschiedenen Ansätze

hinsichtlich der Eignung, das Tragverhalten der Kreiszylinderschale abzubilden. Hierzu er-

folgt abschließend ein Vergleich der grundlegenden Annahmen, der Lösungsmöglichkeiten

und von Berechnungsergebnissen.
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2.2 Vollständige Biegetheorie der Kreiszylinderschale nach Flügge

Die  vollständige Schalentheorie für Kreiszylinderschalen wurde 1934 von Flügge [28] her-

geleitet. Er stellt dabei für die Kreiszylinderschale ein System von drei partiellen Differential-

gleichungen auf. Die Beziehungen zwischen Verzerrungs- und Verformungszustand basieren

auf der Normalenhypothese, so dass sich der gesamte Verzerrungszustand der Schale aus der

Verformung der Schalenmittelfläche bestimmen lässt.

Abb. 2.1 : Verschiebungen der Schalenmittelfläche nach [28]
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Das Hooke‘sche Gesetz für den ebenen Spannungszustand liefert den Zusammenhang zwi-

schen Verzerrungen und Spannungen:
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Abb. 2.2: Definition der Schnittgrößen der Kreiszylinderschale nach [28]
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Die Schnittgrößen sind über sechs Gleichgewichtsbedingungen im Raum mit der äußeren Last

und auch untereinander gekoppelt. Nach Elimination der Querkräfte erhält man über die

Gleichgewichtsbedingungen:

0PR
N

x
NR x

xx =⋅+
ϕ∂

∂
+

∂
∂

⋅ ϕ

0PR
x

M
R

M
x

N
R

N xx =⋅+
∂

∂
−

ϕ∂⋅
∂

−
∂

∂
⋅+

ϕ∂
∂

ϕ
ϕϕϕϕ Gl. 2.5 (a-c)

0PRNR
x
MR

x
M

R
x
M

R
M

z
2

2
x

2
2x

2
x

2

2

2

=⋅−⋅+
∂

∂
⋅+

∂ϕ∂
∂

⋅+
ϕ∂∂

∂
⋅+

ϕ∂
∂

ϕ
ϕϕϕ

die Differentialgleichungen der Zylindertheorie nach Flügge:

D
RP

x
wR

2
1

x
wRu

2
1

k
x
wR

x
vR

2
1u

2
1

x
uR

2

x

2

3

3

3
3

2

2

2

2

2

2

2
2 ⋅−=



















ϕ∂
∂

⋅⋅
ν−

+

∂
∂

⋅−
ϕ∂

∂
⋅

ν−

⋅+
∂
∂

⋅⋅ν+
ϕ∂

∂
⋅⋅

ν+
+

ϕ∂
∂

⋅
ν−

+
∂
∂

⋅

( )

D
RP

x
wR

2
3

x
vR1

2
3

kw
x
vR

2
1v

x
uR

2
1 2

2

3
2

2

2
2

2

2
2

2

22

⋅−=



















ϕ∂
∂

⋅⋅
ν−

−

∂
∂

⋅⋅ν−
⋅+

ϕ∂
∂

+
∂
∂

⋅⋅
ν−

+
ϕ∂

∂
+

ϕ∂
∂

⋅⋅
ν+

ϕ Gl. 2.6 (a-c)

D
RP

ww2w
x

wR2

x
wR

x
vR

2
3

x
uR

x
uR

2
1

kwv
x
uR

2

z

2

2

4

4

22

4
2

4

4
4

2

3
2

3

3
3

2

3

⋅=



















+
ϕ∂

∂
⋅+

ϕ∂
∂

+
ϕ∂

∂
⋅+

∂
∂

⋅+
ϕ∂

∂
⋅⋅

ν−
−

∂
∂

⋅−
ϕ∂

∂
⋅⋅

ν−

⋅++
ϕ∂

∂
+

∂
∂

⋅⋅ν

mit

( )2

3

112
tEK

ν−⋅
⋅

= , 21
tED

ν−
⋅

= , 2

2

2 R12
t

DR
Kk

⋅
=

⋅
= .



20

2.2.1 Lösungsansa tz von Forbes und Tooth

1968 stellten Forbes und Tooth [29] ein Berechnungsverfahren zur Ermittlung der Beanspru-

chung von liegenden sattelgelagerten Behältern vor. Forbes und Tooth nehmen dabei an, dass

sich die Reaktionskräfte zwischen Behälter und Sattel durch eine endliche Anzahl (2n) von

diskreten konstanten Teilpressungen ausreichend genau annähern lassen.

Abb. 2.3: Diskretisierung der Auflagerpressung nach Forbes und Tooth [29]

Das Verfahren basiert auf einem schalentheoretischen Lösungsansatz der vollständigen Diffe-

rentialgleichung von Flügge. Er wird verwendet, um die Radialverschiebungen der Kreiszy-

linderschale infolge einer einzelnen Teilflächenpressung zu ermitteln. Unter der Vorausset-

zung, dass sich die Verschiebungen linear zu der Ordinate der Teilflächenpressung verhalten,

stellen Forbes und Tooth ein Gleichungssystem auf, das in einzelnen Punkten entlang des

Umfangs die resultierende radiale Verformung der Kreiszylinderschale über dem Sattel in

Abhängigkeit der Ordinaten der Teilflächenpressungen beschreibt. Die Lösung erfolgt über

die Bedingung, dass sich die Ordinaten der Teilflächenpressung so einstellen müssen, dass

sich die Verformungsfigur der Kreiszylinderschale  an den Sattel anpasst.

Die Lösung der Differentialgleichungen Gl. 2.6, zur Ermittlung der Einflusskoeffizienten ei-

ner Pressungsordinate, erfolgt mit doppelten Fourier-Reihen-Ansätzen in Längs- und Um-

fangsrichtung.
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 Der Ansatz für die Verformungsfunktionen lautet:
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Die Belastungsfunktion, in diesem Fall nur eine in radialer Richtung, wird ebenfalls durch

eine doppelte Fourier-Reihe abgebildet:
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Durch Einsetzen von Gl. 2.7 und Gl. 2.8 in die Differentialgleichungen Gl. 2.6 erhält man für

jedes Reihenglied 3 Gleichungen für die noch 3 Unbekannten Fourier-Koeffizienten der Ver-

schiebungen. Dieser Lösungsansatz wurde von Wilson, Duthie und anderen Autoren weiter

verfolgt. Dabei wurden Tangentialkräfte am Sattel und eine Nachgiebigkeit des Sattels be-

rücksichtigt. Die Ergebnisse dieses Verfahrens wurden durch Messungen verifiziert aber eine

systematische Auswertung in Form von Parameterstudien liegt nicht vor.
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2.3 Vereinfach te Biegetheorie nach Flügge

Flügge weist schon in seiner Herleitung der vollständigen Differentialgleichung der Kreiszy-

linderschale auf mögliche Vereinfachungen hin. Durch Vernachlässigung der mit der Biege-

steifigkeit K behafteten Glieder bei den Membrankräften und des Einflusses der Längs- und

Tangentialverschiebungen auf die Biegemomente, vereinfachen sich nach Flügge die Diffe-

rentialbeziehungen aus Gl. 2.4 zu:
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Diese vereinfachten Beziehungen in die Gleichgewichtsbedingungen Gl. 2.5 eingesetzt, lie-

fern analog zur vollständigen Schalentheorie ein System von drei partiellen Differentialglei-

chungen. Die drei Differentialgleichungen der vereinfachten Biegetheorie lauten:
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Identische Differentialgleichungen leitete Wlassow [67] her. Durch Einführung einer  Span-

nungsfunktion ),( xϕΦ  kann Wlassow die drei Differentialgleichungen in Gl. 2.10 zu einer

Differentialgleichung 8. Ordnung zusammenfassen. Für die Spannungsfunktion Φ gelten da-

bei folgende Bedingungen:
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Die Therme u0, v0 und w0  ergeben sich aus den Partikulärlösungen infolge von äußeren Flä-

chenlasten. Für den Fall einer äußeren Belastung in radialer Richtung PZ nimmt die Differen-

tialgleichung 8. Ordnung von Wlassow folgende Form an:
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Nach Lösen von Gl. 2.12 können über die Spannungsfunktion die Verformungen nach fol-

genden Beziehungen bestimmt werden:
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Aus den Verformungen können über die Differentialbeziehungen nach Gl. 2.9 die Schnittgrö-

ßen berechnet werden. Für den Fall der liegenden Kreiszylinderschale unter einer symmetri-

schen Belastung gibt Wlassow zwar keine Lösung der Differentialgleichung Gl. 2.12 an,

weist aber auf einen möglichen Produktreihenansatz für die Spannungsfunktion hin:
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∞

=

Gl. 2.14

2.3.1 Lösungsansa tz von Girkmann

Die erste analytische Lösung, die im Zusammenhang mit dem hier behandelten Problem steht,

wurde von Girkmann durchgeführt. Zur Berechnung der Schnittgrößen an einem durchlau-

fenden Rohrstrang auf Grundlage der Schalentheorie nach Flügge, trifft Girkmann in [30]

folgende Vereinfachungen:

Die Stützkräfte im Lagerbereich verlaufen in radialer Richtung und sind über die Lagerfläche

konstant verteilt.

Die Belastung des Rohrstranges durch Eigengewicht und Flüssigkeitsfüllung wird über der

Stützstelle, als in Umfangsrichtung tangential wirkende Linienlast zusammengefasst.

Die durch die Stützkräfte verursachten Störungen im Membranspannungszustand sind bis zur

nächsten Stützstelle abgeklungen.

Abb. 2.4: Rohrstrang nach Girkmann [30]
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Zur Lösung des Problems wird die äußere Belastung T in Umfangsrichtung durch eine Fou-

rier-Reihe und in Längsrichtung durch ein Fourier-Integral dargestellt. Für die Verschie-

bungsfunktionen u, w und v  wird der gleiche Ansatz verwendet.
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Nach Einsetzen der Ansatzfunktionen in Gl. 2.15 in die drei partiellen Differentialgleichun-

gen Gl. 2.10 erhält Girkmann für jedes Reihenglied ein System von drei Gleichungen für die

drei unbekannten Fourierkoeffizienten Un, Vn und Wn. Die mathematische Schwierigkeit sei-

nes Ansatzes liegt in der  Lösung der uneigentlichen Integrale, die aus dem Integralansatz in

Längsrichtung  resultieren. Die Lösung der Integrale erfolgt nur für die Biegemomente in

Längs- und Umfangsrichtung über den Residuen-Satz.

2.3.2 Lösungsansa tz für die Differentialgleichung 8. Ordnung nach Wlassow

Der Lösungsansatz mit Fourier-Reihen oder -Integralen in Längsrichtung ist sehr aufwendig,

da diese schlecht konvergieren und somit eine hohe Anzahl von Reihenglieder berücksichtigt

werden müssen. Für spätere Vergleichsberechnungen wurde im Rahmen dieser Arbeit ein

alternativer Lösungsansatz für den Fall einer in Längsrichtung abschnittsweise konstanten

Belastung in radialer Richtung entwickelt. Die Lösung basiert auf dem von Wlassow vorge-

schlagenem Reihenansatz für die Spannungsfunktion in Gl. 2.14 und erfolgt durch die Be-

stimmung der homogenen Lösung für die Differentialgleichung Gl. 2.12 mit Hilfe eines Al-

gebra-Programms. Unter Verwendung des von Wlassow vorgeschlagenen Reihenansatzes in

der Form:
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und einer Zerlegung der Belastung  PZ in eine Fourier-Reihe
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geht die Differentialgleichung nach Wlassow Gl. 2.12 in die folgende Form über:
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Durch die Wahl der Reihen-Ansätze in Gl. 2.16 und 2.17 kann die Lösung von Gl. 2.18  un-

abhängig von der Winkelkoordinate ϕ  und für jedes Reihenglied einzeln erfolgen. Gl. 2.18

kann damit in folgender Form dargestellt werden:
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Der  Index m  für die Funktion )x(F  soll dabei verdeutlichen, dass die Differentialgleichung

Gl. 2.19 für jedes Reihenglied von Gl. 2.18 gilt und diese auch entsprechend oft gelöst wer-

den muss. Die homogene Lösung von Gl. 2.19 erhält man über den Ansatz:

x
m e)x(F ⋅λ= Gl. 2.20

und durch Bestimmung der Nullstellen des daraus folgenden charakteristischen Polynoms:

( ) 0mm4mA6m4 82644628 =+λ⋅⋅−λ⋅⋅++λ⋅⋅−λ Gl. 2.21

Die Auswertung der Nullstellen erfolgt zweckmäßiger Weise mit einem Algebra-Programm,

wie in diesem Fall mit dem Programm Maple. Es hat sich dabei für die weitere Berechnung

als sinnvoll erwiesen, die Nullstellen in komplexer Form beizubehalten. Eine Umrechnung

auf konjugiert komplexe Paare, aus denen die reelle Lösung abgeleitet werden kann, ist zwar

möglich, doch treten dann in der weiteren Berechnung Ungenauigkeiten infolge von Run-

dungsfehlern auf, die einen signifikanten Einfluss auf die Ergebnisse haben.
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Die Nullstellen des charakteristischen  Polynoms in Gl. 2.21 in komplexer Form sind:
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Die  partikuläre Lösung stellt in diesem Fall kein Problem dar, da es sich bei dem Fourier-

Koeffizienten um eine Konstante handelt und die Lösung durch einen Koeffizientenvergleich

bestimmt werden kann. Damit kann für jedes Reihenglied der Spannungsfunktion folgender

Lösungsansatz verwendet werden:
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Zur endgültigen Lösung müssen die 8 unbekannten Konstanten über Randbedingungen er-

mittelt werden.  Für systembedingte geometrische oder statische Randbedingungen wird dazu

der Lösungsansatz in Gl. 2.23  in die Beziehungen nach  Gl. 2.13 und 2.9 eingesetzt und aus-

gewertet. Eine Darstellung der Ergebnisse auf Grundlage dieses Lösungsansatzes erfolgt in

Kapitel 2.6.
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2.4 Halbbieget heorie nach Wlassow

Für Kreiszylinderschalen mittlerer Länge führt Wlassow in [67] weitergehende Vereinfa-

chungen durch, in dem er den Einfluss der Biege- und Drillmomente in Längsrichtung ver-

nachlässigt. Die Gleichgewichtsbedingungen an einem Schalenelement vereinfachen sich da-

durch zu:
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Durch Elimination der Quer-, Schub- und Normalkraft in Umfangsrichtung werden die vier

Gleichgewichtsbedingungen in Gl. 2.24 in eine Differentialgleichung überführt:
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den geometrischen Hypothesen, dass die Umfangsdehnungen εϕϕ  und Gleitungen γxϕ gleich

Null sind, und dem Hooke’schen Gesetz unter Vernachlässigung der Querkontraktion, erhält

Wlassow eine zweite simultane Differentialgleichung der Form:
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Über eine Spannungsfunktion können die beiden Differentialgleichungen in Gl. 2.25 und

2.27  zu einer Differentialgleichung 4. Ordnung zusammengefasst werden. Innerhalb der Dif-

ferentialgleichung kann dabei eine Schnittgröße oder eine Verschiebungsfunktion als zu be-

stimmende Funktion angesetzt werden. Für den Fall ohne Belastung der Oberfläche schlägt er

vor, für die Tangentialverschiebungen einen Reihenansatz der Form:

∑
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=

ϕ⋅=ϕ
1n

n )nsin()x(V),x(v Gl. 2.28

zu wählen. Die Differentialgleichung ist dann nur abhängig von der Funktion V(x) und  kann

für jedes Reihenglied einzeln aufgestellt werden:
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Die Differentialgleichung Gl. 2.29 ist formal identisch mit der eines elastisch gebetteten Bal-

kens deren Lösung in Kapitel 2.5.3.5 vorgestellt wird.

2.4.1 Verfahren nach Krupka

Zur Lösung des Kontaktproblems zwischen Schale und Sattel setzt Krupka in [34], [36] und

[37], analog zu Forbes & Tooth,  im Bereich des Sattels zunächst unbekannte diskrete Stütz-

kräfte an.

Abb. 2.5: Diskrete Stützkräfte nach Krupka
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Auf Grundlage der Halbbiegetheorie nach Wlassow bestimmt er dann Einflussfaktoren für die

einzelnen Stützkräfte hinsichtlich der radialen Verschiebung in der Kreiszylinderschale. Mit

Kenntnis dieser Einflussfaktoren kann er somit ein Gleichungssystem aufstellen, aus dem sich

die Größe der Stützkräfte unter Beachtung der geometrischen Randbedingungen durch den

Sattel ermitteln lassen. Auf der Grundlage dieses Verfahrens wurden von Krupka praktisch

anwendbare Formeln und Diagramme zur Bestimmung der maximalen Längs- und Umfangs-

spannungen entwickelt. Das Verfahren ist auf Behälter mit Sattelumschließungswinkeln von

60 bis 120 Grad anwendbar. Die Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung erfolgt

nach folgender Gleichung:

R
t

t
Qff 2osasS ⋅⋅⋅=σ Gl. 2.30

Der Beiwert  fas berücksichtigt den Einfluss des Behälterbodens und wird aus folgendem Dia-

gramm ermittelt, wobei δ für die Blechdicke der Behälterschale und r für den Behälterradius

steht:

Abb. 2.6: Diagramm zur Bestimmung des Einflussfaktors  fas [37]



31

Der Beiwert  fos berücksichtigt den Einfluss der Sattelbreite und wird aus folgendem Dia-

gramm ermittelt:

Abb.2.7: Diagramm zur Bestimmung des Einflussfaktors fos [37]
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2.5 Verallgemeinerte Technische Biegetheorie VTB

2.5.1 Allgemeines

Die von Schardt und Steingass  in [57], [58] und [59] entwickelte verallgemeinerte technische

Biegetheorie ist eine systematische Erweiterung der herkömmlichen Biegetheorie. Sie ist auf

Tragwerksstrukturen anwendbar, die sich eindimensional idealisieren lassen und deren we-

sentliche mechanische Arbeit über eine Verformungsgröße beschrieben werden kann. Der

Vorteil gegenüber der herkömmlichen Biegetheorie für Stabwerke liegt zum einen in der

Systematik des Verfahrens, zum anderen in der Möglichkeit, dass neben der aus der Stabstatik

bekannten Annahme, dass die Querschnittsform erhalten bleibt, auch der Einfluss von Profil-

verformungen berücksichtigt werden kann. Neben der ursprünglich angedachten Anwendung

auf dünnwandige Stabprofile, ist die Systematik der verallgemeinerten technischen Biegethe-

orie auch auf Kreiszylinderschalen anwendbar. Für die geschlossene Kreiszylinderschale wird

durch geeignete Annahmen das Schalenproblem auf eine Reihe entkoppelter Differentialglei-

chungen 4. Ordnung zurückgeführt. Die Differentialgleichungen entsprechen der eines elas-

tisch gebetteten Balkens mit einer Zugkraft und sind gegenüber der Differentialgleichung 8.

Ordnung (Gl. 2.12) von Wlassow einfacher zu lösen.

Im Folgenden soll zunächst die Systematik der verallgemeinerten technischen Biegetheorie

anhand der klassischen Biegetheorie der Stäbe dargestellt werden. Im Weiteren wird auf die

Herleitung der Differentialgleichungen für geschlossene Kreiszylinderschalen eingegangen.
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2.5.2 Systematik der VTB am Beispiel der klassischen Biegetheorie

In der klassischen Biegetheorie sind vier Vorgänge von Bedeutung :

Längenänderung infolge einer Normalkraftbeanspruchung

Biegung um die 1. Hauptachse

Biegung um die 2. Hauptachse

Verdrehung der Stabachse infolge einer Torsionsbeanspruchung um den Schubmittelpunkt

Der Bezug auf das Hauptachsensystem und den Schubmittelpunkt ist dabei erforderlich, um

die einzelnen Vorgänge unabhängig voneinander betrachten zu können. Allgemein kann der

Verformungszustand des dreidimensionalen Stabkörpers durch die drei Verschiebungsfunkti-

onen uX (x,y,z), uY (x,y,z) und uZ (x,y,z) beschrieben werden. Durch die Annahmen, dass die

Querschnittsform bei jedem der vier Vorgänge erhalten bleibt, die Querschnitte bei den ersten

drei Vorgängen zusätzlich eben bleiben und bei Torsionsbeanspruchung die Querschnittsver-

formung in x-Richtung über eine Wölbfunktion beschrieben werden kann, reduziert sich die

Berechnung des Verformungszustandes auf vier eindimensionale Funktionen u(x), v(x), w(x)

und ϕ(x).  Sind diese Funktionen bekannt, können die Verschiebungsfunktionen uX (x,y,z), uY

(x,y,z) und uZ (x,y,z) auf Grundlage der getroffenen Annahmen zurückgerechnet werden.

Für die Längenänderung infolge einer Normalkraftbeanspruchung gilt:

0)z,y,x(u  ,  0)z,y,x(u  ,  )x(u)z,y,x(u ZYX === Gl. 2.31
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Abb. 2.8: Querschnittsverformung infolge Normalkraft
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für die Biegung um die 1. Hauptachse gilt:

)x(w)z,y,x(u  ,  0)z,y,x(u  ,  
x

)x(wz)z,y,x(u ZYX ==
∂

∂
⋅−= Gl. 2.32

für die Biegung um die 2. Hauptachse gilt:

0)z,y,x(u  ,  )x(v)z,y,x(u  ,  
x

)x(vy)z,y,x(u ZYX ==
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∂
⋅−= Gl. 2.33
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Abb. 2.9 : Querschnittsverformung infolge Biegung um die 1. Hauptachse
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Abb. 2.10: Querschnittsverformung infolge Biegung um die 2. Hauptachse
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und für die Torsionsbeanspruchung gilt

( )

( ) )x(yy)z,y,x(u 

 ,  )x(zz)z,y,x(u  ,  
x

)x()z,y()z,y,x(u

SMZ

SMYX
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ϕ⋅−=
∂
ϕ∂

⋅Ψ−=

                    mit ),( zyΨ = Wölbfunktion
                    und           ySM bzw. zSM  = Koordinaten des Schubmittelpunktes

Gl. 2.34

Die Verschiebungsfunktionen in Gl. 2.31 bis 34 haben alle die Form einer Produktdarstellung

aus einer Funktion über die Variable x und einer Funktion über die Variablen y und z.  Lässt

man den Fall der Normalkraftbeanspruchung zunächst außer Acht, können die Verschie-

bungsfunktionen ganz allgemein wie folgt beschrieben werden, wobei der vorgestellte Index k

für den jeweils betrachteten Vorgang steht :

x
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k
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Abb. 2.11: Querschnittverformung infolge Torsion um den Schubmittelpunkt
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und

(x)  )x(V
 v(x) )x(V
 w(x) )x(V

4

3

2

ϕ=

=

=

.

Die Funktionen )z,y(uk  werden Einheitsverwölbungen und die Funktionen )z,y(vk  und

)z,y(wk  Einheitsverschiebungen genannt. Die Einheitsverwölbungen beschreiben in diesem

Fall ein normiertes Verformungsbild des Querschnitts in x-Richtung und ihnen kommt in der

allgemeinen technischen Biegtheorie ein besondere Bedeutung zu. Die Funktionen

)x(Vk werden Verformungsfunktionen genannt und beschreiben die Veränderung des über

die Einheitsverwölbungen festgelegten Verformungsbildes entlang der Stabachse. Da im Fall

des Biegebalkens die wesentliche mechanische Energie in der Längenänderung der Fasern in

Längsrichtung gespeichert wird, reicht die Betrachtung der Einheitsverwölbung und der Ver-

formungsfunktion aus, die relevanten mechanischen Vorgänge zu erfassen. Dazu müssen die

Normalspannungen und zugehörigen Dehnungen in Abhängigkeit der Einheitsverwölbung

und der Verformungsfunktion ausgedrückt werden.  Aus der Verschiebungsfunktion uX (x,y,z)

in der Produktdarstellung und mit dem Hooke‘schen Gesetz für den einachsigen Spannungs-

zustand ergibt sich:

2

k2
kX

xx x
)x(V)z,y(u       

x
u

∂
∂

⋅=
∂

∂
=ε Gl. 2.36

2

k2
k

xxxx x
)x(V)z,y(uE  E 

∂
∂

⋅⋅=ε⋅=σ Gl. 2.37

Die Schnittgrößen ergeben sich durch Integration der Normalspannungen über die Quer-

schnittsfläche unter Berücksichtigung der Hebelarme. Unter Verwendung der Bezeichnung

)x(Wk  für die Schnittgrößen ergibt sich:

dA z)x(M)x(W
A

xxy
2 ∫ ⋅σ==

dA y)x(M)x(W
A

xxz
3 ∫ ⋅σ== Gl. 2.38 (a-c)

dA )z,y()x(W)x(W
A

xx
4 ∫ Ψ⋅σ==
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Die Hebelarme in den Integralen sind identisch mit den Einheitsverwölbungen der entspre-

chenden Vorgänge und unter Verwendung des Zusammenhangs zwischen der Normalspan-

nung, der Einheitsverwölbung und der Verformungsfunktion nach Gl. 2.37 kann die einem

Vorgang zugeordnete Schnittgröße wie folgt beschrieben werden:

∫∫ ∂
∂

⋅⋅=⋅σ=
A

2

k2
2k

A

k
xx

k

x
)x(V  dA )z,y(uEdA )z,y(u)x(W Gl. 2.39

Das Intergral über die quadrierte Einheitsverwölbung in Gl 2.39  entspricht dem aus der Bie-

getheorie bekannten statischen Moment 2. Ordnung und wird als Wölbwiderstand Ck  be-

zeichnet:

∫=
A

2kk dA )z,y(uC Gl. 2.40

Analog zum Zusammenhang zwischen dem Biegemoment und der zweiten Ableitung der

Biegelinie kann damit aus Gl. 2.39 und Gl. 2.40 ein für alle Vorgänge gültiger Zusammen-

hang zwischen der Schnittgröße und der Verformungsfunktion aufgestellt werden:

CE
)x(W

x
)x(V

k

k

2

k2

⋅
=

∂
∂ Gl. 2.41

Über die Bedingung, dass an einem infinitesimalen Balkenelement der Länge dx, die virtuelle

Arbeit unter einer Einheitsverschiebung im Gleichgewichtsfall zu Null werden muss, kann

ebenfalls, analog zur Differentialgleichung der Biegelinie, der differentielle Zusammenhang

für alle Vorgänge zwischen der Verformungsfunktion und der Belastung hergestellt werden:

CE
q

x
)x(V

k

k

4

k4

⋅
=

∂
∂ Gl. 2.42

Die bisher dargestellten Zusammenhänge unterscheiden sich von der herkömmlichen Biege-

theorie nur darin, dass die Vorgänge Biegung und Torsion einheitlich dargestellt werden.

Durch die systematische Betrachtung der möglichen Querschnittsverformungen als Einheits-

verwölbungen, kann neben den bei der klassischen Biegtheorie betrachteten Starrkörperver-

schiebungen des Querschnittprofils, auch der Einfluss von Profilverformungen berücksichtigt

werden. Hierzu müssen die zu einer Profilverformung korrespondierenden Einheitsverwöl-

bungen ermittelt werden, wobei dies unter Berücksichtigung von Orthogonalitätsbedingungen

erfolgen muss. Die Orthogonalitätsbedingungen resultieren aus der Forderung, dass die Diffe-
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rentialgleichung für jeden Vorgang, unabhängig von den anderen Vorgängen, betrachtet und

gelöst werden kann. Allgemein formuliert besagt sie, dass das Integral über das Produkt von

zwei Einheitsverwölbungen, die nicht zum gleichen Vorgang gehören, verschwinden muss.

kifür        0dA )z,y(u)z,y(u
A

ik ≠=⋅∫ Gl. 2.43

Im Fall der klassischen Biegetheorie ist diese Orthogonalitätsbedingung gleichbedeutend mit

der Bedingung, dass im Hauptachsensystem das Deviationsmoment gleich null ist:

  0dA zy
A
∫ =⋅ . Gl. 2.44

2.5.3 Schalentheorie im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie

Im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie wird das statische Problem der

Kreiszylinderschale auf eine Reihe entkoppelter Differentialgleichungen 4. Ordnung zurück-

geführt. Hierzu werden hinsichtlich des sich einstellenden Verzerrungszustandes vereinfa-

chende Annahmen getroffen, die eine Abhängigkeit  der Verschiebungsfunktionen unterein-

ander erzeugen. Durch die Verwendung eines Produkt-Reihen-Ansatzes mit getrennten An-

satzfunktionen für die Längs- und Umfangsrichtung, können die relevanten Schnittgrößen und

zugehörigen Verzerrungsgrößen für jedes Reihenglied in Abhängigkeit von zwei Funktionen

V(x) und u(ϕ) beschrieben werden. Die Funktion u(ϕ) bildet dabei nach der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie die dem entsprechenden Reihenglied zugeordnete Einheitsverwöl-

bung und die Funktion V(x) die entsprechende Verformungsfunktion. Durch die Berücksich-

tigung der Gleichgewichtsbedingungen über eine Variation des Potentials der inneren und

äußeren Kräfte, kann, bei Einhaltung der Orthogonalitätsbedingungen für die Einheitsverwöl-

bungen u(ϕ), das Schalenproblem auf eine Reihe entkoppelter Differentialgleichungen 4.

Ordnung  zurückgeführt werden. Die Differentialgleichungen sind dann nur noch abhängig

von der Verformungsfunktion V(x).
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2.5.3.1 Differentialbeziehungen zwischen Verformungen und Verzerrungen

Durch eine Taylor-Reihen-Entwicklung der geometrischen Beziehungen zwischen den Ver-

zerrungen und den Verschiebungen nach der vollständigen Schalentheorie von Flügge in Gl.

2.1, lassen sich die Verzerrungen in einen über die Schalendicke konstanten Anteil und einen

über die Schalendicke linear veränderlichen Anteil aufspalten:
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Die in der vollständigen Taylor-Reihen-Entwicklung auftretenden Glieder höherer Ordnung

werden vernachlässigt, wodurch gegenüber der vollständigen Schalentheorie von Flügge eine

Vereinfachung auftritt. Im Vergleich zur vereinfachten Biegetheorie von Flügge oder der von

Wlassow in Kapitel 2.3 ist aber keine weitergehende Vereinfachung vorhanden. Da für dün-

nen Schalen  Flügge und Wlassow bei ihren vereinfachten Ansätzen von einer ausreichenden

Genauigkeit ausgehen, gilt dies auch für die Ansätze in Gl. 2.45 nach der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie.

Gegenüber der vollständigen Schalentheorie werden weitere Annahmen getroffen mit dem

Ziel, zwischen den Verschiebungsfunktionen Abhängigkeiten aufzubauen. Dies geschieht mit

der Annahme, dass auf der Schalenmittelfläche die Dehnungen in Umfangsrichtung und die

Gleitungen zu Null gesetzt werden. Die Verschiebungsfunktionen u(x), v(x) und w(x)  sind

damit nicht mehr voneinander unabhängig, sondern es gelten folgende Beziehungen:

0M =εϕϕ ⇒ wv
−=

ϕ∂
∂

0M =γ ⇒
x
vRu

∂
∂

⋅−=
ϕ∂

∂
Gl. 2.46 (a-b)
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2.5.3.2 Materialgese tz

Unter Berücksichtigung der oben getroffenen Annahmen, können die Spannungen über das

Hooke’sche Gesetz durch die Verzerrungen  und damit über die Verschiebungsfunktionen wie

folgt ausgedrückt werden:
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2.5.3.3 Differentialbeziehungen zwischen Schnittgrößen und Verformungen

Die Differentialbeziehungen zwischen den Schnittgrößen und den Verschiebungsfunktionen

erhält man durch Integration der Spannungen über die Schalendicke. Für das weitere Vorge-

hen genügt es, sich auf die Membrankraft in Längsrichtung und die Biegemomente zu be-

schränken, da nur diese Schnittgrößen mit den korrespondierenden Dehnungen beziehungs-

weise Krümmungen Arbeit leisten. Die Arbeit infolge Schub senkrecht zur Schalenmittelflä-

che wird bei dünnen Schalen generell vernachlässigt und die Membrankräfte Nϕ und Nϕx

leisten aufgrund der Annahme, dass in der Schalenmittelfläche die Dehnungen in Umfangs-

richtung und die Gleitungen null sind, keine Arbeit.
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Die Differentialbeziehungen der für die weitere Betrachtung relevanten Membrankraft Nx

und der Schnittmomente lauten:
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Sind die Biegemomente und die Normalkraft in Längsrichtung bekannt, können die restlichen

Schnittgrößen über Gleichgewichtsbetrachtungen an einem differentiellen Schalenelement

bestimmt werden.

Aus den Gleichgewichtsbedingungen der Momente um eine Achse in Längsrichtung und eine

Achse senkrecht zur Schalenmittelfläche lassen sich die Querkräfte bestimmen:
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Gl. 2.49 (a,b)
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Aus dem Kräftegleichgewicht in Längs- und Umfangsrichtung lassen sich für die Schubkraft

und die Normalkraft in Umfangsrichtung die Ableitungen nach der Umfangsrichtung bestim-

men:
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Gl. 2.50 (a,b)

Die endgültigen Schnittkräfte können durch Integration bestimmt werden, wobei allerdings

keine über den Umfang konstanten Anteile erfasst werden können.

2.5.3.4 Herleitung der Differentialgleichung

Zur Herleitung der Differentialgleichung wird für die Verschiebungsfunktionen ein Produkt-

reihen-Ansatz  gewählt und durch Variation des Potentials kann das Schalenproblem auf eine

Reihe entkoppelter Differentialgleichungen 4. Ordnung überführt werden.

Produktreihen-Ansatz für die Verschiebungen

Durch die Annahme, dass in der Schalenmittelfläche die Dehnungen in Umfangsrichtung und

die Gleitungen identisch null sind, entstanden Abhängigkeiten zwischen den Verschiebungs-

funktionen u(x,ϕ), v(x,ϕ) und w(x,ϕ):

wv
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x
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Gl. 2.51 (a,b)

Durch die Bedingungen in Gl. 2.51 werden die drei unbekannten Verschiebungsfunktionen

auf eine zu ermittelnde Verformungsgröße reduziert, welche sich im Rahmen der verallge-

meinerten technischen Biegetheorie aus einer Verformungsfunktion und einer zugehörigen

Einheitsverwölbung zusammensetzt.
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Der Zusammenhang zwischen den Verschiebungsfunktionen, der Verformungsfunktion V(x)

und der Einheitsverwölbung u(ϕ) in Form eines Produktreihen-Ansatzes wird wie folgt fest-

gelegt:
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Damit lassen sich auch die Verzerrungen und die Schnittgrößen in der Schale durch die Ver-

formungsfunktion und die Einheitsverwölbung ausdrücken:
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Variation des Potentials

Die Variation des Potentials der inneren und  äußeren Kräfte ist äquivalent zu einer Gleich-

gewichtsbetrachtung. Die inneren Kräfte bilden mit den äußeren Kräften ein Gleichgewichts-

system, wenn für eine beliebige virtuelle Verrückung die Variation des Potentials verschwin-

det:

0ai =Π∂+Π∂=Π∂ Gl. 2.54

Die Formulierung des inneren  Potentials lautet:
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Aufgrund der Annahme, dass in der Schalenmittelfläche die Dehnungen in Umfangsrichtung

und die Gleitungen gleich Null sind, brauchen diese nicht weiter berücksichtigt werden  und

die Variation kann über die Schnittgrößen und den entsprechenden Verzerrungen wie folgt

formuliert werden:
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Einsetzen der Differentialbeziehungen zwischen Schnittgrößen und Verformung und der Pro-

dukt-Reihen-Ansätze für die Verschiebungen liefert den Anteil der inneren Kräfte.
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Aus Gründen der Übersichtlichkeit wurden wie im Folgenden die Ableitungen nach der

Längsrichtung und der Umfangsrichtung wie folgt abgekürzt:

V
x
V ′=

∂
∂ und uu

&=
ϕ∂

∂
Gl. 2.58 (a,b)

Hinsichtlich der äußeren Lasten wird vorausgesetzt, dass sie sich durch das Produkt einer aus-

schließlich über x veränderlichen Funktion und einer ausschließlich über ϕ veränderlichen

Funktion darstellen lassen:

( ) )(q)x(f,xP xxx ϕ⋅=ϕ

( ) )x(f)(q)x(f,xP 1
ϕϕϕϕ +ϕ⋅=ϕ Gl. 2.59 (a-c)

( ) )x(f)(q)x(f,xP z
1

zzz +ϕ⋅=ϕ

Die mit dem Index 1 gekennzeichneten Lastanteile in radialer und tangentialer Richtung sind

Belastungen, die einen konstanten Normalkraftverlauf in Umfangsrichtung beziehungsweise

einen über den Umfang konstanten Schubkraftverlauf hervorrufen. Diese Belastungsterme

müssen gesondert betrachtet werden, da, diese Schnittgrößenverläufe nicht erfasst werden

können. Die gesonderte Betrachtung erfolgt für den Fall eines konstanten Innendrucks über

die Kesselformel:

( ) .konstP,xPz ==ϕ              ⇒
t
RPN ⋅

=ϕ . Gl. 2.60

Für den Fall einer Beanspruchung die einen über den Umfang konstanten Schubfluss erzeugt,

kann dieser direkt mit der Belastung  gleichgesetzt werden. Durch die Annahme einer in Um-

fangsrichtung unendlich steifen Kreiszylinderschale treten auch keine Verformungen auf, die

sonst hinsichtlich ihrer kinematischen Verträglichkeit noch überprüft werden müssten. Glei-

ches gilt für denkbare Belastungen, die einen in Umfangsrichtung konstanten Schubkraftver-

lauf hervorrufen würden.
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Die Variation des Potentials der äußeren Lasten Px, Pϕ und PZ wird allgemein beschrieben

durch:

∫∫ ⋅ϕ⋅⋅∂⋅+∂⋅+∂⋅=Π∂ ϕ

l

0

zxa dxdR)wPvPuP( Gl. 2.61

Ersetzt man in Gl. 2.61 die Belastungsfunktionen durch die Schreibweise nach Gl. 2.59 und

die Verschiebungsfunktionen durch die Reihendarstellung nach Gl.2.52 kann Gl. 2.61 in fol-

gender Form dargestellt werden:

( ) dxVqfqfqf
1k

k

0

z
k

z
k

x
k

xa ⋅⋅∂⋅+⋅+⋅′−=Π∂ ∑∫
∞

=

ϕϕ

l

Gl. 2.62

mit

∫ ϕ⋅⋅⋅−= duqRq k
xx

k

∫ ϕ⋅⋅−= ϕϕ duqq kk & Gl. 2.63 (a-c)

∫ ϕ⋅⋅= duqq k
zz

k &&

Mit Gl. 2.57 und Gl. 2.63 erfolgt eine Formulierung der Variation des Potentials von inneren

und äußeren Kräften in Abhängigkeit der Einheitsverwölbungen ku(ϕ) und der Verformungs-

funktionen kV(x).

Orthogonalitätsbedingungen für die Einheitsverwölbungen

Die Orthogonalitätsbedingungen für die Einheitsverwölbungen in Gl. 2.44 lauteten, dass das

Integral über die Querschnittsfläche vom Produkt zweier Einheitsverwölbungen, die nicht

zum gleichen Vorgang gehören, verschwinden  muss. In der Variation des Potentials der inne-

ren Kräfte bedeutet diese Bedingung, dass die Längsmembran- und die Biegespannungen im

Zustand i an den entsprechenden Verzerrungen im Zustand k keine Arbeit leisten. Dadurch

sind die einzelnen Reihenglieder bei der Variation des Potentials entkoppelt, womit für jedes

einzelne Reihenglied, im Falle von Gleichgewicht, die Variation des Potentials gleich null

sein muss.
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Die Bedingung zur Entkopplung der Glieder ist gleichbedeutend damit, dass die Umfangsin-

tegrale in der Variation des Potentials der inneren Kräfte für i ≠ k verschwinden.

∫ =ϕ⋅⋅ 0duu ki 0duu ki =ϕ⋅⋅∫ &&

0duu ki =ϕ⋅⋅∫ &&&& 0duu ki =ϕ⋅⋅∫ &&&&&&

0duu ki =ϕ⋅⋅∫ &&&&&&&& ∫ =ϕ⋅+⋅+ 0d)uu()uu( kkii &&&&&&&&&&&&

Gl. 2.64 (a-i)

∫ =ϕ⋅+⋅+ 0d)uu()uu( kkii &&&&&&&&

Diese Bedingungen sind erfüllt, wenn für u(ϕ) die Kreisfunktionen mit aufsteigender Wellen-

zahl verwendet werden:







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==ϕ⋅⋅
=−=ϕ⋅⋅

=ϕ
...6,4,2kfür            2/kmmit        )msin(R
...5,3,1kfür     2/)1k(mmit       )mcos(R

)(uk Gl. 2.65

Die Kreisfunktionen in die Umfangsintegrale eingesetzt liefern:
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
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



≠
=π⋅⋅

=ϕ⋅⋅∫ kifür                  0
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ki &&&&&&&&






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duu
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ki &&&&

Gl. 2.66 (a-i)









≠
=π⋅⋅−

=ϕ⋅⋅∫ kifür                     0
kifür    mR

duu
62

ki &&&&&&

Anschaulich lassen sich die Einheitsverwölbungen an den Verschiebungen in Längsrichtung

und in der Querschnittsebene deuten. Die erste Einheitsverwölbung mit einem Kosinus-Term

(k=3) beschreibt eine über den Durchmesser linear verteilte Längsverschiebung und eine

Starrkörperverschiebung des Kreisquerschnitts nach unten, wie in Abb. 2.12 dargestellt wird.

Dies entspricht dem Verformungsbild des klassischen Biegebalkens.
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Abb.2.12: Querschnittsverformung im Fall der Einheitsverwölbung 3u = R⋅cos(ϕ)

Die zweite Einheitsverwölbung mit einem Kosinus-Term bildet eine Erweiterung gegenüber

der klassischen Biegetheorie. Mit ihr wird eine Profilverformung in Form einer Ovalisierung

des Querschnitts berücksichtigt, wie sie in Abb. 2.13 dargestellt wird.

Abb. 2.13: Querschnittsverformung im Fall der Einheitsverwölbung 5u = R⋅cos(2ϕ)

In der folgenden Abb. 2.14 sind die Profilverformungen für weitere Einheitsverwölbungen

dargestellt. Die Einheitsverwölbungen mit den Sinus-Termen ergeben analoge um 90° ge-

drehte Verformungsbilder:
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Ersetzt man in der Variation des inneren Potentials die Umfangsintegrale über die Einheits-

verwölbungen durch die Lösungen in Gl 2.66, geht die Doppelsumme in Gl. 2.57  in eine ein-

fache Reihe über:

( )∑∫
∞

=










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Gl. 2.67
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Abb. 2.14:  Radialverformungen w(ϕ ) infolge der Einheitsverwölbungen 7, 9 und 10
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Setzt man in Gl. 2.67 durch partielle Integration alle Variationen Vk∂  auf dieselbe Stufe wie

in der Variation des äußeren Potentials in Gl. 2.62, erhält man die Differentialgleichung der

Kreiszylinderschale nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie:

∑
∞

=

ϕϕ 
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2.5.3.5 Lösung der D ifferentialgleichung 4. Ordnung (Gl. 2.68)

Wenn die Randbedingungen unabhängig von der Einheitsverwölbung sind, kann die Lösung

der Differentialgleichungen im Reihenausdruck in Gl. 2.68 für jedes Reihenglied einzeln be-

stimmt werden.

Für die ersten drei Reihenglieder muss eine gesonderte Betrachtung erfolgen da die Wölbwi-

derstände kB und kD zu null werden und dadurch gegenüber den höheren Reihengliedern ein

anderer Lösungsansatz erforderlich ist.Das erste Reihenglied mit k=1 entspricht dem Fall ei-

nes durch eine Normalkraft belasteten Stabes mit einem Kreisringquerschnitt. Die Lösung

dieses Falls ist trivial und es wird daher nicht näher darauf eingegangen. Die nächsten beiden

Reihenglieder stehen für die Einheitsverwölbungen )cos(Ru2 ϕ⋅=  und )sin(Ru3 ϕ⋅=  mit

jeweils der Wellenzahl m=1. Für diesen Fall geht die Differentialgleichung Gl. 2.68 über in

die aus der klassischen Biegetheorie bekannten Form über:

ϕϕ ⋅+⋅+⋅′=
∂
∂

⋅ qfqfqf
x
VCE 2

z
2

zx
2

x4

4
2 Gl. 2.69

ϕϕ ⋅+⋅+⋅′=
∂
∂

⋅ qfqfqf
x
VCE 3

z
3

zx
3

x4

4
3 Gl. 2.70
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Die beiden Fälle entsprechen dem Fall der Biegung um die beiden Hauptachsen. Der Wert kC

ist das Flächenträgheitsmoment und die Lastterme infolge qz und qϕ bilden die resultierenden

Belastungen in y- und z-Richtung. Der Lastterm infolge qx  entspricht einem Streckenmoment

um die y- beziehungsweise z-Achse. Die Lösung erfolgt wie in der klassischen Biegetheorie

durch Integration und Einsetzen der Rand- und Übergangsbedingungen.

Abb. 2.15: elastisch gebetteter Balken in Analogie zur Differentialgleichung 4. Ordnung

Gl.2.68

Bei allen weiteren Reihenglieder sind alle Koeffizienten im homogenen Anteil besetzt und die

Differentialgleichung entspricht der eines elastisch gebetteten Balkens mit einer Zugkraft.

Die homogene Lösung der Differentialgleichung Gl. 2.68 erhält man über den Ansatz

( ) xexV ⋅λ= Gl. 2.71

und dem daraus folgenden charakteristischen  Polynoms:

0BGDEC 24 =+λ⋅−λ⋅ Gl. 2.72

mit den komplexen Nullstellen

2
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GD

EC
Bi

EC2
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







⋅
−⋅±

⋅
±=λ Gl. 2.73
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Die vier Nullstellen in Gl. 2.73 lassen sich durch Umformen als zwei konjugiert komplexe

Paare darstellen:

β⋅±α i  β⋅±α− i Gl. 2.74

mit
CE4

DG
CE4

B
k

k

k

k

⋅
+

⋅
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CE4
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k

k
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⋅
−

⋅
=β .

Mit der Euler’schen Schreibweise lässt sich der Lösungsansatz in reeller Form darstellen:

( ) ( )( )
( ) ( )( )



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




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)x(V
x

x
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k Gl. 2.75

Die partikuläre Lösung von Gl. 2.68 hängt von der Belastungsfunktion in Längsrichtung ab.

Für den Fall einer über die Länge konstanten Belastung ergibt sich die partikuläre Lösung zu:

( )z
k

z
k

x
k

xkpart
k qfqfqf

B
1)x(V ⋅+⋅+⋅′⋅= ϕϕ Gl. 2.76

Für über die Länge veränderliche Belastungen kann die Lösung nach dem Grundlösungsver-

fahren ermittelt werden:

∫ ⋅−=
x

xo

part
k dt)t(f)tx(G)x(V Gl. 2.77

mit

f(t)  als den inhomogenen Anteil der Differentialgleichung, wobei x durch t ersetzt wird

G(x-t) der Green-Funktion, in diesem Fall:
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x0 eine geeignete Integrationsgrenze oder als Konstante.
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Den endgültigen Lösungsansatz erhält man durch Addition der homogenen und partikulären

Lösung:

part
k

hom
kk VV)x(V += Gl. 2.78

Abschließend müssen die unbekannten Konstanten C1 bis C4 in Gl. 2.75 aus Randbedingun-

gen ermittelt werden. Hierzu wird neben dem Zusammenhang zwischen den Verschiebungen

und der Verformungsfunktion der sich aus dem Produkt-Reihen-Ansatz in Gl.2.52 ergibt,

auch der Zusammenhang zwischen den Schnittgrößen und der Verformungsfunktion benötigt:
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Darin sind die Terme 1Nϕ und 1Nxϕ  in Gl. 2.79 die Schnittgrößenanteile, die aus einer kon-

stanten Belastung resultieren und gesondert ermittelt werden müssen
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2.6 Vergleich d er Schalentheorien

2.6.1 Allgemeines

Zur Bewertung der bisher vorgestellten Schalentheorien hinsichtlich der Eignung für das zu

entwickelnde Berechnungsverfahren, werden zunächst der Berechnungsaufwand bei der Lö-

sung und die vereinfachenden Annahmen verglichen und bewertet. Anschließend werden zum

Vergleich der Genauigkeit die Ergebnisse einer Untersuchung [63] für das System nach Girk-

mann [30] vorgestellt.

2.6.2 Vergleich des Lösungsaufwands und der Annahmen

Analytische Lösungsansätze mit einer Fourierentwicklung in Längsrichtung für die vollständi-

ge und vereinfachte Biegetheorie von Flügge in den Kapiteln 2.2 und 2.3, sind aufgrund der

komplexen Differentialgleichungen in Gl. 2.6 und 2.10  und dem schlechten Konvergenzver-

halten mit einem hohen Rechenaufwand verbunden, so dass sie sich für ein praxisorientiertes

Berechnungsverfahren nicht eignen.

Eine Lösung der vereinfachten Biegetheorie nach Kapitel 2.3.2, führt über die Spannungsfunk-

tion von Wlassow zu einer Vereinfachung in Form einer Differentialgleichung 8. Ordnung  Gl.

2.18,  bei der auf eine Reihenentwicklung in Längsrichtung verzichtet werden kann. Die analy-

tische Lösung kann zwar bestimmt werden, doch  mit den Nullstellen des charakteristischen

Polynoms in komplexer Form Gl.2.20 ist die Berechnung weiterhin sehr aufwendig und erfor-

dert den Einsatz eines mathematischen Computerprogramms.

Dem gegenüber stehen die Differentialgleichungen 4. Ordnung aus der Halbbiegetheorie von

Wlassow in Gl. 2.29 und der verallgemeinerten technischen Biegetheorie in Gl. 2.68. Die Lö-

sung dieser Differentialgleichungen kann in einfacher Form angegeben werden (siehe Kapitel

2.5.3.5). Neben der mathematisch einfachen Lösung liegt ein weiterer Vorteil in der Analogie

der Differentialgleichungen zu der eines elastisch gebetteten Balkens. Die Tragwirkung der

Kreiszylinderschale kann daher durch Vergleich zur Tragwirkung eines elastisch gebetteten

Balkens veranschaulicht werden.
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Der Vergleich der Annahmen bei der Halbbiegetheorie und bei der verallgemeinerten techni-

schen Biegetheorie zeigt, dass in der Halbbiegetheorie weitergehende Vereinfachungen getrof-

fen werden. Die Vernachlässigung der Gleitungen und der Dehnungen in Umfangsrichtung in

der Schalenmittelfläche tritt in beiden Theorien auf (siehe Kapitel 2.4 mit 2.5.3.1).  Die Ver-

nachlässigung der Tragwirkung über Biege- und Drillmomente in Längsrichtung in der Halb-

biegetheorie (Kapitel 2.4) tritt dagegen in der verallgemeinerten technischen Biegetheorie nicht

auf. Die verallgemeinerte technische Biegetheorie beschreibt daher das Tragverhalten einer

Kreiszylinderschale genauer.

Eine Einschränkung hinsichtlich der auftretenden Verzerrungen und Schnittgrößen sind bei der

vereinfachten Biegetheorie nicht vorhanden. Aber in Bezug auf die vollständige Biegetheorie

zeigt ein Vergleich der Differentialbeziehungen zwischen den Verformungen und den Schnitt-

größen bei der vereinfachten Biegetheorie weitergehende Annahmen als bei der verallgemei-

nerten technischen Biegetheorie (siehe Gl. 2.4, 2.9 und 2.48). In der vereinfachten Biegetheorie

wird für das Umfangsbiegemoment angenommen, dass zur Berücksichtigung des Einflusses der

Verformungsfunktion in radialer Richtung nur die zweiten Ableitungen relevant sind und hin-

sichtlich des Drillmomentes der Einfluss aus den Längs- und Tangentialverschiebungen ver-

nachlässigt werden kann. Diese Vereinfachungen gegenüber der vollständigen Biegetheorie

werden bei der verallgemeinerten technischen Biegetheorie nicht getroffen und somit werden

die Biegemomente in Umfangsrichtung und die Drillmomente bei der verallgemeinerten tech-

nischen Biegetheorie genauer erfasst.

Die verallgemeinerte technische Biegetheorie ist deshalb nicht als eine weitere Vereinfachung

der schon vereinfachten Biegetheorie anzusehen, sondern als unabhängige Theorie, die vor

allem mit Hinblick auf die wesentlich einfacher zu lösende Differentialgleichung Vorteile bie-

tet.
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2.6.3 Vergleich von Berechnungsergebnissen

Zum Vergleich der Genauigkeit der einzelnen Schalentheorien werden die Ergebnisse aus [63]

für das System von Girkmann in Kapitel 2.3.1 vorgestellt. Die Ergebnisse basieren auf dem

Lösungsansatz von Girkmann in Kapitel 2.3.1, auf dem Lösungsansatz aus Kapitel 2.3.2 für die

Differentialgleichung 8. Ordnung von Wlassow und der Lösung der Differentialgleichung nach

der verallgemeinerten technischen Biegetheorie in Kapitel 2.5. Auf einen Vergleich mit der

Halbbiegetheorie nach Wlassow wurde verzichtet, da dieser gegenüber der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie weitergehende vereinfachende Annahmen zu Grunde liegen, aber der

Lösungsaufwand nicht geringer wird.

Abb. 2.16: Belastungsbild des Rohrstrangs

Wie schon in Kapitel 2.3.1 vorgestellt wurde, untersuchte Girkmann das Tragverhalten eines

wassergefüllten Rohres, welches in immer wiederkehrenden gleichen Abständen durch eine

konstante Auflagerpressung gestützt wird. Den Berechnungen nach Wlassow und nach der ver-

allgemeinerten technischen Biegetheorie wurde ein äquivalentes System zu Grunde gelegt. Die

Belastung infolge der Wasserfüllung wurde dabei nicht als Streckenlast idealisiert, sondern als

hydrostatischer Druck auf die Innenwand des Rohres angesetzt. Die Auflagerpressung wurde,

wie bei Girkmann, als konstant angesetzt.
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In Längsrichtung wurde ein zur Auflagerachse symmetrisches Teilstück betrachtet, dessen

Länge dem Lasteinzugsbereich eines Auflagers entspricht. An den Seitenenden wurde zunächst

auf Grund der Symmetrie zum benachbarten Auflagerpunkt eine horizontale Festhaltung über

den gesamten Umfang angesetzt. Girkmann ging in seiner Lösung davon aus, dass sich be-

nachbarte Auflager nicht gegenseitig beeinflussen und somit die Auflagerpressung auch keinen

Einfluss in Feldmitte aufweist. Daher wurden, neben der Halterung in Längsrichtung, an den

Seitenenden zusätzlich die radialen und tangentialen Verformungen festgehalten, was in der

Summe einer festen Einspannung entspricht.

Abb. 2.17: statisches System in Längsrichtung und Systemabmessungen

Da über den Lösungsansatz von Girkmann nur die Biegemomente in Längs- und Umfangs-

richtung bestimmt werden können, werden zunächst nur diese nach allen drei Ansätzen in den

Abbildungen 2.18 bis 2.21 gegenübergestellt.
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Abb. 2.18: Vergleich der Umfangsbiegemomente entlang der Mantellinie bei ϕ = π
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Abb. 2.19: Vergleich der Längsbiegemomente entlang der Mantellinie bei ϕ = π



59

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

8000

10000

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Umfangswinkel über Stützstelle [°]

M
ϕ 

 [N
m

m
/m

m
]

Girkmann

VTB

Wlassow

Abb. 2.20: Vergleich der Umfangsbiegemomente entlang des Umfangs bei x = 4000 mm
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Abb. 2.21: Vergleich der Längsbiegemomente entlang des Umfangs bei x = 4000 mm
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In den Diagrammen ist deutlich zu erkennen, dass alle Ansätze nahezu übereinstimmende Er-

gebnisse liefern. Nur bei dem Biegemoment in Längsrichtung entlang der Mantellinie sind ge-

ringe Abweichungen im qualitativen Verlauf bei der Lösung nach der verallgemeinerten tech-

nischen Biegetheorie zu erkennen. Neben den Biegemomenten ist die Erfassung der Membran-

kräfte in Umfangsrichtung für die Ermittlung der maximalen Spannungen von Bedeutung.

Hierzu werden die Ergebnisse nach der vereinfachten Biegetheorie mit denen nach der verall-

gemeinerten technischen Biegetheorie verglichen.
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Abb. 2.22: Vergleich der Umfangsmembrankraft entlang der Mantellinie bei ϕ = π

Hier zeigen sich im Verlauf der Schnittkräfte Nϕ  entlang der Mantellinie Unterschiede. Im

Randbereich der Auflagerpressung tritt bei der verallgemeinerten technischen Biegetheorie ein

Sprung auf, der aus den Annahmen bezüglich der Dehnungen der Schalenmittelfläche in Um-

fangsrichtung resultiert. Die Annahme, dass diese Dehnungen gleich Null sind, hat zu Folge,

dass die Normalkräfte in Umfangsrichtung nicht aus der Verformung der Kreiszylinderschale

abgeleitet werden können, sondern über Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden müssen.

In den Gleichgewichtsbedingungen wird auch die äußere Belastung berücksichtigt und eine

Unstetigkeit in der Belastung in Längsrichtung, wie sie in diesem Fall vorliegt, führt dann auch

zu einer Unstetigkeit der Normalkräfte in Umfangsrichtung. Wie aber aus den Abbildungen zu

erkennen ist, verfälscht diese Annahme nur die Verläufe in unmittelbarer Nähe der Unstetigkeit

in der Belastung. Die Störung klingt schnell ab und an der nach der vereinfachten Biegetheorie
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maßgebenden Stelle in der Mitte der Auflagerpressung zeigen sich in Abb. 2.23 wieder über-

einstimmende Ergebnisse
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Abb. 2.23: Vergleich der Umfangsmembrankraft über der Stützstelle bei x = 4000 mm

.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass in Anbetracht der wesentlich einfacher zu

lösenden Differentialgleichung nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie und der

dennoch gut übereinstimmenden Ergebnisse, dieser Lösungsansatz vorzuziehen ist. Zur Erfas-

sung des schalenspezifischen Tragverhaltens wird deshalb im späteren Verlauf dieser Arbeit

die verallgemeinerte technische Biegetheorie als Grundlage für ein Berechnungsverfahren ver-

wendet.
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Kapitel 3  Biegetheorie der gekrümmten Stäbe

3.1 Allgemeines

Im Rahmen der Literaturübersicht in Kapitel 1 wurde schon auf Näherungsverfahren eingegan-

gen, bei denen versucht wurde das Tragverhalten der Kreiszylinderschale durch Ersatzstäbe zu

idealisieren. Für das Tragverhalten in  Umfangsrichtung wurde dabei von Zick, Brownell &

Young und Mang auf einen Kreisring zurückgegriffen, der durch einen Schubfluss nach der

Balkentheorie für dünnwandige Kreisquerschnitte belastet wird.

Diese Form der Idealisierung bietet im Hinblick auf ein praxisorientiertes Berechnungsverfah-

ren Vorteile, da die Lösung mit bekannten Methoden der Stabstatik erfolgen kann und die stati-

schen Zusammenhänge einfacher nachvollziehbar sind, als bei einem schalentheoretischen An-

satz. Daher wird im Rahmen dieser Arbeit dieser Ansatz weiter verfolgt.

In diesem Kapitel werden  die bisherigen Ansätze auf Grundlage einer Berechnung an Kreis-

ringen vorgestellt. In Kapitel 5 werden durch Vergleichsberechnungen die existierenden

Schwachpunkte dieser  Ansätze aufgezeigt. Vorab kann schon gesagt werden, dass neben dem

Belastungsansatz, die Wahl der Lagerungsbedingungen entscheidend für die realitätsnahe Idea-

lisierung der Schale als Kreisring ist. Um eine kontinuierliche Lagerung, wie sie im Fall der

Sattellagerung vorliegt, zu berücksichtigen, erscheint die Betrachtung eines teilweise elastisch

gebetteten Kreisrings am sinnvollsten. Hierzu wird zu Beginn des Kapitels ein Lösungsansatz

vorgestellt, bei dem der Kreisring in einen einfachen Ring oberhalb des Sattels und einen elas-

tisch gebetteten Ring im Sattelbereich aufgeteilt wird.
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Abb. 3.1: elastisch gebetteter Kreisring

3.2 Differentia lgleichung des einfachen Kreisrings

Zur Lösung des statischen Problems des Kreisringträgers kann, unter Berücksichtigung der

differentiellen Zusammenhänge zwischen der Belastung, den Schnittkräften und den Verfor-

mungen, eine Differentialgleichung aufgestellt und gelöst werden. In [54] wird hierzu eine Dif-

ferentialgleichung 6. Ordnung in den Tangentialverschiebungen vorgeschlagen.

Die Beziehungen lassen sich aber auch über die Radialverschiebungen in einer Differentialglei-

chung 4. Ordnung beschreiben, deren Herleitung hier vorgestellt wird. Zur Herleitung der Dif-

ferentialgleichung des Kreisrings werden zunächst die differentiellen Beziehungen zwischen

der äußeren Belastung, den Schnittgrößen und den radialen und tangentialen Verschiebungen

aufgestellt. Die Beziehungen können dann zu einer Differentialgleichung zusammengefasst

werden, in welcher der Zusammenhang zwischen der radialen Verschiebung und der äußeren

Belastung beschrieben wird.

ϕ

ϑ

R
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Abb.3.2:  Schnittgrößen am infinitesimalen Kreisringelement

Die Gleichgewichtsbedingungen am infinitesimalen Balkenelement liefern unter Berücksichti-

gung von Streckenlasten in radialer q(ϕ) und tangentialer n(ϕ) Richtung:

R)(nQN
⋅ϕ=+

ϕ∂
∂

−

R)(qNQ
⋅ϕ−=−

ϕ∂
∂

− Gl. 3.1 (a-c)

RQM
⋅=

ϕ∂
∂

−

Analog zur Schalentheorie ergeben sich die Beziehungen zwischen den  Verformungen und

Verzerrungen zu:









ϕ+

ϕ∂
ϕ∂

⋅=ε )(w)(v
R
1

Gl. 3.2

Über das Hooke‘sche Gesetz für den einachsigen Spannungszustand  und nach Integration der

Spannungen über die Querschnittsfläche ergeben sich folgende Differentialbeziehungen:

)(M
EI
R)(w)(w 2

2

2

ϕ⋅−=ϕ+
ϕ∂

ϕ∂
Gl. 3.3

und

EA
)(N)(w)(v ϕ

=ϕ+
ϕ∂
ϕ∂ . Gl. 3.4
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Vernachlässigt man die Dehnungen infolge der Normalkraft, vereinfacht sich Gl 3.4  zu:

)(w)(v      0
EA
N

ϕ−=
ϕ∂
ϕ∂

⇒==ε . Gl. 3.5

Somit stehen für die fünf Unbekannten N(ϕ), M(ϕ), Q (ϕ), w(ϕ) und v(ϕ) die fünf Gleichungen

Gl. 3.1 (a-c), Gl. 3.3 und Gl. 3.5 zur Verfügung. Die fünf Gleichungen können zu einer Diffe-

rentialgleichung 4. Ordnung zusammengefasst werden. Unter Verwendung der Gleichungen Gl.

3.1(c) und Gl. 3.3 lassen sich die Querkraft und deren erste Ableitung ausdrücken als:









ϕ∂
ϕ∂

+
ϕ∂

ϕ∂
⋅=ϕ

)(w)(w
R
EI)(Q 3

3

3 Gl. 3.6

und









ϕ∂

ϕ∂
+

ϕ∂
ϕ∂

⋅=
ϕ∂
ϕ∂

2

2

4

4

3
)(w)(w

R
EI)(Q . Gl. 3.7

Mit den Gleichungen Gl. 3.1(a) und Gl. 3.6  kann die Ableitung der Normalkraft ausgedrückt

werden durch:

)(nR)(w)(w
R
EI)(N

3

3

3 ϕ⋅−







ϕ∂
ϕ∂

+
ϕ∂

ϕ∂
⋅=

ϕ∂
ϕ∂ . Gl. 3.8

Durch Integration über ϕ erhält man für die Normalkraft folgende Differentialbeziehung:

∫ +ϕϕ⋅−







ϕ+

ϕ∂
ϕ∂

⋅=ϕ Cd)(nR)(w)(w
R
EI)(N 2

2

3 Gl. 3.9

Die Konstante C ergibt sich durch das unbestimmte Integral über die Belastung in tangentialer

Richtung und muss später über Randbedingungen bestimmt werden.

Einsetzen der Gleichungen Gl. 3.7 und Gl. 3.9 in die Gleichung Gl. 3.1(b) ergibt für den Kreis-

ring unter radialer und tangentialer Belastung eine Differentialgleichung 4. Ordnung der Form:






 ϕϕ+ϕ+⋅=ϕ+

ϕ∂
ϕ∂

⋅+
ϕ∂

ϕ∂ ∫ d )(n)(qC
EI
R)(w)(w2)(w 4

2

2

4

4

Gl. 3.10
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Die homogene Lösung wird über einen Exponentialansatz für w(ϕ) und Berechnung der Null-

stellen des charakteristischen Polynoms bestimmt. Man erhält als homogenen Lösungsansatz:

ϕ⋅ϕ⋅+ϕ⋅ϕ⋅+ϕ⋅+ϕ⋅= sinCcosCsinCcosCw 4321hom Gl. 3.11

Die partikuläre Lösung hängt von der Belastung ab. Für den Fall einer äußeren Belastung der

Form :

∫ ϕ⋅⋅=ϕ=ϕ )bcos(a)(n)(q , Gl. 3.12

 wie sie bei einer Belastung durch einen sinusförmigen Schubfluss oder durch einen hydrostati-

schen Druck auftritt, ergibt sich die partikuläre Lösung

für b = 1 zu ϕ⋅ϕ⋅⋅−= cos
8
1aw 2

Partikulär Gl. 3.13 (a)

und

für b ≠ 1 zu
1b2b
)bcos(aw 24Partikulär +⋅−

ϕ⋅⋅
= . Gl. 3.13 (b)

Um die endgültige Lösung von Gl. 3.10  zu bestimmen, müssen die Konstanten C1 bis C4 der

homogenen Lösung in Gl. 3.11 und die Konstante C in Gl. 3.10 aus der unbestimmten Integra-

tion der Tangentialbelastung über Randbedingungen bestimmt werden. Hierzu sind auch Rand-

bedingungen  bezüglich der Tangentialverformungen v(ϕ)  notwendig. Durch Integration von

Gleichung Gl. 3.5 kann die Tangentialverformung über die Radialverformung bestimmt wer-

den, wobei durch die unbestimmte Integration eine weitere Konstante auftritt. Somit sind zur

Lösung des Kreisrings unter tangentialer und radialer Belastung insgesamt sechs Randbedin-

gungen notwendig.



67

3.3 Differentia lgleichung des elastisch gebetteten Kreisrings

Eine Möglichkeit zur Berücksichtigung einer elastischen Bettung in radialer und tangentialer

Richtung in Bezug auf Kreisbogenträger wird von Link in [44] und [45] angegeben. Die For-

mulierung erfolgt dabei in den Tangentialverschiebungen in Form einer Differentialgleichung

6. Ordnung. Wie beim einfachen Kreisring kann der Zusammenhang auch über die Radialver-

schiebungen in Form einer Differentialgleichung 4. Ordnung beschrieben werden. Die Herlei-

tung erfolgt analog zum einfachen Kreisring, wobei im Bereich der Bettung eine zusätzliche

Radialbelastung infolge einer Verschiebung w(ϕ) zu berücksichtigen ist.
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)()( ϕϕ wBq ⋅−

Abb. 3.3: Belastung und Schnittgrößen für den elastisch gebetteten Kreisring

In Gleichung Gl. 3.1(b) wird somit ein zusätzlicher Term in Abhängigkeit der Radialverschie-

bung und einer Bettungsziffer B angesetzt:

( ))(wB)(qRNQ
ϕ⋅−ϕ⋅−=−

ϕ∂
∂

− Gl. 3.14

Die restlichen Differentialbeziehungen bleiben gegenüber dem einfachen Kreisring unverändert

und die Gleichungen können auf die gleiche Weise zu einer Differentialgleichung zusammen-

gefasst werden.



68

Die Differentialgleichung des elastisch gebetteten Kreisrings ergibt sich somit zu:






 ϕ+ϕ+⋅=ϕ⋅

⋅
++

ϕ∂
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ϕ∂ ∫ )(n)(qC
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2

2

4

4

Gl. 3.15

Die homogene Lösung dieser Differentialgleichung lautet:

)sinCcosC(e)sinCcosC(ew 4321hom βϕ⋅+βϕ⋅⋅+βϕ⋅+βϕ⋅⋅= ϕ⋅α−ϕ⋅α Gl. 3.16

mit

2
1

EI4
RBEI 4

−
⋅+

=α und
2
1

EI4
RBEI 4

+
⋅+

=β .

Die partikuläre Lösung für die Konstante aus der unbestimmten Integration kann einfach mit

Cw part = Gl. 3.17

angesetzt werden. Infolge einer äußeren Belastung der Form:

 ∫ ϕ⋅⋅=ϕ=ϕ )bcos(a)(n)(q

ergibt sich die  partikuläre Lösung der Differentialgleichung zu:

EI
RB1b2b

)bcos(aw 4
24

Partikulär ⋅
++⋅−

ϕ⋅⋅
=

Gl. 3.18

Zur endgültigen Lösung von Gl. 3.15 müssen die Konstanten C1 bis C4 in Gl. 3.16 und die In-

tegrationskonstante C in Gl. 3.15 aus Rand- und Übergangsbedingungen bestimmt werden. Wie

im Fall des einfachen Kreisrings, sind auch hier Aussagen über die Tangentialverformungen

v(ϕ) notwendig. Der Zusammenhang zwischen der Radial- und der Tangentialverformung kann

aus Gl. 3.5 übernommen werden, womit durch Integration von Gl. 3.5  wieder eine zusätzliche

Integrationskonstante auftritt. Damit sind insgesamt sechs Randbedingungen zur Bestimmung

der endgültigen Lösung notwendig.
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3.4 Verfahren  auf Grundlage von Berechnungen an Kreisringen

3.4.1 Verfahren nach Zick

1951 stellte Zick in [68] einen umfangreichen Vorschlag zur Bemessung von liegenden Behäl-

tern vor. Auf Grundlage von Versuchen und Berechnungen an Ersatzsystemen, entwickelte er

dabei empirische Formeln zur Bestimmung aller möglichen maßgebenden Spannungen. Hierbei

können unausgesteifte Behälter, aber auch Ringaussteifungen berücksichtigt werden. Für die

Ermittlung der Spannungen in Längsrichtung betrachtet Zick den Behälter als einen Balken auf

zwei Stützen, dessen wirksame Querschnittsfläche sich entlang der Stabachse verändert. In

Feldmitte kann der gesamten Kreisring als wirksame Querschnittsfläche angesetzt werden. Am

Sattel dagegen nimmt Zick an, dass infolge der Störung des Membranzustandes die wirksame

Querschnittsfläche reduziert wird. Dies berücksichtigt Zick in dem er als wirksame Quer-

schnittsfläche nur einen Kreisbogen vom unteren Scheitelpunkt bis zu einem Winkel von β/6

oberhalb des Sattelhorns ansetzt.

Abb. 3.4: wirksamer Querschnitt über dem Sattel nach Zick

Zur Berechnung der Schnittgrößen in Umfangsrichtung unterscheidet Zick zwischen ausge-

steiften und unausgesteiften Schalen. Zunächst betrachtet er die Schnittgrößen an einem  Kreis-

ring, der durch Schubkräfte nach der Balkentheorie für dünnwandige Kreisprofile belastet wird.

Diese Belastung in tangentialer Richtung steht mit einer Einzelkraft am unteren Scheitelpunkt

im Gleichgewicht. Bei der Berechnung der statisch Unbestimmten berücksichtigt Zick nur die

Arbeit, die vom oberen Scheitelpunkt bis zum Sattelhorn gespeichert wird. Mechanisch inter-

pretiert bedeutet dies, dass der Kreisring im Bereich des Sattels als unendlich starr angesehen

wird was gleichbedeutend mit einer festen Einspannung des Kreisrings am Sattelhorn ist.

ϑ

β

6/β6/β
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Abb. 3.5: Ersatzsystem zur Bestimmung der Biegemomente in Umfangsrichtung

Die Lösung des zweifach statisch unbestimmten Systems nach dem Kraftgrößenverfahren er-

gibt folgenden Verlauf der Umfangsbiegemomente:
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RQM Gl. 3.19

Das maximale Biegemoment tritt in Höhe des Sattelhorns auf, so dass sich das maßgebende

Umfangsbiegemoment durch Auswertung von Gl. 3.19 für ϕ = β bestimmen lässt. Das oben

beschriebene Modell gilt nach Zick nur für über dem Sattelbereich nicht ausgesteifte Behälter.

Bei Abständen des Behälterbodens kleiner als A/R = 1,0 geht Zick davon aus, dass sich der

Schubfluss mehr zum Sattelhorn hin konzentriert und dadurch das Moment abnimmt. Um die-

sen Effekt zu berücksichtigen, nimmt Zick für Bodenabstände kleiner als A/R = 0,5 pauschal

an, dass sich das Moment aus Gl. 3.19 um den Faktor vier reduziert. Zwischen A/R = 0,5 und

1,0 wird linear interpoliert. Darüber hinaus hat der Boden keinen weiteren Einfluss.
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Zur abschließenden Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung wird eine mittragende

Schalenbreite in Abhängigkeit der Behälterlänge angesetzt:


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


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

⋅≤=
⋅≥⋅=

⋅
⋅

=σ ϕ R8Lfür      L/2  beff
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mit         
tb

M6
2

eff
M Gl. 3.20

Zur Ermittlung der Membranspannungen in Umfangsrichtung wird angenommen, dass die

Normalkraft ein Viertel der resultierenden Auflagerkraft beträgt und die Sattelbreite zuzüglich

dem zehnfachen der Blechdicke als effektive Schalenbreite wirksam ist:

)t10b(t4
Q

N ⋅+⋅⋅
−=σ ϕ Gl. 3.21

Zur Bemessung von Aussteifungsringen im Sattelbereich wird zwischen Aussteifungsringen in

der Sattelebene und Aussteifungsringen in der Nähe des Sattels unterschieden. Zur Bemessung

der Ringe in der Sattelebene verwendet Zick das gleiche Ersatzsystem wie für die nicht ausge-

steifte Kreiszylinderschale. Die Biegemomente unterscheiden sich in diesem Fall nicht von den

zuvor beschriebenen. Die Normalkraft an der Stelle des maximalen Biegemomentes wird, im

Gegensatz zum vorherigen Fall, ebenfalls am Ersatzsystem bestimmt. Als effektiven Quer-

schnitt wird neben dem eigentlichen Ringquerschnitt noch ein Schalenanteil vom fünffachen

der Blechdicke auf jeder Seite des Rings mit berücksichtigt.

Für den Fall von zwei Aussteifungsringen in der Nähe des Sattels geht Zick davon aus, dass

diese gemeinsam wirken und auf den vom Sattel abgewandten Seiten wieder durch einen

Schubfluss nach der Balkentheorie beansprucht werden. Im Gegensatz zu den vorherigen Fäl-

len werden die beiden Aussteifungsringe nicht auf dem gesamten Sattelumfangswinkel abge-

stützt, sondern nur in einem kleinen Bereich am Sattelhorn und dort auch nur in tangentialer

Richtung. Um diese Effekte bei der Ermittlung der Schnittgrößen zu berücksichtigen, wird der

Kreisring im Sattelbereich nicht mehr als unendlich starr angesehen, sondern zusätzlich eine

tangentiale Einzelkraft, die mit der Belastung im vertikaler Richtung im Gleichgewicht steht,

angesetzt.
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Abb. 3.6: Ersatzsystem bei Aussteifungsringen in der Nähe des Sattels

Das maximale Biegemoment tritt für diesen Fall ungefähr bei ϕ = π/2 auf. Für den effektiven

Ringquerschnitt werden keine näheren Angaben gemacht, aber es ist davon auszugehen, dass

dieser analog zum Fall der Ringe in der Sattelebene angesetzt werden kann.

Im Zusammenhang mit den Untersuchungen von Zick ist auch die Veröffentlichung von Brow-

nell & Young [12] zu erwähnen. Im Wesentlichen werden hier die von Zick aufgestellten For-

meln noch einmal vorgestellt und deren Herleitung genauer erläutert. Für die effektive Scha-

lenbreite im Zusammenhang mit der Normalkraft in Umfangsrichtung und bei Aussteifungsrin-

gen werden zudem neue Ansätze vorgestellt. Im Gegensatz zu Zick geht nicht nur die Blechdi-

cke ein, sondern auch der Radius in folgender Form:

)tR78,0(2bbeff ⋅⋅⋅+= Gl. 3.22

mit b als die Sattelbreite.
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3.4.2 Untersuchungen von Mang

Die Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung an einem Kreisring wurde von Mang in

[46] und [47] erneut aufgegriffen. Die Untersuchungen von Mang beziehen sich allerdings in

erster Linie auf Rohrleitungen und der Einfluss eines Bodens, wie er beim sattelgelagerten Be-

hälter vorhanden ist, wird daher nicht berücksichtigt. Die Untersuchungen von Mang sind des-

halb nur bedingt als Grundlage für eine Verbesserung der Ansätze von Zick anzusehen, da

nicht alle Randbedingungen des sattelgelagerten Behälters berücksichtigt werden.

Mang untersuchte zunächst verschiedene Ersatzsysteme und variierte dabei insbesondere die

Kräfte zwischen dem Kreisring und der Unterkonstruktion.

Die Schnittgrößen der verschiedenen Systeme vergleicht Mang, unter Annahme einer zunächst

über den Umfang konstanten mitwirkenden Schalenbreite, mit Messergebnissen von Zwiesele

[73], Herber [31]  und Wilson & Odon [66] . Er stellt dabei bei den Systemen sechs bis neun

qualitative Übereinstimmungen fest. Um eine quantitative Übereinstimmung zu erzielen, muss

nach Mang eine detailliertere Betrachtung der mitwirkenden Schalenbreite erfolgen. Er stellt

zunächst grundsätzlich fest, dass, im Gegensatz zu Zick und Brownell & Young, der Sattelum-

schließungswinkel einen Einfluss hat. Weiterhin variiert die mitwirkende Breite über den Um-

fang und muss für die Biege- und die Membranspannungen getrennt betrachtet werden. Auf

Grundlage von System 6 in Abb. 3.7 und den Versuchsergebnissen entwickelt Mang ein Dia-

gramm zur Bestimmung der mitwirkenden Schalenbreite an ausgezeichneten Systempunkten in

Abhängigkeit des Sattelumschließungswinkels.

Abb. 3.7: Untersuchte Pressungsansätze von Mang
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Kapitel 4    Untersuchungen nach der FE-Methode

4.1 Allgemeines

Die analytische Lösung des Schalenproblems bei liegenden Behältern ist insbesondere auf-

grund der Interaktion zwischen Schale und Sattel mit einem sehr hohen Rechenaufwand ver-

bunden. Daher wurden in den bisher vorgestellten Lösungswegen hinsichtlich der Sattelpres-

sung Annahmen getroffen, um dieses Problem zu umgehen. Verfahren bei denen sich eine an-

nähernd kontinuierliche Sattelpressung aus den Berechnungen ergibt, sind bisher nur auf

Grundlage von numerischen Methoden vorhanden.

Im Bereich der Festigkeitsberechnung hat sich hierzu in den letzten Jahren die Finite Elemente

Methode  etabliert. Mit der FE-Methode kann durch die Diskretisierung der Geometrie in klei-

ne endliche Teile jede beliebige Form abgebildet werden. Darüber hinaus können geometrisch

oder physikalisch nichtlineare Effekte in der Berechnung berücksichtigt werden. Veröffentli-

chungen auf Grundlage der FE-Methode sind allerdings bisher kaum vorhanden. Neben den

Arbeiten von Stoneking & Sheth [61] und Ladewig [41], in denen es in erster Linie um die

Umsetzung der Problematik in der FE-Methode ging, ist die Arbeit von Chouihi [19] zu erwäh-

nen. Unter Verwendung eines degenerierten 9-Knoten-Schalenelements und einem Kontakt-

element zwischen Behälter und Sattel führte er umfangreiche Parameterstudien durch und ent-

wickelte Formeln zur Bestimmung der zu erwartenden Pressungsverteilung in Abhängigkeit der

wichtigsten Behälterparameter. Das von Ahmed et al. [11] 1971 entwickelte degenerierte 9-

Knoten-Schalenelement hat sich seitdem insbesondere aufgrund seiner guten Ergebnisse bei

beliebig gekrümmten Schalen bewährt und zeichnete sich durch eine bessere Wirtschaftlichkeit

gegenüber ebenen Schalenelementen oder Kontinuumselementen aus. Mit der gestiegenen

Leistungsfähigkeit und Speicherkapazität der Rechner ist die Wahl der Elemente nach wirt-

schaftlichen Gesichtspunkten vor allem in Bezug auf einfache Geometrien wie die Kreiszylin-

derschale nicht ausschlaggebend. In Verbindung mit graphischen Benutzeroberflächen bei
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kommerziellen FE-Programmen bieten ebene Schalenelemente Vorteile im Hinblick auf die

graphische Eingabe und Darstellung des diskretisierten Systems und bei der Auswertung und

graphischen Darstellung der Ergebnisse. Im Rahmen dieser Arbeit wurde aus diesen Gründen

ein ebenes Schalenelement nach der diskreten Kirchhof-Theorie (DKT-Element)  in Verbin-

dung mit dem FE–Programm Marc Mentat [48],[49] angewendet. Zur Berücksichtigung eines

losen Kontaktes zwischen Behälter und Sattel wurden zweidimensionale Kontakt-Elemente

(Gap-Elemente) verwendet.

4.2 Elementeigenschaften

4.2.1 DKT-Element

Auf die prinzipielle Eignung von ebenen Schalenelementen bei Kreiszylindern wurde schon

durch Zienkiewicz [70] hingewiesen. Bei dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Schalen-

element handelt es sich um ein 4-Knoten-Element, dessen Geometrie über die drei Koordinaten

der vier Eckpunkte definiert wird. Jeder Eckpunkt hat dabei sechs Freiheitsgrade.

Abb. 4.1: Freiheitsgrade des DKT-Elements

Eine wesentliche Problematik bei ebenen Schalenelementen, deren Geometrie nur über die

räumlichen Koordinaten der Eckpunkte bestimmt wird, liegt in der Wahl von kompatiblen An-

satzfunktionen für die Verformungen. Verwendet man nur die Freiheitsgrade in den Eckpunk-

ten, lassen sich nur kompatible Ansatzfunktionen finden, die nicht die Kirchhoff-Hypothese

erfüllen, also die Querschubverzerrungen nicht identisch null sind. In  Berechnungen mit Ele-
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menten die nicht die Kirchhoff-Hypothese erfüllen, kommt es häufig zu einer Überbewertung

der Querschubverformungen, dem sogenannten Shear-Locking. In diesen Fällen wird die Ver-

formung infolge Biegung zu klein ermittelt. Ähnliche Probleme treten auch bei höherwertigen

Elementen auf, wie dem degenerierten 9-Knoten-Schalenelement. Der Effekt des Shear-

Lockings kann bei diesen Elementen durch eine reduzierte oder selektive Integration wie sie in

[32],[33] und [71] beschrieben wird,  vermieden werden. Zur Vermeidung des Shear-Locking-

Effekts bei ebenen Elementen hat sich daneben die diskrete Kirchhoff-Theorie, die in [13],[14]

und [55] beschrieben wird, bewährt. Im Rahmen der diskreten Kirchhoff-Theorie werden für

die Verschiebungen w(x,y) und für die Verdrehungen ϕx und ϕy zunächst voneinander unab-

hängige Ansatzfunktionen aufgestellt. Nach der Kirchhoff-Hypothese sind die Querschubver-

zerrungen εxz und εyz identisch null und wenn diese erfüllt sein soll, müssen die Ableitungen der

Verschiebungen folgende Bedingung erfüllen:

0
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w

xxz =ϕ+
∂
∂

=ε  0
y
w

yyz =ϕ+
∂
∂

=ε Gl. 4.1

Im Rahmen der diskreten Kirchhoff-Theorie wird diese Bedingung nur punktweise, etwa in den

Seitenmittelpunkten, erfüllt. Damit stehen für die Ansatzfunktionen zusätzliche Bedingungen

zur Verfügung und es können kompatible Ansätze gewählt werden, bei denen gewährleistet ist,

das die Querschubverformungen punktweise identisch null sind und damit auch bei der Integ-

ration die Schubsteifigkeit nicht überschätzt wird.

4.2.2 Gap-Element

Bei dem in der Elementbibliothek von Marc-Mentat zur Verfügung stehenden Kontaktelement

Gap handelt es sich um ein Linienelement aus vier Knoten mit dem Kontaktbedingungen  zwi-

schen zwei Knoten berücksichtigt werden können.

Abb. 4.2: Freiheitsgr
ade des Gap-Elements
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Dem Kontaktelement kann eine Federsteifigkeit zugeordnet werden. Dies führt aber bei einer

ungleichmäßigen Netzaufteilung zu unterschiedlichen Steifigkeitsverhältnissen entlang der

Sattelfläche, da den einzelnen Knoten anteilig unterschiedliche Flächen zugeordnet sind. Um

eine gleichmäßige Steifigkeitsverteilung zu erzielen, empfiehlt es sich, die Kontaktelemente als

unendlich starr zu betrachten und auf der von der Schale abgewandten Seite eine zusätzliche

Schicht aus Volumenelementen anzuordnen.

4.3 Diskretisierung des sattelgelagerten Behälters

Bei der Diskretisierung des sattelgelagerten Behälters werden die Kreiszylinderschale und der

Behälterboden über die DKT–Elemente abgebildet. Im Sattelbereich werden zwischen Sattel

und Schale zur Berücksichtigung eines losen Kontaktes die Gap-Elemente angeordnet. Der

Sattel selbst wird durch eine konstante Schicht aus 8-Knoten-Volumenelementen idealisiert.

Diese Idealisierung des Sattels wurde gewählt, um die Steifigkeit im Sattelbereich über eine

Bettungszahl, die sich aus der Schichtdicke und den gewählten Materialeigenschaften be-

stimmt, zu erfassen. Die Netzaufteilung in der Kreiszylinderschale richtet sich nach den zu er-

wartenden Verformungen und Schnittgrößenverläufen. Besonderes Augenmerk muss daher auf

den Bereich am Sattelhorn gelegt werden, da hier aufgrund der Sattelpressung mit den größten

Gradienten im Schnittgrößenverlauf zu rechnen ist. Aus der folgenden Abbildung ist der quali-

tative Verlauf der Spannungen nach Chouihi in Umfangsrichtung an der Außenseite eines Be-

hälters im Sattelbereich zu erkennen.
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Abb. 4.3:  qualitativer Verlauf der Spannungen in Umfangsrichtung über dem Sattel
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Es ist deutlich zu erkennen, dass am Sattelhorn die maximalen Spannungen in Umfangsrich-

tung auftreten und davor, beziehungsweise danach, mit einem deutlichen Abfall der Spannun-

gen zu rechnen ist. Bei Verwendung der ebenen Schalenelemente erfordert dies eine möglichst

feine Netzaufteilung am Sattelhorn und in seiner näheren Umgebung. Da die DKT-Elemente

den Patch-Test erfüllen, also die Ergebnisse bei immer feiner werdender Diskretisierung gegen

das tatsächliche Ergebnisse konvergieren, kann die notwendige Netzweite aus Vergleichsbere-

chungen bestimmt werden. Bei Vergleich der Spannungen oder Verschiebungen in nur einem

Punkt zeigt sich, dass die Wahl der Steifigkeit im Sattelbereich entscheidenden Einfluss auf das

Konvergenzverhalten hat. Bei Annahme einer praktisch unendlich steifen Bettung ist zu beo-

bachten, dass sich die Schale punktuell an den Ecken des Sattelhorns auflagert und somit auch

eine punktuelle Belastung der Kreiszylinderschale auftritt. Dies führt zu einer Singularität im

Spannungsverlauf. Messungen der Pressungsverteilung durch Chouihi und Zimmermann [72]

haben dagegen gezeigt, dass sich eine flächenhaft verteilte Auflagerung einstellt und es ist au-

ßerdem davon auszugehen, dass durch ein Plastifizieren des Behälter- oder des Sattelmaterials

grundsätzlich eine punktuelle Auflagerung ausgeschlossen ist. Im Sattelbereich muss daher

eine gewisse Nachgiebigkeit  zugelassen werden, die zwar die realen Verhältnisse möglichst

nah, aber auf der sicheren Seite liegend abbildet.

Abb. 4.4: Diskretisierung des sattelgelagerten Behälters
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Bei Berücksichtigung einer Nachgiebigkeit, deren Festlegung im folgenden Abschnitt einge-

hender erläutert wird, hat sich gezeigt, dass am Sattelhorn in einer Umgebung von circa ±5°

eine Netzweite unter Berücksichtigung des Behälterradius und einem Einschließungswinkel

von 1° ausreichend genaue Ergebnisse liefert. Über den weiteren Umfang kann die Netzweite

dann sukzessive erweitert werden.

4.3.1 Kriterien zur Beurteilung der maximalen Spannungen bei starrer Lagerung

Um eine Aussage über die zu berücksichtigende Steifigkeit im Sattelbereich treffen zu können,

wurden am folgenden Behälter für die vertikale Belastung durch eine Flüssigkeitsfüllung, Ver-

gleichsberechnungen unter Berücksichtigung verschiedener Steifigkeiten durchgeführt.

1000 mm

200 mm

1000 mm

120°

8000 mm

t = 9 mm

Abb. 4.5: Behälterabmessungen für Untersuchungen zum Einfluss der Steifigkeit im Sattelbe-
reich

Der Sattel wurde durch eine Schicht mit der Dicke von d = 50 mm idealisiert. Unter der An-

nahme eines linearelastischen Materialverhaltens wurden durch Variation des E-Moduls ver-

schiedene Steifigkeiten berücksichtigt. Um die berücksichtigten Steifigkeiten allgemein über-

tragen zu können, wurde die Schichtdicke und der E-Modul in eine Bettungszahl  B = E/d

[N/mm³]  umgerechnet. In Abbildung 4.6 ist der Verlauf der Spannungen in Umfangsrichtung

am Sattelhorn über die Sattelbreite unter Variation  der Bettungszahl des Sattels dargestellt.
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Der Verlauf der Spannungen am Sattelhorn über die Sattelbreite verändert sich bei kleinen

Bettungszahlen (1- 40 N/mm³) zunächst qualitativ gesehen nicht. Bei weiter steigenden Bet-

tungszahlen ist dann eine Umlagerung der maximalen Spannungen von der Sattelmitte zum

Sattelrand hin zu beobachten. Der Absolutwert der maximalen Spannungen nimmt ebenfalls

mit steigenden Bettungszahlen zu und es ist keine eindeutige Konvergenz zu erkennen.
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Abb. 4.6: Spannungen in Umfangsrichtung an der Außenseite entlang des Sattelhorns bei un-
terschiedlichen Bettungszahlen für den Sattel

Betrachtet man dagegen die über die Sattelbreite gemittelten Spannungen über die entspre-

chenden Bettungszahlen  in Abb. 4.7, ist zu erkennen, dass, analog zur vorherigen Betrachtung,

die Spannungen bei kleinen Bettungszahlen zunächst mit steigender Steifigkeit des Sattels zu-

nehmen, dann aber, ab ca. 200 N/mm³, geringfügig abnehmen und im Weiteren annähernd kon-

stant verlaufen.
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Abb. 4.7: Entwicklung der über die Sattelbreite gemittelten Spannungen in Umfangsrichtung
bei Variation der Bettungszahl für den Sattel

Der Vergleich des Verlaufs der gemittelten Spannungen über den Umfang in Abb. 4.8 zeigt

weiter, dass bei einer zu weichen Bettung nicht nur die maximalen Spannungen geringer ge-

genüber einer steiferen Lagerung sind, sondern sich auch der qualitative Verlauf unterscheidet.

Erst ab einer Bettungszahl von 400 N/mm³ treten im Verlauf in Umfangsrichtung am Sattel,

bei größer werdenden Bettungszahlen, keine Veränderungen auf.

Die über die Sattelbreite gemittelten Spannungen als zu beurteilende Größe heranzuziehen ist

auch deshalb sinnvoll, da zusätzlich Spannungsspitzen infolge von Imperfektionen in der Be-

hälter- oder Sattelgeometrie auftreten können. Diese Spannungsspitzen werden aber, wie die

Spannungsspitzen bei einer sehr steifen Lagerung, nur in kleinen örtlich begrenzten Bereichen

auftreten und bei Überschreiten der Fliessgrenze erfolgt dann wieder eine Umlagerung zur

Sattelmitte hin. Solange diese Umlagerung der Spannungen nicht auch ein Fliessen des Materi-

als über die gesamte Sattelbreite bewirkt, kann man davon ausgehen, dass sich dann der soge-

nannte Shake-Down-Effekt einstellt, der eine Zunahme der plastischen Verformungsanteile bei

weiterer Be- und Entlastung verhindert.
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Abb. 4.8: Über die Sattelbreite gemittelte Spannungen entlang des Umfangs bei unterschiedli-
chen Bettungszahlen

Fazit

Auf Grundlage dieser Ergebnisse wird in den weiteren Berechnungen zur Berücksichtigung

einer steifen Lagerung eine Bettungszahl von 600 N/mm³ angesetzt. Die Wahl von 600 N/mm³

ist dabei nicht zwingend vorgegeben, da nach Abb. 4.7 mit steigender Bettungszahl der Ein-

fluss der Bettungszahl auf die maximalen Spannungen verschwindet. Lediglich eine zu weiche

Bettung würde die Verhältnisse bei einer starren Lagerung nicht richtig widerspiegeln. Mit ei-

ner Bettungszahl von 600 N/mm³ liegt man aber nach Abb. 4.7 auf der sicheren Seite. Zusätz-

lich muss beachtet werden, dass es sich bei den folgenden Spannungsverläufen in Umfangs-

richtung um über die Sattelbreite gemittelten Spannungen handelt.
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4.4 Verifizieru ng des Berechnungsmodels

4.4.1 Vergleich mit Berechnungen nach Chouihi

Zunächst erfolgt ein Vergleich der Spannungen unter Verwendung des beschriebenen DKT-

Elements mit den Spannungen aus einer Berechnung nach Chouihi unter Verwendung des de-

generierten 9-Knoten-Schalenelementes. Hierzu muss gesagt werden, dass in der Berechnung

nach Chouihi im Kontaktelement eine Bettungszahl von 10 N/mm³ berücksichtigt wird. In der

eigenen FE-Berechnung ist daher auch eine Bettungszahl von 10 N/mm³ berücksichtigt wor-

den. Aufgrund der vorangegangenen Feststellungen entsprechen die Absolutwerte der Span-

nungen nicht denen einer starren Lagerung. Die nahezu übereinstimmenden Verläufe in Abbil-

dung 4.9 bestätigen dennoch die Eignung der Diskretisierung bei Verwendung des DKT-

Elements.

Abb. 4.9: Spannungen an der Behälteraussenseite bei Verwendung des DKT-Elementes und
des  degenerierten 9-Knoten-Schalenelementes nach Chouihi.
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4.4.2 Vergleich mit Messergebnissen

Zur weiteren Verifikation werden die Berechnungsergebnisse mit Messergebnissen von Duthie

und Tooth [25] verglichen. Die Messergebnisse beziehen sich auf zwei Behälter die sich nur in

der Blechdicke unterscheiden.

Im Rahmen ihrer Versuchsreihe untersuchten Duthie und Tooth verschiedene Sattelformen um

deren Einfluss zu erfassen, wobei hier zum Vergleich nur die Ergebnisse der starren Lagerung

berücksichtigt werden. Zunächst erfolgt eine Gegenüberstellung der Ergebnisse für den Behäl-

ter mit einer Blechdicke von 3,3 mm, wobei in der FE-Berechnung jetzt wieder eine Bettungs-

zahl von 600 N/mm³ berücksichtigt wurde.

Abb. 4.10: Vergleich der Messergebnisse von Duthie & Tooth [25] mit der FE-Berechnung für
t = 3,3 mm
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Es zeigt sich, dass die Messwerte vor dem Sattelhorn sehr gut mit den berechneten Spannungen

übereinstimmen. Die maximale Spannung am Sattelhorn liegt nach der Messung um ca. 40

N/mm² höher. Dieser Unterschied kann mehrere Ursachen haben. Zunächst ist festzuhalten,

dass es sich bei den Spannungen nach der FE-Methode um über die Sattelbreite gemittelte

Spannungen handelt und bei den gemessenen um die Spannungen in Sattelmitte. Auf die mög-

liche Variation der Spannungen über die Sattelbreite wurde schon in Kapitel 4.1 hingewiesen.

Des weiteren haben Duthie und Tooth schon während ihrer Untersuchung durch Vergleichs-

messungen an gegenüberliegenden Sattelhörnern Streuungen festgestellt, die sie auf  Imperfek-

tionen in der Behälterschale oder am Sattel zurückführen. Unter Berücksichtigung dieser As-

pekte kann von einer ausreichend genauen Übereinstimmung zwischen dem FE-Modell und

diesem Versuchsaufbau ausgegangen werden. Der Vergleich für den Behälter mit einer Blech-

dicke von 4,67 mm bestätigt dies.

Abb. 4.11:   Vergleich der Messergebnisse von Duthie & Tooth mit der FE-Berechnung  für t =
4,67 mm
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4.5 Untersuch ungen zur Erfassung einer planmäßigen weichen Lagerung

Bei Annahme einer zu weichen Bettung treten erheblich reduzierte Spannungen und ein anderer

qualitativer Verlauf in Umfangsrichtung auf. Will man diese Spannungsreduktion durch eine

planmäßig weichere Bettung ausnutzen, wie etwa durch Anordnung einer elastomeren Schicht

zwischen Behälter und Sattel, sind genaue Angaben über die Größenordnung der Bettung er-

forderlich, da im Bereich niedriger Bettungszahlen mit großen Differenzen zu rechnen ist. Die

rechnerische Erfassung des Einflusses einer solchen Schicht kann zunächst nur bedingt auf

Grundlage eines linearelastischen Materialgesetzes erfolgen, da bei weichen Schichten Deh-

nungen in Größenordnungen von mehreren Prozent auftreten können. Bei der Betrachtung einer

Last–Verformungskurve einer einachsig belasteten Schicht ist eine deutliche Verfestigung zu

erkennen, welche nicht über ein linearelastisches Materialverhalten erfassbar ist.

Zur Beschreibung des Materialverhaltens von Elastomeren sind eine Reihe von  Materialgeset-

zen formuliert worden, die auf einer Formulierung der Formänderungsenergiedichte basieren.

Liegt die Formänderungsenergiedichte als Funktion W in Abhängigkeit des Verzerrungszu-

standes vor, kann der Spannungszustand σij durch Differenzieren nach den Verzerrungs be-

stimmt werden.

ε = -1

−∞=σ

ε

σ

Abb. 4.13: Qualitatives Spannungs-Dehnungsdiagramm einer dünnen elastomeren Schicht
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Allgemein lautet der Zusammenhang zwischen dem Cauchy’schen Spannungszustand und der

Formänderungsdichte wie folgt:

ki
ik

ij B
B
W

J
2

∂
∂

=σ Gl. 4.2

mit 

W : Funktion der Formänderungsdichte

σij : Cauchy’scher Spannungstensor

Bki, Bik: linker Cauchy-Green-Tensor

J : Jacobi Determinate = det (Bik)1/2

Die Formänderungsenergiedichte W wird dabei in einen volumetrischen und einen deviatori-

schen Anteil aufgeteilt. Im volumetrischen Anteil wird die Formänderungsenergie berücksich-

tigt, die eine Volumenänderung eines infinitesimalen Elements bewirkt. Der deviatorische An-

teil berücksichtigt die infolge einer Gestaltänderung gespeicherte Energie.

voldev WWW += Gl. 4.3

Für den im Rahmen dieser Arbeit vorliegenden Fall einer dünnen Schicht zwischen Behälter

und Sattelkonstruktion wurden im Rahmen zweier Diplomarbeiten [24],[56] Untersuchungen

und Vergleichsberechungen hinsichtlich der Eignung von unterschiedlichen Materialgesetzen

für Elastomere oder Schaumstoffe durchgeführt. Auf der Grundlage von  einachsigen Druck-

versuchen an fünf Materialien hat sich gezeigt, dass nur Materialgesetze geeignet sind, die eine

Volumenänderung berücksichtigen können, wie zum Beispiel das Materialgesetz von Ogden

[48]oder das Materialgesetz Foam [48] für Schaumstoffe.
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Materialgesetz Ogden

Das Materialgesetz von Ogden kann eine auf kleine Volumendehnungen beschränkte Kompres-

sibilität berücksichtigen. Nach dem Materialgesetz von Ogden ergibt sich der deviatorische

Anteil zu

( )∑
=

ααα
α−









−λ+λ+λ⋅⋅

α
µ

=
n

1i
321

3

i

i
dev 3JW iii

i

Gl. 4.4

und der volumetrische Anteil  zu

2

3
1

vol 1JK5,4W 









−⋅⋅= Gl. 4.6

λ1, λ2 und λ3 sind die Hauptdehnungsgrade, J die Jacobi-Determinate des Deformations-

gradienten und K der Kompressionsmodul. Die Koeffizienten µi und αi sind materialabhängige

Konstanten die durch Auswertung von Versuchen bestimmt werden müssen.

Materialgesetz Foam

Das Materialgesetz Foam ist für die Berechnung von Schaumstoffen geeignet. Im Gegensatz zu

anderen Materialgesetzen wird die Volumendehnung nicht auf kleine Dehnungen beschränkt,

womit auch hochgradig kompressible Materialien berücksichtigt werden können.

Die Formänderungsenergiedichte ist definiert als:
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Der deviatorische Anteil ist identisch mit der Formulierung nach dem Materialgesetz von Og-

den. Im volumetrischen Anteil entfällt gegenüber Ogden die lineare Verknüpfung der Volu-

mendehnung mit dem hydrostatischen Druck, wodurch die Beschränkung auf kleine Volumen-

dehnungen entfällt. Die Bestimmung der materialabhängigen Parameter erfolgt wieder  durch

Auswertung von Versuchen.

Die Anwendung dieser Materialgesetze erweist sich allerdings als schwierig, da zur Ermittlung

der noch unbekannten Materialkoeffizienten Versuche und  ein  sogenanntes „Experimental
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Data Fitting“ durchgeführt werden muss. Im Rahmen dieses „Experimental Data Fitting“ muss

vom Bediener die Anzahl der zu berücksichtigenden Reihenglieder und  Kriterien für die Er-

mittlung der Materialparameter festgelegt werden. Eine einheitliche Vorgehensweise kann da-

bei nicht angegeben werden, da je nach Material und Belastungssituation verschiedene Anfor-

derungen gestellt werden. Umfangreiche Vergleichsrechnungen im Vorfeld sind daher uner-

lässlich, um auch teilweise unsinnige Ergebnisse auszuschließen. Darüber hinaus können die

Materialkoeffizienten nicht bestimmten Elastomereigenschaften zugeordnet werden  und somit

ist eine einfache überschlägige Zuordnung nicht möglich.

Um das nichtlineare Tragverhalten einer dünnen Schicht bei möglichst einfacher Formulierung

der mechanischen Eigenschaften dennoch zu berücksichtigen, wurde im Rahmen dieser Arbeit

ein Materialgesetz entwickelt, welches im Zusammenhang mit der verwendeten Diskretisierung

eine nichtlineare elastische Bettung berücksichtigen kann.

Nichtlineare elastische Bettung

Das entwickelte Materialgesetz soll für dünne elastomere Schichten den Effekt der nichtlinea-

ren Verfestigung berücksichtigen und gleichzeitig kompressibel sein. Hierzu werden folgende

Annahmen getroffen:

1. In einen infinitesimalen Volumenelement mit der Grundfläche dA und der Höhe der e-

lastomeren Schicht stellt sich in radialer Richtung ein eindimensionaler Dehnungs- und

Spannungszustand ein.

2. Der Zusammenhang zwischen den Dehnungen und Spannungen nach Abb. 4.13 wird be-

schrieben durch:

ε⋅
ε+

=σ
)1(

E0 Gl. 4.8

Diese Annahmen sind gerechtfertigt, wenn man davon ausgeht, dass zwischen dem Behälter

und der elastomeren Schicht keine Reibkräfte, also nur Kräfte in radialer Richtung übertragen

werden und die Schicht so dünn ist, dass keine nennenswerte Lastausbreitung innerhalb der

Schicht zu erwarten ist.
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Abb. 4.14: Belastungsbild einer dünnen Zwischenschicht unter der Annahme eines einachsigen
Spannungszustandes

Unter den getroffenen Annahmen ergeben sich der Spannungstensor und der Verzerrungstensor

bei einer Beschreibung in den Hauptrichtungen zu:
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Da die Richtung der Hauptspannungen, beziehungsweise die der Hauptdehnungen, im voraus

nicht bekannt ist, muss eine Formulierung des Materialgesetzes so gewählt werden, dass sie

gegenüber einer Drehung des Koordinatensystems invariant ist. Dazu erfolgt zunächst die Be-

schreibung des Zusammenhangs zwischen der Hauptspannung und der Hauptdehnung unter

Berücksichtigung der ersten Invariante des Verzerrungstensors zu:

3211 εεεεεε ++=++= zzyyxxI Gl. 4.10
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Die Spannungskomponenten in einem gegenüber den Hauptrichtungen gedrehten Koordinaten-

system ergeben sich zu:
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Analog ergeben sich die Verzerrungen nach einer Transformation zu
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Man erkennt, dass unter der Voraussetzung eines einachsigen Spannungs- und Dehnungszu-

standes zwischen einer Spannungskomponente im gedrehten Koordinatensystem und der

Hauptspannung der gleiche Zusammenhang besteht, wie zwischen der entsprechenden Verzer-

rungskomponente und der Hauptdehnung.Einsetzen dieser Zusammenhänge in Gl. 4.11  liefert

die allgemeine Formulierung in einem beliebig orientierten kartesischen Koordinatensystem:
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Untersuchungen zur nichtlinearen Bettung

Auf Grundlage des vorgestellten Materialgesetzes zur Berücksichtigung einer nichtlinearen

elastischen Bettung sind von Dümpelmann in [24] Untersuchungen und Parameterstudien in

Bezug auf horizontale sattelgelagerte Behälter durchgeführt worden. Hauptaugenmerk wurde

dabei auf den Einfluss der Zwischenschicht auf die Sattelpressung und damit verbunden auf die

Spannungen in Umfangsrichtung gerichtet. Durch Vergleich der Ergebnisse aus Berechnungen

unter Berücksichtigung der Materialgesetze Ogden und Foam mit denen nach der nichtlinearen

Bettung, wird zunächst die Eignung der nichtlinearen Bettung zur Beschreibung des Tragver-

halten von dünnen elastomeren Schichten festgestellt. Der Vergleich erfolgt dabei unter Be-

rücksichtigung von Versuchswerten aus [56]. Des weiteren wird ein Zusammenhang zwischen

der nichtlinearen Bettung und einer in Bezug auf die Schnittgrößen in der Behälterwand, sta-

tisch äquivalenten linearen Bettung aufgestellt. Der Zusammenhang lautet:

         963,0
d

1E
ln55,0³]mm/N[ B 0 +






 +

⋅= Gl. 4.16

E0, in [N/mm²] eingesetzt, ist der Tangentenmodul im Nullpunkt der Spannungsdehnungslinie

der nichtlinearen Bettung wie sie zum Beispiel in Abb. 4.13 dargestellt ist  und d die Schichtdi-

cke in [mm]. Die aus der Formel berechnete Bettungsziffer kann dann im Fall der FE-

Berechnung mit einer Schicht aus Volumenelementen als Sattel, über

d
E  B = Gl. 4.17

bestimmt werden. Für den Fall der linearen Bettung werden auf Grundlage einer Parameterstu-

die Formeln zur Bestimmung der zu erwartenden Sattelpressungen aufgestellt. Die Formeln

werden im Rahmen dieser Arbeit in Kapitel 8 vorgestellt. Die Anwendung und Eignung der

Idealisierung als lineare Bettung wird abschließend am Beispiel eines schaumstoffartigen und

eines elastomeren Materials mit jeweils einer Schichtdicke von 4 mm gezeigt. Hierzu werden

zunächst die Spannungs-Dehnungslinien, die Schlingloff [56] aus einem einachsigen Druckver-

such für zwei Materialien mit den Typenbezeichnungen ZK / CRL und Standardgummi ermit-

telt hat, als nichtlineare Bettung angenähert.
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Abb. 4.15: Spannungs-Dehnungslinie für ZK / CRL
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Abb. 4.16: Spannungs-Dehnungslinie für Standardgummi

Für das weiche Material zeigt sich bei Wahl eines Tangentenmoduls von 0,2 N/mm² eine sehr

gute Übereinstimmung. Für das steifere elastomere Material kann mit einem Tangentenmodul

von 0,7 N/mm² im Mittel eine gute Übereinstimmung erzielt werden. Nach dem Zusammen-
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hang aus Gl. 4.16 kann das nichtlineare Tragverhalten der beiden Schichten jeweils durch eine

lineare Bettung idealisiert werden. Für die Schicht aus dem Material ZK / CRL ergibt sich:

      N/mm³ 0,3      963,0
4

12,0ln55,0BZKCRL =+





 +

⋅= Gl. 4.18

und für die Schicht aus Standardgummi ergibt sich:

      N/mm³ 0,5      963,0
4

17,0ln55,0B GSt =+





 +

⋅=− . Gl. 4.19

In den folgenden beiden Abbildungen 4.17 und 4.18 sind zur abschließenden Überprüfung der

Idealisierung einer dünnen Zwischenschicht als linear-elastische Bettung die Ergebnisse einer

FE-Berechnung dargestellt. Im Rahmen der FE-Berechnung wurden für einen Behälter die

Spannungen in Umfangsrichtung unter Berücksichtigung der zuvor beschriebenen Zwischen-

schichten aus den Materialien ZK / CRL und Standardgummi ermittelt. Die Berücksichtigung

dieser Zwischenschichten erfolgte zum einen als nichtlineare Bettung auf Grundlage der Zu-

sammenhänge nach Abb. 4.15 und Abb. 4.16 und zum anderen als idealisierte linear-elastische

Bettung nach Gl. 4.18 und Gl. 4.19.
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Abb. 4.18: Vergleich der Spannungen in Umfangsrichtung bei Lagerung auf einer Zwischen-
schicht aus Standardgummi

Für den Behälter der auf einer Zwischenschicht aus ZK / CRL gelagert wurde, zeigen sich in

Abb. 4.17 sehr gut übereinstimmende Spannungsverläufe. Die maximalen Spannungen am

Sattelhorn werden bei der linear-elastischen Bettung etwas höher ermittelt, womit diese Ideali-

sierung aber auf der sicheren Seite liegt. Für den Behälter auf einer Zwischenschicht aus Stan-

dardgummi ergeben sich analoge Spannungsverläufe wie in Abb. 4.18 zu erkennen ist.
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Kapitel 5  Wertung der bisherigen Verfahren

5.1 Allgemeines

In den vorangegangenen Kapiteln wurden schalentheoretische Lösungsansätze, Näherungsver-

fahren und eine Lösung nach der FE-Methode vorgestellt. Daneben wurden die theoretischen

Grundlagen erläutert und die Lösung nach der FE-Methode durch Vergleich mit Messergebnis-

sen verifiziert. Hinsichtlich der Handhabung ist das Näherungsverfahren von Zick am ein-

fachsten und wird daher bis in die heutige Zeit angewendet. Eine unrealistische Erfassung der

Beanspruchung wurde allerdings in zahlreichen rechnerischen und messtechnischen Untersu-

chungen festgestellt, was die Frage nach der tatsächlichen Eignung dieses Verfahrens aufwirft.

Als Grundlage für eine differenzierte Beurteilung für den Fall einer starren Lagerung bei losem

Kontakt werden in diesem Kapitel zunächst die Ergebnisse nach dem Verfahren von Zick mit

denen nach Krupka, als Vertreter eines schalentheoretischen Ansatzes, und mit denen nach der

FE-Methode verglichen. Dabei erfolgt  auch eine Bewertung der Verfahren. Abschließend er-

folgt ein Ausblick auf das neue Berechnungsverfahren.

5.2 Vergleich d er bisherigen Berechnungsverfahren

Zunächst werden für einen Sattelwinkel von 120 ° drei Behälter mit Radien von 500, 1000 und

1500 mm betrachtet und dabei die Behälterlänge L variiert. Als Bodenabstand wurde der je-

weilige Behälterradius angesetzt und die Blechdicke nach den Radien gestaffelt.
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Abb. 5.1: Variation der Behälterlänge für einen Radius von 500 mm

Abb. 5.2: Variation der Behälterlänge für einen Radius von 1000 mm
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Abb. 5.3: Variation der Behälterlänge für einen Radius von 1500 mm

Bei der Variation der Behälterlänge ist eine erste Anwendungsgrenze des Verfahrens von Zick

zu erkennen. Unterhalb einer Behälterlänge von 8 R ist bei Zick kaum eine Veränderung der

maximalen Spannungen zu erkennen, obwohl die resultierende Auflagerkraft bei sinkender

Behälterlänge abnimmt. Dieser Effekt ist aus dem Ansatz für die mittragende Schalenbreite

nach Zick zu erklären. Unterhalb einer Behälterlänge von 8 R wird die mittragende Schalen-

breite  gleich der halben Behälterlänge gesetzt, so dass diese sich proportional zur resultieren-

den Auflagerkraft verringert und damit den spannungsreduzierenden Effekt einer sinkenden

Belastung am Sattel aufhebt. Eine Kompensierung dieses offensichtlichen Fehlers würde den

Ansatz einer mitwirkenden Breite erfordern, die über der tatsächlichen Behälterlänge liegt. Die

Ansätze für die mitwirkende Schalenbreite von Brownell & Young, beziehungsweise von
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ist damit die Idealisierung von Zick grundsätzlich in Frage gestellt. Bei größeren Behälterlän-

gen zeigen sich bei allen Verfahren eine gleiche qualitative Zunahme der Spannungen, wobei

sich vor allem bei großen Radien eine relativ gute Übereinstimmung bei  allen Verfahren zeigt.
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Zum weiteren Vergleich wird bei einem Behälter mit dem Radius 1,0 m und der Länge 10 m

der Bodenabstand variiert:

Abb. 5.4: Variation des Bodenabstandes für einen Radis von 1000 mm

Hier zeigen sich sowohl bei dem Verfahren von Zick als auch bei dem Verfahren nach Krupka

Unterschiede zu den Ergebnissen nach der FE-Methode. Die einfache Berücksichtigung  des

Einflusses des Bodenabstandes über einen Reduzierungsfaktor und linearer Interpolierung bei

Bodenabständen zwischen 0,5 und 1,0 A/R im Verfahren von Zick, spiegelt das Tragverhalten

bei größer werdenden Abständen nur ungenau wieder. Unabhängig von den Absolutwerten der

Spannungen ist zu erkennen, dass der Boden auch über die Grenze von 1,0 A/R einen Einfluss

auf das Tragverhalten hat, was im Verfahren nach Zick nicht berücksichtigt werden kann. In

diesem Zusammenhang stehen auch die Feststellungen von Duthie & Tooth, die bei Behältern

mit großen Bodenabständen deutliche Unterschätzungen der maximalen Spannungen nach dem

Verfahren von Zick belegen. Die Ergebnisse nach dem Verfahren von Krupka zeigen, dass mit

einem schalentheoretischen Ansatz der Einfluss qualitativ erfasst werden kann. Die Absolut-

werte der Spannungen sind allerdings bei größeren Bodenabständen höher, als nach der FE-

Methode. Dieser Unterschied kann durch die Annahmen in der Halbbiegetheorie, die den Be-

rechnungen von Krupka zugrunde lag, begründet werden. Bei geringen Bodenabständen ist die

Kreiszylinderschale im Sattelbereich sehr steif und der Bereich der Störung des Membranspan-

nungszustandes durch die Auflagerpressung ist gegenüber einer weicheren Konstruktion klei-

ner. Die vernachlässigte Lastabtragung über die Biegemomente in Längsrichtung und die
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Drillmomente bei der Halbbiegetheorie ist deshalb nur bei relativ steifen Schalen zulässig. Bei

weicheren Konstruktionen, wie im Fall des Behälters mit einem großem Bodenabstand, machen

sich diese Komponenten bemerkbar, da eine größere Lastausbreitung berücksichtigt werden

kann. Dies zeigt auch die Erhöhung der Steifigkeit durch Vergrößerung der Blechdicke, wie sie

in den folgenden Abbildungen  dargestellt wird.

Abb. 5.5: Variation der Blechdicke für einen Radius von 1000 mm und einem Bodenabstand
von 2000 mm
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Abb. 5.6: Variation der Blechdicke für einen Radius von 1000 mm und einem Boden
abstand von 250 mm

Mit zunehmender Schalendicke nimmt die Differenz zwischen den Ergebnissen nach Krupka

und nach der FE-Methode ab. Dies belegt weiter die getroffene Aussage, dass die Halbbiege-

theorie nur bei steifen Schalen genaue Ergebnisse liefert.

Im Hinblick auf eine optimierte Sattelkonstruktion wird abschließend die Sattelbreite variiert.

Nach Krupka und nach der FE-Methode zeigt sich in Abb. 5.7  ein schwächer werdender Ein-

fluss bei steigender Sattelbreite, woraus man schließen kann, dass ab einer bestimmten Sattel-

breite ein wirtschaftliches Optimum zwischen Sattel- und Behälterkonstruktion erreicht wird.

Im Verfahren von Zick wird der Einfluss der Sattelbreite praktisch nicht erfasst, wodurch die

Ermittlung einer wirtschaftlichen Sattelkonstruktion verhindert wird.
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Abb. 5.7: Variation der Sattelbreite für R=1000 mm

5.3 Zusammen fassung und Ausblick auf das neue Berechnungsverfahren

Wie in den Vergleichsberechnungen gezeigt wurde, ist das Näherungsverfahren von Zick nicht

geeignet, das tatsächliche Tragverhalten des sattelgelagerten Behälters zu erfassen. Die weiter-

gehenden Untersuchungen von Brownell & Young sowie von Mang ergaben keine Verbesse-

rungen, da der Einfluss von Bodenabstand und Behälterlänge auf die maximalen Spannungen

nicht in Frage gestellt wurde und daher auch nicht verändert wurde.

Der schalentheoretische Ansatz von Krupka ist besser geeignet, dennoch hat sich gezeigt, dass

bei weichen Schalen die Annahmen in der Halbbiegetheorie zu ungenauen Ergebnissen führen.

Bei Begrenzung der zulässigen Spannungen auf Werte weit unterhalb der Streckgrenze wird

sich dieser Fehler nur gering auswirken, da die Schale relativ steif dimensioniert sein wird. Um

wirtschaftlichere Lösungen zu erzielen, kann man auch in Betracht ziehen, dass die maximalen

Spannungen am Sattelhorn als Sekundärspannungen bewertet werden. Der einzuhaltende

Grenzwert für die Spannungen ist dann zum Beispiel nach dem AD-Merkblatt [1] das zweifa-

che der Streckgrenze und es kommen somit auch weiche Schalen in Betracht.
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Grundlage für Bewertung der maximalen Spannungen als Sekundärspannungen muss eine ein-

deutige Bestimmung der auftretenden Beanspruchung sein, die aber mit den bisherigen Berech-

nungsverfahren nicht oder nur mit einem hohen Aufwand möglich ist. Um die Schwachpunkte

der bisherigen Verfahren zu verbessern und gleichzeitig einen einfachen Berechnungsgang zu

gewährleisten, wird eine vom Prinzip ähnliche Berechnung wie im Verfahren von Zick ange-

strebt, bei der aber das spezifische Tragverhalten des sattelgelagerten Behälters durch eine

schalentheoretische Betrachtung berücksichtigt wird.

Der Schwachpunkt im Verfahren nach Zick liegt in der Ermittlung der Schnittgrößen und der

Definition der mittragenden Schalenbreite. Diese beiden Probleme können umgangen werden,

wenn zum einen der Kreisring durch einen Schubfluss belastet wird, der nicht aus der Balken-

theorie resultiert, sondern die Schalentragwirkung berücksichtigt und zum anderen, wenn am

Ersatzsystem Kreisring die kontinuierliche Lagerung der Schale auf dem Sattel berücksichtigt

wird. Zur Ermittlung des Schubflusses steht mit der verallgemeinerten technischen Biegetheo-

rie ein schalentheoretischer Ansatz zur Verfügung, der bei ausreichender Genauigkeit ohne

große mathematische Probleme zu lösen ist.

Zur Berücksichtigung realistischer Lagerungsbedingungen am Ersatzsystem Kreisring ist die

Betrachtung eines elastisch gebetteten Kreisring sinnvoll und die Lösung ist ebenfalls einfach

möglich. Die Schwierigkeit ist, dass der Schubfluss in der Kreiszylinderschale von der Interak-

tion zwischen Sattel und Behälter abhängt und somit die schalentheoretische Berechnung des

Schubflusses von den Lagerungsbedingungen, die aber am elastisch gebetteten Kreisring be-

rücksichtigt würden, abhängt. Eine Lösung, wie diese beiden Berechnungsgänge verknüpft

werden können, wird im folgenden Kapitel vorgestellt.
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Kapitel 6 Aufbau des neuen Berechnungsverfahren

6.1 Prinzip des Verfahrens

Unter Berücksichtigung der vorangegangenen Feststellungen in Kapitel 5 wurde im Rahmen

dieser Arbeit ein neues Berechnungsverfahren entwickelt, das die spezifische Tragwirkung des

sattelgelagerten Behälters berücksichtigt und dabei einfach und nachvollziehbar in der Handha-

bung ist. Das Verfahren gliedert sich in zwei Teilberechnungen und die Lösung erfolgt im all-

gemeinen Fall iterativ.

Im ersten Berechnungsgang erfolgt die Bestimmung eines Schubflusses, der das Tragverhalten

der Behälterschale charakterisiert. Die Berechnung erfolgt auf Grundlage der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie. Die Interaktion zwischen Behälter und Sattel wird dabei durch äuße-

re Flächenlasten, welche die Sattelpressungsverteilung darstellen sollen, berücksichtigt. Die

Ansatzfunktion für diese Flächenlasten ist zu Beginn der Berechnung frei wählbar, da sie im

Laufe der iterativen Berechnung durch den folgenden Berechungsschritt an die tatsächlichen

Gegebenheiten angepasst wird.

Im zweiten Berechnungsschritt wird ein elastisch gebetteter Kreisring mit dem im ersten Schritt

berechneten Schubfluss in der Zylinderschale belastet und gelöst. Aus dieser Berechnung erhält

man eine neue verbesserte Sattelpressung und die Schnittgrößen in Umfangsrichtung.

Durch Vergleich der neuen Sattelpressung mit der in der schalentheoretischen Lösung Ange-

setzten kann beurteilt werden, ob ein erneuter Berechnungsgang erforderlich ist. Im Optimalfall

wird zu Beginn der Berechnung eine so genaue Sattelpressung angesetzt, dass auf eine Iteration

verzichtet werden kann.
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Die prinzipielle Vorgehensweise ist nachfolgend als Leitfaden für die folgenden ausführlichen

Erläuterungen in Form eines Flussdiagramms dargestellt.

Eine Zusammenfassung aller aufzustellenden Gleichungen für die einzelnen Berechungsschritte

befindet sich für die Fälle einer starren und weichen Lagerung im Anhang dieser Arbeit.

Aufstellen von Lösungsansätzen für die DGL der VTB

Lösung des Gleichungsystems für jede
Einheitsverwölbung und Ermittlung des

Schubflusses in der Kreiszylinderschale am
Sattelrand

Berechnung an einem elastisch gebetteten Kreisring
der durch den Schubluss nach der VTB belastet wird.

Berücksichtigng der kineamtischen Randbedingungen
infolge der Sattelkonstruktion durch Wahl einer

geeigneten Bettungsziffer

 Pressungsansatz zu
Beginn der Berechnung

Schnittgrößen in
Umfangrsichtung neue Sattelpressung

Idealisierung des
sattelgelagerten Behälters

Aufstellen von Rand- und Übergangsbedingungen zur
Bestimmung der noch unbekannten Koeffizienten in den

Lösungsansätzen

Je nach Veränderung
der neuen

Sattelpressung im
Vergkleich zum

vorherigen
Pressungsansatz ist

ein erneuter
Durchlauf  mit der

neuen
Sattelpressung

erforderlich
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6.2 Idealisieru ng des sattelgelagerten Behälters

Die Umsetzung des statischen Problems des sattelgelagerten Behälters in die verallgemeinerte

technische Biegetheorie erfordert zunächst eine Idealisierung des Systems. Die Idealisierung

betrifft den Behälterboden und den Sattel. Am Beispiel eines einfachen Behälters auf zwei

Satteln soll die Idealisierung des Problems erläutert werden. Die Geometrie des Behälters wird

über die folgenden Parameter festgelegt:

R Radius bezogen auf die Schalenmittelfläche

t Blechdicke

L Länge der Kreiszylinderschale

H Tiefe des Bodens

A Abstand des Bodens von der Mitte des Sattels

b Sattelbreite

ϑ Sattelumschließungswinkel

Q resultierende vertikale Last pro Sattel

Abb. 6.1: Behälterparameter

In Kapitel 5 wurde festgestellt, dass der Boden eine aussteifende Wirkung auf die Behälter-

schale hat und entsprechend berücksichtigt werden muss. Eine genaue Abbildung der Boden-

geometrie ist im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie nicht möglich. Kon-

zentriert man sich auf die Betrachtung des Sattelbereichs, kann die aussteifende Wirkung des

Behälterbodens auch durch ein dehnstarres Schott an entsprechender Stelle berücksichtigt wer-

den. In der verallgemeinerten technischen Biegetheorie ist dies gleichbedeutend mit einer Ver-
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hinderung der Verformungen  v(x,ϕ) und w(x,ϕ)  im Bodenbereich. Eine entsprechende Ideali-

sierung wurde auch von Krupka durchgeführt und Vergleichsberechnungen auf Grundlage der

FE-Methode haben gezeigt, dass diese Vereinfachung zulässig ist, wenn das dehnstarre Schott

bei Klöpperböden nach [5]  bei 2/3 der Bodentiefe angesetzt wird. Unter Ausnutzung der

Symmetriebedingungen wird der Behälter dann in drei Abschnitte aufgeteilt:

Abb. 6.2: Aufteilung des Behälters in drei Bereiche
mit

2
bA

2
LL

bL
2
bAH

3
2L

3

2

1

−−=

=

−+=

Gl. 6.1

L1 L3L2
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Die Belastung infolge einer Flüssigkeitsfüllung wirkt in radialer Richtung und wird im Fall der

Vollfüllung über

)cos1(Rq FF ϕ+⋅⋅γ= Gl. 6.2

beschrieben. Die Belastung infolge Eigengewicht wirkt in vertikaler Richtung und müsste für

die Anwendung auf die verallgemeinerte technische Biegetheorie in ihre radial und tangential

wirkende Anteile aufgeteilt werden. Für die Betrachtung des maßgebenden Falls der Vollfül-

lung kann das Eigengewicht auch über den hydrostatischen Druck der Flüssigkeit mit berück-

sichtigt werden, indem eine zum Gesamtgewicht äquivalente spezifische Flüssigkeitswichte

angesetzt wird. Dieser, die Berechnung vereinfachender Schritt ist möglich, da der Lastfall Ei-

gengewicht stereostatisch äquivalent zum Lastfall Vollfüllung durch eine Flüssigkeit ist. Die

äquivalente Flüssigkeitswichte  ist dann:

( )321
2

EGFl
äF LLLR

QQ
++⋅⋅π

+
=γ Gl. 6.3

mit QFl  als resultierendes Gewicht der Flüssigkeit und QEG als resultierendes Eigengewicht

jeweils pro Sattel.

6.3 Pressungsansatz zu Beginn der Berechnung

Die geometrischen Randbedingungen im Bereich des Sattels werden zunächst nicht berück-

sichtigt und dafür eine am Anfang beliebige Sattelpressung auf den Behälter als äußere Belas-

tung  qP  angesetzt. Die Verteilung der Reaktionskräfte in Längsrichtung wird als konstant an-

genommen und die Verteilung in Umfangsrichtung kann unter Beachtung der Symmetrie als

beliebig angenommen werden. Die einzige Bedingung die erfüllt sein muss ist, dass die resul-

tierende Kraft in vertikaler und horizontaler Richtung mit der resultierenden Kraft infolge Ei-

gengewicht und Wasserfüllung im Gleichgewicht steht.. Durch einen gegenüber der vertikalen

Achse symmetrischen Ansatz wird das Gleichgewicht in horizontaler Richtung gewährleistet.

Für das Gleichgewicht in vertikaler Richtung muss daher folgende Bedingung erfüllt werden:

FlEG

2/

0
P QQQmit     QdRbcosq2

0

+==ϕ⋅⋅⋅ϕ⋅⋅ ∫
ϑ

Gl. 6.4

Die auf den Behälter einwirkenden äußeren Lasten können damit entsprechend Abb. 6.3 ange-

setzt werden.
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Abb. 6.3: Belastungsbild des Behälters

Der  Fehler, dass das Gewicht des Bodens über die Gesamtlänge verschmiert angesetzt wird,

kann in der Regel vernachlässigt werden, da das Eigengewicht des Bodens im Verhältnis zu

den übrigen Lasten sehr klein ist.

6.4 Lösungsansätze für die Differentialgleichung der VTB

Zur Berechnung des Schubflusses nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie muss

für jeden Bereich nach Gl. 2.68 eine Reihe von entkoppelten Differentialgleichungen 4. Ord-

nung gelöst werden. Aufgrund des Lastansatzes nach Abb. 6.3 tritt nur eine Belastung in radi-

aler Richtung auf und die zu lösenden Differentialgleichungen haben nach Gl. 2.68 die Form:
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Die Funktion kV(x) in Gl. 6.5 ist die, zu einer bestimmten Einheitsverwölbung zugeordnete,

Verformungsfunktion. Im Fall der Kreiszylinderschale sind die Einheitsverwölbungen die

Kreisfunktionen R⋅coskϕ und R⋅sinkϕ, wobei in diesem Fall aufgrund der Symmetrie in Um-

fangsrichtung nur die Kosinus-Terme berücksichtigt werden müssen. Für die in Abb. 6.2 fest-

gelegten drei Bereiche müssen drei Verformungsfunktionen bestimmt werden deren Verlauf

entlang des Behälters in der folgenden Abb. 6.4 festgelegt wird.

Abb. 6.4: Verformungsfunktionen über die Behälterlänge

Nach Kapitel 2.5.3.5 ergeben sich dann für die Reihenglieder in Gl. 6.5  ,welche den Einheits-

verwölbung u=cos⋅kϕ zugeordnet sind, die folgenden Lösungsansätze mit

CE4
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k
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k

⋅
+
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äF1

k

L1 L3L2

)x(V1
k )x(V3

k)x(V2
k



111

für Bereich 2 mit 2Lx0 ≤≤ :
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für Bereich 3 mit 3Lx0 ≤≤ :
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äF3
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6.5 Rand- und  Übergangsbedingungen

In den Lösungsansätzen in Kapitel 6.3.1 treten insgesamt die 12 unbekannten Konstanten C1

bis C12 auf, die aus Rand- und Übergangsbedingungen bestimmt werden müssen. Entscheidend

für die Lösung ist dabei, dass die Rand- und Übergangsbedingungen sich unabhängig von der

Art der Einheitsverwölbung formulieren lassen. Im Fall der sattelgelagerten Kreiszylinder-

schale ist dies möglich, unter der Annahme, dass der Boden ein aussteifendes Schott darstellt.

Der Boden behindert eine Verschiebung in radialer und tangentialer Richtung. Bei Betrachtung

des Bodens als ein dehnstarres queraussteifendes Schott werden diese Verschiebungen ganz

verhindert, so dass am linken Rand in Abb. 6.5 die Verschiebungen null sein müssen.
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Abb. 6.5: Linker Rand mit queraussteifendem Schott

Nach Gl. 2.52  bestimmen sich die Verschiebungen in radialer und tangentialer Richtung zu:

( ) ( ) ( )∑
∞

=
ϕ∂

ϕ∂
⋅⋅−=ϕ

1k

k
k uxV

R
1,xv

( ) ( ) ( )
2

k2

1k

k u xV
R
1,xw

ϕ∂
ϕ∂

⋅⋅=ϕ ∑
∞

=

.

Gl. 6.6 (a,b)

Da in der Differentialgleichung Gl. 6.5 nur noch die Verformungsfunktion auftritt, ist die Be-

dingung, dass die Verformungen in Gl. 6.6 am linken Rand null sein müssen, erfüllt, wenn die

Verformungsfunktion an der entsprechenden Stelle zu null wird

0)0(V1
k = Gl. 6.7

Am linken Rand kann ebenfalls durch die Betrachtung des Bodens als ein dehnstarres und ge-

lenkig angeschlossenes Schott, am Rand in der Kreiszylinderschale keine Normalspannung σxx

auftreten, womit die Schnittgrößen Mx und Nx ebenfalls null sein müssen. Die Schnittgrößen

über die Verformungsfunktion und die Einheitsverwölbung ausgedrückt sind nach Gl. 2.79:
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Da die Verformungsfunktion über die erste Randbedingung in Gl. 6.7 schon zu null gesetzt

wurde, ergibt sich die zweite Randbedingung zu:

0
x

)0(V
2
1

k2

=
∂

∂ . Gl. 6.10

Im Übergang von Bereich 1 zu Bereich 2 in Abb. 6.6 lassen sich zunächst geometrische Über-

gangsbedingungen hinsichtlich der Verschiebungen und deren Ableitungen bestimmen.

Abb. 6.6: Übergang von Bereich 1 zu Bereich 2

Aus der Forderung, dass im Übergang kein Sprung oder Knick bei den Verschiebungen in radi-

aler und tangentialer Richtung auftreten können, ergeben sich unter Berücksichtigung von Gl.

6.6  die Bedingungen:
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k = Gl. 6.11
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∂ Gl. 6.12

Mit der zweiten Bedingung ist auch die Kontinuität der Verschiebungen in Längsrichtung im

Übergang gewährleistet. Die Stetigkeit der ersten Ableitung der Verschiebungen in Längsrich-

tung wird mit Gl. 2.52 durch die Bedingung
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erreicht. Mit diesen Bedingungen sind auch gleichzeitig die Forderungen nach der Stetigkeit im

Verlauf der Schnittgrößen Nx , Mx , Mϕ , Mxϕ und  Qϕ  erfüllt. Mit Gl. 2.79 wird durch die Be-

dingung

3
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LV
x

LV kk

∂
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=
∂

∂ Gl. 6.14

die Forderung nach der Stetigkeit im Verlauf der Schnittgrößen Qx und Nxϕ erfüllt. Lediglich

die Stetigkeit der Normalkräfte über die Umfangsrichtung Nϕ kann nicht erfüllt werden. Dies

ist auch über, die der verallgemeinerten technischen Biegtheorie zu Grunde liegenden Annah-

me zu erklären, dass die Dehnungen der Schalenmittelfläche in Umfangsrichtung zu null ge-

setzt werden. Durch diese Annahme ist kein Zusammenhang zwischen der Verformung der

Schalenmittelfläche und der Normalkraft Nϕ gegeben und es kann bei entsprechender Belas-

tung zu Sprüngen im Normalkraftverlauf kommen. Auf daraus folgende Problematiken bei der

Beurteilung der Ergebnisse wird in Kapitel 6.4 eingegangen.

Im Übergang von Bereich 2 zu Bereich 3 in Abb. 6.7 ergeben sich analog folgende Übergangs-

bedingungen:

Abb. 6.7: Übergang von Bereich 2 zu Bereich 3
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In der Symmetrieachse des Systems in Abb. 6.8 müssen die Verschiebung in Längsrichtung

und die Ableitungen der Radial- und Tangentialverschiebungen zu null werden.

Abb. 6.8: Rechter Rand mit Symmetrieachse des Behälters

Diese Bedingung wird aus Gl. 2.52 über

0
x

)L(V 33
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erfüllt. Als letzte Randbedingung ergibt sich ebenfalls aus Symmetrieüberlegungen, dass die

Querkraft Qx  in der Symmetrieachse zu null gesetzt werden muss, womit sich die letzte Rand-

bedingung aus Gl. 2.79 ergibt zu :
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Die aufgestellten Randbedingungen entstanden aus Überlegungen zur Geometrie der verform-

ten Kreiszylinderschale und den Schnittgrößenverläufen nach der Schalentheorie. Da die Diffe-

rentialgleichung nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie analog zu der des elas-

tisch gebetteten Balkens ist, können die Randbedingungen auch durch Überlegungen an  einem

solchen Balken bestimmt werden. Der Boden muss dazu als ein vertikales Auflager betrachtet

werden und die Symmetrieachse als eine eingespannte vertikale Führung. In Abb. 6.9 ist dazu

das zu einem Behälter äquivalente statische System eines elastisch gebetteten Balkens darge-

stellt.

L1 L3L2

rechter Rand = Symmetrieachse des Behälters

)x(V3
k
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Abb. 6.9 : Äquivalentes Ersatzsystem zur Bestimmung der Randbedingungen

6.6 Schubfluss  in der Kreiszylinderschale nach der VTB

Nach Lösen der Differentialgleichungen in Gl. 6.5 können alle Verformungen und Schnittgrö-

ßen über die Verformungsfunktionen und die Einheitsverwölbungen bestimmt werden. Durch

die Auflagerpressungen im Bereich des Sattels wird der Membranspannungszustand in der

Kreiszylinderschale gestört und es treten Biegemomente auf. Die Größe dieser Momente ist

direkt abhängig von der Verteilung der Auflagerpressungen, welche wiederum abhängig ist von

den kinematischen Randbedingungen durch den Sattel und der Steifigkeit des Behälters. Da in

der verallgemeinerten technischen Biegetheorie nur kinematische Randbedingungen berück-

sichtigt werden können, die für den gesamten Kreisquerschnitt gelten, hängt die Genauigkeit

der Ergebnisse von der angesetzten Auflagerpressung ab. Im Rahmen dieses Lösungsverfah-

rens soll deshalb die Lösung des Schalenproblems mit Hilfe der verallgemeinerten technischen

Biegetheorie nur zur Erfassung des Tragverhaltens seitlich des Sattels dienen.
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Der Einfluss der Sattellagerung auf die Schnittgrößen in Umfangsrichtung wird im folgenden

Berechnungsschritt durch Betrachtung des Behälters über dem Sattel als elastisch gebetteter

Kreisring erfasst. Als Belastung des Kreisrings wird neben dem hydrostatischen Druck der

Flüssigkeit im Ring, der Schubfluss in der Schalenmittelfläche aus der verallgemeinerten tech-

nischen Biegetheorie angesetzt. Um das Tragverhalten seitlich des Sattels zu erfassen reicht die

ausschließliche Betrachtung des Schubflusses aus, da infolge einer lokalen Lasteinleitung auf

eine Schale die Querkräfte sehr schnell abklingen und die Drillsteifigkeit keinen wesentlichen

Einfluss hat.

Abb. 6.10: Schubfluss in der Kreiszylinderschale

Der Schubfluss in der Schalenmittelfläche nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie

kann über Gl. 2.79 berechnet werden. Da für den hier vorliegenden Fall nur die Einheitsver-

wölbungen mit den Kosinus-Termen berücksichtigt werden müssen, kann Gl. 2.79 in folgender

Form angegeben werden:
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Das erste Reihenglied in Gl. 6.18 entspricht dabei dem Schubfluss nach der Balkentheorie für

dünnwandige Rohrquerschnitte. Damit ist auch gewährleistet, dass die vertikale Last seitlich

des Sattels vollständig berücksichtigt wird. Die weiteren Glieder ergeben sich aus der Störung

des Membranzustandes. Hinsichtlich des Ortes an dem der Schubfluss bestimmt wird, sind

Überlegungen hinsichtlich des Berechnungsaufwandes und hinsichtlich der Berechnungsge-

nauigkeit erforderlich. Je geringer der Abstand vom Sattelrand gewählt wird, um so realisti-

scher ist im folgenden Berechnungsschritt die isolierte Betrachtung des Behälterabschnitts im

ϕxN
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Sattelbereich als elastisch gebetteter Kreisring. Grundsätzlich muss bei der Berechnung des

Schubflusses direkt am Sattelrand, gegenüber einer Berechnung in einer gewissen Entfernung

vom Sattelrand, eine höhere Anzahl von Einheitsverwölbungen berücksichtigt werden. Eine

zusätzliche Problematik entsteht am Sattelrand durch die Annahme, dass die Umfangsdehnun-

gen in der Schalenmittelfläche zu null gesetzt werden. Diese Annahme hat zu Folge, dass im

Sattelbereich die Auflagerpressung in erster Linie in Umfangsrichtung in die Schale eingeleitet

wird. Dies macht sich in der Lösung durch eine Konzentration der Normalkräfte in Umfangs-

richtung auf den Behälterbereich über dem Sattel bemerkbar. Ein Mitwirken des Behälters seit-

lich des Sattels wird nicht berücksichtigt, was auch deutlich am Sprung im Normalkraftverlauf

in Längsrichtung beim vergleichbaren Fall in Kapitel 2  Abbildung 2.22 zu erkennen ist.

Diese nicht der Realität entsprechende Konzentration macht sich auch im Schubfluss direkt am

Sattel bemerkbar und würde bei einer Belastung des elastisch gebetteten Kreisrings zu hohe

Schnittgrößen in Umfangsrichtung hervorrufen. Um diesen Fehler in der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie auszugleichen, muss der Schubfluss in einem bestimmten Abstand

vom Sattelrand betrachtet werden. Dieser Abstand muss möglichst klein sein, um das Ergebnis

der Berechnung am elastisch gebetteten Kreisrings nicht zu verfälschen, aber auch ausreichend

groß, damit die Störung infolge der Unstetigkeit im Normalkraftverlauf abgeklungen ist. Ver-

gleichsberechnungen haben gezeigt, dass der Abstand in erster Linie abhängig ist vom Radius

der Schale und der Art der Lagerung. Für den Fall der starren Lagerung wird entsprechend

Abb. 6.11  als Abstand

R
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4csstarr ⋅= Gl. 6.19

und für den Fall einer weichen Lagerung

R
100

3csweich ⋅= Gl. 6.20

angesetzt. Der resultierende Schubfluss bei Betrachtung der beiden Sattelränder bestimmt sich

unter Berücksichtigung der Vorzeichenregeln nach Gl. 6.18 zu:

ϕ⋅⋅















∂

∂
−

∂
−∂

⋅
⋅⋅

= ∑
∞

=
ϕ ksink

x
)cs(V

x
)csL(V

k
RtEN

1k
3

3
k3

3
11

k3

2

2

xres Gl. 6.21



119

b

Nxϕ (L1+L2+cs)Nxϕ (L1-cs)

cs cs

Abb. 6.11: Orte zur Bestimmung des Schubflusses in der Behälterschale

6.7 Berechnun g am elastisch gebetteten Kreisring

Der aus der vorangegangenen Berechnung resultierende Schubfluss in Gl. 6.21 wird im zweiten

Berechnungsschritt als äußere Belastung auf einen elastisch gebetteten Kreisring angesetzt. Die

Geometrie des Kreisrings entspricht dabei der tatsächlichen Geometrie des Behälters zwischen

den Schnitten, die durch Gl. 6.19 beziehungsweise durch Gl. 6.20 festgelegt werden.

Abb. 6.12: Elastisch gebetteter Kreisring mit Schubfluss

ϑ

6.21 Gl.nach   Nxres ϕ
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Da die  elastische Bettung nur im Bereich des Sattels berücksichtigt werden soll, erfolgt die

Lösung über zwei Bereiche.

Für den ersten Bereich oberhalb des Sattels wird die Differentialgleichung Gl. 3.10 für den ein-

fachen Kreisring nach Kapitel 3.1 angesetzt.

Abb. 6.13: 1. Bereich des elastisch gebetteten Kreisrings
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Die Belastung q(ϕ) ist dabei der hydrostatische Druck der verbleibenden Flüssigkeit innerhalb

des verbleibenden Kreisrings.

)cos1(bR)(q äF ϕ+⋅⋅⋅γ=ϕ Gl. 6.23

Die Belastung n(ϕ) ist der Schubfluss nach Gl. 6.21 aus der Berechnung nach der verallgemei-

nerten technischen Biegetheorie.
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Für die weitere Berechnung muss dieser integriert werden und ergibt sich dann zu
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Die durch die Integration zu berücksichtigende Integrationskonstante ist dabei schon in der

Differentialgleichung 6.22 berücksichtigt. Der Lösungsansatz für den ersten Bereich lautet

dann nach Kapitel 3.1 :
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Für den zweiten Bereich nach Abb. 6.14, der durch den Sattel begrenzt ist, wird die Differenti-

algleichung für den elastisch gebetteten Kreisring nach Gl. 3.15  angesetzt:

Abb. 6.14: 2. Bereich des elastisch gebetteten Kreisrings
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Die Belastungsterme entsprechen denen des einfachen Kreisrings und nach Kapitel 3.2 ergibt

sich folgender Lösungsansatz:
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Zur Bestimmung der noch Unbekannten zehn Konstanten reicht bei entsprechender Berück-

sichtigung der Symmetrieeigenschaften die Betrachtung des halben Kreisrings nach Abb. 6.15

aus. Berücksichtigt man nur die Verformungen in radialer Richtung w(ϕ) und die mit ihr nach

Gl. 3.1, beziehungsweise für den elastisch gebetteten Kreisring unter Beachtung von Gl. 3.14,

zusammenhängenden Schnittgrößen N(ϕ), Q(ϕ) und M(ϕ), können die folgenden Randbedin-

gungen in den Punkten nach Abb. 6.15 aufgestellt werden:
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Abb. 6.15: Halber elastisch gebetteter Kreisring

Am unteren Scheitelpunkt (ϕ = 0):

0)0(w 2 =
ϕ∂

∂    ;    0)0(Q2 = . Gl. 6.30 (a,b)

Im Übergang vom elastisch gebetteten zum einfachen Kreisring (ϕ = ϑ):
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Gl. 6.31 (a-e)

Am oberen Scheitelpunkt (ϕ = π):

0)(w1 =
ϕ∂

π∂   ;   0)(Q1 =π . Gl. 6.32 (a,b)

Diese neun Randbedingungen reichen nicht aus, so dass zusätzlich Bedingungen über die  Tan-

gentialverformungen berücksichtigt werden müssen. Unter der Annahme, dass die Dehnsteifig-

keit gegenüber der Biegesteifigkeit unendlich groß ist, kann die Verschiebungsfunktion in tan-

gentialer Richtung durch Integration der Radialverformungen nach Gl. 3.5  bestimmt werden zu
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∫ +ϕϕ−=ϕ 1111 Cd )(w)(v

∫ +ϕϕ−=ϕ 1222 Cd )(w)(v

Gl. 6.33 (a,b)

Durch die Integration tritt pro Bereich eine zusätzliche Unbekannte auf, aber es lassen sich be-

züglich der Tangentialverformungen drei unabhängige Rand- und Übergangsbedingungen for-

mulieren:

0)0(v1 = )2/(v)2/(v 21 ϑ=ϑ 0)(v2 =π Gl. 6.34 (a-c)

Zur Lösung des im Sattelbereich elastisch gebetteten Kreisrings stehen somit für die 12 Unbe-

kannten Konstanten C1 – C12  in den Gleichungen Gl.6.27, Gl. 6.29 und Gl. 6.33, mit den Glei-

chungen Gl. 6.30, Gl. 6.31, Gl. 6.32 und Gl. 6.34  12 Rand- und Übergangsbedingungen zu

Verfügung.

6.8 Wahl der B ettungsziffer

Die Interaktion zwischen Behälter und Sattel wird in der Berechnung am Kreisring durch die

elastische Bettung berücksichtigt. Die Wahl der Bettungszahl hat dabei je nach Problemstellung

entscheidenden Einfluss auf die Ergebnisse. Um realistische Ergebnisse zu erzielen, muss in

der Bettungszahl nicht nur die Steifigkeit der Sattelkonstruktion berücksichtigt werden, sondern

auch das Steifigkeitsverhältnis von Behälter und Sattel. Bettungszahlen für Beton im Bereich

von 1000 kN/cm², wie sie zum Beispiel Schleicher [60] vorschlägt, liefern in der Regel ein zu

steifes System. Dies ist vor allem deutlich an dem Verlauf der Sattelpressung erkennbar, wenn

unterhalb des Sattelhorns neben hohen Druckspannungen auch signifikante Zugspannungen

auftreten. Die exakte Herleitung einer Bettungszahl, welche die realen Steifigkeitsverhältnisse

beschreibt, ist nur bedingt möglich. Da bei der elastischen Bettung auch Zugkräfte aufgenom-

men werden und damit eine Einspannung am Sattelhorn erzeugt werden kann, muss in der

Bettungszahl sowohl das Steifigkeitsverhältnis gegenüber einer Verschiebung als auch das Stei-

figkeitsverhältnis gegenüber einer Verdrehung erfasst werden. Die Steifigkeit der Kreiszylin-

derschale kann zwar ohne weiteres durch Ansatz einer Einzellast oder eines Einzelmoments mit

Hilfe der verallgemeinerten technischen Biegetheorie bestimmt werden, aber durch Variation

der Bettungsziffer kann immer nur ein Steifigkeitsverhältnis exakt abgebildet werden. Für den

Fall einer losen Lagerung auf einem starren Sattel hat sich auf Grundlage umfangreicher Ver-
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gleichsberechnungen gezeigt, dass bei Wahl einer streckenbezogenen Bettungsziffer in Abhän-

gigkeit vom Radius nach der Formel

]mm[ R
mm

N 0,3B 3eB ⋅= Gl. 6.35

ein Mittelwert erzielt wird, der sowohl im Pressungsverlauf als auch im Schnittgrößenverlauf

realistische Ergebnisse liefert.

Im Fall einer weichen Lagerung, wie sie in Kapitel 4 beschrieben wurde, kann zunächst die

Idealisierung  der nichtlinearen Bettung als linear elastische Bettung nach Gl. 4.16

[ ]30 N/mm           963,0
d

1Eln55,0B +





 +

⋅= Gl. 6.36

übernommen werden . Die Bettungsziffer nach Gl. 6.36 muss für die Berechnung am elastisch

gebetteten Kreisring noch in eine streckenbezogene Bettungsziffer umgerechnet werden, was

durch Multiplikation mit der Sattelbreite erfolgt.
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Kapitel 7   Starre Lagerung bei losem Kontakt

7.1 Allgemeines

Zur Überprüfung des im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Berechnungsverfahrens sollen

zunächst Vergleichsberechungen unter Berücksichtigung einer starren Lagerung bei losem

Kontakt vorgestellt werden. Der Vergleich erfolgt dabei zwischen den Ergebnissen einer FE-

Berechnung und den  Ergebnissen auf Grundlage der verallgemeinerten technischen Biegetheo-

rie mit anschließender Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring. Bei der Berechnung auf

Grundlage der verallgemeinerten technische Biegetheorie werden zwei Fälle unterschieden. Im

ersten Fall wird die Auflagerpressung als noch unbekannt angenommen und es erfolgt eine

iterative Berechnung der Auflagerpressungen und damit auch der Schnittgrößen in Umfangs-

richtung. Im zweiten Fall wird die Auflagerpressung als bekannt vorausgesetzt und die Berech-

nung erfolgt ohne Iteration. Der Ansatz für die Auflagerpressungen erfolgt dabei auf Grundlage

der Untersuchungen von Chouihi [19]. Die Umsetzung der Berechnung erfolgte mit dem Pro-

gramm Maple.

7.2 Iterative B erechnung

Im folgenden Abschnitt werden zunächst die Ergebnisse der iterativen Berechnung für einen

Behälter bei Variation des Sattelwinkels dargestellt. Diese werden mit den Ergebnissen einer

FE - Berechnung verglichen. Für die Behälterparameter wurden dazu folgende Werte gewählt:

Radius: 1000 mm Sattelumschließungswinkel:  90/120/150 °

Länge der Zylinderschale: 8000 mm Sattelbreite:    200 mm

Bodenabstand: 1000 mm Wichte der Flüssigkeitsfüllung: 10-5 N/mm³

Blechdicke der Schale:       8 mm
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Zu Beginn der Iteration wurde eine konstante Sattelpressung angesetzt und als Bettungszahl

nach Gl. 6.35  300 kN/cm² gewählt. Bei allen folgenden Gegenüberstellungen von Berech-

nungsergebnissen wird das eigene Berechnungsverfahren mit VTB bezeichnet. Für den Behäl-

ter mit einem Sattelumschließungswinkel von 90° ergeben sich folgende Verläufe für die ma-

ximalen Spannungen in Umfangsrichtung und die Sattelpressung:

Abb.7.1: Spannungen an der Außenseite für einen Sattelwinkel von ϑ= 90°

Abb. 7.2: Vergleich der Pressungsverläufe für einen Sattelwinkel von ϑ=90°
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Die  Ergebnisse der Spannungsberechnung nach der FE-Methode und nach dem Verfahren auf

Grundlage der VTB zeigen gute Übereinstimmungen. Der qualitative und quantitative Verlauf

ist praktisch bei beiden Verfahren identisch. Lediglich vor und nach der Spannungsspitze am

Sattelhorn sind Unterschiede in der Spannungsamplitude zu erkennen. Die Sattelpressungen

unterscheiden sich, bis auf den Bereich der Pressungsspitze am Sattelhorn, ebenfalls nicht. Am

Sattelhorn ist im Verlauf der Sattelpressung nach der FE-Berechnung deutlich das Abheben des

Behälters, am Absinken der Pressung bis auf null, zu erkennen. Im Verlauf der Sattelpressung

nach dem Verfahren auf Grundlage der VTB, treten in diesem Bereich geringe Zugspannungen

auf, da bei der elastischen Bettung die Aufnahme von Zugkräften nicht ausgeschlossen wurde.

Um einen Ausfall der Bettung bei Zugbeanspruchung zu berücksichtigen, müsste eine iterative

Berechnung am Kreisring durchgeführt werden, womit sich der Berechnungsaufwand erhöhen

würde. Solange, wie in diesem Fall, nur geringe Zugspannungen auftreten, kann davon

ausgegangen werden, dass diese die Schnittgrößen-verläufe in Umfangsrichtung nicht

beeinflussen. Hinsichtlich der maximalen Pressungsordninate treten zwar Unterschiede auf,

doch ist auch zu erkennen, dass die Pressung aus der FE-Berechnung stärker abfällt, als nach

dem Verfahren nach der VTB. Die resultierende Auflagerkraft am Sattelhorn wird sich daher

nach beiden Verfahren nicht unterscheiden. Die gute Übereinstimmung der Verläufe der

maximalen Umfangsspannungen bestätigen das.

In den folgenden Abbildungen 7.3 bis 7.6 sind die Ergebnisse für die

Sattelumschließungswinkel 120° und 150° dargestellt. Es zeigen sich die selben Überein-

stimmungen wie für den Sattelwinkel von 90°.
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Abb. 7.3:  Vergleich der Spannungen an der Außenseite für einen Sattelwinkel von ϑ=120°

Abb. 7.4: Vergleich der Pressungsverläufe für einen Sattelwinkel von ϑ=120°
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Abb. 7.5:  Vergleich der Spannungen an der Außenseite für einen Sattelwinkel von ϑ=150°

Abb. 7.6: Vergleich der Pressungsverläufe für einen Sattelwinkel von ϑ=150°
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Zum Berechnungsaufwand ist zu sagen, dass dieser je nach Sattelwinkel und erstem Pressungs-

ansatz stark variiert. Der Pressungsansatz zu Beginn der Berechnung kann prinzipiell unter

Beachtung der Gleichgewichtsbedingung in vertikaler Richtung beliebig erfolgen. Es hat sich

jedoch gezeigt, wenn die Sattelpressung am Satteltiefpunkt zu hoch oder zu niedrig gegenüber

der tatsächlichen Pressung am Ende der Iteration angesetzt wird, die erforderlichen Iterations-

schritte erheblich ansteigen. Der Grund liegt darin, dass die falsch angesetzten Pressungen vom

Satteltiefpunkt zum Sattelhorn, beziehungsweise umgekehrt, umgelagert werden müssen. Mit

dem Ansatz einer konstanten Pressung trifft man den sich einstellenden Verlauf im unteren

Sattelbereich sehr gut und es ist nur noch eine Umlagerung im Bereich des Sattelhorns erfor-

derlich. Unter Berücksichtigung von vierzig Einheitsverwölbungen sind dann im Schnitt etwa

hundert Iterationsschritte erforderlich. Für die ersten drei vorgestellten Berechnungsergebnisse

sind in der folgenden Abbildung das Konvergenzverhalten anhand der Entwicklung der maxi-

malen Spannungen dargestellt.

Abb. 7.7: Konvergenzverhalten während der Iteration

Zu Beachten ist dabei, dass bei dem großen Sattelwinkel von 150° während der Iteration die

Spannungen  zunächst über ihren späteren Endwert hinaussteigen und danach erst von oben

gegen diesen konvergieren und somit erheblich mehr Rechenaufwand erzeugen.
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Abschließend für den Fall der iterativen Berechnung wird in Abb. 7.8 und Abb. 7.9  gezeigt,

dass mit dem Berechnungsverfahren die in Kapitel 5 aufgezeigten Schwachpunkte im Verfah-

ren von Zick behoben werden. Das Verfahren von Zick zeigte gegenüber der FE-Berechnung

und dem Verfahren nach Krupka deutliche Unterschiede bei der Erfassung des Tragverhaltens

von kurzen Behältern und des Einflusses des Bodenabstandes. In den Abbildungen sind deut-

lich die mit der FE-Berechnung übereinstimmenden Ergebnisse des eigenen Berechnungsver-

fahrens bei Variation der Behälterlänge und des Bodenabstandes zu erkenn. Im Gegensatz dazu

stehen wieder die qualitativ und quantitativ abweichenden Ergebnisse nach Zick.

Abb. 7.8: Variation der Behälterlänge
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Abb. 7.9: Variation des Bodenabstandes

Zusammenfassend kann zum Fall der iterativen Berechnung des Behälters bei loser Lagerung

auf einem starren Sattel festgestellt werden, dass das vorgestellte Verfahren prinzipiell geeignet

ist, aber eine Reduzierung der erforderlichen Iterationsschritte und damit verbunden eine Mi-

nimierung der Berechnungsdauer für eine praktische Anwendung von Vorteil wäre.

Eine erhebliche Reduzierung des Aufwandes kann durch den Ansatz einer möglichst realisti-

schen Pressung gleich zu Beginn erreicht werden. Dazu wird im folgenden Abschnitt die Be-

rechnung unter dem Ansatz einer Pressung auf Grundlage der Untersuchungen von Chouihi

[19] vorgestellt.
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Wie aus den vorangegangenen Berechnungen auf Grundlage des iterativen Berechnungsverfah-
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Chouihi entwickelte auf der Grundlage von Parameterstudien an einem FE-Modell Formeln zur

Bestimmung der zu erwartenden Pressungsverteilung, die im folgenden kurz vorgestellt wer-

den.

7.3.1 Ansatz der Pressungsverteilung nach Chouihi [19]

Kennzeichnend für den Pressungsverlauf nach Chouihi sind drei charakteristische Pressungsor-

dinaten. P1 ist die Pressungsordinate im Satteltiefpunkt, P2 die kleinste Pressungsordinate an der

Stelle ϑ2 und P0 die Pressungsspitze am Sattelhorn.

1P

0P
2P

2ϑ

0ϑ

Abb. 7.10: qualitativer Pressungsverlauf nach Chouihi [19]

Als Ansatzfunktionen für den Verlauf wählt Chouihi vom Satteltiefpunkt bis zum lokalen Mi-

nimum in der Pressungsverteilung ein Polynom dritten Grades und für den weiteren Verlauf bis

zum Sattelhorn ein Polynom zweiten Grades.
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erfüllt werden. Der Ort des lokalen Minimums ist nach Chouihi nur vom Sattelumschließungs-

winkel und vom Verhältnis Radius zu Dicke der Kreiszylinderschale abhängig. Zur Bestim-

mung wird von Chouihi ein Diagramm angegeben, aus dem das Verhältnis des lokalen Mini-

mums zum Sattelumschließungswinkel abgelesen werden kann.

Abb. 7.11: Diagramm zur Bestimmung des Orts des lokalen Minimums [19]

Die Ordinaten P1 und P2 werden nicht explizit angegeben, sondern in Abhängigkeit der maxi-

malen Pressung am Sattelhorn als sogenannte bezogene Pressungen:

0

1
1 P

Pp =
0

2
2 P

P
p = . Gl. 7.4 (a,b)

Die bezogene Pressung  p1 in Gl. 7.4 (a)  ist dabei abhängig von der Steifigkeit der Kreiszylin-

derschale, dem Abstand des Boden zum Sattellager, dem Sattelumschließungswinkel und der

Länge der Schale. Der Zusammenhang der einzelnen Parameter mit der bezogenen Pressung

wurde durch Vergleichsberechnungen mit einem Referenzsystem bestimmt.
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Vereinfacht kann der Zusammenhang auch durch
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beschrieben werden.

Mit diesen Angaben lässt sich der Verlauf der Sattelpressung ausschließlich in Abhängigkeit

der maximalen Pressung P0 bestimmen. Zur endgültigen Bestimmung muss die Pressungsordi-

nate P0  über die Gleichgewichtsbedingung der Kräfte in vertikaler Richtung bestimmt werden.

Hinsichtlich der Verteilung der Sattelpressung in Längsrichtung weist Chouihi in seiner Arbeit

darauf hin, dass diese ungleichförmig ist, aber der vereinfachte Ansatz einer konstanten Pres-

sung in Längsrichtung  in der Regel ausreichend genau ist. Kritische Fälle treten höchsten bei

sehr dünnen Schalen oder sehr breiten Sätteln auf.

7.3.2 Ergebnisse

Für die in Kapitel 7.1 berechneten Behälter ergeben sich mit dem Pressungsansatz nach Choui-

hi die folgenden Ergebnisse, die mit den Ergebnissen einer FE-Berechnung verglichen werden.

Die Berechnung erfolgte dabei ohne Iteration. Das heißt im ersten Berechnungsschritt wurde

der Schubfluss in der Kreiszylinderschale unter Annahme des Sattelpressungsverlaufs von

Chouihi  nach der VTB berechnet. Dieser Schubfluss wurde dann als Belastung auf den elas-

tisch gebetteten Kreisring angesetzt. Aus der Lösung des elastisch gebetteten Kreisrings erhält

man direkt die Schnittgrößen zur Spannungsberechnung und zusätzlich zur Überprüfung der

Sattelpressung von Chouihi einen neuen verbesserten Pressungsverlauf.
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Abb. 7.12:  Vergleich der Spannungen an der Außenseite für einen Sattelwinkel von ϑ= 90°

Abb. 7.13 : Vergleich der Sattelpressungen für einen Sattelwinkel von ϑ = 90°
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Abb. 7.14 :  Vergleich der Spannungen an der Außenseite für einen Sattelwinkel von ϑ = 120°

Abb. 7.15 : Vergleich der Sattelpressungen für einen Sattelwinkel von ϑ = 120°
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Abb. 7.16 :  Vergleich der Spannungen an der Außenseite für einen Sattelwinkel von ϑ =150°

Abb. 7.17:  Vergleich der Sattelpressungen für einen Sattelwinkel von ϑ = 150°
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7.3.3 Bewertung der Ergebnisse

Die qualitativen Spannungsverläufe in Umfangsrichtung zeigen bei allen drei Behältern gute

Übereinstimmungen. Die maximalen Spannungen im Bereich des Sattelhorns liegen ebenfalls

in vergleichbaren Bereichen. Die Spannungen mit dem Pressungsansatz nach Chouihi liegen

generell etwas höher, aber in Anbetracht der einfachen und schnellen Berechnung ist der Unter-

schied vertretbar.

Der Vergleich der Verläufe der Sattelpressungen mit Blick auf die auftretenden Spannungs-

verläufe in der Behälterschale ergeben folgende Schlussfolgerungen. Im unteren Sattelbereich

stimmen die Verläufe nach dem Ansatz von Chouihi, nach der FE-Methode und nach der Be-

rechnung am elastisch gebetteten Kreisring nahezu überein. Am Sattelhorn sind deutliche Un-

terschiede zu erkennen. Die Pressungsspitzen nach Chouihi sind nicht so konzentriert wie die

nach der FE-Methode, aber dafür ist auch die maximale Pressungen geringer. Die über einen

größeren Bereich verteilte Pressungsspitze nach Chouihi resultiert aus dem Ansatz für die Stei-

figkeit im Sattelbereich. Im Kontaktelement von Chouihi wurde eine Bettungsziffer von 10

N/mm³ berücksichtigt und dem steht in der eigenen FE-Berechnung eine Bettungsziffer von

600 N/mm³ gegenüber. Die dennoch guten Übereinstimmungen im Verlauf der Spannungen in

Umfangsrichtung zeigen, dass durch die Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring dieser

Fehler korrigiert wird. Zur Reduzierung des Berechnungsaufwands ist daher nicht der genaue

Verlauf der Pressungen am Sattelhorn entscheidend, sondern die Pressung im tieferen Bereich

des Sattels sollte genau erfasst werden. Dies ist beim Pressungsansatz von Chouihi gegeben

und ist daher geeignet um die Berechnungen zu vereinfachen.
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Kapitel 8  Fall einer weichen Lagerung

8.1 Allgemeines

Ziel der Entwicklung eines neuen Berechungsverfahrens war, neben der genauen Erfassung der

Beanspruchung im Fall einer starren Lagerung bei losem Kontakt, den Einfluss von spannungs-

reduzierenden Maßnahmen zu berücksichtigen. Zu solchen Maßnahmen zählt eine planmäßige

Nachgiebigkeit im Sattelbereich, wie sie zum Beispiel durch Anordnung einer weichen Zwi-

schenschicht erzeugt werden kann. Hierzu wurde im Rahmen der Untersuchungen nach der FE-

Methode in Kapitel 4, unter Berücksichtigung der nichtlinearen Verfestigung, eine mögliche

Idealisierung einer dünnen elastomeren Schichte vorgestellt. Es wurde gezeigt, dass das nicht-

lineare Tragverhalten einer dünnen elastomeren Schicht durch eine linear elastische Bettung

äquivalent abgebildet werden kann. Der Zusammenhang zwischen den maßgebenden System-

eigenschaften der Zwischenschicht und der linear-elastischen Bettung wurde nach Gl. 4.16 er-

mittelt zu:

[ ]30 kN/cm           963,0
d

1E
ln55,0B +






 +

⋅= Gl. 8.1

E0 ist dabei der Tangentenmodul in [N/mm²] im Nullpunkt der Spannungs-Dehnungslinie des

verwendeten Materials und d die Schichtdicke in [mm].

Auf Grundlage dieser Idealisierung ist eine Berücksichtigung des Einflusses einer Zwischen-

schicht mit dem vorgestellten neuen Berechnungsverfahren möglich. Die Berechnung erfolgt

analog zum Fall einer starren Lagerung, wobei wieder eine iterative Ermittlung der Auflager-

pressung oder eine Berechnung unter Vorgabe der zu erwartenden Pressung in Frage kommt.

Der Unterschied zur Berechung im Fall einer starren Lagerung liegt im Ansatz für die Bet-

tungsziffer des elastisch gebetteten Kreisrings. Im Fall der starren Lagerung musste bei der

Wahl der Bettungsziffer die Steifigkeit der Zylinderschale berücksichtigt werden, um die Ef-
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fekte eines lokalen Abhebens zu erfassen. Durch die planmäßige weiche Lagerung tritt dieser

Fall aber nicht auf und bei Betrachtung der Steifigkeitsverhältnisse zwischen Behälter und Sat-

tel ist nun die Sattelsteifigkeit der maßgebende Einflussfaktor. Für die Berechnung auf Grund-

lage der verallgemeinerten technischen Biegetheorie hat sich gezeigt, dass die Bettungsziffer

nach Gl. 8.1 übernommen werden kann, wobei zu Berechnung am elastisch gebetteten Kreis-

ring noch eine Umrechnung von der flächenbezogenen Bettungsziffer B auf eine streckenbezo-

gene Bettungsziffer BeB erforderlich ist. Dies geschieht durch Multiplikation von B mit der

Sattelbreite.

bBBeB ⋅= Gl. 8.2

Des weiteren hat sich gezeigt, dass die Berechnung des Schubflusses nach der verallgemeiner-

ten technischen Biegetheorie näher am Sattel erfolgen muss als im Fall der starren Lagerung.

Der Grund liegt in der weicheren Lagerung, die eine gleichmäßigere Pressungsverteilung und

damit eine geringere Störung des Membranspannungszustandes erzeugt. Um dem Rechnung zu

tragen,  wurde für den Ort zur Bestimmung des Schubflusses der Abstand vom Sattelrand nach

Abb. 6.11 zu:

R
100

3csweich ⋅= Gl. 8.3

festgelegt.

8.2 Iterative B erechnung

Die Eignung des Verfahrens bei iterativer Ermittlung der Auflagerpressung wird an einem Be-

hälter mit zwei verschieden Zwischenschichten gezeigt. Für diese Zwischenschichten wurden

zwei flächenbezogene Bettungsziffern von 0,2 N/mm³ und 0,4 N/mm³ angesetzt. Diese Werte

wurden in Anlehnung an die Untersuchung in Kapitel 4 gewählt. Hierbei wurden die Mess-

werte aus einem einachsigen Druckversuch für eine Elastomer- und eine Schaumstoffschicht

zunächst durch die nichtlineare Bettung nach Kapitel 4  angenähert und dann in eine lineare

Bettung umgerechnet.
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Entsprechend der bisherigen Vorgehensweise werden die Ergebnisse des Berechungsverfahrens

mit denen nach der FE-Methode verglichen. Für den Behälter wurden folgende Parameter ge-

wählt:

Radius: 1000 mm

Länge der Zylinderschale: 8000 mm

Bodenabstand: 1000 mm

Blechdicke der Schale:       5 mm

Sattelumschließungswinkel:      120 °

Sattelbreite:       200 mm

Wichte der Flüssigkeitsfüllung:    10-5 N/mm³

Auf den erhöhten Rechenaufwand bei Ansatz einer zu hohen, beziehungsweise zu niedrigen

Pressung am Satteltiefpunkt wurde schon bei der iterativen Berechnung im Fall einer starren

Lagerung hingewiesen. Gleiches gilt für den für den Fall einer weichen Lagerung und es hat

sich gezeigt, dass sich die Pressung am Satteltiefpunkt im Vorfeld mit dem Ansatz einer kosi-

nusförmigen Sattelpressung einfach und praktisch genau ermitteln lässt.

0ϑ
ϕ

ϕcos1 ⋅P

1P

resQ
resQdRbP =⋅⋅⋅⋅ ∫

2/

0

2
1

0

 cos2
ϑ

ϕϕ

Abb. 8.1: Pressungsansatz zu Beginn der Iteration
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In den folgenden Abbildungen werden die Ergebnisse der iterativen Berechnung vorgestellt.

Abb. 8.2: Vergleich der Spannungen an der Außenseite für eine Bettungszahl von 0,2 N/mm³

Abb. 8.3: Vergleich der Sattelpressungen für eine Bettungszahl von 0,2 N/mm³
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Abb. 8.4: Vergleich der Spannungen an der Außenseite für eine Bettungszahl von  0,4 N/mm³

Abb. 8.5: Vergleich der Sattelpressungen für eine Bettungszahl von 0,4 N/mm³
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Verfahren auf Grundlage der verallgemeinerten technischen Biegetheorie. Die Sattelpressungen

werden praktisch identisch ermittelt. Die maximalen Spannungen am Sattelhorn stimmen eben-

falls überein und lediglich die Spannungen am Satteltiefpunkt und vor dem Sattelhorn werden

leicht unterschiedlich erfasst. Damit ist die prinzipielle Eignung des Verfahrens auch für den

Fall einer weichen Lagerung belegt.

Der Berechungsaufwand wird, wie im Fall der starren Lagerung, vom Konvergenzverhalten

während der Iteration bestimmt. Die Anzahl der erforderlichen Iterationsschritte liegt in diesem

Fall bei circa 100. Für die praktische Anwendung ist daher auch hier eine Reduzierung der er-

forderlichen Iterationsschritte erforderlich. Analog zum starren Fall kann bei Kenntnis der

Auflagerpressung im Vorfeld auf eine Iteration verzichtet werden und der Berechnungsauf-

wand reduziert sich erheblich. Hierzu sind Parameterstudien auf Grundlage der FE-Methode

durchgeführt worden [24], die im folgenden Unterkapitel vorgestellt werden.

8.3 Ansatz ein er Pressungsverteilung für den weichen Fall

Anhand der Ergebnisse der iterativen Berechnung ist in Abbildung 8.3 und 8.5 zu erkennen,

dass die Auflagerpressung, ähnlich zum starren Fall, einen charakteristischen Verlauf aufweist,

der durch drei charakteristische Pressungsordinaten und dem Ort eines lokalen Minimums be-

schrieben werden kann. Die charakteristischen Ordinaten sind wie bei Chouihi (vergleiche Ka-

pitel 7.2) die Pressung P1 am Satteltiefpunkt, das lokale Minimum P2 vor dem Sattelhorn und

die Pressungsspitze P0 am Sattelhorn.

1P

0P
2P

2ϑ

0ϑ

Abb. 8.6: qualitativer Pressungsverlauf für den Fall einer weichen Lagerung

Für die mathematische Beschreibung der Verläufe hat sich jedoch gezeigt, dass der Ansatz ei-

nes Polynoms 3. Grades vom Satteltiefpunkt bis zum lokalen Minimum, wie bei Chouihi, nicht

ausreichend genau ist. Im Rahmen der Untersuchung wurde festgestellt, dass im Bereich vom
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Satteltiefpunkt bis zum lokalen Minimum ein Kosinus-Ansatz besser geeignet ist. Vom lokalen

Minimum bis zum Sattelhorn  kann wieder ein quadratisches Polynom gewählt werden. Als

Ansatz für die zu erwartende Pressung wurde daher folgende bereichsweise definierte Funktion

angesetzt:

















ϑ≤ϕ≤ϑ+ϕ⋅+ϕ⋅

ϑ≤ϕ≤ϕ⋅⋅
=ϕ

0222
2

2

211

Z

     cba

0      )bcos(a
)(P Gl. 8.4 (a,b)

Pr
es

su
ng

Umfangswinkel ϕ

)bcos(a)(P 111z ϕ⋅⋅=ϕ

22
2

22z cba)(P +ϕ⋅+ϕ⋅=ϕ

2ϑ 0ϑ
Abb. 8.7: Ansatzfunktionen für den Fall einer weichen Zwischenschicht

Die Koeffizienten werden für den ersten Bereich über die Randbedingungen

1Z P)0(P ==ϕ 22Z P)(P =ϑ=ϕ Gl. 8.5

und für den zweiten Bereich über die Randbedingungen

22Z P)(P =ϑ=ϕ 0
)(P 2z =

ϕ∂
ϑ=ϕ∂

00Z P)(P =ϑ=ϕ Gl. 8.6

bestimmt.
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Nach Einsetzen und Lösen ergibt sich für den Pressungsverlauf in Abhängigkeit der charakte-

ristischen Größen:

( ) ( )



































ϑ≤ϕ≤ϑ
ϑ+ϑ+ϑ⋅ϑ⋅

⋅ϑ+⋅ϑ⋅ϑ⋅⋅ϑ+ϕ⋅−⋅ϑ⋅−ϕ⋅−

ϑ≤ϕ≤


















ϑ









⋅ϕ⋅

=ϕ

022
2

2
020

2
2

02200
2

2202
2

20

2
2

1

Z

    
2-

PP 2-PPP2PP

0      1P
2Parccos

cosP

)(P Gl. 8.7 (a,b)

Im Rahmen der Parameterstudie hat sich gezeigt, dass sich die Pressungsordinate P1 proportio-

nal zu der resultierenden vertikalen Belastung und proportional zu der Sattelfläche verändert.

Die Steifigkeit der Kreiszylinderschale spielt demnach keine Rolle für die Höhe der Pressung

und man kann eine unendlich steife Zylinderschale betrachten, die sich wie ein starrer Körper

in eine elastische Zwischenschicht eindrücken würde. Die aus der Starrkörperverschiebung des

Kreisquerschnitts resultierenden Verschiebung eines beliebigen Punktes auf dem Querschnitt in

radialer Richtung wird durch eine Kosinusfunktion mit der Periode 2π  beschrieben und es

stellt sich im Bereich des Sattels ein äquivalenter Pressungsverlauf ein. Ein solcher Pressungs-

verlauf  ist durch die Ordinate am Satteltiefpunkt eindeutig bestimmt und aus einer Gleichge-

wichtsbetrachtung in vertikaler Richtung kann dieser bestimmt werden zu:





 ϑ+ϑ⋅⋅⋅⋅

=

00

1

)2sin(
2
1Rb

QP
Gl. 8.8

Der Ort des lokalen Minimums wird durch den Winkel ϑ2 festgelegt und ist abhängig vom

Sattelumschließungswinkel, vom Verhältnis Radius zu Dicke und von der Lage des Sattels zum

Boden. Der Zusammenhang wird über den Koeffizienten K1 beschrieben, wobei er das Ver-

hältnis des gesuchten Winkels zum Sattelumschließungswinkel  darstellt.

012 K ϑ⋅=ϑ Gl. 8.9
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Auf Grundlage der Parameterstudie konnte der Zusammenhang für den  Koeffizienten K1 für

drei charakteristische Umschließungswinkel bestimmt werden zu:
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Werte für Sattelumschließungswinkel, die zwischen den Angegebenen liegen, können, wie

auch in den folgenden Fällen, durch lineare Interpolation bestimmt werden.

Für die Pressungsordinate P2 wurde eine Abhängigkeit zur Pressungsordinate P1 festgestellt.

Diese lässt sich über 4 Koeffizienten, K2 bis K5, berücksichtigen:

154322 PKKKKP ⋅⋅⋅⋅= Gl. 8.11

Der Koeffizient K2 berücksichtigt die Einflüsse der Sattellage zum Boden, der Steifigkeit der

Zylinderschale und des Sattelumschließungswinkels und kann wie folgt bestimmt werden:
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Über den Koeffizient K3 werden weitere Einflüsse des Sattelumschließungswinkels, des

Durchmessers und der Sattelbreite berücksichtigt:
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Der Koeffizient K4 berücksichtigt die Länge des Behälters:
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Abschließend wird über den Koeffizienten K5 die Art der elastischen Bettung berücksichtigt:

130,0
0

924,1
05 178,1B37,1K −− ϑ⋅+⋅ϑ⋅−= Gl. 8.15

Mit Kenntnis der Pressungsordinaten P1 und P2, sowie der Lage des lokalen Minimums ist der

Pressungsverlauf nur noch abhängig von der Pressungsordinate P0 am Sattelhorn. Die noch

unbekannte Pressungsordinate P0 wird über eine Gleichgewichtsbetrachtung in vertikaler

Richtung bestimmt. Die resultierende vertikale Kraft der Auflagerpressung muss mit der verti-

kalen Last Q, die aus dem Behältereigengewicht und der Flüssigkeitsfüllung resultiert, im

Gleichgewicht stehen.
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Durch Einsetzen von Gl. 8.7  in die folgende Gleichung :

ϕ⋅ϕ⋅ϕ⋅⋅⋅= ∫
ϑ

d)cos()(P2RbQ
0

0

Z Gl. 8.16

und Auflösen nach P0 wird das vertikale Gleichgewicht erfüllt.

8.3.1 Ergebnisse der Vergleichsberechnungen mit Pressungsansatz

Für den Behälter in  Kapitel 8.2 ergeben sich mit dem Pressungsansatz nach Gl. 8.4 ohne Itera-

tion folgende Ergebnisse, die mit den Ergebnissen der FE-Berechnung verglichen werden:

Abb.8.8: Vergleich der Spannungen an der Außenseite für eine Bettungszahl von 0,2 N/mm³
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Abb. 8.9: Vergleich der Sattelpressungen für eine Bettungszahl von 0,2 N/mm³

Abb. 8.10: Vergleich der Spannungen an der Außenseite für eine Bettungszahl von 0,4 N/mm³
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Abb. 8.11: Vergleich der Sattelpressungen für eine Bettungszahl von 0,4 N/mm³

Es zeigt sich, wie im Fall der starren Lagerung, dass bei Kenntnis der zu erwartenden Aufla-

gerpressung der Rechenaufwand erheblich reduziert wird und dennoch im Vergleich zur FE-

Methode seht gut übeinstimmende Ergebnisse erzielt werden. Im Fall der weichen Lagerung

mit B = 0,2 N/mm³ wird ein praktisch identisches Ergebnis erzielt, was auf den sehr genauen

Pressungsansatz zurückzuführen ist.

Für die steifere Lagerung mit B = 0,4 N/mm³ wird eine leicht höhere maximale Spannungen

ermittelt, die aber im vertretbaren Bereich liegt. In diesem Fall zeigt sich auch, dass im Fall

eines nicht ganz exakten Pressungsansatzes am Sattelhorn der Fehler in der Berechnung der

maximalen Spannungen in Umfangsrichtung nur gering ist. Entscheidend ist, dass die Sattel-

pressung im tieferen Bereich richtig ermittelt wird und am Sattelhorn die resultierende Kraft im

Bereich der Pressungsspitze stimmt. Fehler im qualitativen Verlauf werden dann durch die Be-

rechnung am elastisch gebetteten Kreisring ausgeglichen.

Insgesamt kann festgestellt werden, dass der Pressungsansatz nach Gl. 8.4 ausreichend genau

ist und sich im Zusammenhang mit dem Berechnungsverfahren für eine vereinfachte Bestim-

mung der maximalen Spannungen in Umfangsrichtung eignet.
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8.3.2   Parameters tudie zur Bestimmung der maximalen Spannungen am Sattelhorn

Da die Berücksichtigung einer weichen Zwischenschicht bisher noch nicht Gegenstand von

Untersuchungen war, wurde auf Grundlage der Berechnung unter Verwendung des Pressungs-

ansatzes eine Parameterstudie mit dem Ziel durchgeführt, einen Zusammenhang zwischen den

Behälterparametern und den maximal auftretenden Spannungen am Sattelhorn zu ermitteln, der

zu einer einfachen Entwurfsformel führt. Die Vorgehensweise zu Erfassung der relevanten Pa-

rameter wurde in zwei Teilschritte gegliedert. Zunächst wurde unter Vorgabe einer Sattelkon-

struktion der Einfluss der Behältergeometrie ermittelt. Danach wurden die Parameter der Sat-

telkonstruktion variiert und deren Einflüsse erfasst.

8.3.2.1 Einfluss der Behältergeometrie

Zur Erfassung des Einflusses der Behältergeometrie, die durch Behälterlänge, Radius, Blechdi-

cke und Bodenabstand vom Sattel bestimmt wird, wurden drei Grundbehälter mit den Radien

0,5 m, 1,0 m und 1,5 m betrachtet. Diese Grundbehälter haben als feste Parametergrößen einen

Sattelumschießungswinkel von 120°, eine Sattelbreite von 0,2⋅R und eine weiche Lagerung die

durch eine Bettungszahl von 0,2 N/mm³ gekennzeichnet ist. Als Abschlussböden werden Klöp-

perböden berücksichtigt, deren Bodentiefe vereinfacht mit H = 0,2 R angegeben werden kann.

Die weiteren Behälterparameter Bodenabstand, Blechdicke und Behälterlänge wurden inner-

halb folgender Grenzen variiert:

0,25R < A < 2,0R

R/300 < t < R/100

4R < L < 12R

In den folgenden Abbildungen 8.12 und  8.13 werden zunächst die Veränderungen der maxi-

malen Spannungen bei Variation der Schalendicke und des Bodenabstandes dargestellt.

Die variierten Parameter sind die maßgebenden für die Steifigkeit des Behälters am Sattelhorn.

Man erkennt, dass eine Zunahme der Steifigkeit, sei es durch Vergrößerung der Schalendicke

oder durch Verringerung des Bodenabstandes, eine Abminderung der maximalen Spannungen

zu Folge hat.



156

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
R/t

m
ax

 σ
ϕ 

a 
[N

/m
m

²]

R=0,5m

R=1,0m

R=1,5m

Abb. 8.12: Variation der Blechdicke t bei A/R = 1,0

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

A/R

m
ax

 σ
ϕ

 a
 [N

/m
m

²]

R=0,5m

R=1,0m

R=1,5m

Abb. 8.13: Variation des Bodenabstandes A bei R/t = 200



157

Zur Erfassung der Zusammenhänge in Form einer einfach handhabbaren Formel hat sich für

den hier vorliegenden Fall einer weichen Lagerung gezeigt, dass eine Ermittlung der Zusam-

menhänge in Anlehnung an die Vorgehensweise von Krupka zu ausreichend genauen Ergebnis-

sen führt. Dabei wird ausgehend von einer Grundspannung der Einfluss der einzelnen Behäl-

terparameter durch Korrekturfaktoren ermittelt.

Die Grundspannung wird in diesem Fall aus der resultierenden vertikalen Auflagerkraft, der

Blechdicke und dem Behälterradius  nach folgender Formel ermittelt:

4
20 R

t
t
Q

⋅=σ Gl. 8.17

Um die in den Abb. 8.12 und 8.13 dargestellten Einflüsse des Bodenabstandes und der Blech-

dicke zu erfassen werden die beiden Behälterparameter zu einem Beiwert k nach der folgenden

Formel zusammengefasst:

R
t

R
Ak ⋅=  mit H

3
2AA += Gl. 8.18

Um die in den Abbildungen 8.12 und 8.13 dargestellten Abhängigkeiten über den Beiwert k

nach Gl. 8.18 zur erfassen, ist in der Abbildung 8.14 exemplarisch für den Radius 1,0 m das

Verhältnis der Grundspannung nach Gl. 8.17 zur tatsächlichen Spannung über den Beiwert k

abgebildet. Zusätzlich ist in Abbildung 8.14 das Ergebnis nach Variation der Behälterlänge

dargestellt:



158

0,000

0,020

0,040

0,060

0,080

0,100

0,120

0,140

0,160

0,180

0,0000 0,0200 0,0400 0,0600 0,0800 0,1000 0,1200 0,1400 0,1600 0,1800 0,2000

k

σ 0
 / 

σ

R=1,0m ; L=4R

R=1,0m ; L=8R

R=1,0m ; L=12R

Abb. 8.14: Zusammenhang zwischen Beiwert k und der Grundspannung

Die in Abbildung 8.14 dargestellten Zusammenhänge gelten auch für die Grundbehälter mit

den Radien 0,5 m und 1,5 m und lassen sich mathematisch über eine Logarithmusfunktion der

Form:

21
0

C)kln(C +⋅=
σ
σ

Gl. 8.19

beschreiben. Es hat sich gezeigt, dass die Koeffizienten C1 und C2 linear abhängig sind von der

Behälterlänge und dem Radius und damit die Spannungen für die drei Grundbehälter nach fol-

gender Formeln bestimmt werden können:
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Der Index 1 in Gl. 8.20 soll kennzeichnen, dass der bisher aufgestellte Zusammenhang nur für

die festen Parametergrößen b=0,2R, B=0,2 N/mm³ und einen Sattelumschließungswinkel

ϑ0=120° gilt.

8.3.2.2 Einfluss der Sattelkonstruktion

Im Fall der Lagerung auf einer weichen Zwischenschicht, ist die Sattelkonstruktion durch die

Sattelbreite, den Sattelumschließungswinkel und die Bettungszahl der weichen Zwischen-

schicht charakterisiert. Die Variation dieser Parameter erfolgte dabei innerhalb folgender Gren-

zen:

0,1R < b < 0,3R

0,1 N/mm³ < B < 0,4 N/mm³

Als zusätzlicher Sattelumschließungswinkel wurde ein Winkel von ϑ0=90° betrachtet.

In der folgenden Abbildung 8.15 ist der Einfluss einer veränderlichen Sattelbreite für die drei

Grundbehälter mit L = 8 R auf die maximalen Spannungen in Umfangsrichtung dargestellt:
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Der Verlauf zeigt einen mit steigendem Radius zunehmenden Einfluss der Sattelbreite. Im

Rahmen der bisherigen Vorgehensweise muss die Veränderungen der maximalen Spannung

nach Abbildung 8.15 in Bezug zu den bisher ermittelten maximalen Spannungen der Grundbe-

hälter nach Gl. 8.20 gesetzt werden. Dabei zeigt sich eine degressive Abnahme des Einflusses

der Sattelbreite, der in Ergänzung zu Gl. 8.20 über folgenden Korrekturfaktor berücksichtigt

werden kann:

4
2 b5

R)R,b(f
⋅

= Gl. 8.22

Für die Variation der Bettungsziffer kann bei gleicher Vorgehensweise ebenfalls ein Korrektur-

faktor der Form:

0

3

B
B6

5)B(f
−

= mit [ ]N/mm³  2,0B0 =
Gl. 8.23

ermittelt werden.

Für den Sattelumschließungswinkel 120 ° können damit die maximalen Spannungen in Um-

fangsrichtung  nach folgender Gleichung bestimmt werden:

)B(f)R,b(f)R,L,A(f
R
t

t
Q

321
4

2120 ⋅⋅⋅⋅=σ ° Gl. 8.24

mit : f1  nach Gl. 8.21 , f2 nach Gl. 8.22 und  f3 nach Gl. 8.23

Für den zusätzlich betrachteten Sattelumschließungswinkel von 90° haben sich die gleichen

Zusammenhänge wie für 120° gezeigt. Bis zu einer Behälterlänge von ca. 8R kann die maxi-

male Spannung durch einen konstanten Erhöhungsfaktor aus den Spannungen für ϑ0 = 120°

bestimmt werden. Für größere Längen hat sich ein geringer werdender Einfluss der Behälter-

länge in den Zusammenhängen nach Abbildung 8.14  gezeigt. Um die Formel für den Sattel-

umschließungswinkel von 120° als Ansatz beizubehalten, ist deshalb neben dem konstanten

Erhöhungsfaktor ein weiterer Korrekturwert in Abhängigkeit der Behälterlänge ermittelt wor-

den:
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Die maximalen Spannungen für den Sattelumschließungswinkel von 90° können damit über Gl.

8.24 und 8.25 bestimmt werden zu:

)R,L(f)B(f)R,b(f)R,L,A(f
R
t

t
Q)R,L(f 4321

4
2412090 ⋅⋅⋅⋅⋅=⋅σ=σ °° Gl. 8.26

8.3.2.3 Zusammenfassung

Um die ermittelten Formeln in übersichtlicher Form darzustellen werden diese hier noch einmal

zusammengefasst dargestellt. Die maximale Spannung am Sattelhorn bei Lagerung auf einer

weichen Zwischenschicht kann ermittelt werden aus:
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wobei Zwischenwerte linear interpoliert werden dürfen
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Kapitel 9  Berücksichtigung von Aussteifungsringen

9.1 Allgemeines

Das vorgestellte Verfahren auf Grundlage der verallgemeinerten technischen Biegetheorie ist

auch anwendbar auf den Fall des durch Ringe ausgesteiften Behälters. Dabei können zwei

mögliche Formen der Anordnung von Aussteifungsringen berücksichtigt werden. Der erste Fall

ist ein Aussteifungsring direkt über dem Sattel, wodurch nicht mehr die Behälterschale direkt

auf dem Sattel aufliegt, sondern der Ring. Dieser Fall ist in der Regel aus statischer und wirt-

schaftlicher Sicht der günstigste, da hier die Erhöhung der Steifigkeit des Behälters im Sattelbe-

reich am größten und damit am effektivsten ist. Es tritt auch keine lokale Lasteinleitung in die

dünnwandige Schale auf, die in den bisherigen Fällen zu hohen Biegespannungen führte. Der

zweite Fall ist eine Anordnung von Aussteifungsringen seitlich des Sattels. Hier erfolgt die

Lagerung des Behälters weiterhin über die Schale auf dem Sattel und die aussteifende Wirkung

der Ringe ist mit der des Behälterbodens vergleichbar. Je nach Abstand der Ringe vom Sattel

können die maximalen Spannungen in der Behälterschale am Sattelhorn oder in den äußeren

Punkten der Ringe auftreten.

a) direkte Lagerung b) seitliche Anordnung

Abb. 9.1: mögliche Anordnungen von Aussteifungsringen
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In beiden Fällen ist die Steifigkeit des Rings von Bedeutung, so dass diese explizit im Berech-

nungsverfahren berücksichtigt werden muss. Hierzu wird anhand zweier Beispiele die Vorge-

hensweise zur Berücksichtigung von Aussteifungsringen vorgestellt und mit Ergebnissen einer

FE-Berechnung verglichen. Zusätzlich werden die Ergebnisse nach dem Berechnungsverfahren

denen von Zick gegenübergestellt, um auch hier die Schwachpunkte des Näherungsverfahrens

von Zick aufzuzeigen.

9.2 Aussteifungsringe direkt über dem Sattel

Die Berechnung unter Berücksichtigung des Einflusses von Aussteifungsringen direkt über

dem Sattel erfolgt wie im Fall des nicht ausgesteiften Behälters bei einer starren Lagerung. Zur

Berechnung des Schubflusses nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie wird der

Behälter nach Abb. 9. 2 in drei Bereich aufgeteilt, wobei der mittlere Bereich nun der Breite

des Aussteifungsringes entspricht.

Abb. 9.2: Aufteilung in drei Bereiche bei Aussteifungsring direkt über dem Sattel

L1 L3L2 = Ringbreite

)x(V1
k )x(V3

k)x(V2
k
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Um die Steifigkeit des Kreisrings zu berücksichtigen, wird für den mittleren Bereich, im Ge-

gensatz zu der bisherigen Vorgehensweise, nicht die Dicke der Schale, sondern eine Ersatzdi-

cke angesetzt. Diese Dicke wird so gewählt, dass die Behälterschale über die Ringbreite die

gleiche Steifigkeit in Umfangsrichtung besitzt wie der Aussteifungsring. Da in der verallge-

meinerten technischen Biegetheorie, unabhängig von der Einheitsverwölbung, von einer Span-

nungsverteilung über die Schalendicke nach der klassischen Biegetheorie ausgegangen wird,

kann die Steifigkeit über das klassische Flächenträgheitsmoment berücksichtigt werden. Die

Ersatzdicke bestimmt sich dann über das Flächenträgheitsmoment eines Rechteckquerschnitts,

welches dem des Kreisringquerschnitts entsprechen muss.

3 yy
Ersatz yy

3
Ersatz

b
12I

t       I
12
tb ⋅

=⇒=
⋅ Gl. 9.1

Abb. 9.3: Ringquerschnitt und Ersatzquerschnitt für die Berechnung nach der VTB

Der Schubfluss in der Behälterschale wird, wie im Fall der starren Lagerung in Kapitel 7, im

Abstand

R
100

4csstarr ⋅= Gl. 9.2

vom Sattelrand bestimmt. In der Berechnung des elastisch gebetteten Kreisrings wird als Ring-

querschnitt der Aussteifungsring samt Behälterschale bis zum Schnitt in dem der Schubfluss

bestimmt wurde, berücksichtigt.

SchaleFl tt +
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Für die Wahl der Bettungsziffer hat sich durch Vergleichsrechnungen gezeigt, dass der Ansatz

ebenfalls analog zu Kapitel 7 über:

]cm[ R
cm
kN 0,3B 3 ⋅= Gl. 9.3

erfolgen kann. Als Pressungsansatz zu Beginn der iterativen Berechnung wird ein in Umfangs-

richtung konstanter Verlauf verwendet.

Da in der Regel die Verwendung von Aussteifungsringen bei großen Behältern in Betracht

kommt, wird zur Demonstration der Eignung des Verfahrens für diesen Fall ein Behälter mit

folgenden Abmessungen betrachtet:

Radius:  1500 mm

Länge der Zylinderschale: 12000 mm

Bodenabstand:  1500 mm

Blechdicke der Schale:       10 mm

Sattelumschließungswinkel:       120 °

Wichte der Flüssigkeitsfüllung:    10-5 N/mm³

Aussteifungsring: IPE-140 über dem Sattel

Bei diesem Behälter  treten die maximalen Spannungen an den außen liegenden Flanschen des

IPE-Ringträgers auf, die in der folgenden Abbildung 9.4 im Vergleich zu den Ergebnissen der

FE-Methode dargestellt werden.
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Abb. 9.4: Spannungsverlauf im äußeren Flansch des IPE140 - Aussteifungsrings

Der Vergleich zeigt durch den übereinstimmenden qualitativen Verlauf, dass mit dem Bere-

chungsverfahren das Tragverhalten prinzipiell richtig erfasst wird. Die Absolutwerte der Span-

nungen zeigen vor und nach dem Sattelhorn ebenfalls eine gute Übereinstimmung. Die maxi-

malen Spannungen am Sattelhorn werden mit dem Berechnungsverfahren etwas höher erfasst

als in der FE-Berechnung und der Ort des Maximums liegt  auch  mehr zum Satteltiefpunkt hin.

Durch Variation der Bettungsziffer könnte hier eine bessere Übereinstimmung erzielt werden.

Im Rahmen von weiteren Vergleichsberechnungen konnte aber kein einheitlicher Ansatz für

die Bettungsziffer festgestellt werden, und in Anbetracht der geringen Abweichung bei der Er-

mittlung der maximalen Spannungen mit dem einfachen Ansatz nach Gl. 9.3 ist dies auch nicht

notwendig.

Im Vergleich zu den Ergebnissen von Zick, die in Abb. 9.5 dargestellt sind, zeigt sich ebenfalls,

dass mit dem gewählten einfachen Ansatz eine wesentlich genauere  Erfassung der Beanspru-

chung gegeben ist.

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Umfangswinkel ϕ [°]

re
s.

 S
pa

nn
un

ge
n 

σϕ
a 

[N
/m

m
²]

FEM

VTB

R = 1500 mm

L = 12000 mm

t = 10 mm

ϕ

ϑ = 120 °

A = 1500 mm

IPE 140



167

Abb. 9.5: Vergleich der Spannungen nach Zick und nach dem eigenen Berechnungsverfahren

Mit dem Ersatzsystem von Zick, für den Fall eines Aussteifungsrings über dem Sattel (siehe

Kapitel 3.4.1) wird zwar der qualitative Spannungsverlauf prinzipiell erfasst, aber, wie im Fall

der starren Lagerung, wird mit dem Ansatz des Schubflusses nach der Balkentheorie das Trag-

verhalten des Behälters nicht ausreichend genau abgebildet, was am deutlichen Unterschied in

den Absolutwerten der Spannungen zu sehen ist. Eine Vergrößerung der mittragenden Schalen-

breite im Ansatz von Zick oder in dem von Brownell & Young, würde zwar für diesen Fall eine

bessere Übereinstimmung erzielen, aber es würde weiterhin eine Abhängigkeit von der Steifig-

keit des Ringes fehlen.

Beim Berechnungsaufwand zeigt sich, im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Fällen, dass

die Ergebnisse sehr schnell konvergieren. In diesem Fall wird schon nach 5 Iterationsschritten

ein genaues Ergebnis erreicht. Ein genauerer Pressungsansatz, um den Berechnungsaufwand zu

reduzieren, ist daher nicht notwendig und mit dem vorgestellten Verfahren liegt eine einfache

und genaue Möglichkeit zur Berücksichtigung von Aussteifungsringen über dem Sattel vor.
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9.3 Aussteifungsringe seitlich des Auflagers

Für den Fall einer Aussteifung der Kreiszylinderschale durch seitlich des Sattels angeordnete

Ringe müssen, je nach Abstand der Ringe vom Sattel, zwei Fälle unterschieden werden. Sind

die Ringe direkt oder sehr nah am Sattel angeordnet, wirken die Ringe und die Schale über dem

Sattel als ein Querschnitt und die maximalen Spannungen treten an den Flanschen der Ringe

auf. Mit zunehmender Entfernung vom Sattelrand nehmen die Spannungen in den Flanschen ab

und die maximalen Spannungen treten in der Behälterschale am Sattelhorn auf. Die aussteifen-

de Wirkung der Ringe ist dann mit der des Behälterbodens vergleichbar.

Die Grenze, ab wann welcher Fall maßgebend wird, hängt sowohl von der Steifigkeit der Ringe

als auch von den übrigen Behälterparametern ab und kann nicht eindeutig festgelegt werden.

Um beide Fälle im Rahmen des Berechnungsverfahrens zu erfassen, werden zwei unterschied-

liche Berechnungen vorgeschlagen. Zur Erfassung der maximalen Spannungen in den Ring-

flanschen erfolgt ein Nachweis analog zum Fall des Aussteifungsringes über dem Sattel, wie in

Kapitel  9.1. Bei der  Ermittlung der maximalen Spannungen in der Behälterschale muss die

Steifigkeit und die Lage der Ringe berücksichtigt werden. Dies erfordert eine Erweiterung ge-

genüber den bisherigen Idealisierungen und wird in Kapitel 9.3.2 vorgestellt.

9.3.1 Berechnung  der maximalen Spannungen in den Ringflanschen

Die Berechnung der auftretenden Spannungen in den Flanschen der Aussteifungsringe erfolgt

im Prinzip wie in Kapitel 9.1. Da in diesem Fall angenommen wird, dass beide Ringe zusam-

men mit der Behälterschale über dem Sattel als ein Querschnitt wirken, muss dies auch in der

Berechnung des Schubflusses nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie entspre-

chend berücksichtigt werden. Dazu wird die Länge des mittleren Bereichs durch den Abstand

zwischen den äußeren Eckpunkten der Ringflansche entsprechend Abbildung 9.6 bestimmt. Die

Ersatzdicke zur Berücksichtigung der Steifigkeit der Ringe, wird über das Flächenträgheits-

moment der Ringe im Verbund mit dem Steineranteil der Behälterschale und Umrechnung auf

einen äquivalenten Rechteckquerschnitt bestimmt.
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Abb. 9.6: Ringquerschnitte mit Behälterschale und äquivalenter Querschnitt für die Berech-
nung nach der VTB

Der Bettungsmodul und der Ort zur Bestimmung des Schubflusses nach der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie werden, wie in Kapitel 9.1, nach Gl. 9.2 und 9.3 angesetzt.

Wie im Fall der Aussteifung durch einen Ring über dem Sattel, kommt die Aussteifung durch

Ringe seitlich des Sattels in erster Linie für große Behälter in Betracht. Hierzu wird ein Behäl-

ter mit folgenden Abmessungen betrachtet:

Radius:  1500 mm

Länge der Zylinderschale: 16000 mm

Bodenabstand:  3000 mm

Blechdicke der Schale:       18 mm

Sattelumschließungswinkel:       120 °

Wichte der Flüssigkeitsfüllung:    10-5 N/mm³

Die Aussteifung erfolgt je Sattel durch zwei  Ringe mit einem IPE-120 Profil. Als Abstand der

Ringe vom Sattelrand wird für diesen Fall ein kleiner Wert von XR = 50 mm gewählt. Bei die-

sem Abstand treten die maximalen Spannungen in den äußeren Flanschen der Ringe auf. In

Abbildung 9.7 sind die Ergebnisse direkt im Vergleich zu den Ergebnissen nach der FE-

Methode und nach dem Verfahren von Zick dargestellt.
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Abb. 9.7: Spannungen in den äußeren Flanschen der Ringe

Es zeigen sich wieder qualitativ und quantitativ übereinstimmende Verläufe für die Ergebnisse

des eigenen Berechungsverfahrens und der nach der FE-Methode. Im Vergleich zu Zick zeigt

unabhängig vom Absolutwert der auftretenden Spannungen, der grundsätzlich andere Verlauf,

dass das dem Verfahren von Zick zu Grunde liegende Ersatzsystem (siehe Kapitel 3.4.1), die

realen Verhältnisse nicht wiederspiegelt. Das Verfahren von Zick für Ringe seitlich des Sattels

ist demnach nicht geeignet.

Das Konvergenzverhalten während der Iteration entspricht dem beim Fall der Ringe direkt über

dem Sattel. Somit sind nur ca. 5 bis 10 Iterationsschritte erforderlich und ein genauerer  Pres-

sungsansatz ist nicht notwendig. Damit wurde gezeigt, dass für den Fall der seitlichen Anord-

nung von Aussteifungsringen der Spannungsverlauf in den Ringen mit dem neuen Verfahren

realistisch erfasst werden kann.

9.3.2 Berechnung  der Spannungen in der Behälterschale

Wie zu Beginn in Kapitel 9.1 erwähnt wurde, ist für den Nachweis der Spannungen in der Be-

hälterschale für den Fall von Aussteifungsringen seitlich des Sattels eine Erweiterung der bis-

herigen Idealisierung erforderlich. Die Erweiterung betrifft die Einbeziehung der Aussteifungs-

ringe unter Berücksichtigung ihrer Lage und Steifigkeit. Hierzu ist zunächst eine Betrachtung
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der Differentialgleichung der verallgemeinerten technischen Biegetheorie notwendig. Nach

Kapitel 2.5.3.4, Gl. 2.68 ergab sich die Differentialgleichung für die Kreiszylinderschale zu:

∑
∞

=








=⋅+

∂
∂

⋅−
∂

∂
⋅

1k
z

kkk
2

k2
k

4

k4
k q)x(VB

x
)x(VDG

x
)x(VCE Gl. 9.4

Die Herleitung dieser Differentialgleichung erfolgte über eine Variation des inneren und äuße-

ren Potentials, wobei in Umfangsrichtung nur die Tragwirkung über die Biegemomente berück-

sichtigt wird. Aus der Variation des Potentials infolge dieser Biegemomente resultiert in der

Differentialgleichung der Ausdruck:

)x(VB kk ⋅ . Gl. 9.5

Unter Verwendung der Analogie zwischen der Differentialgleichung der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie und der des elastisch gebetteten Balkens, kann der Wert  kB  auch als

eine Bettungsziffer interpretiert werden. Die Wirkung eines Aussteifungsringes liegt in einer

lokalen Erhöhung der Steifigkeit in Umfangsrichtung und ein Aussteifungsring wird sich nach

dieser Analogie in erster Linie in einer Erhöhung dieser Bettungsziffer über eine kurze Länge

ausdrücken. Fasst man diese erhöhte Bettungsziffer zu einer Federsteifigkeit zusammen, kann

der Einfluss des Aussteifungsringes durch ein elastisch gefedertes Auflager berücksichtigt wer-

den.

Abb. 9.8: Idealisierung der Aussteifungsringe in Form von Federn

Die Bestimmung der Federsteifigkeit erfolgt durch Ermittlung einer Ersatzdicke, wie im Fall

des Aussteifungsrings direkt über dem Sattel in Kapitel 9.2, durch Berechnung der Bettungszif-

fer kB für diese Ersatzdicke nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie und durch
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Multiplikation dieser Bettungsziffer mit der Ringbreite. Die Berücksichtigung der Ringe in

Form von gefederten Auflagern erfordert eine Aufteilung des Behälters in fünf Bereiche und

die Formulierung weiterer Randbedingungen. Die Lösungsansätze werden aus Kapitel 6.4 ü-

bernommen.

Abb. 9.9: Aufteilung des Behälters in fünf Bereiche

Die Randbedingungen links und rechts, sowie die Übergangsbedingungen im Sattelbereich

ändern sich  gegenüber den in Kapitel 6.5 vorgestellten nicht. Im Übergang, an dem die Ringe

angeordnet sind, sind die ersten drei Bedingungen ebenfalls identisch mit den bisherigen Über-

gangsbedingungen. Die letzte fehlende Bedingung lässt sich über die Analogie zum elastisch

gebetteten Balken und der Forderung nach Gleichgewicht zwischen Querkraft und Auflager-

kraft im elastisch gefederten Lager bestimmen:

)L(VC
x

)L(V
CE

x
)L(V

CE 11
k

F3
12

k3
k

3
11

k3
k ⋅=

∂
∂

⋅−
∂

∂
⋅ Gl. 9.6

Zur endgültigen Lösung wird der Schubfluss wie in den vorangegangenen Fällen bei
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verwendet. Zu Beginn der Iteration wird wieder eine konstante Pressung angesetzt. Bei dem

Behälter in Kapitel 9.3.1 wird der Abstand der Aussteifungsringe vom Sattelrand auf XR = 200

mm vergrößert, womit in diesem Fall der Nachweis der Spannungen in der Behälterschale

maßgebend wird.

In der folgenden Abbildung ist der Spannungsverlauf in der Behälterschale im Vergleich zu

den Ergebnissen nach der FE-Methode dargestellt:

Abb. 9.10: Verlauf der Spannungen in der Behälterschale für einen Ringabstand vom Sattel
von XR=200mm

Der Vergleich zu den Ergebnissen nach der FE-Methode zeigt, dass mit der gewählten Ideali-

sierung der Einfluss der Aussteifungsringe ausreichend genau erfasst wird und somit das Be-

rechnungsverfahren auch für diesen Fall anwendbar ist. Die erforderliche Anzahl an Iterations-

schritten ist in diesem Fall allerdings sehr hoch (ca. 250), was eine lange Rechenzeit zu Folge

hat. Zur Reduzierung der Berechnungsdauer, analog zur starren oder weichen Lagerung, wären

weitergehende Untersuchungen erforderlich, um Kenntnis über die zu erwartenden Sattelpres-

sungen zu erhalten. Da aber in der Regel eine Anordnung der Aussteifungsringe direkt am Sat-

tel die wirtschaftlichste Lösung darstellt, wird auf diese Untersuchung im Rahmen dieser Ar-

beit verzichtet.
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Kapitel 10  Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines praxisorientierten Berechnungs-

verfahren, mit dem ohne Einschränkung der möglichen Behälterparameter die in der Regel

maßgebenden maximalen Spannungen in Umfangsrichtung unter Berücksichtigung des scha-

lenspezifischen Tragverhaltens bestimmt werden können.

Im ersten Teil der Arbeit wurden aufbauend  auf den theoretischen Grundlagen die bisherigen

Berechnungsverfahren eingehend analysiert. Es wurden dabei sowohl schalentheoretische Lö-

sungsansätze als auch vereinfachte Ansätze auf Grundlage der Biegetheorie von Ringträgern

betrachtet. Als Maßgabe für eine realistische Erfassung wurde eine Lösung nach der FE-

Methode entwickelt und verifiziert. Hierbei wurde festgestellt, dass für den Fall der starren

Lagerung die Annahme eines unendlich steifen Sattels zu einer Singularität im Spannungsver-

lauf am Sattelhorn führt. Diese Problematik, die in bisherigen Untersuchungen nicht ausrei-

chend berücksichtigt wurde, kann umgangen werden wenn die über die Sattelbreite gemittelten

Spannungen betrachtet werden.

Der Vergleich der Ergebnisse nach verschiedenen Berechnungsverfahren zeigt, dass die bishe-

rigen praxisorientierten Verfahren zum Teil erhebliche Schwachpunkte bei der Abbildung des

realen Tragverhalten haben. Insbesondere werden nach dem Verfahren von Zick die maximalen

Spannungen deutlich über- als auch unterschätzt. Trotz der Defizite ist das Verfahren von Zick

aufgrund seiner einfachen Handhabung und der mechanisch nachvollziehbaren Idealisierung

noch heute gebräuchlich. Das Ausbleiben einer ausgeprägten Versagenshäufigkeit, die in der

Literatur mit den plastischen Tragreserven begründet wird, zeigt das hohe Potenzial für eine

Optimierung der Bemessung.

Um eine einfache Handhabung zu gewährleisten, orientiert sich deshalb das neu entwickelte

Berechnungsverfahren an der Idealisierung von Zick in Form eines Kreisrings, der durch einen
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Schubfluss belastet wird. Um die Defizite im Verfahren von Zick auszugleichen, war eine

schalentheoretische Berechnung des Schubflusses in der Kreiszylinderschale notwendig. Der

Vergleich verschiedener Schalentheorien zeigt, dass mit der verallgemeinerten technischen

Biegetheorie ein Lösungsansatz zur Verfügung steht, der ohne mathematische Schwierigkeiten

verwendet werden kann und zudem durch seine Analogie zum Tragverhalten eines elastisch

gebetteten Balkens auch nachvollziehbar ist. Eine weitere Verbesserung des Verfahrens von

Zick stellt die Betrachtung eines elastisch gebetteten Kreisrings zur Berechnung der Schnitt-

größen in Umfangsrichtung dar, da dadurch eine über den Umfang kontinuierliche Berücksich-

tigung der kinematischen Randbedingungen durch den  Sattel erfolgt.

Im zweiten Teil der Arbeit  wird gezeigt, wie die Berechnung des Schubflusses nach der verall-

gemeinerten technischen Biegetheorie mit der Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring

verknüpft werden kann. Hierzu erfolgt eine ausführliche Darstellung und Erläuterung aller auf-

zustellenden Gleichungen und deren Lösung. Das Resultat ist ein iteratives Berechnungsverfah-

ren, mit dem ohne Annahmen bezüglich der Interaktion zwischen Sattel und Behälter eine rea-

listische Abbildung des Tragverhalten in Umfangsrichtung  ermöglicht wird.

Durch mehrere Vergleichsrechnungen mit  Ergebnissen nach der FE-Methode wurde die Eig-

nung des neuen Verfahrens gezeigt. Zunächst erfolgte ein Vergleich für den Fall einer starren

Lagerung. Die Ergebnisse der iterativen Berechnung stimmen dabei sehr gut mit denen nach

der FE-Methode überein. In diesem Zusammenhang wurde auch gezeigt, dass bei Verwendung

bekannter Ansätze für die Auflagerpressung auf eine Iteration verzichtet werden kann und die

Berechnung erheblich vereinfacht wird. In dieser Form ist es für eine praktische Anwendung

geeignet.

Mit der Darstellung der Vorgehensweise und der Ergebnisse für den Fall einer Lagerung auf

einer weichen Zwischenschicht wurde eine mögliche Erweiterung des neuen Verfahrens ge-

zeigt. Der Fall einer weichen Lagerung erforderte hierbei im Vorfeld Untersuchungen zur Ide-

alisierung des eigentlich nichtlinearen Tragverhalten einer elastomeren Zwischenschicht. Diese

Untersuchungen auf Grundlage der FE-Methode wurden im ersten Teil der Arbeit im Zusam-

menhang mit der Entwicklung des FE-Models beschrieben. Ergebnis dieser Untersuchung ist

ein Vorschlag,  wie das nichtlineare Tragverhalten durch eine elastische Bettung idealisiert

werden kann. Ein in diesem Zusammenhang ermittelter Ansatz für die zu erwartenden Sattel-

pressungen kann genutzt werden, um die Berechnung, wie im starren Fall, weiter zu vereinfa-
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chen. Damit ist die Möglichkeit gegeben verschiedene Ausführungsformen der Sattelkonstruk-

tion in einem Berechungsverfahren zu berücksichtigen, was eine Verbesserung gegenüber bis-

herigen Verfahren darstellt

Das neue Berechnungsverfahren wurde auch genutzt, um für den Fall einer Lagerung auf einer

weichen Zwischenschicht, der bisher noch nicht Gegenstand von Untersuchungen war, eine

einfache Entwurfsformel aufzustellen. Diese Formel ermöglicht eine einfache Vordimensionie-

rung unter Berücksichtigung aller wesentlicher Behälterparameter.

Abschließend wurde gezeigt, dass mit dem neuen Berechungsverfahren auch die Wirkung von

Aussteifungsringen berücksichtigt werden kann. Gegenüber bisherigen Verfahren wird dabei

die Steifigkeit des Rings mit berücksichtigt und es kann zwischen der Anordnung eines Rings

direkt über dem Sattel und der Anordnung von mehreren Ringen seitlich des Sattels unterschie-

den werden. Darüber hinaus werden sowohl die maximalen Spannungen in der Behälterschale

als auch in den Aussteifungsringen ermittelt, wodurch eine optimale Ausnutzung der ausstei-

fenden Wirkung eines Rings ermöglicht wird.

Neben den vorgestellten Fällen sind weitere Anwendungsmöglichkeiten für das Verfahren vor-

stellbar wie zum Beispiel die Berücksichtigung der Flexibilität von Sattelkonstruktionen aus

Stahl. Hierzu sind, analog zum vorgestellten Fall einer weichen Lagerung, weitergehende Un-

tersuchungen notwendig, wie die Sattelflexibilität in der elastischen Bettung berücksichtigt

werden kann. Die einfache Erfassung von dynamischen Einflüssen stellt insbesondere bei einer

horizontalen Belastung weiter ein ungeklärtes Problem dar. Da das vorgestellte Verfahren auch

auf den Fall einer horizontalen Belastung anwendbar ist, kann dieser Fall mit der Kenntnis von

Ersatzlasten ebenfalls gelöst werden. Der Ansatz einer horizontalen Einzellast nach der GGVS

ist aber nicht realistisch, so dass hier weitere Untersuchungen notwendig sind.Außer den mög-

lichen Erweiterungen der Anwendungsfälle wären noch weitere Vereinfachungen der Berech-

nung von Vorteil. Die größte mathematische Schwierigkeit  innerhalb des Berechungsverfah-

rens liegt in der Lösung der Gleichungssysteme mit 12 Unbekannten. Bei Ansatz von bekann-

ten Pressungsansätzen hat sich in den Berechnungen angedeutet, dass der Einfluss der ange-

setzten Bettungsziffer geringer wird und es ist zu untersuchen, ob für diesen Fall vereinfachte

Ersatzsysteme in Frage kommen. Die  Idealisierung des Behälters im Rahmen der verallgemei-

nerten technischen Biegetheorie ist ebenfalls sehr genau und kann möglicherweise weiter ver-

einfacht werden.
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Anhang

Vorgaben für die Berechnung

Systemwerte vom Anwender festzulegen

R Radius [mm]
A Bodenabstand [mm]
t Behälterdicke [mm]
L Behälterlänge [mm]
b Sattelbreite [mm]
ϑ Sattelwinkel [°]

H   = 0,4⋅R Bodentiefe nach DIN 28012 (Klöpperböden)

E E-Modul [N/mm²]
ν Querkontraktionszahl [-]
G=E/(2⋅(1+ν)) Schubmodul [N/mm²]

Q      resultierende Last pro Sattel aus Eigengewicht und Flüssigkeit

k Anzahl der zu berücksichtigenden Einheitsverwölbungen
(mit 40 liegt man auf der sicheren Seite)

weitere Systemwerte werden automatisch festgelegt

Idealisierung des Behälters  und Pressungsansatz zu Beginn der Berechnung (Kap. 6,2 und 6.3)

L1 =A+H⋅2/3-b/2

L2 =b

L3 =L/2-A-b/2

γäF    = Q / (π⋅R2⋅( L1+L2+L3)))    äquivalente Flüssigkeitswichte

  
2/sinRb2

Qq P ϑ⋅⋅⋅
=    konstanter Pressungsansatz bei starrer Lagerung

( )  cos 
2/2/cos2/sinRb

QqP ϕ⋅
ϑ+ϑ⋅ϑ⋅⋅

=  kosinusförmiger Pressungsansatz bei weicher Lagerung

mit Pressungsansätzen nach Kap.7.3 und Kap. 8.3  kann auf eine Iteration verzichtet werden

R

ϑ

L

t
AH A H

bb

L1 L3L2

)x(V1
k )x(V3

k)x(V2
k

Pq

( )ϕ+⋅γ⋅= cos1Rq äFF

ϑϕ
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Beginn der iterativen Berechnung

Querschnittswerte in Abhängigkeit der Einheitsverwölbung ‘ k ‘

kC =π⋅t⋅R3⋅(1+t2/R2⋅k4/(12⋅(1-ν2))) ; kD =π⋅t3/(3⋅R)⋅k2⋅(k2-1)⋅(k2/(1-ν)-1)

kB =(π⋅K/R3)⋅k4⋅((k2-1)2) mit K =E⋅t3/(12⋅(1-ν2))

Lastterme

ϕϕ⋅⋅⋅ϕ+⋅⋅γ−== ∫ d  kcosRk)cos1(Rqq 2
äF3

k
1

k ;   ( ) ϕϕ⋅⋅⋅⋅ϕ+ϕ+⋅⋅γ−= ∫ d )kcos(Rk)(q)cos1(Rq 2
päF2

k

Lösungsansätze für die Differentialgleichung der VTB (Kap. 6.4)

für die erste Einheitsverwölbung k=1
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k +β⋅+β⋅⋅+β⋅+β⋅⋅= ⋅α−⋅α

Rand- und Übergangsbedingungen zur Bestimmung der Konstanten C1 bis C12 für jede Einheits-
verwölbung ’ k ‘ (Kap. 6.5)

Schubfluss in der Behälterschale (Kap. 6.6)
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im Fall einer starren Lagerung:  cs   = 4⋅R/100     im Fall einer weichen Lagerung:    cs   = 3⋅R/100
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Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring

bm  = b+2⋅cs Breite Kreisrings
EI    = E⋅bm⋅t3 / 12 Biegesteifigkeit des Kreisrings

Bettungsziffer ‘Be‘ des elastisch gebetteten Kreisrings

im Fall einer starren Lagerung Be   = 30 N/mm³ ⋅ R
im Fall einer weichen Lagerung Be   = b⋅B mit

[ ]30 N/mm        963,0
d

1E
ln55,0B +







 +
⋅=

Lösungsansätze für die Differentialgleichungen des Kreisrings (Kap.6.7)
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Randbedingungen zur Bestimmung der Konstanten C1 bis C12 (Kap. 6.7)

verbesserte Sattelpressung

qp= Be⋅w2(ϕ) / b

ggfs. erneute Berechnung mit verbesserter Sattelpressung
ansonsten Spannungen aus Schnittgrößen am elastisch
gebetteten Kreisring bestimmen
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