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Wichtige Bezeichnungen und mathematische Formelzei-

chen

Mechanische Bezeichnungen

Gxx> Oyy, Oz  [N/mm?] Normalspannungen

Gxz> Oxy, Oyz  [N/mm?] Schubspannungen

Exxs Eyys €2z [-] Dehnungen

€xz5 Exy> Eyz -] Gleitungen

E [N/mm?] Elastizitatsmodul

Eo [N/mm?] Tangentenmodul im Nullpunkt
G [N/mm?] Schubmodul

\% [-] Querkontraktion

J Jacobi-Determinante

Ii, I, I3 Invarianten des Verzerrungstensors
M, Ao, A3 Hauptdehnungsgrade

W elastisches Potential

x bzw.u’ Differentiation nach x

ou ) . -

% bzw.u Differentiation nach ¢

\% Nabla-Operator

Schnittgrofien der Kreiszylinderschale

0.+00, %
Ny, Ny, Nyp [N/mm] Membrankrifte in der Kreiszylinderschale
My, My , My [Nmm/mm] Biegemomente in der Kreiszylinderschale
Qx, Qo [N/mm)] Querkrifte
P, P,, P, [N/mm?] Flachenhaft verteilte Belastungen



w(X,9) [mm]
V(X,0) [mm]
u(x,e) [mm]

Verschiebung der Schalenmittelflache in Radialrichtung
Verschiebung der Schalenmittelfliche in Tangentialrichtung
Verschiebung der Schalenmittelflache in Langsrichtung

Bezeichnungen im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie

V() Verformungsfunktion
ku((p) Einheitsverwolbung
kW(x) Spannungsresultante (Schnittgrofe)
kC, kD, B Wolbwiderstiande
Behalterparameter
H A .
O ? | U U t
i | |
R I | |
I I
b L | |
t--- 1 |
H | I I
| | |
|_| Lo | |_| |
u L f u f
’ L J
I 1
K kK
XR XR
R [mm] Behilterradius bezogen auf die Schalenmittelfliche
L [mm] Lange der Kreiszylinderschale
H [mm] Tiefe der Behélterbodens
A [mm] Abstand des Behélterbodens von der Sattelmitte
b [mm] Sattelbreite
t [mm] Blechdicke der Zylinderschale
9 [°] SattelumschlieBungswinkel
XR  [mm] Abstand eines Aussteifungsringes vom Sattelrand
B [N/mm?] Flachenbezogene Bettungsziffer fiir die Sattelsteifigkeit



Bezeichnungen im Rahmen des neuen Berechnungsverfahren

Q
Qri
Qkc
YaF
qr
qJr

L;
B
BeB

CSStal‘l’

CSweich

O¢pa

Py
Py
P,
9,

[N]
[N]
[N]
[N/mm?]
[N/mm?]
[N/mm?]

[mm]
[N/mm?]
[N/mm?]
[mm]

[mm]

[N/mm?]

[N/mm?]
[N/mm?]
[N/mm?]
[°]

[mm]

resultierende Auflagerkraft pro Sattel

resultierende Auflagerkraft pro Sattel aus Fliissigkeitsfiillung
resultierende Auflagerkraft pro Sattel aus Eigengewicht

zum Gesamtgewicht dquivalente Fliissigkeitswichte
Fliissigkeitsdruck auf die Behilterwand

Pressungsverteilung am Sattel

Liange eines Behilterbereichs

Flachenbezogene Bettungsziffer fiir die Sattelsteifigkeit
Streckenbezogene Bettungsziffer fiir die Sattelsteifigkeit

Abstand vom Sattelrand zur Berechnung von Ny, bei starrer Lagerung

Abstand vom Sattelrand zur Berechnung von Ny, bei weicher Lagerung

iiber die Sattelbreite gemittelte Spannungen in Umfangsrichtung an der
AuBenseite des Behélters

Pressungsordinate am Sattelhorn
Pressungsordinate am tiefsten Sattelpunkt
kleinste Pressungsordinate

Ort der kleinsten Pressungsordinate
Dicke einer elastischen Zwischenschicht

Weitere Bezeichnungen werden im Laufe der Arbeit an gegebener Stelle erliutert.



Kapitel 1 Einleitung

1.1 Allgemeine s

Bei der Ausbildung von Behiltern zum Transport oder zur Lagerung von fliissigen oder gas-
formigen Stoffen ist in der Industrie der liegende kreiszylindrische Behélter auf Sattellagern
weit verbreitet. Der Umgang mit geféhrlichen Gasen oder Fliissigkeiten erfordert eine erh6hte
Sicherheit bei der Dimensionierung, wobei auch wirtschaftliche Aspekte mit beriicksichtigt
werden miissen. Neben der verhdltnisméBig einfachen Herstellung der Behilterform und der
Sattellager ist das gute Verhiltnis von AuBenfliche zu eingeschlossenem Volumen und die
giinstige Tragwirkung als Schale ausschlaggebend. Die Lagerung erfolgt in der Regel auf
zwei Satteln, um Zwingungen infolge Lagerverschiebungen oder Temperatureinwirkungen zu
vermeiden. Als Behilterabschluss kommen Flachbdden, Bdden in Korbbogenform oder die

sehr verbreiteten Klopperboden in Frage.

Durch ihre Lagerungsart sind sattelgelagerte Behilter ortlich einer Biegebeanspruchung aus-
gesetzt. Die fiir eine Bemessung in der Regel maB3gebenden SchnittgroBen am Sattelhorn in
Umfangsrichtung miissen daher unter Beriicksichtigung der Tragwirkung einer Kreiszylinder-
schale ermittelt werden. Die Pressungsverteilung im Auflagerbereich ist dabei von entschei-
dender Bedeutung und bildet die grofte Schwierigkeit bei einem rein analytischen Berech-
nungsansatz. Folglich basierten erste Berechnungsverfahren auf stark vereinfachenden An-
nahmen, bei denen sich die Ermittlung der Pressungsverteilung unter Beriicksichtigung von

kinematischen Vertriglichkeiten eriibrigte.

Zur Reduzierung der maximalen Spannungen am Sattelhorn hat es sich als sinnvoll erwiesen,
die Sattellager entweder mdglichst nah an den Abschlussboden anzuordnen oder eine insbe-
sondere am Sattelhorn nachgiebige Sattelkonstruktion zu wéhlen. Bei groBen Behéltern

kommen auch Ringaussteifungen zur Spannungsreduzierung in Betracht.



Praxisorientierten Berechnungsverfahren, wie sie im British Standard oder in den AD-
Merkblittern vorhanden sind, liegen Annahmen zu Grunde, welche die beschriebenen Mog-
lichkeiten zur Minimierung der erforderlichen Behélterdicke gar nicht oder nur unzureichend
genau beriicksichtigen. Ein Nachweis auf Grundlage eines schalentheoretischen Losungsan-
satzes oder nach der FE-Methode ist zwar moglich, jedoch ist er mit einem hohen Rechen-
aufwand verbunden. Systematische Auswertungen dieser Verfahren in Form von Parameter-

studien erfolgten bisher nur unter Beriicksichtigung einzelner Effekte.

In Anbetracht der Sicherheitsanforderungen und wirtschaftlicher Gesichtspunkte hat sich bis
heute kein einheitliches Bemessungsverfahren, in dem die Schalentragwirkung und der Ein-
fluss von konstruktiven MaBBnahmen zur Spannungsreduzierung ausreichend genau bertick-
sichtigt werden, durchgesetzt. Ein neuer genauerer Berechnungsansatz in dem auch der Ein-
fluss der konstruktiven Maflnahmen beriicksichtigt werden kann, wiirde diesen Mangel behe-

ben.

1.2 Literaturiibersicht

1951 veroffentlichte Zick [68] die Ergebnisse seiner rechnerischen und experimentellen Un-
tersuchungen an liegenden Behiltern in Form eines praxisorientierten Berechnungsverfahrens
fiir die Lagerung auf starren Sitteln. Darin wird der Behilter in Langsrichtung als Balken mit
verdanderlichem Querschnitt idealisiert. In Umfangsrichtung erfolgt die Berechnung der
Schnittgrofen an einem am Sattelhorn fest eingespannten Kreisring, der durch Tangential-
kréfte belastet wird, die liber den Umfang sinusformig verteilt sind. Den Einfluss des Boden-
abstandes auf die SchnittgroBen in Umfangsrichtung beriicksichtigt Zick durch Korrektur-
faktoren in Abhingigkeit des Verhiltnisses von Bodenabstand zum Radius. Zur Berechnung
der Spannungen wird von Zick in Abhéngigkeit vom Radius und der Behilterlinge eine mit-
wirkende Breite definiert, wobei diese Idealisierung auf empirischen Werten basiert. Brownell
& Young [12] erlduterten in ihrer Arbeit von 1959 noch einmal ausfiihrlich die von Zick auf-
gestellten Formeln und geben fiir die mitwirkende Schalenbreite in Umfangsrichtung neue

Ansitze in Abhdngigkeit vom Radius und von der Schalendicke an.

Die Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung an einem Kreisring wurde 1971 von

Mang [47] im Zusammenhang mit Rohrleitungen weiter verfolgt. Er untersuchte zunédchst den



Einfluss unterschiedlicher Belastungsansitze auf die Schnittgroen und bestdtigte die prinzi-
pielle Eignung des von Zick verwendeten Ersatzsystems. Die Berechnung der Spannungen
erfordert nach Mang eine detailliertere Betrachtung der mitwirkenden Breite unter Einbezie-
hung des SattelumschlieBungswinkels, dem Ort entlang des Umfangs und der Art der Schnitt-
grofle. Auf Grundlage dieser Erkenntnisse schlégt er einen neuen Ansatz fiir die mitwirkende

Breite am Sattelhorn vor.

Zur Berechnung der Spannungen in einem Rohrstrang stellte 1954 Girkmann [30] eine analy-
tische Losung auf Grundlage der vereinfachten Schalentheorie nach Fliigge [28] vor. Hin-
sichtlich der Auflagerpressung nahm er eine konstante Verteilung iiber die Sattelflache an und
16ste das Schalenproblem {iiber Fourier-Entwicklungen. Die Spannungen in der Kreiszylinder-

schale infolge Einzellasten und Einzelmomente nach der Schalentheorie von Fliigge 16ste

1954 Bijlaard [15],[16],[17].

Unter Beriicksichtigung der Halbbiegetheorie nach Wlassow [67] fiihrte Krupka 1966 [34]
Untersuchungen an Kreiszylinderschalen durch, die in Umfangsrichtung belastet werden. Auf
Grundlage dieses Losungsansatzes entwickelte er ein Berechungsverfahren [35], bei dem sich
die Auflagerpressung aus Vertraglichkeitsbedingungen zwischen der Schale und dem Sattel
ergibt. Aus seinen Berechnungen leitete Krupka einfache Formeln zur Berechnung der Span-
nungen in Lings- und Umfangsrichtung ab, die zum Beispiel in [36],[37] und [38] beschrie-
ben sind. In spéteren Untersuchungen erweiterte Krupka seine Formeln, um die plastische
Tragfdhigkeit und das Beulen der Schale zu beriicksichtigen [38], [39], [40]. Ein von der
Methodik gleiches Verfahren, aber auf Grundlage der Biegetheorie von Fliigge, stellten 1968
Forbes und Tooth in [29] vor. Weitere Untersuchungen auf Grundlage dieses Verfahrens
wurden von Wilson und Tooth in [65] und Duthie, Tooth und weiteren Autoren in [25], [26],
[27] und [62] veroffentlicht. Dabei wurden Tangentialkrafte und die Sattelflexibilitdt bertick-

sichtigt und mit Versuchsergebnissen verglichen.

Von Zwiesele [73] wurden 1968 Versuche zur Messung der Kontaktkréfte zwischen Behélter
und Sattel durchgefiihrt und mit eigenen Berechnungsergebnissen verglichen. Brandes [18]
stellte 1971 eine Losung fiir lose gelagerte Rohre auf einer Schneidenlagerung vor. 1973 un-
tersuchten Vinet und Dor¢ [64] das Kontaktproblem zwischen einem steifen Ring und einer
Kreiszylinderschale und 1977 beriicksichtigte Doré zusammen mit Lakis [42],[43] den Ein-

fluss einer iiber die Sattelbreite verdnderlichen Pressung. Systematische Untersuchungen zum



Einfluss der Behilterparameter auf die Spannungen wurden von Del Gazio [20], [21], [22],
[23] und Ong [50], [51], [52], [53] durchgefiihrt, wobei Ong auf Grundlage von Parameter-
studien eine Formel mit Tabellen zur Bestimmung der maximalen Spannungen in Umfangs-

richtung aufstellte.

Systematische Untersuchungen auf Grundlage der FE-Methode sind bisher kaum vorhanden.
Neben den Arbeiten von Stoneking & Sheth [61] und Ladewig [41], in denen es in erster Li-
nie um die Umsetzung der Problematik in der FE-Methode ging, ist im Wesentlichen die Ar-
beit von Chouihi [19] zu erwédhnen. Unter Verwendung eines degenerierten 9-Knoten-
Schalenelementes und einem Kontaktelement zwischen Behilter und Sattel, fiihrte er Para-
meterstudien durch. Wesentliches Augenmerk legte er dabei auf die Pressungsverteilung im
Sattelbereich und entwickelte Formeln zur Bestimmung der zu erwartenden Pressungsvertei-

lung in Abhéngigkeit der wichtigsten Behilterparameter.

1.3 Berechnun gsvorschriften

In Deutschland liegen fiir die Bemessung von liegenden sattelgelagerten Behiltern die AD—
Merkblitter [1] vor. Das im AD-Merkblatt S3 aufgefiihrte Verfahren basiert auf der DDR-
Norm BR-B2 [3], welche wiederum auf der Auswertung von Literaturquellen durch
Ziegenbalg [69] und auf umfangreiche Messungen der VEB Chemieanlagenbau Magdeburg
basiert. Fiir die Anwendung gilt als Einschrinkung, dass die Sattelkonstruktion am Sattelhorn
weich ausgefiihrt werden muss. Genaue Abgrenzungskriterien, ab wann die
Unterkonstruktion als weich im Sinne der Vorschrift eingestuft werden kann, werden nicht
angegeben. Fiir den Fall der Lagerung auf einem Betonsattel wird auf die Britische Norm BS
5500 [2] verwiesen. Die Britische Norm BS 5500, wie auch die Franzésische Norm SNCTTI-
C10, basieren auf dem Berechungsverfahren nach Zick und verwenden globale

Sicherheitsbeiwerte auf der Materialseite.

Konstruktive Hinweise und Regelausfiihrungen von Druckbehiltern bis 25 m? enthilt die DIN
28020. Ausfithrungsformen fiir Behilterboden werden in DIN 28011 , 28012 und 28013 und
fiir Sattel in DIN 28080 festgelegt. Die Vorschrift fiir Tankcontainer GGVS [10]enthédlt An-
weisungen beziiglich der nachzuweisenden Einwirkungen. Im einzelnen sind dies das zweifa-

che Gesamtgewicht in Fahrtrichtung und vertikal abwirts, sowie das einfache Gesamtgewicht
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horizontal seitwérts zur Fahrtrichtung und vertikal aufwirts. Berechnungsverfahren hierzu

werden nicht angegeben.

1.4 Zusammenfassung und Wertung der bisherigen Untersuchungen

Die bisherigen Losungsansitze flir die Problematik des liegenden sattelgelagerten Behilters

lassen sich wie folgt unterscheiden:

Néherungsverfahren, die auf einer Idealisierung des Behélters als Stabwerk beruhen
Losung durch schalentheoretische Ansitze
numerische Berechnungsverfahren (FEM)

experimentelle Untersuchungen

Anfang der Entwicklung war das Nédherungsverfahren von Zick, welches bis heute fiir den
Fall einer starren Lagerung in den nationalen Vorschriften giiltig ist. Es ist einfach in der
Handhabung und basiert auf Messungen an groflen, dickwandigen Behiltern. Zahlreiche Un-
tersuchungen haben aber gezeigt, dass bei Anwendung dieses Verfahrens auf andere Behél-

tergeometrien die maximalen Spannungen sowohl iiber- als auch unterschétzt werden.

Eine schalentheoretische Betrachtung ist am besten geeignet, das Tragverhalten des vorlie-
genden Behiltertyps zu beschreiben. Fiir den Fall der Kreiszylinderschale liegen eine Reihe
von Schalentheorien und Losungsansétzen vor, die aber eine umfangreiche Berechnung erfor-
dern. Eine weitere Schwierigkeit liegt in der Beriicksichtigung der kinematischen Vertréig-
lichkeit zwischen Behilter und Sattel. Bei allen Losungsansitzen, bei denen die Interaktion
im Sattelbereich rechnerisch ermittelt wurde, wurde die kontinuierliche Sattelpressung in
endliche Intervalle diskretisiert. Um den Einfluss einer nachgiebigen Sattelkonstruktion zu
beriicksichtigen, sind im Vorfeld der schalentheoretischen Berechnungen zusitzliche Unter-
suchungen zur Ermittlung der Sattelflexibilitét, etwa nach der FE-Methode, erforderlich. Ein
einheitlicher analytischer Losungsansatz mit vertretbarem Rechenaufwand existiert bisher

nicht.

Mit der gestiegenen Leistungsfahigkeit der Computer und der damit verbundenen Entwick-
lung der FE-Methode, ist die Schwierigkeit bei der Ermittlung der Interaktion zwischen der

Kreiszylinderschale und einer beliebigen Sattelform, bei einer anndhernd kontinuierlichen
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Beriicksichtigung der kinematischen Vertraglichkeiten, iiberwunden worden. Das komplexe
Problem des Zusammenwirkens von Schale und Sattel erfordert aber auch hier einen Kom-
promiss zwischen dem Aufwand bei der Generierung und dem Bediirfnis der Praxis nach ei-
ner einfachen Handhabung. Eine falsche Einschitzung der realen Steifigkeitsverhiltnisse, eine
zu grobe Diskretisierung oder eine falsche Elementwahl sind Faktoren, die unbemerkt nume-

rische Schwierigkeiten hervorrufen und zu unrealistischen Ergebnissen fiihren konnen.

Experimentelle Untersuchungen wurden sehr friih an sattelgelagerten Behéltern durchgefiihrt,
meistens mit dem Ziel, die theoretischen Ergebnisse zu iiberpriifen. Die unrealistische Erfas-
sung der Beanspruchung nach dem Néherungsverfahren von Zick wurde dabei immer wieder
bestitigt. Gleichzeitig haben die Messungen gezeigt, dass die falsche Einschdtzung der Stei-
figkeit im Sattelbereich zu teilweise stark abweichenden Ergebnissen zwischen der Theorie
und der Wirklichkeit fithren. Dass trotz dieser Unterschiede bisher keine ausgeprigte
Versagenshdufigkeit aufgetreten ist, wird mit den plastischen Tragreserven in der Behélter-

wand begriindet.

Die Anwendung moderner semiprobalistischer Sicherheitskonzepte oder eine Ausnutzung der
plastischen Tragreserven erfordern eine genaue Ermittlung der EinwirkungsgrofSen. Dabei
muss auch gewdhrleistet sein, dass zur Erzielung einer wirtschaftlichen Losung, moglichst
eine groBe Bandbreite an Behilterparametern und konstruktiven MaBnahmen zur Span-
nungsminimierung beriicksichtigt werden kann. Letztendlich ist aber auch die einfache Hand-
habung eines Verfahrens von Bedeutung, was am Festhalten an dem Berechnungsverfahren
von Zick bis in die heutige Zeit zu erkennen ist. Zusammenfassend ist festzustellen, dass ein
Mangel in den bisherigen Verfahren vorhanden ist, nimlich die genaue Erfassung des Trag-

verhaltens bei gleichzeitiger einfacher Anwendung fiir die Praxis.
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1.5 Zielsetzung dieser Arbeit und Vorgehensweise

Mit der vorliegenden Arbeit wird ein Beitrag in Form eines neuen Berechnungsverfahrens zur
Bestimmung der Spannungsverldufe in Umfangsrichtung bei liegenden sattelgelagerten Be-
héltern geleistet. Unter der Vorgabe einer einfachen Handhabung soll mit der Entwicklung
eines neuen Berechnungsverfahrens die Mdoglichkeit gegeben werden, die schalenspezifische
Tragwirkung des sattelgelagerten Behélters und den Einfluss von konstruktiven Maflnahmen

ausreichend genau zu erfassen.

Hinsichtlich der Materialeigenschaften der Behélterschale wird ein linear-elastisches Materi-
alverhalten vorrausgesetzt. Die Beriicksichtigung von plastischen Materialeigenschften wiirde
die Berechnung wesentlich erschweren, wodurch eine einfache Handhabung nicht mehr ge-
wihrleistet wire. Um spéter dennoch plastische Tragreserven in Rechnung stellen zu konnen,
ist eine Bewertung der ermittelten Biegespannungen als Sekundirspannungen nach dem AD-
Merkblatt S4 [1] denkbar. Als Lastfall wird in dieser Arbeit die Vollfiillung bei senkrechter
statischer Belastung betrachtet. Bei der Entwicklung des Verfahrens wird aber darauf geach-
tet, dass fiir zukiinftige Untersuchungen auch Teilflillungszustinde oder eine horizontale Be-
lastung beriicksichtigt werden konnen. Als Lagerungsbedingung stehen die Lagerung auf ei-
nem starren Sattel und eine weiche Lagerung durch Anordnung einer elastomeren Zwischen-

schicht im Blickpunkt der Untersuchungen.

Um das Verfahren so einfach wie mdglich zu gestalten und gleichzeitig eine ausreichende
Genauigkeit zu gewihrleisten, werden zunichst die bisherigen Losungsansdtze hinsichtlich

ihrer zu Grunde liegenden Annahmen und Vereinfachungen untersucht.

Hierzu erfolgt in Kapitel 2 eine detaillierte Darstellung der Grundlagen und Losungsansitze
von bisherigen schalentheoretischen Betrachtungen. Im Hinblick auf eine mdglichst einfache
Berechnung zur Losung des schalentheoretischen Problems bietet sich die Schalentheorie im
Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie an. Da diese Schalentheorie im Zu-
sammenhang mit sattelgelagerten Behéltern noch nicht angewendet wurde, werden die
Grundlagen dieser Theorie ebenfalls in Kapitel 2 erldutert. Die Eignung dieser Schalentheorie

wird durch Vergleichsrechungen belegt.
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Neben den schalentheoretischen Losungsansitzen sind vor allem Naherungsverfahren ge-
brauchlich bei denen das Tragverhalten der Behilterschale iiber dem Sattel durch einen Kreis-
ring idealisiert wird. Diese Verfahren zeichnen sich durch eine einfache Handhabung aus und
sind daher ebenfalls von Interesse. In Kapitel 3 werden dazu die theoretischen Grundlagen
und insbesondere das Naherungsverfahren von Zick [68] erldutert. Die Theorie der bisher
verwendeten einfachen Kreisringe wird durch die Theorie des elastisch gebetteten Kreisrings
ergédnzt, da sie im spéteren Verlauf der Arbeit im Zusammenhang mit dem neuen Berech-

nungsverfahren von Bedeutung ist.

Zur Beurteilung der angestrebten realitdtsnahen Erfassung der Beanspruchung, ist eine Ver-
gleichsberechnung mit einem verifizierten Berechnungsverfahren notwendig. Hierzu wird
eine Losung nach der FE-Methode verwendet, die in Kapitel 4 vorgestellt wird. Die Verifi-
zierung erfolgt durch Vergleich mit Messergebnissen aus [25] und mit Ergebnissen nach der
FE-Berechnung von Chouihi [19], welche von ihm ebenfalls anhand von Messungen verifi-

ziert wurde.

Neben dem Fall der losen Lagerung auf einem starren Sattel ist ein wichtiges Ziel, die Be-
riicksichtigung einer moglichst hohen Bandbreite an konstruktiven MaBBnahmen zu ermdgli-
chen. Dazu zihlt auch die Beriicksichtigung einer planméfBigen Nachgiebigkeit im Sattelbe-
reich. In diesem Zusammenhang wird im Rahmen der Losung nach der FE-Methode, eine
Moglichkeit zur Idealisierung von diinnen elastomeren Zwischenschichten vorgestellt. Hier-
bei wird Wert auf eine realititsnahe Erfassung der Materialeigenschaften gelegt, was eine

Berticksichtigung von nichtlinearen Spannungs-Dehnungsbeziehungen erfordert.

Zu Vergleichszwecken werden in Kapitel 5 die Ergebnisse einer Parameterstudie auf Grund-
lage der bisherigen Berechnungsverfahren zur Bestimmung der maximalen Spannungen in
Umfangsrichtung vorgestellt. Der Vergleich erfolgt dabei zwischen dem Verfahren nach Zick
[68] als Vertreter eines Naherungsverfahrens, dem Verfahren nach Krupka [35] als Vertreter
eines schalentheoretischen Losungsansatzes und einer FE-Berechnung nach Kapitel 4. Das
Ziel dieser Untersuchung ist, die Anwendungsgrenzen der Verfahren zu bestimmen und die
damit zusammenhdngenden Schwachpunkte zu ermitteln. Mit Kenntnis der Anwendungs-
grenzen und den Schwachpunkten kénnen Vorgaben fiir das neue Berechnungsverfahren auf-

gestellt und entsprechende Losungsansitze festgelegt werden.
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In Kapitel 6 werden auf Grundlage der in Kapitel 5 gemachten Feststellungen die schalenthe-
oretische Losung nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie und eine Berechnung
an einem elastisch gebetteten Kreisring zu einem neuen Berechnungsverfahren zusammenge-
fasst. Dieses im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelte Verfahren ermoglicht die Losung des
Problems eines sattelgelagerten Behilters unter einer vertikalen Belastung durch die Losung
von Differentialgleichungen 4. Ordnung, deren Losungsansitze bekannt sind und keine ma-
thematischen Schwierigkeiten aufweisen. Die zu verwendenden Losungsansitze, notwendige
Idealisierungen und die Formulierung von Rand- und Ubergangsbedingungen werden hierzu

eingehend erldutert.

Durch Vergleichsrechnungen fiir die Fille einer starren Lagerung, einer weichen Lagerung
und einer Verstirkung durch Aussteifungsringe wird in den Kapiteln 7 bis 9 die Leistungsfa-
higkeit und Genauigkeit des neuen Verfahrens belegt. Im Fall der starren Lagerung wird dar-
iiber hinaus gezeigt, wie mit dem Ansatz fiir die Auflagerpressung nach Chouihi der Berech-
nungsaufwand erheblich reduziert werden kann. Um fiir den Fall einer weichen Lagerung
ebenfalls eine Reduzierung des Berechnungsaufwands zu erzielen, wird auf eine Parameter-
studie zuriickgegriffen. Zusitzlich wird fiir den weichen Fall durch eine weitere Parameter-
studie eine einfache Entwurfsformel zur Bestimmung der maximalen Spannungen am Sattel-
horn aufgestellt. Fiir den abschlieBend betrachteten Fall einer Aussteifung durch Ringe wird
in Anlehnung an das Verfahren von Zick zwischen einem Aussteifungsring direkt iiber dem

Sattel und Aussteifungsringen seitlich des Sattels unterschieden.
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Kapitel 2 Schalentheoretische Ansitze

2.1 Alligemeines

Bei sattelgelagerten Behéltern handelt es sich in der Regel um diinnwandige Kreiszylinder-
schalen, so dass zur Erfassung des Tragverhaltens in der Schalentheorie die Verformungsan-
teile infolge Querschub vernachlissigt werden konnen. Die Entwicklung einer Theorie zur
Berticksichtigung der schalenspezifischen Tragwirkung wurde von Love 1888 eingeleitet.
Dieser Ansatz wurde im Laufe der Zeit erweitert, bis 1934 Fliigge [28] die vollstindige Bie-
getheorie fiir diinnwandige Kreiszylinderschalen aufstellte. Die Theorie von Fliigge in ihrer
vollsténdigen oder vereinfachten Form bildet zusammen mit der Halbbiegetheorie von Wlas-
sow die Grundlage der meisten Berechnungsverfahren mit einem schalentheoretischen Lo-
sungsansatz. Im Rahmen dieses Kapitels werden die Grundlagen dieser Theorien eingehender
erldutert und darauf aufbauend die Berechnungsverfahren mit den entsprechenden Ldsungs-

ansitzen vorgestellt.

Im Hinblick auf das neu zu entwickelnde Berechnungsverfahren wird auch die Schalentheorie
im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie erldutert. Die ausfiihrliche Dar-
stellung der theoretischen Grundlagen dient auch zur Beurteilung der verschiedenen Ansitze
hinsichtlich der Eignung, das Tragverhalten der Kreiszylinderschale abzubilden. Hierzu er-
folgt abschlieBend ein Vergleich der grundlegenden Annahmen, der Losungsmoglichkeiten

und von Berechnungsergebnissen.
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2.2 Vollstindige Biegetheorie der Kreiszylinderschale nach Fliigge

Die vollstdndige Schalentheorie fiir Kreiszylinderschalen wurde 1934 von Fliigge [28] her-
geleitet. Er stellt dabei fiir die Kreiszylinderschale ein System von drei partiellen Differential-
gleichungen auf. Die Beziehungen zwischen Verzerrungs- und Verformungszustand basieren
auf der Normalenhypothese, so dass sich der gesamte Verzerrungszustand der Schale aus der

Verformung der Schalenmittelfliche bestimmen ldsst.

Abb. 2.1 : Verschiebungen der Schalenmittelfliche nach [28]

Die Beziehungen lauten dann:

2
o b z Ow Gl 2.1 (a-c)
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Das Hooke‘sche Gesetz fiir den ebenen Spannungszustand liefert den Zusammenhang zwi-

schen Verzerrungen und Spannungen:

E
o, = > (€ +V'5¢¢)
1-v

E
Opp = vy (&,ptVEy) Gl. 2.2 (a-c)
-V

o - B
T2 (1) T

Durch Integration der Spannungen tiiber die Schalendicke t erhédlt man die resultierenden
Kraftgroen der Spannungen, die dquivalent zu den SchnittgroBen sind. Die Definition der

positiven Schnittgrofen ist aus Abb. 2.2 ersichtlich.

Gl. 2.3 (a-f)
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Abb. 2.2: Definition der Schnittgréen der Kreiszylinderschale nach [28]

Durch Einsetzen der Verformungs-Verzerrungsbeziehungen, des Hooke‘schen Gesetzes und

nach Integration iiber die Schalendicke erhélt man den Zusammenhang zwischen den Schnitt-

groBen und der Verformung der Schalenmittelfldche zu:

2
M, =8 oy R IV, L ROV
“ R oxe 2 0p 2 0x

2
M, =£2-(1—v)- R.éw_R.@
* R X ox

Gl. 2.4 (a-h)
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Die Schnittgrof3en sind iiber sechs Gleichgewichtsbedingungen im Raum mit der dufleren Last

und auch untereinander gekoppelt. Nach Elimination der Querkréfte erhdlt man iiber die
Gleichgewichtsbedingungen:

R-8Nx +—>+R-P =0
ox o
ON ON ., oM, OM,
5 *+R- 5 ‘P—R a‘” - aX‘P+R-P(p:O Gl. 2.5 (a-c)
¢ X 00
oM oM o'M M
2 +R- ® +R- “”‘+R2-a ~+R-N,-R*-P,=0
op OxX0Q 0pox ox
die Differentialgleichungen der Zylindertheorie nach Fliigge:
I-v du_ 5 O'w
2 _ 2 2 2 o 2 6X3 2
R2.61;1+1 V.ag+1+v.R.aV+VR@+k. ¢ =_PX.R_
ox 2 0p 2 X 1-v » o’w D
2 oxQ’
2
I+v o'u v l-v o’v ow %(l_v)'RZ‘ZTZ R?
‘R-—+—+—R*—+—+k- . |=-P,-—  Gl.2.6(ac)
2 oxQ 0 2 ox° 09 3-v _, Ow D
2N o
I_V-R- o’u R du 3-v R? o’v N s O'w
2 oxQ’ x> 2 ox’ ox* 2
v-R —+?+w+k e A x s *e =PZ-%
? +2-R° 82W2+6V:+ aV:+w
X" 09 o0
mit
E-t’ E-t K t?
K= , D= ,
12-(1-v?) 1-v?
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2.2.1 Losungsansatz von Forbes und Tooth

1968 stellten Forbes und Tooth [29] ein Berechnungsverfahren zur Ermittlung der Beanspru-
chung von liegenden sattelgelagerten Behéltern vor. Forbes und Tooth nehmen dabei an, dass
sich die Reaktionskréfte zwischen Behélter und Sattel durch eine endliche Anzahl (2n) von

diskreten konstanten Teilpressungen ausreichend genau annédhern lassen.

Abb. 2.3: Diskretisierung der Auflagerpressung nach Forbes und Tooth [29]

Das Verfahren basiert auf einem schalentheoretischen Losungsansatz der vollstdndigen Diffe-
rentialgleichung von Fliigge. Er wird verwendet, um die Radialverschiebungen der Kreiszy-
linderschale infolge einer einzelnen Teilflichenpressung zu ermitteln. Unter der Vorausset-
zung, dass sich die Verschiebungen linear zu der Ordinate der Teilflaichenpressung verhalten,
stellen Forbes und Tooth ein Gleichungssystem auf, das in einzelnen Punkten entlang des
Umfangs die resultierende radiale Verformung der Kreiszylinderschale iiber dem Sattel in
Abhéngigkeit der Ordinaten der Teilflichenpressungen beschreibt. Die Losung erfolgt iiber
die Bedingung, dass sich die Ordinaten der Teilflichenpressung so einstellen miissen, dass

sich die Verformungsfigur der Kreiszylinderschale an den Sattel anpasst.

Die Losung der Differentialgleichungen Gl. 2.6, zur Ermittlung der Einflusskoeffizienten ei-
ner Pressungsordinate, erfolgt mit doppelten Fourier-Reihen-Ansédtzen in Lings- und Um-

fangsrichtung.
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Der Ansatz fiir die Verformungsfunktionen lautet:

m-m-X
u(x,) = ZZun,m -cos(n- (p)-cos( L j
V(X,0) = ZZ v, -sin(n-g)- sin(m f ' XJ Gl. 2.7(a-c)

O\ _ | e (memex
w(x,(p)—Zan’m cos(n- o) s1n( L j

Die Belastungsfunktion, in diesem Fall nur eine in radialer Richtung, wird ebenfalls durch

eine doppelte Fourier-Reihe abgebildet:

Pz(x,(p):ZZPn’m-cos(n-(p)-sin(m T Xj Gl. 2.8
n=0 m=0
mit
2 L=
P, =— IIP (X,0)- sm[mnxjdxd(p flirn=0
"L
und

L
m=%-IIPZ(X,@)~cos(n~@)-sin(m T Xjdxd(p flirn > 0.
00

Durch Einsetzen von Gl. 2.7 und GI. 2.8 in die Differentialgleichungen GI. 2.6 erhilt man fiir
jedes Reihenglied 3 Gleichungen fiir die noch 3 Unbekannten Fourier-Koeftizienten der Ver-
schiebungen. Dieser Losungsansatz wurde von Wilson, Duthie und anderen Autoren weiter
verfolgt. Dabei wurden Tangentialkrdfte am Sattel und eine Nachgiebigkeit des Sattels be-
ricksichtigt. Die Ergebnisse dieses Verfahrens wurden durch Messungen verifiziert aber eine

systematische Auswertung in Form von Parameterstudien liegt nicht vor.
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2.3 Vereinfach te Biegetheorie nach Fliigge

Fliigge weist schon in seiner Herleitung der vollstandigen Differentialgleichung der Kreiszy-
linderschale auf mogliche Vereinfachungen hin. Durch Vernachlidssigung der mit der Biege-
steifigkeit K behafteten Glieder bei den Membrankriften und des Einflusses der Léngs- und
Tangentialverschiebungen auf die Biegemomente, vereinfachen sich nach Fliigge die Diffe-

rentialbeziehungen aus Gl. 2.4 zu:

N :2- R-@+v-w+v-ﬁ
R ox op

Gl. 2.9 (a-f)

X RZ. 8X2 (PZ
2

I

¢ " R Opx

Diese vereinfachten Beziehungen in die Gleichgewichtsbedingungen GI. 2.5 eingesetzt, lie-
fern analog zur vollstindigen Schalentheorie ein System von drei partiellen Differentialglei-

chungen. Die drei Differentialgleichungen der vereinfachten Biegetheorie lauten:

2 _ 2 2
Rz.@l; 1 v.81;+1+v'R'6 VJFV'R.@Z_Rz.P_X
O0x 2 0o 2 OXQ ox D
l4v _ 0w v 1- oy ow P
2V'R'ax?p+a(pr+ 2V-R2-6XZ+%=—R2 = Gl. 2.10 (a-c)

4 4 4
v-R-%+@+w+k-(R4-a W2 oW 9 WJ:Rz-PZ

op ox* ox’e®> oo’ D
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Identische Differentialgleichungen leitete Wlassow [67] her. Durch Einflihrung einer Span-

nungsfunktion ®(¢,x) kann Wlassow die drei Differentialgleichungen in Gl. 2.10 zu einer

Differentialgleichung 8. Ordnung zusammenfassen. Fiir die Spannungsfunktion ®@ gelten da-

bei folgende Bedingungen:

3 3
u:[R- oo —v-R3-a®)+u0

ox - 0¢” ox’
oD , OO
V=— 5 +(2+v)-R '6'x2-8(p +V, Gl. 2.11 (a-c)

w=V>.V'.b+w,

2 2
mit v2=R>. 2+ &
o

Die Therme uy, vo und wy ergeben sich aus den Partikuldrlosungen infolge von dulleren Fla-
chenlasten. Fiir den Fall einer dueren Belastung in radialer Richtung Pz nimmt die Differen-

tialgleichung 8. Ordnung von Wlassow folgende Form an:

1=V ps 0@ _ o4 P

VVIVIVE O ——- - =z
c ox K

Gl. 2.12

2 h2 E‘t3

Nach Losen von GI. 2.12 kdnnen iiber die Spannungsfunktion die Verformungen nach fol-

genden Beziehungen bestimmt werden:

3 3
u:Raq)z_VR3aq3)
1940} ox
O §0)
v=-0 3—Q+v)R?-62 Gl. 2.13 (a-c)
oo oxX"@

w=V?.V2.0
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Aus den Verformungen konnen iiber die Differentialbeziechungen nach GI. 2.9 die Schnittgro-
Ben berechnet werden. Fiir den Fall der liegenden Kreiszylinderschale unter einer symmetri-
schen Belastung gibt Wlassow zwar keine Losung der Differentialgleichung Gl. 2.12 an,

weist aber auf einen moglichen Produktreihenansatz fiir die Spannungsfunktion hin:
D= Z "F(x)-cos(m- ) Gl. 2.14
m=0

2.3.1 Losungsansatz von Girkmann

Die erste analytische Losung, die im Zusammenhang mit dem hier behandelten Problem steht,
wurde von Girkmann durchgefiihrt. Zur Berechnung der Schnittgroen an einem durchlau-
fenden Rohrstrang auf Grundlage der Schalentheorie nach Fliigge, trifft Girkmann in [30]

folgende Vereinfachungen:

Die Stiitzkrifte im Lagerbereich verlaufen in radialer Richtung und sind iiber die Lagerflache

konstant verteilt.

Die Belastung des Rohrstranges durch Eigengewicht und Fliissigkeitsfiillung wird iber der

Stiitzstelle, als in Umfangsrichtung tangential wirkende Linienlast zusammengefasst.

Die durch die Stiitzkréfte verursachten Storungen im Membranspannungszustand sind bis zur

nichsten Stiitzstelle abgeklungen.

/ }t \
0 YR N
| P Lo !
) v v v (
v v v
v ¥ ¥ )
L - .
- / 7 / -
T T T

Abb. 2.4: Rohrstrang nach Girkmann [30]
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Zur Losung des Problems wird die dullere Belastung T in Umfangsrichtung durch eine Fou-
rier-Reithe und in Léngsrichtung durch ein Fourier-Integral dargestellt. Fiir die Verschie-

bungsfunktionen u, w und v wird der gleiche Ansatz verwendet.

0

h A-X
u= U -cosno |-sin——-dA

n=1

HE< A-X
V= V. -sinno |-cos——-dA . 2.1 -
!Z ] (p] = Gl. 2.15 (a-c)

- A-X
W = W_-cosno |-cos——-dA
Z n (P} R

0 n=1

Nach Einsetzen der Ansatzfunktionen in Gl. 2.15 in die drei partiellen Differentialgleichun-
gen GI. 2.10 erhdlt Girkmann fiir jedes Reihenglied ein System von drei Gleichungen fiir die
drei unbekannten Fourierkoeffizienten U,, V, und W,,. Die mathematische Schwierigkeit sei-
nes Ansatzes liegt in der Losung der uneigentlichen Integrale, die aus dem Integralansatz in
Léangsrichtung resultieren. Die Losung der Integrale erfolgt nur fiir die Biegemomente in

Langs- und Umfangsrichtung iiber den Residuen-Satz.

2.3.2 Losungsansa tz fiir die Differentialgleichung 8. Ordnung nach Wlassow

Der Losungsansatz mit Fourier-Reihen oder -Integralen in Léngsrichtung ist sehr aufwendig,
da diese schlecht konvergieren und somit eine hohe Anzahl von Reihenglieder beriicksichtigt
werden miissen. Fiir spitere Vergleichsberechnungen wurde im Rahmen dieser Arbeit ein
alternativer Losungsansatz fiir den Fall einer in Léngsrichtung abschnittsweise konstanten
Belastung in radialer Richtung entwickelt. Die Losung basiert auf dem von Wlassow vorge-
schlagenem Reihenansatz fiir die Spannungsfunktion in Gl. 2.14 und erfolgt durch die Be-
stimmung der homogenen Losung fiir die Differentialgleichung Gl. 2.12 mit Hilfe eines Al-
gebra-Programms. Unter Verwendung des von Wlassow vorgeschlagenen Reihenansatzes in

der Form:

q>=ZmF(i).cos(m.<p), mit i=%, Gl 2.16

m=0
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und einer Zerlegung der Belastung Pz in eine Fourier-Reihe

_ B, \
Pz(x,(p):7°+ZBm-cos(m-(p), Gl 2.17
m=1

geht die Differentialgleichung nach Wlassow Gl. 2.12 in die folgende Form iber:

0°F(X) , 0°F(X)
o e T T
O F(x OF(x -cos(m-¢) =B, -cos(m-¢) Gl. 2.18
m 4 (6+A)-m* a(“X) —4.m* -(T(zx) +m*-F(X)
X
2 2
mit A=12. 2=V (tlz v

Durch die Wahl der Reihen-Ansétze in Gl. 2.16 und 2.17 kann die Lésung von GI. 2.18 un-
abhingig von der Winkelkoordinate ¢ und fiir jedes Reihenglied einzeln erfolgen. GI. 2.18

kann damit in folgender Form dargestellt werden:

8 = 6 =
CEa® g g2 Il

8
x x Gl. 2.19

4 - 2 —
+(6+A)-m4-%—4-m6 -%+m8-Fm(i)=Bm
X X

Der Index ,, fiir die Funktion F(X) soll dabei verdeutlichen, dass die Differentialgleichung

Gl. 2.19 fiir jedes Reihenglied von GI. 2.18 gilt und diese auch entsprechend oft geldst wer-

den muss. Die homogene Losung von Gl. 2.19 erhélt man {iber den Ansatz:

F (X)=e"* Gl. 2.20

und durch Bestimmung der Nullstellen des daraus folgenden charakteristischen Polynoms:

M —d-m® 2 +(6+A)m* A —4-m° A +m*=0 Gl. 2.21

Die Auswertung der Nullstellen erfolgt zweckmiBiger Weise mit einem Algebra-Programm,
wie in diesem Fall mit dem Programm Maple. Es hat sich dabei fiir die weitere Berechnung
als sinnvoll erwiesen, die Nullstellen in komplexer Form beizubehalten. Eine Umrechnung
auf konjugiert komplexe Paare, aus denen die reelle Losung abgeleitet werden kann, ist zwar
moglich, doch treten dann in der weiteren Berechnung Ungenauigkeiten infolge von Run-

dungsfehlern auf, die einen signifikanten Einfluss auf die Ergebnisse haben.
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Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms in Gl. 2.21 in komplexer Form sind:

=t [4mt 2 VA 2 A A -4

A, =—%~\/(4-m2+2~i-\/X+2.\/_\/X.(\/X_4,i,m2)j

o=t (w2 VA2 (VR (A aiw)

Ay =—%~\/(4-m2 +2'i'\/X—2'\/—\/X-(\/X—4-i~m2)j

Ay =%-\/(4-m2—2-i-\/X+2-\/—\/X.(\/X_4.i.m2))

Gl. 2.22 (a-h)

A =—%-\/(4~m2 —2-i~\/X+2-\/—\/X.(\/K_4.i.m2))

A, =%-\/(4-m2 —2‘i'\/X—2'\/—\/X-(\/X—4-i~m2)j

Ay =—%-\/(4-m2 —2-i-\/X—2-\/—\/X.(\/X_4.i.m2))

Die partikuldre Losung stellt in diesem Fall kein Problem dar, da es sich bei dem Fourier-
Koeffizienten um eine Konstante handelt und die Losung durch einen Koeffizientenvergleich
bestimmt werden kann. Damit kann fiir jedes Reihenglied der Spannungsfunktion folgender

Losungsansatz verwendet werden:

F,(x)=Cl-e" +C2-¢"" +C3-e"" +C4-e""

Gl.2.23

7 7 i _ B
+C5-¢"* +C6-¢"* +C7-e"* +C8-e" +—=
m

Zur endgiiltigen Losung miissen die 8 unbekannten Konstanten iiber Randbedingungen er-
mittelt werden. Fiir systembedingte geometrische oder statische Randbedingungen wird dazu
der Losungsansatz in Gl. 2.23 in die Beziehungen nach GI. 2.13 und 2.9 eingesetzt und aus-
gewertet. Eine Darstellung der Ergebnisse auf Grundlage dieses Losungsansatzes erfolgt in

Kapitel 2.6.
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2.4 Halbbiegetheorie nach Wlassow

Fiir Kreiszylinderschalen mittlerer Linge fiithrt Wlassow in [67] weitergehende Vereinfa-
chungen durch, in dem er den Einfluss der Biege- und Drillmomente in Langsrichtung ver-
nachlissigt. Die Gleichgewichtsbedingungen an einem Schalenelement vereinfachen sich da-

durch zu:

ON 0 N
N, +l- 2 +P =0 1, +—=+P, =0
ox R O¢ R dp R
Gl. 2.24 (a-d)
ON_, ON oM
l @ +_W_&+P =( Q _l @ =0
Rd ox R ° * R 0o

Durch Elimination der Quer-, Schub- und Normalkraft in Umfangsrichtung werden die vier

Gleichgewichtsbedingungen in Gl. 2.24 in eine Differentialgleichung iiberfiihrt:

2
aal\ix‘FQ'R'Mq,: o) Gl. 2.25
X
4 2 aP 2
mit QZLA‘-GA‘—FLZ-aZ und PQ:—(aPX_}_i. q’_l.épzz.
R* d¢” R* O ox R d¢p R 0o

Uber die Verschiebungs-Verzerrungsbeziehungen:

ou 1 ou ov
8Xx:_ Yx =——+_—
ox ® Rop ox
Gl. 2.26 (a-d)
L LoV o w oL ofv, 1ow
" Rop R * Rop\R R?d¢" )

den geometrischen Hypothesen, dass die Umfangsdehnungen €4, und Gleitungen yy, gleich
Null sind, und dem Hooke’schen Gesetz unter Vernachlidssigung der Querkontraktion, erhélt

Wilassow eine zweite simultane Differentialgleichung der Form:

Q—=——. =0 Gl. 2.27
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Uber eine Spannungsfunktion kénnen die beiden Differentialgleichungen in Gl. 2.25 und
2.27 zu einer Differentialgleichung 4. Ordnung zusammengefasst werden. Innerhalb der Dif-
ferentialgleichung kann dabei eine Schnittgrofe oder eine Verschiebungsfunktion als zu be-
stimmende Funktion angesetzt werden. Fiir den Fall ohne Belastung der Oberflache schlégt er

vor, fiir die Tangentialverschiebungen einen Reihenansatz der Form:

v(X,0) = ZV" (x) - sin(no) Gl. 2.28

zu wihlen. Die Differentialgleichung ist dann nur abhédngig von der Funktion V(x) und kann

fiir jedes Reihenglied einzeln aufgestellt werden:

oV4(x
a;_ﬁﬂ +4ut -V (x)=0 Gl.2.29
4. 2 _1)2 't2
mit 4yt =@
Ha 12R?

Die Differentialgleichung Gl. 2.29 ist formal identisch mit der eines elastisch gebetteten Bal-
kens deren Losung in Kapitel 2.5.3.5 vorgestellt wird.

2.4.1 Verfahren nach Krupka

Zur Losung des Kontaktproblems zwischen Schale und Sattel setzt Krupka in [34], [36] und
[37], analog zu Forbes & Tooth, im Bereich des Sattels zunédchst unbekannte diskrete Stiitz-
kréfte an.

Abb. 2.5: Diskrete Stiitzkréafte nach Krupka
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Auf Grundlage der Halbbiegetheorie nach Wlassow bestimmt er dann Einflussfaktoren fiir die
einzelnen Stiitzkréfte hinsichtlich der radialen Verschiebung in der Kreiszylinderschale. Mit
Kenntnis dieser Einflussfaktoren kann er somit ein Gleichungssystem aufstellen, aus dem sich
die GroBe der Stiitzkrifte unter Beachtung der geometrischen Randbedingungen durch den
Sattel ermitteln lassen. Auf der Grundlage dieses Verfahrens wurden von Krupka praktisch
anwendbare Formeln und Diagramme zur Bestimmung der maximalen Léngs- und Umfangs-
spannungen entwickelt. Das Verfahren ist auf Behélter mit SattelumschlieBungswinkeln von
60 bis 120 Grad anwendbar. Die Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung erfolgt
nach folgender Gleichung:

Gl. 2.30

Der Beiwert f, beriicksichtigt den Einfluss des Behélterbodens und wird aus folgendem Dia-
gramm ermittelt, wobei O fiir die Blechdicke der Behélterschale und r fiir den Behilterradius

steht:

fas l
1.0

0.9

0.8 & pralle

0,7

| e
A

0,5 4

0.4

O::, /// ______.___j%
0.2 v = ,

a
0.1 v/ -

Abb. 2.6: Diagramm zur Bestimmung des Einflussfaktors f,s [37]
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Der Beiwert f,s beriicksichtigt den Einfluss der Sattelbreite und wird aus folgendem Dia-

. 5@,
50 - | “H:I’?‘b Q ’

gramm ermittelt:

\ o /3
30 \\ Bos = fos 2 v
g
N\ ™~ T~ K]
= = T
N — | |
X S k\Q 0 l
‘\\ +- '\OO ——
“‘\ — S
. - ] $ \\
\\ ](:0 \\ \
N — | \\ 10025 \\ o~
i S
5 e — \\;2 = }
L = S i S}
- s 0 p ~ : .
NG ~— M
3 T
= : = s =
> S — : 9 Q25 e — —
‘ ~TF T L § \\
— &\05 \\
——
L |
.0 {7 ﬁL ‘\‘
\\ \\
~ N
0.5 ™
~
0.3 v
.
0°  1°  20°  30° e see  6° e e Y

Abb.2.7: Diagramm zur Bestimmung des Einflussfaktors fos [37]
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2.5 Verallgem einerte Technische Biegetheorie VITB

2.5.1 Allgemeines

Die von Schardt und Steingass in [57], [58] und [59] entwickelte verallgemeinerte technische
Biegetheorie ist eine systematische Erweiterung der herkdmmlichen Biegetheorie. Sie ist auf
Tragwerksstrukturen anwendbar, die sich eindimensional idealisieren lassen und deren we-
sentliche mechanische Arbeit iiber eine Verformungsgrole beschrieben werden kann. Der
Vorteil gegeniiber der herkommlichen Biegetheorie fiir Stabwerke liegt zum einen in der
Systematik des Verfahrens, zum anderen in der Moglichkeit, dass neben der aus der Stabstatik
bekannten Annahme, dass die Querschnittsform erhalten bleibt, auch der Einfluss von Profil-
verformungen beriicksichtigt werden kann. Neben der urspriinglich angedachten Anwendung
auf diinnwandige Stabprofile, ist die Systematik der verallgemeinerten technischen Biegethe-
orie auch auf Kreiszylinderschalen anwendbar. Fiir die geschlossene Kreiszylinderschale wird
durch geeignete Annahmen das Schalenproblem auf eine Reihe entkoppelter Differentialglei-
chungen 4. Ordnung zuriickgefiihrt. Die Differentialgleichungen entsprechen der eines elas-
tisch gebetteten Balkens mit einer Zugkraft und sind gegeniiber der Differentialgleichung 8.

Ordnung (GI. 2.12) von Wlassow einfacher zu 16sen.

Im Folgenden soll zunéchst die Systematik der verallgemeinerten technischen Biegetheorie
anhand der klassischen Biegetheorie der Stidbe dargestellt werden. Im Weiteren wird auf die

Herleitung der Differentialgleichungen fiir geschlossene Kreiszylinderschalen eingegangen.
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2.5.2 Systematik der VTB am Beispiel der klassischen Biegetheorie

In der klassischen Biegetheorie sind vier Vorgédnge von Bedeutung :

Langeninderung infolge einer Normalkraftbeanspruchung
Biegung um die 1. Hauptachse
Biegung um die 2. Hauptachse

Verdrehung der Stabachse infolge einer Torsionsbeanspruchung um den Schubmittelpunkt

Der Bezug auf das Hauptachsensystem und den Schubmittelpunkt ist dabei erforderlich, um
die einzelnen Vorginge unabhingig voneinander betrachten zu konnen. Allgemein kann der
Verformungszustand des dreidimensionalen Stabkorpers durch die drei Verschiebungsfunkti-
onen ux (X,y,z), Uy (X,y,z) und uz (x,y,z) beschrieben werden. Durch die Annahmen, dass die
Querschnittsform bei jedem der vier Vorgédnge erhalten bleibt, die Querschnitte bei den ersten
drei Vorgingen zusétzlich eben bleiben und bei Torsionsbeanspruchung die Querschnittsver-
formung in x-Richtung iiber eine Wolbfunktion beschrieben werden kann, reduziert sich die
Berechnung des Verformungszustandes auf vier eindimensionale Funktionen u(x), v(x), w(x)
und ¢@(x). Sind diese Funktionen bekannt, konnen die Verschiebungsfunktionen ux (x,y,z), uy

(x,y,z) und uz (x,y,z) auf Grundlage der getroffenen Annahmen zuriickgerechnet werden.

Fiir die Ldngeninderung infolge einer Normalkraftbeanspruchung gilt:

uy (X,y,2) =u(x) , uy(Xx,y,2)=0, u,(x,y,2)=0 Gl. 2.31

Abb. 2.8: Querschnittsverformung infolge Normalkraft
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fiir die Biegung um die 1. Hauptachse gilt:

ow(x)

uy(x,y,z)=-z- , Uy (%,y,2) =0, u,(x,y,z) = w(x) Gl. 232

Ox

Y%g i
X
VA
~
=
N
= 2
. =
N
\ | \ i
: \
\ H
L A \i \5
vy |
wie) | \
\;' i
RS : \\
NN

Abb. 2.9 : Querschnittsverformung infolge Biegung um die 1. Hauptachse

fiir die Biegung um die 2. Hauptachse gilt:

ov
(0,32 ==y S0y (6,3, =¥ | (6,9, =0 Gl 2.33
: ~ ) ~ ™ N \\r\ ~
~ ~ ~ v'(x) ~ V()
~ ~ N ~
S N e
_|_ =T B n
Y I | .
1S ] TINH N
z N~ ; :
~o Sl
~L! \‘""}""'ﬂ';‘;\§\|

B v(x) | ‘ v(x)

Abb. 2.10: Querschnittsverformung infolge Biegung um die 2. Hauptachse
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und fiir die Torsionsbeanspruchung gilt

(0,32 =P (52)- 2w, (0,9, =z - 2)00x) |

U, (%,,2) =Yg —¥) 0(%)

Gl. 2.34

mit Y(y,z)= Wolbfunktion
und ysm bzw. zgy = Koordinaten des Schubmittelpunktes

\\\ S
~ X
~ < BN
~ A
T—<_>
/ BN R
/
/ >
/
s / X!
\\ / Z /
~
N /
=~ /

Abb. 2.11: Querschnittverformung infolge Torsion um den Schubmittelpunkt

Die Verschiebungsfunktionen in Gl. 2.31 bis 34 haben alle die Form einer Produktdarstellung
aus einer Funktion {iber die Variable x und einer Funktion {iber die Variablen y und z. Lésst
man den Fall der Normalkraftbeanspruchung zunéchst auer Acht, kdnnen die Verschie-
bungsfunktionen ganz allgemein wie folgt beschrieben werden, wobei der vorgestellte Index k

fiir den jeweils betrachteten Vorgang steht :
0" V(x)

« Uy (Xv Y, Z):ku(Y: Z) .
“uy (x,y,2)="v(y,2)* V(x) Gl. 2.35 (ac)
“u,(x,y,2)="w(y,2)-“ V(x)
mit
u(y,z)=-z *v(y,z)=0 w(y,z)=1

‘u(y,z)=-y *v(y,z)=1 *w(y,z)=0
‘u(y,z)=Y(y,2)  ‘V(y,2)=zy -z ‘W(y,2)=y-yy



36

und
*V(x) = w(x)
V(x)=v(x) .
V(x)=0(x)

Die Funktionen “u(y,z) werden Einheitsverwdlbungen und die Funktionen “v(y,z) und

“w(y,z) Einheitsverschiebungen genannt. Die Einheitsverwdlbungen beschreiben in diesem

Fall ein normiertes Verformungsbild des Querschnitts in x-Richtung und ihnen kommt in der

allgemeinen technischen Biegtheorie ein besondere Bedeutung zu. Die Funktionen
“V(x) werden Verformungsfunktionen genannt und beschreiben die Verinderung des iiber

die Einheitsverwolbungen festgelegten Verformungsbildes entlang der Stabachse. Da im Fall
des Biegebalkens die wesentliche mechanische Energie in der Lingendnderung der Fasern in
Léangsrichtung gespeichert wird, reicht die Betrachtung der Einheitsverwdlbung und der Ver-
formungsfunktion aus, die relevanten mechanischen Vorginge zu erfassen. Dazu miissen die
Normalspannungen und zugehorigen Dehnungen in Abhidngigkeit der Einheitsverwolbung
und der Verformungsfunktion ausgedriickt werden. Aus der Verschiebungsfunktion ux (X,y,z)
in der Produktdarstellung und mit dem Hooke‘schen Gesetz fiir den einachsigen Spannungs-

zustand ergibt sich:

2k
€, = 8(;1)( = ku(y,z)-% Gl. 2.36
X
2k
c,=E-¢, =E*u(y,2) % Gl. 2.37

Die SchnittgroBen ergeben sich durch Integration der Normalspannungen iiber die Quer-

schnittsfliche unter Beriicksichtigung der Hebelarme. Unter Verwendung der Bezeichnung

“W(x) fiir die SchnittgroBen ergibt sich:

W(x) = M, (x) = jcxx .zdA

A

W= M. (x) =IGXX ydA Gl. 2.38 (a-c)

FW(x) = W(x) = '[ . -W(y,2)dA

A
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Die Hebelarme in den Integralen sind identisch mit den Einheitsverwdlbungen der entspre-
chenden Vorgédnge und unter Verwendung des Zusammenhangs zwischen der Normalspan-
nung, der Einheitsverwdlbung und der Verformungsfunktion nach Gl. 2.37 kann die einem

Vorgang zugeordnete SchnittgroBBe wie folgt beschrieben werden:

0**V(x)

aXZ Gl 239

"W = [o, Futya) da=E- [ fu(y.2)" da
A A

Das Intergral iiber die quadrierte Einheitsverwdlbung in Gl 2.39 entspricht dem aus der Bie-

getheorie bekannten statischen Moment 2. Ordnung und wird als Wolbwiderstand “C be-

zeichnet:
‘= _[ “u(y,2)” dA Gl 2.40
A

Analog zum Zusammenhang zwischen dem Biegemoment und der zweiten Ableitung der
Biegelinie kann damit aus Gl. 2.39 und GI. 2.40 ein fiir alle Vorginge giiltiger Zusammen-

hang zwischen der SchnittgroBe und der Verformungsfunktion aufgestellt werden:

0**V(x) B “W(x)

L Gl. 2.41
ox E*“C

Uber die Bedingung, dass an einem infinitesimalen Balkenelement der Linge dx, die virtuelle
Arbeit unter einer Einheitsverschiebung im Gleichgewichtsfall zu Null werden muss, kann
ebenfalls, analog zur Differentialgleichung der Biegelinie, der differentielle Zusammenhang

fiir alle Vorgénge zwischen der Verformungsfunktion und der Belastung hergestellt werden:

a4kV(X) B kq

R Gl.2.42
Ox E~C

Die bisher dargestellten Zusammenhénge unterscheiden sich von der herkdmmlichen Biege-
theorie nur darin, dass die Vorgidnge Biegung und Torsion einheitlich dargestellt werden.
Durch die systematische Betrachtung der moglichen Querschnittsverformungen als Einheits-
verwolbungen, kann neben den bei der klassischen Biegtheorie betrachteten Starrkorperver-
schiebungen des Querschnittprofils, auch der Einfluss von Profilverformungen beriicksichtigt
werden. Hierzu miissen die zu einer Profilverformung korrespondierenden Einheitsverwdl-
bungen ermittelt werden, wobei dies unter Beriicksichtigung von Orthogonalitdtsbedingungen

erfolgen muss. Die Orthogonalitdtsbedingungen resultieren aus der Forderung, dass die Diffe-
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rentialgleichung fiir jeden Vorgang, unabhingig von den anderen Vorgéngen, betrachtet und
gelost werden kann. Allgemein formuliert besagt sie, dass das Integral {iber das Produkt von

zwei Einheitsverwolbungen, die nicht zum gleichen Vorgang gehoren, verschwinden muss.

j “u(v,2) u(y.z)dA =0 firizk GL 2.43
A
Im Fall der klassischen Biegetheorie ist diese Orthogonalititsbedingung gleichbedeutend mit

der Bedingung, dass im Hauptachsensystem das Deviationsmoment gleich null ist:

jy-sz=0 : Gl.2.44
A

2.5.3 Schalentheorie im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie

Im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie wird das statische Problem der
Kreiszylinderschale auf eine Reihe entkoppelter Differentialgleichungen 4. Ordnung zuriick-
geflihrt. Hierzu werden hinsichtlich des sich einstellenden Verzerrungszustandes vereinfa-
chende Annahmen getroffen, die eine Abhdngigkeit der Verschiebungsfunktionen unterein-
ander erzeugen. Durch die Verwendung eines Produkt-Reihen-Ansatzes mit getrennten An-
satzfunktionen fiir die Langs- und Umfangsrichtung, konnen die relevanten Schnittgréen und
zugehorigen Verzerrungsgrofen fiir jedes Reihenglied in Abhéngigkeit von zwei Funktionen
V(x) und u(p) beschrieben werden. Die Funktion u(¢) bildet dabei nach der verallgemeinerten
technischen Biegetheorie die dem entsprechenden Reihenglied zugeordnete Einheitsverwol-
bung und die Funktion V(x) die entsprechende Verformungsfunktion. Durch die Beriicksich-
tigung der Gleichgewichtsbedingungen iiber eine Variation des Potentials der inneren und
duBleren Krifte, kann, bei Einhaltung der Orthogonalititsbedingungen fiir die Einheitsverwol-
bungen u(p), das Schalenproblem auf eine Reihe entkoppelter Differentialgleichungen 4.
Ordnung zuriickgefiihrt werden. Die Differentialgleichungen sind dann nur noch abhingig

von der Verformungsfunktion V(x).
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2.5.3.1 Differentialb eziehungen zwischen Verformungen und Verzerrungen

Durch eine Taylor-Reihen-Entwicklung der geometrischen Beziehungen zwischen den Ver-
zerrungen und den Verschiebungen nach der vollstindigen Schalentheorie von Fliigge in GI.
2.1, lassen sich die Verzerrungen in einen iiber die Schalendicke konstanten Anteil und einen

iiber die Schalendicke linear verdnderlichen Anteil aufspalten:

ou o’w
xx:a_x_ .OXZ =&, —Z-K,
€ _ L ﬁ+w —z-L 62W+W =eM —z.x
? R o0 R2 | 09> e 0 Gl. 2.45 (a-c)
1 du ov 2 0°w 1 ov 1 ou M
y:_._+__z. _____+_2_ = _Z.KX(p
R dp ox R 0x¢ R ox R° O¢

Die in der vollstindigen Taylor-Reihen-Entwicklung auftretenden Glieder hoherer Ordnung
werden vernachldssigt, wodurch gegeniiber der vollstdndigen Schalentheorie von Fliigge eine
Vereinfachung auftritt. Im Vergleich zur vereinfachten Biegetheorie von Fliigge oder der von
Wilassow in Kapitel 2.3 ist aber keine weitergehende Vereinfachung vorhanden. Da fiir diin-
nen Schalen Fliigge und Wlassow bei ihren vereinfachten Ansdtzen von einer ausreichenden
Genauigkeit ausgehen, gilt dies auch fiir die Ansétze in Gl. 2.45 nach der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie.

Gegeniiber der vollstdndigen Schalentheorie werden weitere Annahmen getroffen mit dem
Ziel, zwischen den Verschiebungsfunktionen Abhédngigkeiten aufzubauen. Dies geschieht mit
der Annahme, dass auf der Schalenmittelfliche die Dehnungen in Umfangsrichtung und die
Gleitungen zu Null gesetzt werden. Die Verschiebungsfunktionen u(x), v(x) und w(x) sind

damit nicht mehr voneinander unabhéingig, sondern es gelten folgende Beziehungen:

Epp =0 L A
o¢
Gl. 2.46 (a-b)
'YM =0 = @ =—R @
op ox
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2.5.3.2 Materialgesetz

Unter Beriicksichtigung der oben getroffenen Annahmen, konnen die Spannungen iiber das
Hooke’sche Gesetz durch die Verzerrungen und damit iiber die Verschiebungsfunktionen wie

folgt ausgedriickt werden:

SCSRVITSI M - P AP Nl
1-v: @ 1-v? | ox ox’ R* | 0’

E E du 1 (d*w o*w
Cgo = 2 '(SW-I-V-SXX)= 2’ V'&_Z' 52 ;T W ItV Py Gl. 2.47 (a-c)

2
T:G_YZG.Z_(_EQW 1 ov 1 éu

R ox¢ R ox R> 0¢

2.5.3.3 Differentialb eziehungen zwischen Schnittgrofien und Verformungen

Die Differentialbeziechungen zwischen den SchnittgroBBen und den Verschiebungsfunktionen
erhélt man durch Integration der Spannungen iiber die Schalendicke. Fiir das weitere Vorge-
hen geniigt es, sich auf die Membrankraft in Lingsrichtung und die Biegemomente zu be-
schrinken, da nur diese Schnittgroen mit den korrespondierenden Dehnungen beziehungs-
weise Kriimmungen Arbeit leisten. Die Arbeit infolge Schub senkrecht zur Schalenmittelfla-
che wird bei diinnen Schalen generell vernachldssigt und die Membrankrifte N, und Ny
leisten aufgrund der Annahme, dass in der Schalenmittelfliche die Dehnungen in Umfangs-

richtung und die Gleitungen null sind, keine Arbeit.



41

Die Differentialbeziehungen der fiir die weitere Betrachtung relevanten Membrankraft Ny

und der Schnittmomente lauten:

i)
NXZJGXX-dZ =E t@
) 0x
2
+E 2 2
M, =IGXX z-dz :%-(Rz 2 VZV 0 V2V+V WJ
R 0x [0)
2

Gl. 2.48 (a-d)

Sind die Biegemomente und die Normalkraft in Langsrichtung bekannt, kdnnen die restlichen

SchnittgroBen liber Gleichgewichtsbetrachtungen an einem differentiellen Schalenelement

bestimmt werden.

Aus den Gleichgewichtsbedingungen der Momente um eine Achse in Langsrichtung und eine

Achse senkrecht zur Schalenmittelflache lassen sich die Querkrifte bestimmen:

oM
Q =Ty T
ox R 0o
Gl. 2.49 (a,b)
Q(P=8M’“p 1 oM,

+.
ox R 0o
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Aus dem Kriftegleichgewicht in Langs- und Umfangsrichtung lassen sich fiir die Schubkraft
und die Normalkraft in Umfangsrichtung die Ableitungen nach der Umfangsrichtung bestim-

men:

ON
x0 _R.[Px _aij
op ox
Gl. 2.50 (a,b)
ON ON
® _R lQ - X*_Pp
op R ™" ox ?

Die endgiiltigen Schnittkrifte konnen durch Integration bestimmt werden, wobei allerdings

keine iiber den Umfang konstanten Anteile erfasst werden konnen.

2.5.3.4 Herleitung der Differentialgleichung

Zur Herleitung der Differentialgleichung wird fiir die Verschiebungsfunktionen ein Produkt-
reihen-Ansatz gewdhlt und durch Variation des Potentials kann das Schalenproblem auf eine

Reihe entkoppelter Differentialgleichungen 4. Ordnung tiberfiihrt werden.

Produktreihen-Ansatz fiir die Verschiebungen

Durch die Annahme, dass in der Schalenmittelfliche die Dehnungen in Umfangsrichtung und
die Gleitungen identisch null sind, entstanden Abhéngigkeiten zwischen den Verschiebungs-

funktionen u(x,), v(x,¢) und w(x,p):

&——W —=-R-— Gl. 2.51 (a,b
20 , .2.51 (a,b)

Durch die Bedingungen in Gl. 2.51 werden die drei unbekannten Verschiebungsfunktionen
auf eine zu ermittelnde Verformungsgroe reduziert, welche sich im Rahmen der verallge-
meinerten technischen Biegetheorie aus einer Verformungsfunktion und einer zugehdrigen

Einheitsverwdlbung zusammensetzt.
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Der Zusammenhang zwischen den Verschiebungsfunktionen, der Verformungsfunktion V(x)
und der Einheitsverwolbung u(¢) in Form eines Produktreihen-Ansatzes wird wie folgt fest-

gelegt:

v(x,0)= —%-Z kV(x)-m Gl. 2.52 (a-c)

Damit lassen sich auch die Verzerrungen und die SchnittgréBen in der Schale durch die Ver-

formungsfunktion und die Einheitsverwolbung ausdriicken:

0

N =E-t-Z

X

2k
a—\fz(x).ku(q)) = EthM

k=1

M :K.Zw: i_OZkV(X).82ku((p)+l'V(X)~ a4ku((P)+82ku((p)
R ox* 069" R o¢' 09’

k=1

Gl. 2.53 (a-d)

+—"-

MoK (kV(X),[a“ku(@)ﬁ”u(@)]
R ox° o’

v 0**V(x) 8*u(e)
R’ op* o9’

k=1

M _%(l_v).i(%,8"X(x>,a“‘u§m)+%,a“V<x),a"u«p)]
X op R ox op

k=1
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Variation des Potentials

Die Variation des Potentials der inneren und &duferen Krifte ist dquivalent zu einer Gleich-
gewichtsbetrachtung. Die inneren Krifte bilden mit den &duBleren Kriften ein Gleichgewichts-
system, wenn fiir eine beliebige virtuelle Verrlickung die Variation des Potentials verschwin-

det:

ol =TT, + I, =0 Gl. 2.54

Die Formulierung des inneren Potentials lautet:

=

o, = H j(cxx BEy + Gy B8y, + Ty, D) dz- R - dp- dx Gl. 2.55
0" "t
2

Aufgrund der Annahme, dass in der Schalenmittelfliche die Dehnungen in Umfangsrichtung
und die Gleitungen gleich Null sind, brauchen diese nicht weiter beriicksichtigt werden und
die Variation kann iiber die Schnittgroen und den entsprechenden Verzerrungen wie folgt

formuliert werden:

14
oL = [N, -Gel + M, ok, +M, -3k, + M, -06,) Redpdx Gl2.56
0

Einsetzen der Differentialbeziechungen zwischen SchnittgrofBen und Verformung und der Pro-

dukt-Reihen-Ansétze fiir die Verschiebungen liefert den Anteil der inneren Krifte.

E-t-R-kV"-§iu~ku~d<p~aiv”
+E.k Vﬂ § il-i.kl-jdq).aivﬂ
R
o +%-kV-§(i1’i+iﬁ)-(kii+kﬁ)-d(p-@iV
oI, =ZZ j dx Gl 2.57

k=l i=l % +2-%(1—v)-k\/’-§(iu+iu”)-(ku+ku")-d<p-aiV’

+v ~%-kv-§iu (“i+0)-de-0'V"

VoV §3(1u+'u).ku-d(p-alv
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Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden wie im Folgenden die Ableitungen nach der
Léangsrichtung und der Umfangsrichtung wie folgt abgekiirzt:
ov ou

—=V’ und —=u
x 20 Gl. 2.58 (a,b)

Hinsichtlich der dufleren Lasten wird vorausgesetzt, dass sie sich durch das Produkt einer aus-
schlieBlich iiber x verdnderlichen Funktion und einer ausschlieBlich {iber ¢ verdnderlichen

Funktion darstellen lassen:

P, (x,0)=f,(x)-q,(¢)
P, (x,0)=f,(x)-q,(@)+'f,(x) Gl. 2.59 (a-c)

P, (x,0)=1,(x)-q,(@)+'f, (x)

Die mit dem Index 1 gekennzeichneten Lastanteile in radialer und tangentialer Richtung sind
Belastungen, die einen konstanten Normalkraftverlauf in Umfangsrichtung beziehungsweise
einen iiber den Umfang konstanten Schubkraftverlauf hervorrufen. Diese Belastungsterme
miissen gesondert betrachtet werden, da, diese SchnittgroBenverldufe nicht erfasst werden
konnen. Die gesonderte Betrachtung erfolgt fiir den Fall eines konstanten Innendrucks iiber

die Kesselformel:

P,(x,¢)=P = konst. = N, =—. Gl. 2.60

Fiir den Fall einer Beanspruchung die einen iiber den Umfang konstanten Schubfluss erzeugt,
kann dieser direkt mit der Belastung gleichgesetzt werden. Durch die Annahme einer in Um-
fangsrichtung unendlich steifen Kreiszylinderschale treten auch keine Verformungen auf, die
sonst hinsichtlich ihrer kinematischen Vertraglichkeit noch tiberpriift werden miissten. Glei-
ches gilt fiir denkbare Belastungen, die einen in Umfangsrichtung konstanten Schubkraftver-

lauf hervorrufen wiirden.
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Die Variation des Potentials der &dufleren Lasten Py, P, und P; wird allgemein beschrieben

durch:

!
o, = [ f(P, -au+P,-0v+P, -0w) R-do-dx Gl 2.61
0

Ersetzt man in GI. 2.61 die Belastungsfunktionen durch die Schreibweise nach Gl. 2.59 und
die Verschiebungsfunktionen durch die Reihendarstellung nach G1.2.52 kann GI. 2.61 in fol-

gender Form dargestellt werden:

w !

o, = —Zf(f;-kqx +£,5q, +£,%q, )05V dx Gl 2.62

k=1 ¢

mit
“q, = —ifq<p-kﬁ-dcp Gl. 2.63 (a-c)

Mit Gl. 2.57 und GI. 2.63 erfolgt eine Formulierung der Variation des Potentials von inneren
und duBeren Kriften in Abhéngigkeit der Einheitsverwolbungen ku((p) und der Verformungs-

funktionen *V(x).

Orthogonalititsbedingungen fiir die Einheitsverwolbungen

Die Orthogonalitdtsbedingungen fiir die Einheitsverwolbungen in GI. 2.44 lauteten, dass das
Integral tiber die Querschnittsfliche vom Produkt zweier Einheitsverwdlbungen, die nicht
zum gleichen Vorgang gehoren, verschwinden muss. In der Variation des Potentials der inne-
ren Krifte bedeutet diese Bedingung, dass die Langsmembran- und die Biegespannungen im
Zustand i an den entsprechenden Verzerrungen im Zustand k keine Arbeit leisten. Dadurch
sind die einzelnen Reihenglieder bei der Variation des Potentials entkoppelt, womit fiir jedes
einzelne Reihenglied, im Falle von Gleichgewicht, die Variation des Potentials gleich null

sein muss.
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Die Bedingung zur Entkopplung der Glieder ist gleichbedeutend damit, dass die Umfangsin-

tegrale in der Variation des Potentials der inneren Kréfte fiir i # k verschwinden.

§iu-ku-d(p=o §iu-ku~d@=o
§iu-ku-d<p=o §iu“-k'ﬁ-d<p=o

Gl. 2.64 (a-i)
§iﬁ-kﬁ-d(p=0 §(iu+iﬁ) (“i+ 1) -de =0

§(iu+iu‘) (Fu+ ) -de=0
Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn fiir u(p) die Kreisfunktionen mit aufsteigender Wellen-

zahl verwendet werden:

. R-cos(m-¢@) mit m=(k-1)/2 firk=135...
we)=q . . . . Gl. 2.65
R-sin(m-@) mit m=k/2 firk=2,4.6...
Die Kreisfunktionen in die Umfangsintegrale eingesetzt liefern:
] R2 . f. . — k . Rz . 2 . oo o — k
ilu-ku-d(p: T urT - do = m -n fur%
0 firizk ’ 0 firizk
v ks R*m*.n fiiri=k| [,.,.. R* m°-n firi=k
- i-doe ] u-u-do= )
0 firi=k| J 0 firizk
Gl. 2.66 (a-1)
0 firi=k 0 firi=k

i-5i-d
Mo fiiri = k

friva z{
iiﬁ,kﬁ,d(p:{Rz-mg‘n ﬁiri=k} 'iu,k-ﬁ,d(p:{—Rz-m“% fiiri=k}

“R2-m®-1 ﬁjri:k}

Anschaulich lassen sich die Einheitsverwdlbungen an den Verschiebungen in Langsrichtung
und in der Querschnittsebene deuten. Die erste Einheitsverwdlbung mit einem Kosinus-Term
(k=3) beschreibt eine iiber den Durchmesser linear verteilte Langsverschiebung und eine
Starrkorperverschiebung des Kreisquerschnitts nach unten, wie in Abb. 2.12 dargestellt wird.

Dies entspricht dem Verformungsbild des klassischen Biegebalkens.
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Abb.2.12: Querschnittsverformung im Fall der Einheitsverwolbung *u = R-cos(¢)

Die zweite Einheitsverwdlbung mit einem Kosinus-Term bildet eine Erweiterung gegeniiber
der klassischen Biegetheorie. Mit ihr wird eine Profilverformung in Form einer Ovalisierung

des Querschnitts beriicksichtigt, wie sie in Abb. 2.13 dargestellt wird.

Abb. 2.13: Querschnittsverformung im Fall der Einheitsverwdlbung *u = R-cos(2¢)

In der folgenden Abb. 2.14 sind die Profilverformungen fiir weitere Einheitsverwolbungen
dargestellt. Die Einheitsverwdlbungen mit den Sinus-Termen ergeben analoge um 90° ge-

drehte Verformungsbilder:
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O

u=~R-cos(3-p) u=~R-cos(4-9) u=~R-cos(5-¢)

Abb. 2.14: Radialverformungen w(¢ ) infolge der Einheitsverwdlbungen 7, 9 und 10

Ersetzt man in der Variation des inneren Potentials die Umfangsintegrale iiber die Einheits-

verwolbungen durch die Losungen in Gl 2.66, geht die Doppelsumme in Gl. 2.57 in eine ein-

fache Reihe iiber:

w L Ekc_k Vn 'akV”'FV 'GkDZ _(k Vrr _akV+kV_aerr)

anFZj R dx  GlL2.67
=7 \+G'D,- V'-0*V'+*B-*V.0"V

mit

2.7t R fiirk =1

C= 1 fiirk > 1
Tt R |1+ —- ur k >

R 12-(1-v?)
3 3
“D, =n- Y om? (mz—l)2 ; sz—n-t—-;-m4 (l—mz)
3. R 6-(1-v)
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Setzt man in Gl. 2.67 durch partielle Integration alle Variationen 6"V auf dieselbe Stufe wie
in der Variation des dulleren Potentials in Gl. 2.62, erhdlt man die Differentialgleichung der

Kreiszylinderschale nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie:

x a4k aZkV
Z[Ec o -G'D BV =, -kqx+f¢-qu,+fz~quj Gl. 2.68

e Ox

mit

3 2
D= D -2-v D =T ¢ -mz-(m2—1)~ m -1
3-R 1-v

2.5.3.5 Losung der Differentialgleichung 4. Ordnung (Gl. 2.68)

Wenn die Randbedingungen unabhéngig von der Einheitsverw6lbung sind, kann die Losung
der Differentialgleichungen im Reihenausdruck in GI. 2.68 fiir jedes Reihenglied einzeln be-

stimmt werden.

Fiir die ersten drei Reihenglieder muss eine gesonderte Betrachtung erfolgen da die Wolbwi-
derstinde *B und *D zu null werden und dadurch gegeniiber den hoheren Reihengliedern ein
anderer Losungsansatz erforderlich ist.Das erste Reihenglied mit k=1 entspricht dem Fall ei-
nes durch eine Normalkraft belasteten Stabes mit einem Kreisringquerschnitt. Die Losung

dieses Falls ist trivial und es wird daher nicht ndher darauf eingegangen. Die nichsten beiden
Reihenglieder stehen fiir die Einheitsverwdlbungen *u =R -cos(¢) und *u =R -sin(p) mit

jeweils der Wellenzahl m=1. Fiir diesen Fall geht die Differentialgleichung GI. 2.68 iiber in

die aus der klassischen Biegetheorie bekannten Form tiiber:

2 84\] r 2 2 2
EC—a=fa+f"aq,+f,q, Gl. 2.69
X
84
E’C. =f' q +f, q,+f, 3q(p Gl. 2.70

ox*
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Die beiden Fille entsprechen dem Fall der Biegung um die beiden Hauptachsen. Der Wert kC
ist das Fldchentrdgheitsmoment und die Lastterme infolge q, und q, bilden die resultierenden
Belastungen in y- und z-Richtung. Der Lastterm infolge qx entspricht einem Streckenmoment
um die y- beziehungsweise z-Achse. Die Losung erfolgt wie in der klassischen Biegetheorie

durch Integration und Einsetzen der Rand- und Ubergangsbedingungen.

Abb. 2.15: elastisch gebetteter Balken in Analogie zur Differentialgleichung 4. Ordnung
G1.2.68

Bei allen weiteren Reihenglieder sind alle Koeffizienten im homogenen Anteil besetzt und die
Differentialgleichung entspricht der eines elastisch gebetteten Balkens mit einer Zugkraft.

Die homogene Losung der Differentialgleichung Gl. 2.68 erhélt man iiber den Ansatz

V(x)=e" Gl 271
und dem daraus folgenden charakteristischen Polynoms:
EC-A*-GD-2*+B=0 Gl.2.72

mit den komplexen Nullstellen

2
Mgy =t |02 4. | B [ GD Gl.2.73
»47H2.Bc T VEC (2-EC
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Die vier Nullstellen in Gl. 2.73 lassen sich durch Umformen als zwei konjugiert komplexe

Paare darstellen:

ati-f —ati-p Gl. 2.74

: ‘B G'D ‘B G'D
mit o= — und B= -
4-E°C 4-E°C 4.EC 4-E°C

Mit der Euler’schen Schreibweise ldsst sich der Losungsansatz in reeller Form darstellen:

Gl. 2.75

e** -(Cl-cos(B-x)+C2-sin(B- x))}
+e*-(C3-cos(B-x)+C4-sin(B-x))

‘ Vhom (X) = (

Die partikuldre Losung von Gl. 2.68 hingt von der Belastungsfunktion in Langsrichtung ab.

Fiir den Fall einer iiber die Lange konstanten Belastung ergibt sich die partikuldre Losung zu:

L

kB (f)i .k qx +f(p‘k q(p +fz.k qz) Gl. 2.76

) Vpart (x)=

Fiir iber die Lénge verdnderliche Belastungen kann die Losung nach dem Grundlosungsver-

fahren ermittelt werden:

V(%) = J.G(X —t)-f(t)dt Gl 2.77
mit
f(t) als den inhomogenen Anteil der Differentialgleichung, wobei x durch t ersetzt wird

G(x-t) der Green-Funktion, in diesem Fall:

Cpymeren Ll e )b cos(B(x —
G(x—-t)=e p (B'(BerOCz) sin(B-(x—1)) oc~(B2+0L2) cos(B-(x t))J-f-
w0 L[ L iy L (x—
e 1 [B'(B2+Ot2) sin(B-(x t))+a~(B2+a2) cos(B-(x t))J

X0 eine geeignete Integrationsgrenze oder als Konstante.
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Den endgiiltigen Losungsansatz erhdlt man durch Addition der homogenen und partikuldren

Losung:
kV(X) thom+ Vpart Gl 278

AbschlieBend miissen die unbekannten Konstanten C; bis C4 in Gl. 2.75 aus Randbedingun-

gen ermittelt werden. Hierzu wird neben dem Zusammenhang zwischen den Verschiebungen

und der Verformungsfunktion der sich aus dem Produkt-Reihen-Ansatz in G1.2.52 ergibt,

auch der Zusammenhang zwischen den Schnittgrofen und der Verformungsfunktion benotigt:
2

NX=E-t-Z u(e)

X

© aZk .
sz_me [%“‘) > fi-mp V(x)} u(9)

M, =§-Zm2 [%(mz —l)kV(x)—v-%+j-ku((p)

M =R£ (1- v)kz_;(l—mz)-a ZX(X)'a ;([()‘P)

Gl. 2.79 (a-h)

_E. 2 asz(X) 2 (2 1)k _aku((P)
Q=5 Z[(l vom?) ST R2 .m”-(m? -1) V(x)] o

S (E-t-R 0*°*V(x) “q o u(o)
N,=N +§ : + it R
wow [ m’ ox* ©R*m*> *) d¢

K
?-mz (m2 —l)k V(X)
N K v-m’ | 0°*V(x)

N ='N_+ —2—2-(m2—1+v— ] = *u(o)
¢ ¢ ; R 2 ox

EtR2 a4kV(X) 1 k k

. + . £ — -f!
(e, f, -, )

Darin sind die Terme 'N, und 'Ny, in GI. 2.79 die SchnittgréBenanteile, die aus einer kon-

stanten Belastung resultieren und gesondert ermittelt werden miissen
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2.6 Vergleich d er Schalentheorien

2.6.1 Allgemeines

Zur Bewertung der bisher vorgestellten Schalentheorien hinsichtlich der Eignung fiir das zu
entwickelnde Berechnungsverfahren, werden zundchst der Berechnungsaufwand bei der Lo-
sung und die vereinfachenden Annahmen verglichen und bewertet. AnschlieBend werden zum
Vergleich der Genauigkeit die Ergebnisse einer Untersuchung [63] fiir das System nach Girk-

mann [30] vorgestellt.

2.6.2 Vergleich des Losungsaufwands und der Annahmen

Analytische Losungsansitze mit einer Fourierentwicklung in Léngsrichtung fiir die vollstindi-
ge und vereinfachte Biegetheorie von Fliigge in den Kapiteln 2.2 und 2.3, sind aufgrund der
komplexen Differentialgleichungen in Gl. 2.6 und 2.10 und dem schlechten Konvergenzver-
halten mit einem hohen Rechenaufwand verbunden, so dass sie sich fiir ein praxisorientiertes

Berechnungsverfahren nicht eignen.

Eine Losung der vereinfachten Biegetheorie nach Kapitel 2.3.2, fiihrt tiber die Spannungsfunk-
tion von Wlassow zu einer Vereinfachung in Form einer Differentialgleichung 8. Ordnung GL.
2.18, bei der auf eine Reihenentwicklung in Langsrichtung verzichtet werden kann. Die analy-
tische Losung kann zwar bestimmt werden, doch mit den Nullstellen des charakteristischen
Polynoms in komplexer Form G1.2.20 ist die Berechnung weiterhin sehr aufwendig und erfor-

dert den Einsatz eines mathematischen Computerprogrammes.

Dem gegeniiber stehen die Differentialgleichungen 4. Ordnung aus der Halbbiegetheorie von
Wilassow in Gl. 2.29 und der verallgemeinerten technischen Biegetheorie in Gl. 2.68. Die Lo-
sung dieser Differentialgleichungen kann in einfacher Form angegeben werden (siehe Kapitel
2.5.3.5). Neben der mathematisch einfachen Losung liegt ein weiterer Vorteil in der Analogie
der Differentialgleichungen zu der eines elastisch gebetteten Balkens. Die Tragwirkung der
Kreiszylinderschale kann daher durch Vergleich zur Tragwirkung eines elastisch gebetteten

Balkens veranschaulicht werden.
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Der Vergleich der Annahmen bei der Halbbiegetheorie und bei der verallgemeinerten techni-
schen Biegetheorie zeigt, dass in der Halbbiegetheorie weitergehende Vereinfachungen getrof-
fen werden. Die Vernachlédssigung der Gleitungen und der Dehnungen in Umfangsrichtung in
der Schalenmittelfliche tritt in beiden Theorien auf (siche Kapitel 2.4 mit 2.5.3.1). Die Ver-
nachldssigung der Tragwirkung iiber Biege- und Drillmomente in Langsrichtung in der Halb-
biegetheorie (Kapitel 2.4) tritt dagegen in der verallgemeinerten technischen Biegetheorie nicht
auf. Die verallgemeinerte technische Biegetheorie beschreibt daher das Tragverhalten einer

Kreiszylinderschale genauer.

Eine Einschrinkung hinsichtlich der auftretenden Verzerrungen und Schnittgrof3en sind bei der
vereinfachten Biegetheorie nicht vorhanden. Aber in Bezug auf die vollstindige Biegetheorie
zeigt ein Vergleich der Differentialbeziehungen zwischen den Verformungen und den Schnitt-
groflen bei der vereinfachten Biegetheorie weitergechende Annahmen als bei der verallgemei-
nerten technischen Biegetheorie (siehe Gl. 2.4, 2.9 und 2.48). In der vereinfachten Biegetheorie
wird fiir das Umfangsbiegemoment angenommen, dass zur Berlicksichtigung des Einflusses der
Verformungsfunktion in radialer Richtung nur die zweiten Ableitungen relevant sind und hin-
sichtlich des Drillmomentes der Einfluss aus den Léngs- und Tangentialverschiebungen ver-
nachldssigt werden kann. Diese Vereinfachungen gegeniiber der vollstindigen Biegetheorie
werden bei der verallgemeinerten technischen Biegetheorie nicht getroffen und somit werden
die Biegemomente in Umfangsrichtung und die Drillmomente bei der verallgemeinerten tech-

nischen Biegetheorie genauer erfasst.

Die verallgemeinerte technische Biegetheorie ist deshalb nicht als eine weitere Vereinfachung
der schon vereinfachten Biegetheorie anzusehen, sondern als unabhéngige Theorie, die vor
allem mit Hinblick auf die wesentlich einfacher zu l6sende Differentialgleichung Vorteile bie-

tet.
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2.6.3 Vergleich von Berechnungsergebnissen

Zum Vergleich der Genauigkeit der einzelnen Schalentheorien werden die Ergebnisse aus [63]
fiir das System von Girkmann in Kapitel 2.3.1 vorgestellt. Die Ergebnisse basieren auf dem
Losungsansatz von Girkmann in Kapitel 2.3.1, auf dem Losungsansatz aus Kapitel 2.3.2 fiir die
Differentialgleichung 8. Ordnung von Wlassow und der Losung der Differentialgleichung nach
der verallgemeinerten technischen Biegetheorie in Kapitel 2.5. Auf einen Vergleich mit der
Halbbiegetheorie nach Wlassow wurde verzichtet, da dieser gegeniiber der verallgemeinerten
technischen Biegetheorie weitergehende vereinfachende Annahmen zu Grunde liegen, aber der

Losungsaufwand nicht geringer wird.

Abb. 2.16: Belastungsbild des Rohrstrangs

Wie schon in Kapitel 2.3.1 vorgestellt wurde, untersuchte Girkmann das Tragverhalten eines
wassergefiillten Rohres, welches in immer wiederkehrenden gleichen Abstinden durch eine
konstante Auflagerpressung gestiitzt wird. Den Berechnungen nach Wlassow und nach der ver-
allgemeinerten technischen Biegetheorie wurde ein dquivalentes System zu Grunde gelegt. Die
Belastung infolge der Wasserfiillung wurde dabei nicht als Streckenlast idealisiert, sondern als
hydrostatischer Druck auf die Innenwand des Rohres angesetzt. Die Auflagerpressung wurde,

wie bei Girkmann, als konstant angesetzt.
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In Langsrichtung wurde ein zur Auflagerachse symmetrisches Teilstiick betrachtet, dessen
Linge dem Lasteinzugsbereich eines Auflagers entspricht. An den Seitenenden wurde zunéchst
auf Grund der Symmetrie zum benachbarten Auflagerpunkt eine horizontale Festhaltung iiber
den gesamten Umfang angesetzt. Girkmann ging in seiner Losung davon aus, dass sich be-
nachbarte Auflager nicht gegenseitig beeinflussen und somit die Auflagerpressung auch keinen
Einfluss in Feldmitte aufweist. Daher wurden, neben der Halterung in Langsrichtung, an den
Seitenenden zusitzlich die radialen und tangentialen Verformungen festgehalten, was in der

Summe einer festen Einspannung entspricht.
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Abb. 2.17: statisches System in Langsrichtung und Systemabmessungen

Da iiber den Losungsansatz von Girkmann nur die Biegemomente in Lings- und Umfangs-
richtung bestimmt werden konnen, werden zunichst nur diese nach allen drei Ansétzen in den

Abbildungen 2.18 bis 2.21 gegeniibergestellt.
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Abb. 2.18: Vergleich der Umfangsbiegemomente entlang der Mantellinie bei ¢ =t
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Abb. 2.19: Vergleich der Langsbiegemomente entlang der Mantellinie bei ¢ =t
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Abb. 2.20: Vergleich der Umfangsbiegemomente entlang des Umfangs bei x = 4000 mm
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In den Diagrammen ist deutlich zu erkennen, dass alle Ansidtze nahezu {ibereinstimmende Er-
gebnisse liefern. Nur bei dem Biegemoment in Léngsrichtung entlang der Mantellinie sind ge-
ringe Abweichungen im qualitativen Verlauf bei der Losung nach der verallgemeinerten tech-
nischen Biegetheorie zu erkennen. Neben den Biegemomenten ist die Erfassung der Membran-
kriafte in Umfangsrichtung fiir die Ermittlung der maximalen Spannungen von Bedeutung.
Hierzu werden die Ergebnisse nach der vereinfachten Biegetheorie mit denen nach der verall-

gemeinerten technischen Biegetheorie verglichen.
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Abb. 2.22: Vergleich der Umfangsmembrankraft entlang der Mantellinie bei ¢ =7

Hier zeigen sich im Verlauf der Schnittkrifte N¢ entlang der Mantellinie Unterschiede. Im
Randbereich der Auflagerpressung tritt bei der verallgemeinerten technischen Biegetheorie ein
Sprung auf, der aus den Annahmen beziiglich der Dehnungen der Schalenmittelfliche in Um-
fangsrichtung resultiert. Die Annahme, dass diese Dehnungen gleich Null sind, hat zu Folge,
dass die Normalkréfte in Umfangsrichtung nicht aus der Verformung der Kreiszylinderschale
abgeleitet werden konnen, sondern iiber Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden miissen.
In den Gleichgewichtsbedingungen wird auch die duBere Belastung beriicksichtigt und eine
Unstetigkeit in der Belastung in Léngsrichtung, wie sie in diesem Fall vorliegt, fiihrt dann auch
zu einer Unstetigkeit der Normalkréfte in Umfangsrichtung. Wie aber aus den Abbildungen zu
erkennen ist, verfélscht diese Annahme nur die Verldufe in unmittelbarer Ndhe der Unstetigkeit

in der Belastung. Die Storung klingt schnell ab und an der nach der vereinfachten Biegetheorie
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mallgebenden Stelle in der Mitte der Auflagerpressung zeigen sich in Abb. 2.23 wieder iiber-

einstimmende Ergebnisse
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Abb. 2.23: Vergleich der Umfangsmembrankraft iiber der Stiitzstelle bei x = 4000 mm

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass in Anbetracht der wesentlich einfacher zu
l6senden Differentialgleichung nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie und der
dennoch gut iibereinstimmenden Ergebnisse, dieser Losungsansatz vorzuziehen ist. Zur Erfas-
sung des schalenspezifischen Tragverhaltens wird deshalb im spéteren Verlauf dieser Arbeit
die verallgemeinerte technische Biegetheorie als Grundlage fiir ein Berechnungsverfahren ver-

wendet.
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Kapitel 3 Biegetheorie der gekriimmten Stabe

3.1 Allgemeines

Im Rahmen der Literaturiibersicht in Kapitel 1 wurde schon auf Néherungsverfahren eingegan-
gen, bei denen versucht wurde das Tragverhalten der Kreiszylinderschale durch Ersatzstibe zu
idealisieren. Fiir das Tragverhalten in Umfangsrichtung wurde dabei von Zick, Brownell &
Young und Mang auf einen Kreisring zuriickgegriffen, der durch einen Schubfluss nach der

Balkentheorie fiir diinnwandige Kreisquerschnitte belastet wird.

Diese Form der Idealisierung bietet im Hinblick auf ein praxisorientiertes Berechnungsverfah-
ren Vorteile, da die Losung mit bekannten Methoden der Stabstatik erfolgen kann und die stati-
schen Zusammenhénge einfacher nachvollziehbar sind, als bei einem schalentheoretischen An-

satz. Daher wird im Rahmen dieser Arbeit dieser Ansatz weiter verfolgt.

In diesem Kapitel werden die bisherigen Ansétze auf Grundlage einer Berechnung an Kreis-
ringen vorgestellt. In Kapitel 5 werden durch Vergleichsberechnungen die existierenden
Schwachpunkte dieser Ansétze aufgezeigt. Vorab kann schon gesagt werden, dass neben dem
Belastungsansatz, die Wahl der Lagerungsbedingungen entscheidend fiir die realitdtsnahe Idea-
lisierung der Schale als Kreisring ist. Um eine kontinuierliche Lagerung, wie sie im Fall der
Sattellagerung vorliegt, zu beriicksichtigen, erscheint die Betrachtung eines teilweise elastisch
gebetteten Kreisrings am sinnvollsten. Hierzu wird zu Beginn des Kapitels ein Losungsansatz
vorgestellt, bei dem der Kreisring in einen einfachen Ring oberhalb des Sattels und einen elas-

tisch gebetteten Ring im Sattelbereich aufgeteilt wird.
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Abb. 3.1: elastisch gebetteter Kreisring

3.2 Differentialgleichung des einfachen Kreisrings

Zur Losung des statischen Problems des Kreisringtrdagers kann, unter Beriicksichtigung der
differentiellen Zusammenhinge zwischen der Belastung, den Schnittkriften und den Verfor-
mungen, eine Differentialgleichung aufgestellt und gelost werden. In [54] wird hierzu eine Dif-

ferentialgleichung 6. Ordnung in den Tangentialverschiebungen vorgeschlagen.

Die Beziehungen lassen sich aber auch iiber die Radialverschiebungen in einer Differentialglei-
chung 4. Ordnung beschreiben, deren Herleitung hier vorgestellt wird. Zur Herleitung der Dif-
ferentialgleichung des Kreisrings werden zunéchst die differentiellen Beziehungen zwischen
der dulleren Belastung, den SchnittgroBen und den radialen und tangentialen Verschiebungen
aufgestellt. Die Beziehungen konnen dann zu einer Differentialgleichung zusammengefasst
werden, in welcher der Zusammenhang zwischen der radialen Verschiebung und der &ufleren

Belastung beschrieben wird.
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R-do

q(w)

@%ﬁ =3
p

Q 2e) M +oM
Abb.3.2: Schnittgroflen am infinitesimalen Kreisringelement

Die Gleichgewichtsbedingungen am infinitesimalen Balkenelement liefern unter Berticksichti-

gung von Streckenlasten in radialer q(¢) und tangentialer n(¢) Richtung:

—Z—N+Q=n(cp)'R
®

Q
X _N=-— ‘R -
Jo q(9) Gl. 3.1 (a-c)
M _5p
¢

Analog zur Schalentheorie ergeben sich die Beziehungen zwischen den Verformungen und

Verzerrungen zu:

8=%-[6‘(;((;p)+w((p)J Gl. 3.2

Uber das Hooke‘sche Gesetz fiir den einachsigen Spannungszustand und nach Integration der

Spannungen iiber die Querschnittsflaiche ergeben sich folgende Differentialbeziechungen:

0*w(p) __R*
20" +w(p)= il -M(o) Gl. 3.3
und
O, w(p) = N@), Gl. 3.4

op EA
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Vernachldssigt man die Dehnungen infolge der Normalkraft, vereinfacht sich Gl 3.4 zu:

Szlzo = M:

%' .
EA (@) Gl 3.5

Somit stehen fiir die fiinf Unbekannten N(¢), M(), Q (¢), w(¢) und v(¢) die fiinf Gleichungen
Gl. 3.1 (a-c), GI. 3.3 und Gl. 3.5 zur Verfiigung. Die fiinf Gleichungen kénnen zu einer Diffe-
rentialgleichung 4. Ordnung zusammengefasst werden. Unter Verwendung der Gleichungen Gl.

3.1(c) und GI. 3.3 lassen sich die Querkraft und deren erste Ableitung ausdriicken als:

_EI (2’w(p)  ow(e)
Q(@)—R3( 30" + 30 J Gl. 3.6
und

0Q(¢) _ EI (d*'w(p) , 8’w(p)

2o _R3( aq)4 + a(pz j Gl. 3.7

Mit den Gleichungen GI. 3.1(a) und GI. 3.6 kann die Ableitung der Normalkraft ausgedriickt

werden durch:

N(e) _ EI _[af’w(cp) L ow(o)

—R-n(o). 1. 3.8
op R’ o’ o J (@) G

Durch Integration iiber ¢ erhilt man fiir die Normalkraft folgende Differentialbeziehung:

N(p)=

EI _(azw«p)

R\ oo’ +W(<P)]—R-In(cp)dcp+c Gl. 3.9

Die Konstante C ergibt sich durch das unbestimmte Integral iiber die Belastung in tangentialer

Richtung und muss spéter {iber Randbedingungen bestimmt werden.

Einsetzen der Gleichungen GI. 3.7 und GI. 3.9 in die Gleichung Gl. 3.1(b) ergibt fiir den Kreis-

ring unter radialer und tangentialer Belastung eine Differentialgleichung 4. Ordnung der Form:

a'w(g) , @w(e) . R'
%o +2. 30’ +w(p) = (C+q((p)+J.n((p)d(p) Gl. 3.10
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Die homogene Losung wird iiber einen Exponentialansatz fiir w(¢) und Berechnung der Null-

stellen des charakteristischen Polynoms bestimmt. Man erhilt als homogenen Losungsansatz:
Wiom =C,-cos@+C, -sing+C;-¢-cosp+C, -@-sing Gl. 3.11

Die partikuldre Losung hdngt von der Belastung ab. Fiir den Fall einer dufleren Belastung der

Form :

q(ep) = Jn(cp) =a-cos(b-9), Gl. 3.12

wie sie bei einer Belastung durch einen sinusformigen Schubfluss oder durch einen hydrostati-

schen Druck auftritt, ergibt sich die partikuldre Losung

1
firb=1zu W pritatir = —a-g-(pz -COSQ Gl. 3.13 (a)
und
) a-cos(b- )
firb=1zu Wy oo, = Gl 3.13 (b
Partikular b4 —2'b2 +1 ( )

Um die endgiiltige Losung von Gl. 3.10 zu bestimmen, miissen die Konstanten C; bis C,4 der
homogenen Losung in GI. 3.11 und die Konstante C in Gl. 3.10 aus der unbestimmten Integra-
tion der Tangentialbelastung iiber Randbedingungen bestimmt werden. Hierzu sind auch Rand-
bedingungen beziiglich der Tangentialverformungen v(¢) notwendig. Durch Integration von
Gleichung Gl. 3.5 kann die Tangentialverformung iiber die Radialverformung bestimmt wer-
den, wobei durch die unbestimmte Integration eine weitere Konstante auftritt. Somit sind zur
Losung des Kreisrings unter tangentialer und radialer Belastung insgesamt sechs Randbedin-

gungen notwendig.
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3.3 Differentialgleichung des elastisch gebetteten Kreisrings

Eine Moglichkeit zur Beriicksichtigung einer elastischen Bettung in radialer und tangentialer
Richtung in Bezug auf Kreisbogentrager wird von Link in [44] und [45] angegeben. Die For-
mulierung erfolgt dabei in den Tangentialverschiebungen in Form einer Differentialgleichung
6. Ordnung. Wie beim einfachen Kreisring kann der Zusammenhang auch iiber die Radialver-
schiebungen in Form einer Differentialgleichung 4. Ordnung beschrieben werden. Die Herlei-
tung erfolgt analog zum einfachen Kreisring, wobei im Bereich der Bettung eine zusitzliche

Radialbelastung infolge einer Verschiebung w() zu beriicksichtigen ist.

R-do

q(p)— B-w(p)

Abb. 3.3: Belastung und SchnittgroBen fiir den elastisch gebetteten Kreisring

In Gleichung Gl. 3.1(b) wird somit ein zusdtzlicher Term in Abhingigkeit der Radialverschie-
bung und einer Bettungsziffer B angesetzt:
Q

- =R -(q(¢)~B-w(®)) Gl.3.14
P

Die restlichen Differentialbeziehungen bleiben gegeniiber dem einfachen Kreisring unveréndert
und die Gleichungen konnen auf die gleiche Weise zu einer Differentialgleichung zusammen-

gefasst werden.
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Die Differentialgleichung des elastisch gebetteten Kreisrings ergibt sich somit zu:

o'w(e) , O'w(e)  BR' R
30" +2 30’ +(1+ il )w((p)—EI (C+q(cp)+In(<p)j Gl. 3.15

Die homogene Losung dieser Differentialgleichung lautet:

Wiom =€ 7 (C,-cosPo+C, -sinfe)+e “?-(C,-cospo+C, -sinPop) Gl. 3.16

EI+B-R* 1 EI+B-R* 1
O =4[y ———————= und B=,——+—.
\' 4EI 2 4EI 2

Die partikuldre Losung fiir die Konstante aus der unbestimmten Integration kann einfach mit

mit

W =C Gl 3.17

angesetzt werden. Infolge einer du3eren Belastung der Form:
a(9) = [ n(@) =a-cos(b-¢)
ergibt sich die partikuldre Losung der Differentialgleichung zu:

a-cos(b-o)
B-R* Gl. 3.18

W partikulir —
b*—2-b*+1+

Zur endgiiltigen Losung von GI. 3.15 miissen die Konstanten C; bis C4 in Gl. 3.16 und die In-

tegrationskonstante C in Gl. 3.15 aus Rand- und Ubergangsbedingungen bestimmt werden. Wie

im Fall des einfachen Kreisrings, sind auch hier Aussagen iiber die Tangentialverformungen

v(¢) notwendig. Der Zusammenhang zwischen der Radial- und der Tangentialverformung kann

aus GI. 3.5 tibernommen werden, womit durch Integration von Gl. 3.5 wieder eine zusitzliche

Integrationskonstante auftritt. Damit sind insgesamt sechs Randbedingungen zur Bestimmung

der endgiiltigen Losung notwendig.
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3.4 Verfahren auf Grundlage von Berechnungen an Kreisringen

3.4.1 Verfahren nach Zick

1951 stellte Zick in [68] einen umfangreichen Vorschlag zur Bemessung von liegenden Behl-
tern vor. Auf Grundlage von Versuchen und Berechnungen an Ersatzsystemen, entwickelte er
dabei empirische Formeln zur Bestimmung aller méglichen maf3gebenden Spannungen. Hierbei
konnen unausgesteifte Behilter, aber auch Ringaussteifungen beriicksichtigt werden. Fiir die
Ermittlung der Spannungen in Langsrichtung betrachtet Zick den Behilter als einen Balken auf
zwei Stiitzen, dessen wirksame Querschnittsfliche sich entlang der Stabachse verdndert. In
Feldmitte kann der gesamten Kreisring als wirksame Querschnittsfliche angesetzt werden. Am
Sattel dagegen nimmt Zick an, dass infolge der Stérung des Membranzustandes die wirksame
Querschnittsfliche reduziert wird. Dies berlicksichtigt Zick in dem er als wirksame Quer-
schnittsfliche nur einen Kreisbogen vom unteren Scheitelpunkt bis zu einem Winkel von /6

oberhalb des Sattelhorns ansetzt.

PEN ey

Abb. 3.4: wirksamer Querschnitt iiber dem Sattel nach Zick

Zur Berechnung der SchnittgroBen in Umfangsrichtung unterscheidet Zick zwischen ausge-
steiften und unausgesteiften Schalen. Zunéchst betrachtet er die Schnittgroen an einem Kreis-
ring, der durch Schubkrifte nach der Balkentheorie fiir diinnwandige Kreisprofile belastet wird.
Diese Belastung in tangentialer Richtung steht mit einer Einzelkraft am unteren Scheitelpunkt
im Gleichgewicht. Bei der Berechnung der statisch Unbestimmten beriicksichtigt Zick nur die
Arbeit, die vom oberen Scheitelpunkt bis zum Sattelhorn gespeichert wird. Mechanisch inter-
pretiert bedeutet dies, dass der Kreisring im Bereich des Sattels als unendlich starr angesehen

wird was gleichbedeutend mit einer festen Einspannung des Kreisrings am Sattelhorn ist.
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Abb. 3.5: Ersatzsystem zur Bestimmung der Biegemomente in Umfangsrichtung

Die Losung des zweifach statisch unbestimmten Systems nach dem Kraftgroenverfahren er-

gibt folgenden Verlauf der Umfangsbiegemomente:

cos(¢) + g -sin(¢) — 3 ';i.néB) n COS2([3)
_QR Esm(B)jz 2
M= - 4-6- +2-cos’ (B) Gl.3.19
-l (COS((p) - _SIH(B)j 19— p 2
! P Sinéﬁ)-cos([})+l—2-(sméﬁ)]

Das maximale Biegemoment tritt in Hohe des Sattelhorns auf, so dass sich das malgebende
Umfangsbiegemoment durch Auswertung von Gl. 3.19 fiir ¢ = B bestimmen ldsst. Das oben
beschriebene Modell gilt nach Zick nur fiir tiber dem Sattelbereich nicht ausgesteifte Behilter.
Bei Abstinden des Behélterbodens kleiner als A/R = 1,0 geht Zick davon aus, dass sich der
Schubfluss mehr zum Sattelhorn hin konzentriert und dadurch das Moment abnimmt. Um die-
sen Effekt zu beriicksichtigen, nimmt Zick fiir Bodenabstinde kleiner als A/R = 0,5 pauschal
an, dass sich das Moment aus GI. 3.19 um den Faktor vier reduziert. Zwischen A/R = 0,5 und

1,0 wird linear interpoliert. Dartliber hinaus hat der Boden keinen weiteren Einfluss.
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Zur abschlieBenden Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung wird eine mittragende

Schalenbreite in Abhéngigkeit der Behélterlinge angesetzt:

6-M . |beff=4-R firL>8-R
Oro = Gl. 3.20

* bt beff=L/2 firL<8-R

Zur Ermittlung der Membranspannungen in Umfangsrichtung wird angenommen, dass die
Normalkraft ein Viertel der resultierenden Auflagerkraft betrégt und die Sattelbreite zuziiglich

dem zehnfachen der Blechdicke als effektive Schalenbreite wirksam ist:

Q
(¢) = -

Zur Bemessung von Aussteifungsringen im Sattelbereich wird zwischen Aussteifungsringen in
der Sattelebene und Aussteifungsringen in der Ndhe des Sattels unterschieden. Zur Bemessung
der Ringe in der Sattelebene verwendet Zick das gleiche Ersatzsystem wie fiir die nicht ausge-
steifte Kreiszylinderschale. Die Biegemomente unterscheiden sich in diesem Fall nicht von den
zuvor beschriebenen. Die Normalkraft an der Stelle des maximalen Biegemomentes wird, im
Gegensatz zum vorherigen Fall, ebenfalls am Ersatzsystem bestimmt. Als effektiven Quer-
schnitt wird neben dem eigentlichen Ringquerschnitt noch ein Schalenanteil vom flinffachen

der Blechdicke auf jeder Seite des Rings mit beriicksichtigt.

Fiir den Fall von zwei Aussteifungsringen in der Ndhe des Sattels geht Zick davon aus, dass
diese gemeinsam wirken und auf den vom Sattel abgewandten Seiten wieder durch einen
Schubfluss nach der Balkentheorie beansprucht werden. Im Gegensatz zu den vorherigen Fil-
len werden die beiden Aussteifungsringe nicht auf dem gesamten Sattelumfangswinkel abge-
stiitzt, sondern nur in einem kleinen Bereich am Sattelhorn und dort auch nur in tangentialer
Richtung. Um diese Effekte bei der Ermittlung der Schnittgréen zu beriicksichtigen, wird der
Kreisring im Sattelbereich nicht mehr als unendlich starr angesehen, sondern zusétzlich eine
tangentiale Einzelkraft, die mit der Belastung im vertikaler Richtung im Gleichgewicht steht,

angesetzt.
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Abb. 3.6: Ersatzsystem bei Aussteifungsringen in der Ndhe des Sattels

Das maximale Biegemoment tritt fiir diesen Fall ungeféhr bei ¢ = n/2 auf. Fiir den effektiven
Ringquerschnitt werden keine ndheren Angaben gemacht, aber es ist davon auszugehen, dass

dieser analog zum Fall der Ringe in der Sattelebene angesetzt werden kann.

Im Zusammenhang mit den Untersuchungen von Zick ist auch die Veroffentlichung von Brow-
nell & Young [12] zu erwéhnen. Im Wesentlichen werden hier die von Zick aufgestellten For-
meln noch einmal vorgestellt und deren Herleitung genauer erldutert. Fiir die effektive Scha-
lenbreite im Zusammenhang mit der Normalkraft in Umfangsrichtung und bei Aussteifungsrin-
gen werden zudem neue Ansitze vorgestellt. Im Gegensatz zu Zick geht nicht nur die Blechdi-

cke ein, sondern auch der Radius in folgender Form:

b =b+2-(0,78-+/R-1) Gl.3.22

mit b als die Sattelbreite.
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3.4.2 Untersuchun gen von Mang

Die Berechnung der Spannungen in Umfangsrichtung an einem Kreisring wurde von Mang in
[46] und [47] erneut aufgegriffen. Die Untersuchungen von Mang beziehen sich allerdings in
erster Linie auf Rohrleitungen und der Einfluss eines Bodens, wie er beim sattelgelagerten Be-
hilter vorhanden ist, wird daher nicht beriicksichtigt. Die Untersuchungen von Mang sind des-
halb nur bedingt als Grundlage fiir eine Verbesserung der Anséitze von Zick anzusehen, da

nicht alle Randbedingungen des sattelgelagerten Behélters berticksichtigt werden.

Mang untersuchte zunéchst verschiedene Ersatzsysteme und variierte dabei insbesondere die

Krifte zwischen dem Kreisring und der Unterkonstruktion.

DQOARRARAR

ZE> wr Wy peg A4\ fY LN

Abb. 3.7: Untersuchte Pressungsansitze von Mang

Die SchnittgroBen der verschiedenen Systeme vergleicht Mang, unter Annahme einer zunéchst
tiber den Umfang konstanten mitwirkenden Schalenbreite, mit Messergebnissen von Zwiesele
[73], Herber [31] und Wilson & Odon [66] . Er stellt dabei bei den Systemen sechs bis neun
qualitative Ubereinstimmungen fest. Um eine quantitative Ubereinstimmung zu erzielen, muss
nach Mang eine detailliertere Betrachtung der mitwirkenden Schalenbreite erfolgen. Er stellt
zundchst grundsétzlich fest, dass, im Gegensatz zu Zick und Brownell & Young, der Sattelum-
schlieBungswinkel einen Einfluss hat. Weiterhin variiert die mitwirkende Breite iber den Um-
fang und muss fiir die Biege- und die Membranspannungen getrennt betrachtet werden. Auf
Grundlage von System 6 in Abb. 3.7 und den Versuchsergebnissen entwickelt Mang ein Dia-
gramm zur Bestimmung der mitwirkenden Schalenbreite an ausgezeichneten Systempunkten in

Abhingigkeit des SattelumschlieBungswinkels.
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Kapitel 4 Untersuchungen nach der FE-Methode

4.1 Allgemeines

Die analytische Losung des Schalenproblems bei liegenden Behiltern ist insbesondere auf-
grund der Interaktion zwischen Schale und Sattel mit einem sehr hohen Rechenaufwand ver-
bunden. Daher wurden in den bisher vorgestellten Losungswegen hinsichtlich der Sattelpres-
sung Annahmen getroffen, um dieses Problem zu umgehen. Verfahren bei denen sich eine an-
ndhernd kontinuierliche Sattelpressung aus den Berechnungen ergibt, sind bisher nur auf

Grundlage von numerischen Methoden vorhanden.

Im Bereich der Festigkeitsberechnung hat sich hierzu in den letzten Jahren die Finite Elemente
Methode etabliert. Mit der FE-Methode kann durch die Diskretisierung der Geometrie in klei-
ne endliche Teile jede beliebige Form abgebildet werden. Dariiber hinaus kénnen geometrisch
oder physikalisch nichtlineare Effekte in der Berechnung beriicksichtigt werden. Veroffentli-
chungen auf Grundlage der FE-Methode sind allerdings bisher kaum vorhanden. Neben den
Arbeiten von Stoneking & Sheth [61] und Ladewig [41], in denen es in erster Linie um die
Umsetzung der Problematik in der FE-Methode ging, ist die Arbeit von Chouihi [19] zu erwidh-
nen. Unter Verwendung eines degenerierten 9-Knoten-Schalenelements und einem Kontakt-
element zwischen Behélter und Sattel fiihrte er umfangreiche Parameterstudien durch und ent-
wickelte Formeln zur Bestimmung der zu erwartenden Pressungsverteilung in Abhéngigkeit der
wichtigsten Behélterparameter. Das von Ahmed et al. [11] 1971 entwickelte degenerierte 9-
Knoten-Schalenelement hat sich seitdem insbesondere aufgrund seiner guten Ergebnisse bei
beliebig gekriimmten Schalen bewidhrt und zeichnete sich durch eine bessere Wirtschaftlichkeit
gegeniiber ebenen Schalenelementen oder Kontinuumselementen aus. Mit der gestiegenen
Leistungsfahigkeit und Speicherkapazitit der Rechner ist die Wahl der Elemente nach wirt-
schaftlichen Gesichtspunkten vor allem in Bezug auf einfache Geometrien wie die Kreiszylin-

derschale nicht ausschlaggebend. In Verbindung mit graphischen Benutzeroberflichen bei
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kommerziellen FE-Programmen bieten ebene Schalenelemente Vorteile im Hinblick auf die
graphische Eingabe und Darstellung des diskretisierten Systems und bei der Auswertung und
graphischen Darstellung der Ergebnisse. Im Rahmen dieser Arbeit wurde aus diesen Griinden
ein ebenes Schalenelement nach der diskreten Kirchhof-Theorie (DKT-Element) in Verbin-
dung mit dem FE-Programm Marc Mentat [48],[49] angewendet. Zur Beriicksichtigung eines
losen Kontaktes zwischen Behélter und Sattel wurden zweidimensionale Kontakt-Elemente

(Gap-Elemente) verwendet.

4.2 Elementeigenschaften

4.2.1 DKT-Element

Auf die prinzipielle Eignung von ebenen Schalenelementen bei Kreiszylindern wurde schon
durch Zienkiewicz [70] hingewiesen. Bei dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Schalen-
element handelt es sich um ein 4-Knoten-Element, dessen Geometrie iiber die drei Koordinaten

der vier Eckpunkte definiert wird. Jeder Eckpunkt hat dabei sechs Freiheitsgrade.
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Abb. 4.1: Freiheitsgrade des DKT-Elements
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Eine wesentliche Problematik bei ebenen Schalenelementen, deren Geometrie nur iiber die
rdumlichen Koordinaten der Eckpunkte bestimmt wird, liegt in der Wahl von kompatiblen An-
satzfunktionen fiir die Verformungen. Verwendet man nur die Freiheitsgrade in den Eckpunk-
ten, lassen sich nur kompatible Ansatzfunktionen finden, die nicht die Kirchhoff-Hypothese

erfiillen, also die Querschubverzerrungen nicht identisch null sind. In Berechnungen mit Ele-
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menten die nicht die Kirchhoff-Hypothese erfiillen, kommt es hiufig zu einer Uberbewertung
der Querschubverformungen, dem sogenannten Shear-Locking. In diesen Féllen wird die Ver-
formung infolge Biegung zu klein ermittelt. Ahnliche Probleme treten auch bei héherwertigen
Elementen auf, wie dem degenerierten 9-Knoten-Schalenelement. Der Effekt des Shear-
Lockings kann bei diesen Elementen durch eine reduzierte oder selektive Integration wie sie in
[32],[33] und [71] beschrieben wird, vermieden werden. Zur Vermeidung des Shear-Locking-
Effekts bei ebenen Elementen hat sich daneben die diskrete Kirchhoff-Theorie, die in [13],[14]
und [55] beschrieben wird, bewéhrt. Im Rahmen der diskreten Kirchhoff-Theorie werden fiir
die Verschiebungen w(x,y) und fiir die Verdrehungen ¢, und ¢y zundchst voneinander unab-
hingige Ansatzfunktionen aufgestellt. Nach der Kirchhoff-Hypothese sind die Querschubver-
zerrungen &y, und &y, identisch null und wenn diese erfiillt sein soll, miissen die Ableitungen der

Verschiebungen folgende Bedingung erfiillen:

sz_g—'—(px_o 8yz_g—'—q)y_o Gl 4.1

Im Rahmen der diskreten Kirchhoff-Theorie wird diese Bedingung nur punktweise, etwa in den
Seitenmittelpunkten, erfiillt. Damit stehen fiir die Ansatzfunktionen zusitzliche Bedingungen
zur Verfiigung und es konnen kompatible Ansitze gewéhlt werden, bei denen gewéhrleistet ist,
das die Querschubverformungen punktweise identisch null sind und damit auch bei der Integ-

ration die Schubsteifigkeit nicht tiberschétzt wird.

4.2.2 Gap-Element

Bei dem in der Elementbibliothek von Marc-Mentat zur Verfligung stehenden Kontaktelement
Gap handelt es sich um ein Linienelement aus vier Knoten mit dem Kontaktbedingungen zwi-

schen zwei Knoten beriicksichtigt werden konnen.

ERNRNAN

Abb. 4.2: Freiheitsgrade des Gap-Elements
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Dem Kontaktelement kann eine Federsteifigkeit zugeordnet werden. Dies fiihrt aber bei einer
ungleichméfigen Netzaufteilung zu unterschiedlichen Steifigkeitsverhidltnissen entlang der
Sattelflache, da den einzelnen Knoten anteilig unterschiedliche Fliachen zugeordnet sind. Um
eine gleichmafige Steifigkeitsverteilung zu erzielen, empfiehlt es sich, die Kontaktelemente als
unendlich starr zu betrachten und auf der von der Schale abgewandten Seite eine zusitzliche

Schicht aus Volumenelementen anzuordnen.

4.3 Diskretisierung des sattelgelagerten Behiilters

Bei der Diskretisierung des sattelgelagerten Behilters werden die Kreiszylinderschale und der
Behiélterboden iiber die DKT—Elemente abgebildet. Im Sattelbereich werden zwischen Sattel
und Schale zur Beriicksichtigung eines losen Kontaktes die Gap-Elemente angeordnet. Der
Sattel selbst wird durch eine konstante Schicht aus 8-Knoten-Volumenelementen idealisiert.
Diese Idealisierung des Sattels wurde gewihlt, um die Steifigkeit im Sattelbereich iiber eine
Bettungszahl, die sich aus der Schichtdicke und den gewéhlten Materialeigenschaften be-
stimmt, zu erfassen. Die Netzaufteilung in der Kreiszylinderschale richtet sich nach den zu er-
wartenden Verformungen und Schnittgroenverldaufen. Besonderes Augenmerk muss daher auf
den Bereich am Sattelhorn gelegt werden, da hier aufgrund der Sattelpressung mit den grofiten
Gradienten im SchnittgroBenverlauf zu rechnen ist. Aus der folgenden Abbildung ist der quali-
tative Verlauf der Spannungen nach Chouihi in Umfangsrichtung an der AuBlenseite eines Be-

hélters im Sattelbereich zu erkennen.

]

Sattelbereich

Spannungen in Umfangsrichtung

Umfangswinkel

Abb. 4.3: qualitativer Verlauf der Spannungen in Umfangsrichtung {iber dem Sattel
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Es ist deutlich zu erkennen, dass am Sattelhorn die maximalen Spannungen in Umfangsrich-
tung auftreten und davor, beziehungsweise danach, mit einem deutlichen Abfall der Spannun-
gen zu rechnen ist. Bei Verwendung der ebenen Schalenelemente erfordert dies eine moglichst
feine Netzaufteilung am Sattelhorn und in seiner ndheren Umgebung. Da die DKT-Elemente
den Patch-Test erfiillen, also die Ergebnisse bei immer feiner werdender Diskretisierung gegen
das tatsdchliche Ergebnisse konvergieren, kann die notwendige Netzweite aus Vergleichsbere-
chungen bestimmt werden. Bei Vergleich der Spannungen oder Verschiebungen in nur einem
Punkt zeigt sich, dass die Wahl der Steifigkeit im Sattelbereich entscheidenden Einfluss auf das
Konvergenzverhalten hat. Bei Annahme einer praktisch unendlich steifen Bettung ist zu beo-
bachten, dass sich die Schale punktuell an den Ecken des Sattelhorns auflagert und somit auch
eine punktuelle Belastung der Kreiszylinderschale auftritt. Dies fiihrt zu einer Singularitit im
Spannungsverlauf. Messungen der Pressungsverteilung durch Chouihi und Zimmermann [72]
haben dagegen gezeigt, dass sich eine flichenhaft verteilte Auflagerung einstellt und es ist au-
Berdem davon auszugehen, dass durch ein Plastifizieren des Behilter- oder des Sattelmaterials
grundsitzlich eine punktuelle Auflagerung ausgeschlossen ist. Im Sattelbereich muss daher
eine gewisse Nachgiebigkeit zugelassen werden, die zwar die realen Verhéltnisse moglichst

nah, aber auf der sicheren Seite liegend abbildet.

Abb. 4.4: Diskretisierung des sattelgelagerten Behélters
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Bei Beriicksichtigung einer Nachgiebigkeit, deren Festlegung im folgenden Abschnitt einge-
hender erldutert wird, hat sich gezeigt, dass am Sattelhorn in einer Umgebung von circa £5°
eine Netzweite unter Beriicksichtigung des Behilterradius und einem EinschlieBungswinkel
von 1° ausreichend genaue Ergebnisse liefert. Uber den weiteren Umfang kann die Netzweite

dann sukzessive erweitert werden.

4.3.1 Kriterien zur Beurteilung der maximalen Spannungen bei starrer Lagerung

Um eine Aussage iiber die zu beriicksichtigende Steifigkeit im Sattelbereich treffen zu konnen,
wurden am folgenden Behilter fiir die vertikale Belastung durch eine Fliissigkeitsfiillung, Ver-

gleichsberechnungen unter Berlicksichtigung verschiedener Steifigkeiten durchgefiihrt.

1000 mm 1000 mm
200 mm =
[ [
u 8000 mm u
L J
[ g

Abb. 4.5: Behilterabmessungen fiir Untersuchungen zum Einfluss der Steifigkeit im Sattelbe-
reich

Der Sattel wurde durch eine Schicht mit der Dicke von d = 50 mm idealisiert. Unter der An-
nahme eines linearelastischen Materialverhaltens wurden durch Variation des E-Moduls ver-
schiedene Steifigkeiten beriicksichtigt. Um die beriicksichtigten Steifigkeiten allgemein iiber-
tragen zu konnen, wurde die Schichtdicke und der E-Modul in eine Bettungszahl B = E/d
[N/mm?®] umgerechnet. In Abbildung 4.6 ist der Verlauf der Spannungen in Umfangsrichtung

am Sattelhorn iiber die Sattelbreite unter Variation der Bettungszahl des Sattels dargestellt.
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Der Verlauf der Spannungen am Sattelhorn iiber die Sattelbreite verdndert sich bei kleinen
Bettungszahlen (1- 40 N/mm?) zunéchst qualitativ gesehen nicht. Bei weiter steigenden Bet-
tungszahlen ist dann eine Umlagerung der maximalen Spannungen von der Sattelmitte zum
Sattelrand hin zu beobachten. Der Absolutwert der maximalen Spannungen nimmt ebenfalls

mit steigenden Bettungszahlen zu und es ist keine eindeutige Konvergenz zu erkennen.

-20

-=-B= 1Nmm?
-40

-60 —*B= 10 N/mm?

-80

——B = 40 N/mm?
-100

-120 ——B = 100 N/mm?

o¢ [N/mm?]

-140
—>—B = 400 N/mm?3

-160

-180 —e—B = 1000 N/mm?

-200
—B = 10000 N/mm?

-220 i
0 200
Sattelbreite [mm)]

Abb. 4.6: Spannungen in Umfangsrichtung an der Auenseite entlang des Sattelhorns bei un-
terschiedlichen Bettungszahlen fiir den Sattel

Betrachtet man dagegen die liber die Sattelbreite gemittelten Spannungen iiber die entspre-
chenden Bettungszahlen in Abb. 4.7, ist zu erkennen, dass, analog zur vorherigen Betrachtung,
die Spannungen bei kleinen Bettungszahlen zundchst mit steigender Steifigkeit des Sattels zu-
nehmen, dann aber, ab ca. 200 N/mm?, geringfiigig abnehmen und im Weiteren annéhernd kon-

stant verlaufen.
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Abb. 4.7: Entwicklung der tiber die Sattelbreite gemittelten Spannungen in Umfangsrichtung
bei Variation der Bettungszahl fiir den Sattel

Der Vergleich des Verlaufs der gemittelten Spannungen iiber den Umfang in Abb. 4.8 zeigt
weiter, dass bei einer zu weichen Bettung nicht nur die maximalen Spannungen geringer ge-
geniiber einer steiferen Lagerung sind, sondern sich auch der qualitative Verlauf unterscheidet.
Erst ab einer Bettungszahl von 400 N/mm? treten im Verlauf in Umfangsrichtung am Sattel,

bei grofBer werdenden Bettungszahlen, keine Verdnderungen auf.

Die iiber die Sattelbreite gemittelten Spannungen als zu beurteilende Grof3e heranzuziehen ist
auch deshalb sinnvoll, da zusétzlich Spannungsspitzen infolge von Imperfektionen in der Be-
hilter- oder Sattelgeometrie auftreten konnen. Diese Spannungsspitzen werden aber, wie die
Spannungsspitzen bei einer sehr steifen Lagerung, nur in kleinen ortlich begrenzten Bereichen
auftreten und bei Uberschreiten der Fliessgrenze erfolgt dann wieder eine Umlagerung zur
Sattelmitte hin. Solange diese Umlagerung der Spannungen nicht auch ein Fliessen des Materi-
als liber die gesamte Sattelbreite bewirkt, kann man davon ausgehen, dass sich dann der soge-
nannte Shake-Down-Effekt einstellt, der eine Zunahme der plastischen Verformungsanteile bei

weiterer Be- und Entlastung verhindert.
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Abb. 4.8: Uber die Sattelbreite gemittelte Spannungen entlang des Umfangs bei unterschiedli-
chen Bettungszahlen

Fazit

Auf Grundlage dieser Ergebnisse wird in den weiteren Berechnungen zur Beriicksichtigung
einer steifen Lagerung eine Bettungszahl von 600 N/mm? angesetzt. Die Wahl von 600 N/mm?
ist dabei nicht zwingend vorgegeben, da nach Abb. 4.7 mit steigender Bettungszahl der Ein-
fluss der Bettungszahl auf die maximalen Spannungen verschwindet. Lediglich eine zu weiche
Bettung wiirde die Verhéltnisse bei einer starren Lagerung nicht richtig widerspiegeln. Mit ei-
ner Bettungszahl von 600 N/mm? liegt man aber nach Abb. 4.7 auf der sicheren Seite. Zusitz-
lich muss beachtet werden, dass es sich bei den folgenden Spannungsverldufen in Umfangs-

richtung um {iber die Sattelbreite gemittelten Spannungen handelt.



4.4 Verifizierung des Berechnungsmodels

4.4.1 Vergleich mit Berechnungen nach Chouihi

Zunidchst erfolgt ein Vergleich der Spannungen unter Verwendung des beschriebenen DKT-
Elements mit den Spannungen aus einer Berechnung nach Chouihi unter Verwendung des de-
generierten 9-Knoten-Schalenelementes. Hierzu muss gesagt werden, dass in der Berechnung
nach Chouihi im Kontaktelement eine Bettungszahl von 10 N/mm? berticksichtigt wird. In der
eigenen FE-Berechnung ist daher auch eine Bettungszahl von 10 N/mm?® beriicksichtigt wor-
den. Aufgrund der vorangegangenen Feststellungen entsprechen die Absolutwerte der Span-
nungen nicht denen einer starren Lagerung. Die nahezu iibereinstimmenden Verldufe in Abbil-

dung 4.9 bestdtigen dennoch die Eignung der Diskretisierung bei Verwendung des DKT-

Elements.
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Abb. 4.9: Spannungen an der Behélteraussenseite bei Verwendung des DKT-Elementes und
des degenerierten 9-Knoten-Schalenelementes nach Chouihi.
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4.4.2 Vergleich mit Messergebnissen

Zur weiteren Verifikation werden die Berechnungsergebnisse mit Messergebnissen von Duthie
und Tooth [25] verglichen. Die Messergebnisse beziehen sich auf zwei Behélter die sich nur in

der Blechdicke unterscheiden.

3,3/4,67 mm
1410 mm 455 mm
100 mm
[] []
|—| 7320 mm |—|
L J
[ g

Im Rahmen ihrer Versuchsreihe untersuchten Duthie und Tooth verschiedene Sattelformen um
deren Einfluss zu erfassen, wobei hier zum Vergleich nur die Ergebnisse der starren Lagerung
beriicksichtigt werden. Zunichst erfolgt eine Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir den Behil-
ter mit einer Blechdicke von 3,3 mm, wobei in der FE-Berechnung jetzt wieder eine Bettungs-

zahl von 600 N/mm? beriicksichtigt wurde.
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Abb. 4.10: Vergleich der Messergebnisse von Duthie & Tooth [25] mit der FE-Berechnung fiir
t=3,3mm
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Es zeigt sich, dass die Messwerte vor dem Sattelhorn sehr gut mit den berechneten Spannungen
libereinstimmen. Die maximale Spannung am Sattelhorn liegt nach der Messung um ca. 40
N/mm? hoher. Dieser Unterschied kann mehrere Ursachen haben. Zunéchst ist festzuhalten,
dass es sich bei den Spannungen nach der FE-Methode um iiber die Sattelbreite gemittelte
Spannungen handelt und bei den gemessenen um die Spannungen in Sattelmitte. Auf die mog-
liche Variation der Spannungen iiber die Sattelbreite wurde schon in Kapitel 4.1 hingewiesen.
Des weiteren haben Duthie und Tooth schon wéhrend ihrer Untersuchung durch Vergleichs-
messungen an gegeniiberliegenden Sattelhdrnern Streuungen festgestellt, die sie auf Imperfek-
tionen in der Behilterschale oder am Sattel zuriickfithren. Unter Beriicksichtigung dieser As-
pekte kann von einer ausreichend genauen Ubereinstimmung zwischen dem FE-Modell und
diesem Versuchsaufbau ausgegangen werden. Der Vergleich fiir den Behélter mit einer Blech-

dicke von 4,67 mm bestétigt dies.

50 ‘
—FEM
/f.\\
® Messergebnisse
ol Duthie&Tooth —~

ey T
£
E
: l
© .50
S
©
c
(]
o
c
2
S -100
4
N A =1410 mm R=455mm
g
= b =100 mm k1

150 v M Im|

. J L =7320 mm |—|
r
-200
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Umfangswinkel ¢ [°]

Abb. 4.11: Vergleich der Messergebnisse von Duthie & Tooth mit der FE-Berechnung fiir t =
4,67 mm
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4.5 Untersuchungen zur Erfassung einer planméafligen weichen Lagerung

Bei Annahme einer zu weichen Bettung treten erheblich reduzierte Spannungen und ein anderer
qualitativer Verlauf in Umfangsrichtung auf. Will man diese Spannungsreduktion durch eine
planméBig weichere Bettung ausnutzen, wie etwa durch Anordnung einer elastomeren Schicht
zwischen Behiélter und Sattel, sind genaue Angaben iiber die GroBenordnung der Bettung er-
forderlich, da im Bereich niedriger Bettungszahlen mit grolen Differenzen zu rechnen ist. Die
rechnerische Erfassung des Einflusses einer solchen Schicht kann zunéchst nur bedingt auf
Grundlage eines linearelastischen Materialgesetzes erfolgen, da bei weichen Schichten Deh-
nungen in GroBenordnungen von mehreren Prozent auftreten kdnnen. Bei der Betrachtung einer
Last—Verformungskurve einer einachsig belasteten Schicht ist eine deutliche Verfestigung zu

erkennen, welche nicht {iber ein linearelastisches Materialverhalten erfassbar ist.

\

Abb. 4.13: Qualitatives Spannungs-Dehnungsdiagramm einer diinnen elastomeren Schicht

Zur Beschreibung des Materialverhaltens von Elastomeren sind eine Reihe von Materialgeset-
zen formuliert worden, die auf einer Formulierung der Forméanderungsenergiedichte basieren.
Liegt die Formédnderungsenergiedichte als Funktion W in Abhédngigkeit des Verzerrungszu-
standes vor, kann der Spannungszustand o;; durch Differenzieren nach den Verzerrungs be-

stimmt werden.
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Allgemein lautet der Zusammenhang zwischen dem Cauchy’schen Spannungszustand und der

Forménderungsdichte wie folgt:

%=%%¥&i Gl. 4.2
ik
mit
W : Funktion der Forméanderungsdichte
Gj : Cauchy’scher Spannungstensor
Bii, Bik: linker Cauchy-Green-Tensor
J : Jacobi Determinate = det (Bik)”2

Die Formanderungsenergiedichte W wird dabei in einen volumetrischen und einen deviatori-
schen Anteil aufgeteilt. Im volumetrischen Anteil wird die Forménderungsenergie beriicksich-
tigt, die eine Volumenédnderung eines infinitesimalen Elements bewirkt. Der deviatorische An-

teil beriicksichtigt die infolge einer Gestaltinderung gespeicherte Energie.

W=W, +W,_ Gl. 4.3

Fiir den im Rahmen dieser Arbeit vorliegenden Fall einer diinnen Schicht zwischen Behélter
und Sattelkonstruktion wurden im Rahmen zweier Diplomarbeiten [24],[56] Untersuchungen
und Vergleichsberechungen hinsichtlich der Eignung von unterschiedlichen Materialgesetzen
fiir Elastomere oder Schaumstoffe durchgefiihrt. Auf der Grundlage von einachsigen Druck-
versuchen an fiinf Materialien hat sich gezeigt, dass nur Materialgesetze geeignet sind, die eine
Volumenénderung beriicksichtigen konnen, wie zum Beispiel das Materialgesetz von Ogden

[48]oder das Materialgesetz Foam [48] fiir Schaumstoffe.
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Materialgesetz Ogden

Das Materialgesetz von Ogden kann eine auf kleine Volumendehnungen beschriankte Kompres-
sibilitdt beriicksichtigen. Nach dem Materialgesetz von Ogden ergibt sich der deviatorische

Anteil zu

W, = Zz— : {J_?i e 2 +ay)- 3} Gl. 4.4

und der volumetrische Anteil zu
1 2
W, = 4,5~K~(J3 —1] Gl. 4.6

A1, A2 und A3 sind die Hauptdehnungsgrade, J die Jacobi-Determinate des Deformations-
gradienten und K der Kompressionsmodul. Die Koeffizienten p; und o; sind materialabhingige

Konstanten die durch Auswertung von Versuchen bestimmt werden miissen.

Materialgesetz Foam

Das Materialgesetz Foam ist fiir die Berechnung von Schaumstoffen geeignet. Im Gegensatz zu
anderen Materialgesetzen wird die Volumendehnung nicht auf kleine Dehnungen beschrinkt,

womit auch hochgradig kompressible Materialien beriicksichtigt werden konnen.

Die Formédnderungsenergiedichte ist definiert als:

W= Z“' {J3 (s 1y )- } Z”l- —J") Gl 4.7

Der deviatorische Anteil ist identisch mit der Formulierung nach dem Materialgesetz von Og-
den. Im volumetrischen Anteil entféllt gegeniiber Ogden die lineare Verkniipfung der Volu-
mendehnung mit dem hydrostatischen Druck, wodurch die Beschrinkung auf kleine Volumen-
dehnungen entfdllt. Die Bestimmung der materialabhéngigen Parameter erfolgt wieder durch

Auswertung von Versuchen.

Die Anwendung dieser Materialgesetze erweist sich allerdings als schwierig, da zur Ermittlung

der noch unbekannten Materialkoeffizienten Versuche und ein sogenanntes ,,Experimental
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Data Fitting* durchgefiihrt werden muss. Im Rahmen dieses ,,Experimental Data Fitting®™ muss
vom Bediener die Anzahl der zu beriicksichtigenden Reihenglieder und Kiriterien fiir die Er-
mittlung der Materialparameter festgelegt werden. Eine einheitliche Vorgehensweise kann da-
bei nicht angegeben werden, da je nach Material und Belastungssituation verschiedene Anfor-
derungen gestellt werden. Umfangreiche Vergleichsrechnungen im Vorfeld sind daher uner-
lasslich, um auch teilweise unsinnige Ergebnisse auszuschlieBen. Dariiber hinaus kénnen die
Materialkoeffizienten nicht bestimmten Elastomereigenschaften zugeordnet werden und somit

ist eine einfache iiberschldgige Zuordnung nicht moglich.

Um das nichtlineare Tragverhalten einer diinnen Schicht bei moglichst einfacher Formulierung
der mechanischen Eigenschaften dennoch zu beriicksichtigen, wurde im Rahmen dieser Arbeit
ein Materialgesetz entwickelt, welches im Zusammenhang mit der verwendeten Diskretisierung

eine nichtlineare elastische Bettung beriicksichtigen kann.

Nichtlineare elastische Bettung

Das entwickelte Materialgesetz soll fiir diinne elastomere Schichten den Effekt der nichtlinea-
ren Verfestigung beriicksichtigen und gleichzeitig kompressibel sein. Hierzu werden folgende

Annahmen getroffen:

1. In einen infinitesimalen Volumenelement mit der Grundfliche dA und der Hohe der e-
lastomeren Schicht stellt sich in radialer Richtung ein eindimensionaler Dehnungs- und

Spannungszustand ein.

2. Der Zusammenhang zwischen den Dehnungen und Spannungen nach Abb. 4.13 wird be-
schrieben durch:
EO
(1+¢)

"€ Gl. 4.8

Diese Annahmen sind gerechtfertigt, wenn man davon ausgeht, dass zwischen dem Behélter
und der elastomeren Schicht keine Reibkrifte, also nur Krifte in radialer Richtung iibertragen
werden und die Schicht so diinn ist, dass keine nennenswerte Lastausbreitung innerhalb der

Schicht zu erwarten ist.
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Abb. 4.14: Belastungsbild einer diinnen Zwischenschicht unter der Annahme eines einachsigen
Spannungszustandes

Unter den getroffenen Annahmen ergeben sich der Spannungstensor und der Verzerrungstensor

bei einer Beschreibung in den Hauptrichtungen zu:

oS O
oS O

bzw. Gl. 49

oS O O

o)

Il
S © o
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™

Il
S © o
o o o

)
w

Da die Richtung der Hauptspannungen, beziechungsweise die der Hauptdehnungen, im voraus
nicht bekannt ist, muss eine Formulierung des Materialgesetzes so gewdhlt werden, dass sie
gegeniiber einer Drehung des Koordinatensystems invariant ist. Dazu erfolgt zunichst die Be-
schreibung des Zusammenhangs zwischen der Hauptspannung und der Hauptdehnung unter

Bertiicksichtigung der ersten Invariante des Verzerrungstensors zu:

Ilzgm+gyy+gzzzgl+gz+g3 Gl. 4.10

EO
O, =
(1+1))

" &5 Gl. 4.11
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Die Spannungskomponenten in einem gegeniiber den Hauptrichtungen gedrehten Koordinaten-

system ergeben sich zu:

o, O, Ol [cosx]) cosx2) cosx3) (0 0 O] |cosx]) cosyl) cosizl)
o, 0, O.l=cosy]) cosy,2) cosy,3)0 0 0f|cosx2) cosiy,2) cosz.3) GL4.12
o, 0, 0O, [cosz]l) costz2) coskz3) |0 0 &) |cosx3) cosky,3) cosz,3) o

0. 0, 0 | oyeos@nd  oy-cosi3)cosyd) oy cosnd)-cosez)
=0, 0, 0l=|ocosr)cosd)  oycosd oy-cosrd)costz3) Gl 413

yx Yy yzi

0, 0, 0, |0y cosial)costnd) oy cosizl)costyd)  oy-cosezd)

Analog ergeben sich die Verzerrungen nach einer Transformation zu

Eu &y En &,-cosx,3) & -C0s(x,3)-cosy,3) &, -cosx,3)-cosz,3
En €, .78 -cosy,3)-cosx,3) & -cosy,3) & -cosy,3)-cosz,3 Gl. 4.14
&, &, & |&-coszl)-cosly3) & cosiz,3)-cosy,3) &,-cosz,3)

Man erkennt, dass unter der Voraussetzung eines einachsigen Spannungs- und Dehnungszu-
standes zwischen einer Spannungskomponente im gedrehten Koordinatensystem und der
Hauptspannung der gleiche Zusammenhang besteht, wie zwischen der entsprechenden Verzer-
rungskomponente und der Hauptdehnung.Einsetzen dieser Zusammenhénge in Gl. 4.11 liefert

die allgemeine Formulierung in einem beliebig orientierten kartesischen Koordinatensystem:

GXX SXX
GY}' Syy
c E €

7z 0 7z

= : Gl. 4.15

.| (+e,+e,+¢g,) €y
O €,y
c,, €,
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Untersuchungen zur nichtlinearen Bettung

Auf Grundlage des vorgestellten Materialgesetzes zur Beriicksichtigung einer nichtlinearen
elastischen Bettung sind von Diimpelmann in [24] Untersuchungen und Parameterstudien in
Bezug auf horizontale sattelgelagerte Behilter durchgefiihrt worden. Hauptaugenmerk wurde
dabei auf den Einfluss der Zwischenschicht auf die Sattelpressung und damit verbunden auf die
Spannungen in Umfangsrichtung gerichtet. Durch Vergleich der Ergebnisse aus Berechnungen
unter Beriicksichtigung der Materialgesetze Ogden und Foam mit denen nach der nichtlinearen
Bettung, wird zundchst die Eignung der nichtlinearen Bettung zur Beschreibung des Tragver-
halten von diinnen elastomeren Schichten festgestellt. Der Vergleich erfolgt dabei unter Be-
riicksichtigung von Versuchswerten aus [56]. Des weiteren wird ein Zusammenhang zwischen
der nichtlinearen Bettung und einer in Bezug auf die SchnittgroBen in der Behélterwand, sta-

tisch dquivalenten linearen Bettung aufgestellt. Der Zusammenhang lautet:

E,+1

B[N/mm?3]=0,55- ln( j +0,963 Gl. 4.16

Eo, in [N/mm?] eingesetzt, ist der Tangentenmodul im Nullpunkt der Spannungsdehnungslinie
der nichtlinearen Bettung wie sie zum Beispiel in Abb. 4.13 dargestellt ist und d die Schichtdi-
cke in [mm]. Die aus der Formel berechnete Bettungsziffer kann dann im Fall der FE-

Berechnung mit einer Schicht aus Volumenelementen als Sattel, iiber

E
B=— Gl. 4.17
d

bestimmt werden. Fiir den Fall der linearen Bettung werden auf Grundlage einer Parameterstu-
die Formeln zur Bestimmung der zu erwartenden Sattelpressungen aufgestellt. Die Formeln
werden im Rahmen dieser Arbeit in Kapitel 8 vorgestellt. Die Anwendung und Eignung der
Idealisierung als lineare Bettung wird abschlieBend am Beispiel eines schaumstoffartigen und
eines elastomeren Materials mit jeweils einer Schichtdicke von 4 mm gezeigt. Hierzu werden
zundchst die Spannungs-Dehnungslinien, die Schlingloff [56] aus einem einachsigen Druckver-
such fiir zwei Materialien mit den Typenbezeichnungen ZK / CRL und Standardgummi ermit-

telt hat, als nichtlineare Bettung angenéhert.



93

Dehnungen [-]

-0,9 0,8 -0,7 0,6 0,5 -0,4 -0,3 0,2 -0,1 0,0
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! n 0100
/ 0,05
-0,10
/ "
B
-0,15 S
3
C
=}
/ ?
020 8
Z
3
// -0,25 5",u
// — Elastomer ZKCRL -0,30
/ —nichtlineare Bettung mit Eo=0,2N/mm? -0,35
-0,40
Abb. 4.15: Spannungs-Dehnungslinie fiir ZK / CRL
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Abb. 4.16: Spannungs-Dehnungslinie fiir Standardgummi

Fiir das weiche Material zeigt sich bei Wahl eines Tangentenmoduls von 0,2 N/mm? eine sehr
gute Ubereinstimmung. Fiir das steifere elastomere Material kann mit einem Tangentenmodul

von 0,7 N/mm? im Mittel eine gute Ubereinstimmung erzielt werden. Nach dem Zusammen-
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hang aus Gl. 4.16 kann das nichtlineare Tragverhalten der beiden Schichten jeweils durch eine

lineare Bettung idealisiert werden. Fiir die Schicht aus dem Material ZK / CRL ergibt sich:

0,2+1

B,xcr =0,55- ln( j +0,963 =0,3 N/mm3 Gl. 4.18

und fiir die Schicht aus Standardgummi ergibt sich:

0,7+1

By, = 0,55- ln[ j +0963 =05N/mm’ | Gl 4.19

In den folgenden beiden Abbildungen 4.17 und 4.18 sind zur abschlieBenden Uberpriifung der
Idealisierung einer diinnen Zwischenschicht als linear-elastische Bettung die Ergebnisse einer
FE-Berechnung dargestellt. Im Rahmen der FE-Berechnung wurden fiir einen Behélter die
Spannungen in Umfangsrichtung unter Beriicksichtigung der zuvor beschriebenen Zwischen-
schichten aus den Materialien ZK / CRL und Standardgummi ermittelt. Die Beriicksichtigung
dieser Zwischenschichten erfolgte zum einen als nichtlineare Bettung auf Grundlage der Zu-
sammenhénge nach Abb. 4.15 und Abb. 4.16 und zum anderen als idealisierte linear-elastische

Bettung nach Gl. 4.18 und Gl. 4.19.

100,00 T T
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Abb. 4.17: Vergleich der Spannungen in Umfangsrichtung bei Lagerung auf einer Zwischen-
schicht aus ZK / CRL



95

100,00

50,00 [\

\ \
--®--linear gebettet

\ nichtlinear
—_ gebettet
o~
£
£ -~ o
> 000 . {
Z ey _—— %
‘g_ ®
e}
S 50,00 —
o > | _0,7N/mm*-& B = 05N/ mm?
3 0_./‘ o= —1 = =V, mm
E +&
g \ \ \ \

-100,00 —
(72] ’ 1000 mm 1000 mm
8 ] 1
= 200 mm - |

-150,00 ‘ D D ‘ —

. 8000 mm
. k
-200,00 ‘ ‘ ‘ "
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Umfangswinkel ¢ [°]

Abb. 4.18: Vergleich der Spannungen in Umfangsrichtung bei Lagerung auf einer Zwischen-
schicht aus Standardgummi

Fiir den Behilter der auf einer Zwischenschicht aus ZK / CRL gelagert wurde, zeigen sich in
Abb. 4.17 sehr gut {libereinstimmende Spannungsverldufe. Die maximalen Spannungen am
Sattelhorn werden bei der linear-elastischen Bettung etwas hoher ermittelt, womit diese Ideali-
sierung aber auf der sicheren Seite liegt. Fiir den Behiélter auf einer Zwischenschicht aus Stan-

dardgummi ergeben sich analoge Spannungsverldufe wie in Abb. 4.18 zu erkennen ist.
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Kapitel 5 Wertung der bisherigen Verfahren

5.1 Allgemeines

In den vorangegangenen Kapiteln wurden schalentheoretische Losungsansitze, Ndherungsver-
fahren und eine Losung nach der FE-Methode vorgestellt. Daneben wurden die theoretischen
Grundlagen erldutert und die Losung nach der FE-Methode durch Vergleich mit Messergebnis-
sen verifiziert. Hinsichtlich der Handhabung ist das Niherungsverfahren von Zick am ein-
fachsten und wird daher bis in die heutige Zeit angewendet. Eine unrealistische Erfassung der
Beanspruchung wurde allerdings in zahlreichen rechnerischen und messtechnischen Untersu-
chungen festgestellt, was die Frage nach der tatsdchlichen Eignung dieses Verfahrens aufwirft.
Als Grundlage fiir eine differenzierte Beurteilung fiir den Fall einer starren Lagerung bei losem
Kontakt werden in diesem Kapitel zunichst die Ergebnisse nach dem Verfahren von Zick mit
denen nach Krupka, als Vertreter eines schalentheoretischen Ansatzes, und mit denen nach der
FE-Methode verglichen. Dabei erfolgt auch eine Bewertung der Verfahren. Abschliefend er-

folgt ein Ausblick auf das neue Berechnungsverfahren.

5.2 Vergleich d er bisherigen Berechnungsverfahren

Zunichst werden fiir einen Sattelwinkel von 120 © drei Behilter mit Radien von 500, 1000 und
1500 mm betrachtet und dabei die Behilterlinge L variiert. Als Bodenabstand wurde der je-

weilige Behilterradius angesetzt und die Blechdicke nach den Radien gestaffelt.
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Abb. 5.3: Variation der Behélterldnge fiir einen Radius von 1500 mm

Bei der Variation der Behélterldnge ist eine erste Anwendungsgrenze des Verfahrens von Zick
zu erkennen. Unterhalb einer Behélterlinge von 8 R ist bei Zick kaum eine Verdnderung der
maximalen Spannungen zu erkennen, obwohl die resultierende Auflagerkraft bei sinkender
Behilterldnge abnimmt. Dieser Effekt ist aus dem Ansatz fiir die mittragende Schalenbreite
nach Zick zu erkldren. Unterhalb einer Behélterlinge von 8 R wird die mittragende Schalen-
breite gleich der halben Behilterlinge gesetzt, so dass diese sich proportional zur resultieren-
den Auflagerkraft verringert und damit den spannungsreduzierenden Effekt einer sinkenden
Belastung am Sattel aufhebt. Eine Kompensierung dieses offensichtlichen Fehlers wiirde den
Ansatz einer mitwirkenden Breite erfordern, die {iber der tatsdchlichen Behélterldnge liegt. Die
Ansitze fiir die mitwirkende Schalenbreite von Brownell & Young, beziehungsweise von
Mang, stellen in diesem Zusammenhang keine Verbesserung dar. Brownell & Young geben nur
einen neuen Ansatz fiir die mitwirkende Schalenbreite in Bezug auf die Normalkraft an, aus
welcher aber, im Verhéltnis zur Biegebeanspruchung, nur geringe Spannungen resultieren.
Mang berticksichtigt bei seinem Ansatz die Behilterldnge iiberhaupt nicht. Fiir kurze Behélter
ist damit die Idealisierung von Zick grundsitzlich in Frage gestellt. Bei grofleren Behélterlin-
gen zeigen sich bei allen Verfahren eine gleiche qualitative Zunahme der Spannungen, wobei
sich vor allem bei groBen Radien eine relativ gute Ubereinstimmung bei allen Verfahren zeigt.

Bei kleineren Radien liegen die Ergebnisse von Zick generell hoher.



99

Zum weiteren Vergleich wird bei einem Behélter mit dem Radius 1,0 m und der Linge 10 m

der Bodenabstand variiert:
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Abb. 5.4: Variation des Bodenabstandes fiir einen Radis von 1000 mm

Hier zeigen sich sowohl bei dem Verfahren von Zick als auch bei dem Verfahren nach Krupka
Unterschiede zu den Ergebnissen nach der FE-Methode. Die einfache Beriicksichtigung des
Einflusses des Bodenabstandes iiber einen Reduzierungsfaktor und linearer Interpolierung bei
Bodenabstdnden zwischen 0,5 und 1,0 A/R im Verfahren von Zick, spiegelt das Tragverhalten
bei grofler werdenden Abstinden nur ungenau wieder. Unabhéngig von den Absolutwerten der
Spannungen ist zu erkennen, dass der Boden auch tiber die Grenze von 1,0 A/R einen Einfluss
auf das Tragverhalten hat, was im Verfahren nach Zick nicht beriicksichtigt werden kann. In
diesem Zusammenhang stehen auch die Feststellungen von Duthie & Tooth, die bei Behiltern
mit grolen Bodenabstdnden deutliche Unterschitzungen der maximalen Spannungen nach dem
Verfahren von Zick belegen. Die Ergebnisse nach dem Verfahren von Krupka zeigen, dass mit
einem schalentheoretischen Ansatz der Einfluss qualitativ erfasst werden kann. Die Absolut-
werte der Spannungen sind allerdings bei groBBeren Bodenabstinden hoher, als nach der FE-
Methode. Dieser Unterschied kann durch die Annahmen in der Halbbiegetheorie, die den Be-
rechnungen von Krupka zugrunde lag, begriindet werden. Bei geringen Bodenabstdnden ist die
Kreiszylinderschale im Sattelbereich sehr steif und der Bereich der Stérung des Membranspan-
nungszustandes durch die Auflagerpressung ist gegeniiber einer weicheren Konstruktion klei-

ner. Die vernachldssigte Lastabtragung tliber die Biegemomente in Léngsrichtung und die
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Drillmomente bei der Halbbiegetheorie ist deshalb nur bei relativ steifen Schalen zuldssig. Bei
weicheren Konstruktionen, wie im Fall des Behélters mit einem groBem Bodenabstand, machen
sich diese Komponenten bemerkbar, da eine groere Lastausbreitung beriicksichtigt werden
kann. Dies zeigt auch die Erhohung der Steifigkeit durch VergroBerung der Blechdicke, wie sie
in den folgenden Abbildungen dargestellt wird.
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Abb. 5.5: Variation der Blechdicke fir einen Radius von 1000 mm und einem Bodenabstand
von 2000 mm



101

500 ‘ ‘
450 Zick \".
A =250 mm
R =1000 mm
\ —-—- Krupka —
400 ity
—e—FEM I ]
. 350‘ |_| L = 10000 mm |—|
E N | |
Z, 300
© \
S N
© 250 )
€ o
5 200 h
o -
£
& 150 \ - .
100 — -
..... Nb
T
50
0
3 4 5 6 7 ® ) ” '

Blechdicke [mm]

Abb. 5.6: Variation der Blechdicke fiir einen Radius von 1000 mm und einem Boden
abstand von 250 mm

Mit zunehmender Schalendicke nimmt die Differenz zwischen den Ergebnissen nach Krupka
und nach der FE-Methode ab. Dies belegt weiter die getroffene Aussage, dass die Halbbiege-

theorie nur bei steifen Schalen genaue Ergebnisse liefert.

Im Hinblick auf eine optimierte Sattelkonstruktion wird abschlieBend die Sattelbreite variiert.
Nach Krupka und nach der FE-Methode zeigt sich in Abb. 5.7 ein schwicher werdender Ein-
fluss bei steigender Sattelbreite, woraus man schlieen kann, dass ab einer bestimmten Sattel-
breite ein wirtschaftliches Optimum zwischen Sattel- und Behélterkonstruktion erreicht wird.
Im Verfahren von Zick wird der Einfluss der Sattelbreite praktisch nicht erfasst, wodurch die

Ermittlung einer wirtschaftlichen Sattelkonstruktion verhindert wird.
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Abb. 5.7: Variation der Sattelbreite fur R=1000 mm

5.3 Zusammen fassung und Ausblick auf das neue Berechnungsverfahren

Wie in den Vergleichsberechnungen gezeigt wurde, ist das Ndherungsverfahren von Zick nicht
geeignet, das tatsdchliche Tragverhalten des sattelgelagerten Behélters zu erfassen. Die weiter-
gehenden Untersuchungen von Brownell & Young sowie von Mang ergaben keine Verbesse-
rungen, da der Einfluss von Bodenabstand und Behilterldnge auf die maximalen Spannungen

nicht in Frage gestellt wurde und daher auch nicht verdndert wurde.

Der schalentheoretische Ansatz von Krupka ist besser geeignet, dennoch hat sich gezeigt, dass
bei weichen Schalen die Annahmen in der Halbbiegetheorie zu ungenauen Ergebnissen fiihren.
Bei Begrenzung der zuldssigen Spannungen auf Werte weit unterhalb der Streckgrenze wird
sich dieser Fehler nur gering auswirken, da die Schale relativ steif dimensioniert sein wird. Um
wirtschaftlichere Losungen zu erzielen, kann man auch in Betracht ziehen, dass die maximalen
Spannungen am Sattelhorn als Sekundédrspannungen bewertet werden. Der einzuhaltende
Grenzwert flir die Spannungen ist dann zum Beispiel nach dem AD-Merkblatt [1] das zweifa-

che der Streckgrenze und es kommen somit auch weiche Schalen in Betracht.
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Grundlage fiir Bewertung der maximalen Spannungen als Sekundirspannungen muss eine ein-
deutige Bestimmung der auftretenden Beanspruchung sein, die aber mit den bisherigen Berech-
nungsverfahren nicht oder nur mit einem hohen Aufwand moglich ist. Um die Schwachpunkte
der bisherigen Verfahren zu verbessern und gleichzeitig einen einfachen Berechnungsgang zu
gewihrleisten, wird eine vom Prinzip &dhnliche Berechnung wie im Verfahren von Zick ange-
strebt, bei der aber das spezifische Tragverhalten des sattelgelagerten Behilters durch eine

schalentheoretische Betrachtung berticksichtigt wird.

Der Schwachpunkt im Verfahren nach Zick liegt in der Ermittlung der SchnittgroBen und der
Definition der mittragenden Schalenbreite. Diese beiden Probleme kénnen umgangen werden,
wenn zum einen der Kreisring durch einen Schubfluss belastet wird, der nicht aus der Balken-
theorie resultiert, sondern die Schalentragwirkung beriicksichtigt und zum anderen, wenn am
Ersatzsystem Kreisring die kontinuierliche Lagerung der Schale auf dem Sattel beriicksichtigt
wird. Zur Ermittlung des Schubflusses steht mit der verallgemeinerten technischen Biegetheo-
rie ein schalentheoretischer Ansatz zur Verfiigung, der bei ausreichender Genauigkeit ohne

grof3e mathematische Probleme zu l6sen ist.

Zur Beriicksichtigung realistischer Lagerungsbedingungen am Ersatzsystem Kreisring ist die
Betrachtung eines elastisch gebetteten Kreisring sinnvoll und die Losung ist ebenfalls einfach
moglich. Die Schwierigkeit ist, dass der Schubfluss in der Kreiszylinderschale von der Interak-
tion zwischen Sattel und Behélter abhidngt und somit die schalentheoretische Berechnung des
Schubflusses von den Lagerungsbedingungen, die aber am elastisch gebetteten Kreisring be-
riicksichtigt wiirden, abhédngt. Eine Losung, wie diese beiden Berechnungsginge verkniipft

werden konnen, wird im folgenden Kapitel vorgestellt.
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Kapitel 6 Aufbau des neuen Berechnungsverfahren

6.1 Prinzip des Verfahrens

Unter Berlicksichtigung der vorangegangenen Feststellungen in Kapitel 5 wurde im Rahmen
dieser Arbeit ein neues Berechnungsverfahren entwickelt, das die spezifische Tragwirkung des
sattelgelagerten Behélters beriicksichtigt und dabei einfach und nachvollziehbar in der Handha-
bung ist. Das Verfahren gliedert sich in zwei Teilberechnungen und die Lésung erfolgt im all-

gemeinen Fall iterativ.

Im ersten Berechnungsgang erfolgt die Bestimmung eines Schubflusses, der das Tragverhalten
der Behilterschale charakterisiert. Die Berechnung erfolgt auf Grundlage der verallgemeinerten
technischen Biegetheorie. Die Interaktion zwischen Behélter und Sattel wird dabei durch duf3e-
re Fliachenlasten, welche die Sattelpressungsverteilung darstellen sollen, beriicksichtigt. Die
Ansatzfunktion fiir diese Flachenlasten ist zu Beginn der Berechnung frei wéhlbar, da sie im
Laufe der iterativen Berechnung durch den folgenden Berechungsschritt an die tatsdchlichen

Gegebenheiten angepasst wird.

Im zweiten Berechnungsschritt wird ein elastisch gebetteter Kreisring mit dem im ersten Schritt
berechneten Schubfluss in der Zylinderschale belastet und geldst. Aus dieser Berechnung erhilt

man eine neue verbesserte Sattelpressung und die Schnittgrofen in Umfangsrichtung.

Durch Vergleich der neuen Sattelpressung mit der in der schalentheoretischen Losung Ange-
setzten kann beurteilt werden, ob ein erneuter Berechnungsgang erforderlich ist. Im Optimalfall
wird zu Beginn der Berechnung eine so genaue Sattelpressung angesetzt, dass auf eine Iteration

verzichtet werden kann.
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Die prinzipielle Vorgehensweise ist nachfolgend als Leitfaden fiir die folgenden ausfiihrlichen

Erlduterungen in Form eines Flussdiagramms dargestellt.

Idealisierung des Pressungsansatz zu ————————————
sattelgelagerten Behalters Beginn der Berechnung

v v

Aufstellen von Lésungsansatzen fur die DGL der VTB

Y

Aufstellen von Rand- und Ubergangsbedingungen zur
Bestimmung der noch unbekannten Koeffizienten in den
Ldsungsansatzen

v

Lésung des Gleichungsystems flr jede
Einheitsverwdlbung und Ermittlung des J h Verand
Schubflusses in der Kreiszylinderschale am © na(C:jer l:zerignerung
Sattelrand Sattelpressung im
Vergkleich zum
¢ vorherigen
Pressungsansatz ist
Berechnung an einem elastisch gebetteten Kreisring ein erneuter
der durch den Schubluss nach der VTB belastet wird. Durchlauf mit der
neuen
Berlicksichtigng der kineamtischen Randbedingungen Sattelpresgung
infolge der Sattelkonstruktion durch Wahl einer erforderlich
geeigneten Bettungsziffer A

SchnittgrélRen in
Umfangrsichtung

neue Sattelpressung

FEine Zusammenfassung aller aufzustellenden Gleichungen fiir die einzelnen Berechungsschritte

befindet sich fiir die Félle einer starren und weichen Lagerung im Anhang dieser Arbeit.



106

6.2 Idealisierung des sattelgelagerten Behiilters

Die Umsetzung des statischen Problems des sattelgelagerten Behilters in die verallgemeinerte
technische Biegetheorie erfordert zunédchst eine Idealisierung des Systems. Die Idealisierung
betrifft den Behdlterboden und den Sattel. Am Beispiel eines einfachen Behilters auf zwei
Satteln soll die Idealisierung des Problems erldutert werden. Die Geometrie des Behélters wird

iber die folgenden Parameter festgelegt:

R Radius bezogen auf die Schalenmittelflédche

t Blechdicke
L Liange der Kreiszylinderschale
H Tiefe des Bodens
A Abstand des Bodens von der Mitte des Sattels
b Sattelbreite
9 SattelumschlieBungswinkel
Q resultierende vertikale Last pro Sattel
H A4 A H
R
b b
L L J
N 1

Abb. 6.1: Behilterparameter

In Kapitel 5 wurde festgestellt, dass der Boden eine aussteifende Wirkung auf die Behélter-
schale hat und entsprechend beriicksichtigt werden muss. Eine genaue Abbildung der Boden-
geometrie ist im Rahmen der verallgemeinerten technischen Biegetheorie nicht moglich. Kon-
zentriert man sich auf die Betrachtung des Sattelbereichs, kann die aussteifende Wirkung des
Behilterbodens auch durch ein dehnstarres Schott an entsprechender Stelle beriicksichtigt wer-

den. In der verallgemeinerten technischen Biegetheorie ist dies gleichbedeutend mit einer Ver-
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hinderung der Verformungen v(x,¢) und w(x,p) im Bodenbereich. Eine entsprechende Ideali-
sierung wurde auch von Krupka durchgefiihrt und Vergleichsberechnungen auf Grundlage der
FE-Methode haben gezeigt, dass diese Vereinfachung zuldssig ist, wenn das dehnstarre Schott
bei Klopperboden nach [5] bei 2/3 der Bodentiefe angesetzt wird. Unter Ausnutzung der

Symmetriebedingungen wird der Behélter dann in drei Abschnitte aufgeteilt:

Q
A3 2
4 y /4
/l A /]

Abb. 6.2: Aufteilung des Behilters in drei Bereiche

mit
L, =EH+A—E
3 2
L,=b Gl. 6.1
L, ZE_A_E



108

Die Belastung infolge einer Fliissigkeitsfiillung wirkt in radialer Richtung und wird im Fall der

Vollfiillung tiber

qp =Yg " R-(1+coso) Gl. 6.2

beschrieben. Die Belastung infolge Eigengewicht wirkt in vertikaler Richtung und miisste fiir
die Anwendung auf die verallgemeinerte technische Biegetheorie in ihre radial und tangential
wirkende Anteile aufgeteilt werden. Fiir die Betrachtung des maBgebenden Falls der Vollfiil-
lung kann das Eigengewicht auch iiber den hydrostatischen Druck der Fliissigkeit mit bertick-
sichtigt werden, indem eine zum Gesamtgewicht dquivalente spezifische Fliissigkeitswichte
angesetzt wird. Dieser, die Berechnung vereinfachender Schritt ist mdglich, da der Lastfall Ei-
gengewicht stereostatisch dquivalent zum Lastfall Vollfiillung durch eine Fliissigkeit ist. Die

dquivalente Fliissigkeitswichte ist dann:

Qn+Q
Yo = r T YeG

S mR(L, +L,+L,) al.6.3

mit Qg als resultierendes Gewicht der Fliissigkeit und Qgg als resultierendes Eigengewicht

jeweils pro Sattel.

6.3 Pressungsansatz zu Beginn der Berechnung

Die geometrischen Randbedingungen im Bereich des Sattels werden zunéchst nicht beriick-
sichtigt und dafiir eine am Anfang beliebige Sattelpressung auf den Behilter als dulere Belas-
tung qp angesetzt. Die Verteilung der Reaktionskrifte in Léngsrichtung wird als konstant an-
genommen und die Verteilung in Umfangsrichtung kann unter Beachtung der Symmetrie als
beliebig angenommen werden. Die einzige Bedingung die erfiillt sein muss ist, dass die resul-
tierende Kraft in vertikaler und horizontaler Richtung mit der resultierenden Kraft infolge Ei-
gengewicht und Wasserfiillung im Gleichgewicht steht.. Durch einen gegeniiber der vertikalen
Achse symmetrischen Ansatz wird das Gleichgewicht in horizontaler Richtung gewdhrleistet.

Fiir das Gleichgewicht in vertikaler Richtung muss daher folgende Bedingung erfiillt werden:

9,/2

2 [qp-cos-b-R-dp=Q mit Q=Qy, +Qy Gl. 6.4

0

Die auf den Behilter einwirkenden duBBeren Lasten konnen damit entsprechend Abb. 6.3 ange-

setzt werden.
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Jr :R’VaF '(1+COS(P)

(p

Abb. 6.3: Belastungsbild des Behilters

Der Fehler, dass das Gewicht des Bodens iiber die Gesamtldnge verschmiert angesetzt wird,
kann in der Regel vernachléssigt werden, da das Eigengewicht des Bodens im Verhéltnis zu

den iibrigen Lasten sehr klein ist.

6.4 Losungsansiitze fiir die Differentialgleichung der VTB

Zur Berechnung des Schubflusses nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie muss
fiir jeden Bereich nach Gl. 2.68 eine Reihe von entkoppelten Differentialgleichungen 4. Ord-
nung geldst werden. Aufgrund des Lastansatzes nach Abb. 6.3 tritt nur eine Belastung in radi-

aler Richtung auf und die zu 16senden Differentialgleichungen haben nach Gl. 2.68 die Form:

) a4](\/ aZkV
Z[Ekc 8X4(X) —GkDT(X)'i_kBkV(X)quZJ Gl. 6.5

k=1



110

Die Funktion kV(x) in GlL. 6.5 ist die, zu einer bestimmten Einheitsverwolbung zugeordnete,
Verformungsfunktion. Im Fall der Kreiszylinderschale sind die Einheitsverwdlbungen die
Kreisfunktionen R-coske und R-sinke, wobei in diesem Fall aufgrund der Symmetrie in Um-
fangsrichtung nur die Kosinus-Terme beriicksichtigt werden miissen. Fiir die in Abb. 6.2 fest-
gelegten drei Bereiche miissen drei Verformungsfunktionen bestimmt werden deren Verlauf

entlang des Behilters in der folgenden Abb. 6.4 festgelegt wird.

kV] (x) sz(X) kV3 (x)
- o — -
Q
A A A
/ [/ l/ I/
/! /| /] /]
L1 Lz L3

Abb. 6.4: Verformungsfunktionen iiber die Behélterlinge

Nach Kapitel 2.5.3.5 ergeben sich dann fiir die Reihenglieder in Gl. 6.5 ,welche den Einheits-

verwdlbung u=cos-k¢ zugeordnet sind, die folgenden Losungsansitze mit

B G*D “B G*D
o= — + - und PB= — = — .
4.E*C 4-E*C 4.E*C 4-E*C

fiir Bereich  mit 0<x<L,:

1

q 4 2
lVl(x)=m‘x +C,-x’+C, x> +C, -x+C,

le (x)=e"" ‘(Cl -cos(B-x)+ C, -sin(B‘X))+ e " -(C3 'COS(B'X)+ C, -sin([3-x))+l;—(}:131

mit kql:—iﬁyﬁF-R-(l—i-coscp)-kz-R-cosk(p-d(p
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fiir Bereich 2 mit 0<x<L,:

1

1 q 4 3 2
Vz(x):24_E21C-x +Cs-x"+C,-x"+C, -x+C4

“V,(x) =e** -(C5 -cos(B . x)+ C, -sin(B . x))+ e " -(C7 -cos(B . x)+ C, -sin(B . x))+ki];

mit qu:—:ﬁ(yéF-R-(1+coscp)+qp)-k2-R-cosk(p-d(p

fiir Bereich 3 mit 0<x<L,:

1

q;
24-E'C

1V3(X)= 'X4+C9'X3+C10'X2+C11~X+C12

kV3 (x)=¢*" -(C9 -cos(B . x)+ Cy -sin(B . x))+ e " -(C11 ~cos(B . x)+ C,, ~sin(B . x))+k;.]§

mit kq3=—£‘3yﬁF-R-(l+coscp)-k2-R-cosk(p~d(p

6.5 Rand- und Ubergangsbedingungen

In den Losungsansitzen in Kapitel 6.3.1 treten insgesamt die 12 unbekannten Konstanten C,;
bis Cy, auf, die aus Rand- und Ubergangsbedingungen bestimmt werden miissen. Entscheidend
fiir die Losung ist dabei, dass die Rand- und Ubergangsbedingungen sich unabhingig von der
Art der Einheitsverwdlbung formulieren lassen. Im Fall der sattelgelagerten Kreiszylinder-

schale ist dies moglich, unter der Annahme, dass der Boden ein aussteifendes Schott darstellt.

Der Boden behindert eine Verschiebung in radialer und tangentialer Richtung. Bei Betrachtung
des Bodens als ein dehnstarres queraussteifendes Schott werden diese Verschiebungen ganz

verhindert, so dass am linken Rand in Abb. 6.5 die Verschiebungen null sein miissen.
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linker Rand mit queraussteifendem Schott

‘ V. (x)
Q
/4 y V 4
/l / / /|
L, L L,

Abb. 6.5: Linker Rand mit queraussteifendem Schott

Nach GI. 2.52 bestimmen sich die Verschiebungen in radialer und tangentialer Richtung zu:

o0

v(x,¢)= _%Z kv(x).M

0P
Gl. 6.6 (a,b)
1 X K 8Zku((l))
9 = V : .
) 30 V)

Da in der Differentialgleichung Gl. 6.5 nur noch die Verformungsfunktion auftritt, ist die Be-

dingung, dass die Verformungen in Gl. 6.6 am linken Rand null sein miissen, erfiillt, wenn die

Verformungsfunktion an der entsprechenden Stelle zu null wird

*V,(0)=0 Gl 6.7

Am linken Rand kann ebenfalls durch die Betrachtung des Bodens als ein dehnstarres und ge-

lenkig angeschlossenes Schott, am Rand in der Kreiszylinderschale keine Normalspannung Gy

auftreten, womit die SchnittgroBen My und Ny ebenfalls null sein miissen. Die Schnittgroen

iiber die Verformungsfunktion und die Einheitsverwolbung ausgedriickt sind nach GI. 2.79:

0

2
oV
N, =E-t- E T(X)-ku((p) Gl. 6.8

und

K <« P V(EX) v
M =—) k¥ | —H 4+~ {1-k* V() | . Gl. 6.9
. RZ [ - R( Fv Fuge)
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Da die Verformungsfunktion iiber die erste Randbedingung in Gl. 6.7 schon zu null gesetzt

wurde, ergibt sich die zweite Randbedingung zu:

0"V, (0)

=0, Gl. 6.10

Im Ubergang von Bereich 1 zu Bereich 2 in Abb. 6.6 lassen sich zunichst geometrische Uber-

gangsbedingungen hinsichtlich der Verschiebungen und deren Ableitungen bestimmen.

Ubergang von Bereich 1 zu Bereich 2

V(%) k\/z‘X)
D —i

Q
V y v y
/ A4 /]

L, L L,
Abb. 6.6: Ubergang von Bereich 1 zu Bereich 2

Aus der Forderung, dass im Ubergang kein Sprung oder Knick bei den Verschiebungen in radi-
aler und tangentialer Richtung auftreten konnen, ergeben sich unter Beriicksichtigung von GI.

6.6 die Bedingungen:
“V,(L,)="V,(0) Gl. 6.11

0 “Vi(L)) _ 2 "V,(0)
Ox Ox

Gl. 6.12

Mit der zweiten Bedingung ist auch die Kontinuitdt der Verschiebungen in Léngsrichtung im
Ubergang gewihrleistet. Die Stetigkeit der ersten Ableitung der Verschiebungen in Langsrich-
tung wird mit Gl. 2.52 durch die Bedingung

O**V,(L,) _8**V,(0)

Gl. 6.13
ox’ ox*
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erreicht. Mit diesen Bedingungen sind auch gleichzeitig die Forderungen nach der Stetigkeit im
Verlauf der SchnittgroBBen Ny , My , My, , My, und Q, erfiillt. Mit Gl. 2.79 wird durch die Be-
dingung

ML) _ (L)

. 5 Gl. 6.14
X X

die Forderung nach der Stetigkeit im Verlauf der SchnittgroBen Q, und Ny, erfiillt. Lediglich
die Stetigkeit der Normalkrifte liber die Umfangsrichtung N, kann nicht erfiillt werden. Dies
ist auch iiber, die der verallgemeinerten technischen Biegtheorie zu Grunde liegenden Annah-
me zu erkldren, dass die Dehnungen der Schalenmittelfliche in Umfangsrichtung zu null ge-
setzt werden. Durch diese Annahme ist kein Zusammenhang zwischen der Verformung der
Schalenmittelfliche und der Normalkraft N, gegeben und es kann bei entsprechender Belas-
tung zu Spriingen im Normalkraftverlauf kommen. Auf daraus folgende Problematiken bei der

Beurteilung der Ergebnisse wird in Kapitel 6.4 eingegangen.

Im Ubergang von Bereich 2 zu Bereich 3 in Abb. 6.7 ergeben sich analog folgende Ubergangs-
bedingungen:

Ubergang von Bereich 2 zu Bereich 3

V2 (0 W)

~~~~~~~ —Op b ————— ]

y y Y y

/ VI /l
L L, L,

Abb. 6.7: Ubergang von Bereich 2 zu Bereich 3

‘ v, (Lz ):k \A 0)

0 "V,(L,) _ 2 "V,(0)
Ox Ox

Gl. 6.15 (a-d)
0’ V,(L,) _ 0**V,(0)
x> ox

SV, (L,) _ 3V, (0)
ox’ ox’
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In der Symmetrieachse des Systems in Abb. 6.8 miissen die Verschiebung in Léngsrichtung

und die Ableitungen der Radial- und Tangentialverschiebungen zu null werden.

rechter Rand = Symmetrieachse des Behélters

kV3(X)
......... —_——— = = ]
Q
4 /A /4 y
/l N /1
L1 Lz L3

Abb. 6.8: Rechter Rand mit Symmetrieachse des Behélters

Diese Bedingung wird aus Gl. 2.52 iiber

0 "Vy(Ly) _
Ox

0 Gl. 6.16

erfillt. Als letzte Randbedingung ergibt sich ebenfalls aus Symmetrieliberlegungen, dass die
Querkraft Qy in der Symmetrieachse zu null gesetzt werden muss, womit sich die letzte Rand-

bedingung aus GI. 2.79 ergibt zu :

V(L) _

=0 Gl. 6.17
X

Die aufgestellten Randbedingungen entstanden aus Uberlegungen zur Geometrie der verform-
ten Kreiszylinderschale und den SchnittgroBenverldufen nach der Schalentheorie. Da die Diffe-
rentialgleichung nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie analog zu der des elas-
tisch gebetteten Balkens ist, kdnnen die Randbedingungen auch durch Uberlegungen an einem
solchen Balken bestimmt werden. Der Boden muss dazu als ein vertikales Auflager betrachtet
werden und die Symmetrieachse als eine eingespannte vertikale Fiihrung. In Abb. 6.9 ist dazu
das zu einem Behélter dquivalente statische System eines elastisch gebetteten Balkens darge-

stellt.
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“V,(0)=0 “Vi(L;)=0
kV1”(0) =0 - VI'(L;) =0

\\I¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢I|\Z

A S HEEEEEEEEEEEEEEEN

PN ]

SVIL)=FV, (00 VIL)=FV5(0) Vo (Ly)="V3(0) V()= VE(0)
FVIL)="VE(0) V)= VE(0) VIA)EVI0)  VI(L,)="VI0)
4 4 I/ I
/! A7 |

L, L, L,

Abb. 6.9 : Aquivalentes Ersatzsystem zur Bestimmung der Randbedingungen

6.6 Schubfluss in der Kreiszylinderschale nach der VI'B

Nach Losen der Differentialgleichungen in Gl. 6.5 kénnen alle Verformungen und Schnittgro-
Ben iiber die Verformungsfunktionen und die Einheitsverwdlbungen bestimmt werden. Durch
die Auflagerpressungen im Bereich des Sattels wird der Membranspannungszustand in der
Kreiszylinderschale gestort und es treten Biegemomente auf. Die Grofe dieser Momente ist
direkt abhingig von der Verteilung der Auflagerpressungen, welche wiederum abhéngig ist von
den kinematischen Randbedingungen durch den Sattel und der Steifigkeit des Behélters. Da in
der verallgemeinerten technischen Biegetheorie nur kinematische Randbedingungen bertick-
sichtigt werden konnen, die fiir den gesamten Kreisquerschnitt gelten, hingt die Genauigkeit
der Ergebnisse von der angesetzten Auflagerpressung ab. Im Rahmen dieses Losungsverfah-
rens soll deshalb die Losung des Schalenproblems mit Hilfe der verallgemeinerten technischen

Biegetheorie nur zur Erfassung des Tragverhaltens seitlich des Sattels dienen.
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Der Einfluss der Sattellagerung auf die Schnittgroflen in Umfangsrichtung wird im folgenden
Berechnungsschritt durch Betrachtung des Behilters liber dem Sattel als elastisch gebetteter
Kreisring erfasst. Als Belastung des Kreisrings wird neben dem hydrostatischen Druck der
Fliissigkeit im Ring, der Schubfluss in der Schalenmittelfliche aus der verallgemeinerten tech-
nischen Biegetheorie angesetzt. Um das Tragverhalten seitlich des Sattels zu erfassen reicht die
ausschlieBliche Betrachtung des Schubflusses aus, da infolge einer lokalen Lasteinleitung auf
eine Schale die Querkrifte sehr schnell abklingen und die Drillsteifigkeit keinen wesentlichen

Einfluss hat.

Abb. 6.10: Schubfluss in der Kreiszylinderschale

Der Schubfluss in der Schalenmittelfliche nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie
kann {iber GI. 2.79 berechnet werden. Da fiir den hier vorliegenden Fall nur die Einheitsver-
wolbungen mit den Kosinus-Termen beriicksichtigt werden miissen, kann Gl. 2.79 in folgender

Form angegeben werden:

Nw=2

k=1

Oj(E'kt;R-amvfx))-k-R-sink(p Gl. 6.18

Das erste Reihenglied in Gl. 6.18 entspricht dabei dem Schubfluss nach der Balkentheorie fiir
diinnwandige Rohrquerschnitte. Damit ist auch gewdhrleistet, dass die vertikale Last seitlich
des Sattels vollstindig beriicksichtigt wird. Die weiteren Glieder ergeben sich aus der Stérung
des Membranzustandes. Hinsichtlich des Ortes an dem der Schubfluss bestimmt wird, sind
Uberlegungen hinsichtlich des Berechnungsaufwandes und hinsichtlich der Berechnungsge-

nauigkeit erforderlich. Je geringer der Abstand vom Sattelrand gewidhlt wird, um so realisti-

scher ist im folgenden Berechnungsschritt die isolierte Betrachtung des Behélterabschnitts im
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Sattelbereich als elastisch gebetteter Kreisring. Grundsétzlich muss bei der Berechnung des
Schubflusses direkt am Sattelrand, gegeniiber einer Berechnung in einer gewissen Entfernung
vom Sattelrand, eine héhere Anzahl von Einheitsverwdlbungen beriicksichtigt werden. Eine
zusitzliche Problematik entsteht am Sattelrand durch die Annahme, dass die Umfangsdehnun-
gen in der Schalenmittelfliche zu null gesetzt werden. Diese Annahme hat zu Folge, dass im
Sattelbereich die Auflagerpressung in erster Linie in Umfangsrichtung in die Schale eingeleitet
wird. Dies macht sich in der Losung durch eine Konzentration der Normalkréfte in Umfangs-
richtung auf den Behélterbereich iiber dem Sattel bemerkbar. Ein Mitwirken des Behélters seit-
lich des Sattels wird nicht beriicksichtigt, was auch deutlich am Sprung im Normalkraftverlauf

in Langsrichtung beim vergleichbaren Fall in Kapitel 2 Abbildung 2.22 zu erkennen ist.

Diese nicht der Realitit entsprechende Konzentration macht sich auch im Schubfluss direkt am
Sattel bemerkbar und wiirde bei einer Belastung des elastisch gebetteten Kreisrings zu hohe
SchnittgroBen in Umfangsrichtung hervorrufen. Um diesen Fehler in der verallgemeinerten
technischen Biegetheorie auszugleichen, muss der Schubfluss in einem bestimmten Abstand
vom Sattelrand betrachtet werden. Dieser Abstand muss moglichst klein sein, um das Ergebnis
der Berechnung am elastisch gebetteten Kreisrings nicht zu verfélschen, aber auch ausreichend
grof3, damit die Storung infolge der Unstetigkeit im Normalkraftverlauf abgeklungen ist. Ver-
gleichsberechnungen haben gezeigt, dass der Abstand in erster Linie abhédngig ist vom Radius
der Schale und der Art der Lagerung. Fiir den Fall der starren Lagerung wird entsprechend

Abb. 6.11 als Abstand

4
CSstarr = ' R Gl 619
100
und fiir den Fall einer weichen Lagerung
3
Cs weich — ‘R Gl 620
100

angesetzt. Der resultierende Schubfluss bei Betrachtung der beiden Sattelrdnder bestimmt sich

unter Berticksichtigung der Vorzeichenregeln nach Gl. 6.18 zu:

“(E-t-R* (’*V,(L,—cs) &°*V,(cs) .
N = . 1 — 3 -k -sink 1.6.21
res XQ k=1£ ( 8X3 8X3 (P G 6
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NX(/, (L]-CS) Nx(p (L1+L2+CS)

-— - - - - - -
“— - - - - < -

—

cs (&)

Abb. 6.11: Orte zur Bestimmung des Schubflusses in der Behilterschale

6.7 Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring

Der aus der vorangegangenen Berechnung resultierende Schubfluss in GI. 6.21 wird im zweiten
Berechnungsschritt als duBlere Belastung auf einen elastisch gebetteten Kreisring angesetzt. Die
Geometrie des Kreisrings entspricht dabei der tatsdchlichen Geometrie des Behilters zwischen

den Schnitten, die durch Gl. 6.19 beziehungsweise durch Gl. 6.20 festgelegt werden.

N. nachGl.6.21

res - XQ

Abb. 6.12: Elastisch gebetteter Kreisring mit Schubfluss
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Da die elastische Bettung nur im Bereich des Sattels beriicksichtigt werden soll, erfolgt die

Losung liber zwei Bereiche.

Fiir den ersten Bereich oberhalb des Sattels wird die Differentialgleichung Gl. 3.10 fiir den ein-

fachen Kreisring nach Kapitel 3.1 angesetzt.

Bereich 1
92<p<n-9/2

Abb. 6.13: 1. Bereich des elastisch gebetteten Kreisrings

4

4 2 4
04222 s w, (g) = (Cra(@)+ [ @) do Gl.6.22
09 ¢ El

Die Belastung q(¢) ist dabei der hydrostatische Druck der verbleibenden Fliissigkeit innerhalb

des verbleibenden Kreisrings.

q(@) =74 -R-b-(I+cose) Gl. 6.23

Die Belastung n(@) ist der Schubfluss nach Gl. 6.21 aus der Berechnung nach der verallgemei-

nerten technischen Biegetheorie.

(E-t-R? (0 V(L, - o’V .
Il(([))=2( k2 [ la(X; CS)_ 8;3((:5)]}.1(.31111((') Gl. 6.24

k=1
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Fiir die weitere Berechnung muss dieser integriert werden und ergibt sich dann zu

2 (_E.t-RZ _[63“V1(L1 —cs) "M V,(L, +L, +cs)

do = -cosk 1. 6.25

Die durch die Integration zu beriicksichtigende Integrationskonstante ist dabei schon in der
Differentialgleichung 6.22 beriicksichtigt. Der Losungsansatz fiir den ersten Bereich lautet

dann nach Kapitel 3.1 :

w, (@)= C,-cos@+C,-sing+C;-¢-coso+C,-@-sinp+ C,

R* 0*'V,(L,—cs) 0’'V,(cs 1
— E(EtRZ( 1( 1 )_ 33( ) +YanR .g.(pz.cos(p

ox ox Gl. 6.27
3k _ 3k
0 VI(L31 cs) 0O V33(cs) coske
R* & ) Ox ox
+ _.ZE.t.R . - -
EI k=2 k _2'k +1

Fiir den zweiten Bereich nach Abb. 6.14, der durch den Sattel begrenzt ist, wird die Differenti-
algleichung fiir den elastisch gebetteten Kreisring nach Gl. 3.15 angesetzt:

Bereich 2
92> ¢>-9/2

Abb. 6.14: 2. Bereich des elastisch gebetteten Kreisrings
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4 2 4 4
) w24(<P)+2.6‘ W2§®)+(1+£)'W2(@)=R—
op op EI EI

-(c +q(e)+ J‘ n((p)j Gl. 6.28

Die Belastungsterme entsprechen denen des einfachen Kreisrings und nach Kapitel 3.2 ergibt

sich folgender Losungsansatz:

w,(p)= e"?-(C,-cosPe+C, -sinfe)+e*-(Cq-cosBo+C,-sinBo)+C,,

V(L —cs) " Vi(cs) cosko
N R_4 yéF‘b‘R-coscp_FiE.t_Rz. ox’ ’
k=1

4
El BE11{ k' —2-k*+1+

) \/ /EI+B-R4 1 \/ EI+B-R* 1
mit o0 =4[,/ —— —— und B =4[, —— +—
4E1 2 4EI1 2

Gl. 6.29

B-R*

Zur Bestimmung der noch Unbekannten zehn Konstanten reicht bei entsprechender Beriick-
sichtigung der Symmetrieeigenschaften die Betrachtung des halben Kreisrings nach Abb. 6.15
aus. Beriicksichtigt man nur die Verformungen in radialer Richtung w(¢) und die mit ihr nach
Gl. 3.1, beziehungsweise fiir den elastisch gebetteten Kreisring unter Beachtung von Gl. 3.14,
zusammenhédngenden SchnittgréoBen N(¢), Q(¢) und M(¢@), konnen die folgenden Randbedin-
gungen in den Punkten nach Abb. 6.15 aufgestellt werden:
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oberer Scheitelpunkt

Ubergang Bereich
zu Bereich 2

unterer Scheitelpunkt

Abb. 6.15: Halber elastisch gebetteter Kreisring
Am unteren Scheitelpunkt (¢ = 0):

ow,(0) _

0 ; 0)=0. . 6.
Jo Q,(0) Gl. 6.30 (a,b)

Im Ubergang vom elastisch gebetteten zum einfachen Kreisring (¢ = 9):

ow,(8/2) _ow,(8/2)

w,(8/2)=w,(8/2) ;

o o
Gl. 6.31 (a-e)
M,(8/2)=M,(8/2) ; Q(8/2)=Q,(8/2) ; N,(8/2)=N,(8/2)
Am oberen Scheitelpunkt (¢ = m):
ow
% =0 ; Q(m)=0. Gl. 6.32 (a,b)

Diese neun Randbedingungen reichen nicht aus, so dass zusétzlich Bedingungen iiber die Tan-
gentialverformungen beriicksichtigt werden miissen. Unter der Annahme, dass die Dehnsteifig-
keit gegeniiber der Biegesteifigkeit unendlich grof ist, kann die Verschiebungsfunktion in tan-

gentialer Richtung durch Integration der Radialverformungen nach GI. 3.5 bestimmt werden zu
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w(<p)=—jwl(cp>d<p+c”
Gl. 6.33 (a,b)
v,(p) = _jwz((P) do+ C,

Durch die Integration tritt pro Bereich eine zusétzliche Unbekannte auf, aber es lassen sich be-
ziiglich der Tangentialverformungen drei unabhingige Rand- und Ubergangsbedingungen for-

mulieren:
v,(0)=0 v,(8/2)=v,(8/2) v,(n)=0 Gl. 6.34 (a-c)

Zur Losung des im Sattelbereich elastisch gebetteten Kreisrings stehen somit fiir die 12 Unbe-
kannten Konstanten C; — Ci, in den Gleichungen G1.6.27, GI. 6.29 und GI. 6.33, mit den Glei-
chungen Gl. 6.30, Gl. 6.31, Gl. 6.32 und Gl. 6.34 12 Rand- und Ubergangsbedingungen zu
Verfligung.

6.8 Wahl der B ettungsziffer

Die Interaktion zwischen Behélter und Sattel wird in der Berechnung am Kreisring durch die
elastische Bettung berticksichtigt. Die Wahl der Bettungszahl hat dabei je nach Problemstellung
entscheidenden Einfluss auf die Ergebnisse. Um realistische Ergebnisse zu erzielen, muss in
der Bettungszahl nicht nur die Steifigkeit der Sattelkonstruktion beriicksichtigt werden, sondern
auch das Steifigkeitsverhiltnis von Behélter und Sattel. Bettungszahlen fiir Beton im Bereich
von 1000 kN/cm?, wie sie zum Beispiel Schleicher [60] vorschlégt, liefern in der Regel ein zu
steifes System. Dies ist vor allem deutlich an dem Verlauf der Sattelpressung erkennbar, wenn
unterhalb des Sattelhorns neben hohen Druckspannungen auch signifikante Zugspannungen
auftreten. Die exakte Herleitung einer Bettungszahl, welche die realen Steifigkeitsverhdltnisse
beschreibt, ist nur bedingt moglich. Da bei der elastischen Bettung auch Zugkréfte aufgenom-
men werden und damit eine Einspannung am Sattelhorn erzeugt werden kann, muss in der
Bettungszahl sowohl das Steifigkeitsverhéltnis gegentiber einer Verschiebung als auch das Stei-
figkeitsverhiltnis gegeniiber einer Verdrehung erfasst werden. Die Steifigkeit der Kreiszylin-
derschale kann zwar ohne weiteres durch Ansatz einer Einzellast oder eines Einzelmoments mit
Hilfe der verallgemeinerten technischen Biegetheorie bestimmt werden, aber durch Variation
der Bettungsziffer kann immer nur ein Steifigkeitsverhéltnis exakt abgebildet werden. Fiir den

Fall einer losen Lagerung auf einem starren Sattel hat sich auf Grundlage umfangreicher Ver-
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gleichsberechnungen gezeigt, dass bei Wahl einer streckenbezogenen Bettungsziffer in Abhén-

gigkeit vom Radius nach der Formel

B =30

eB

‘R [mm] Gl. 6.35

mm’

ein Mittelwert erzielt wird, der sowohl im Pressungsverlauf als auch im Schnittgréenverlauf

realistische Ergebnisse liefert.

Im Fall einer weichen Lagerung, wie sie in Kapitel 4 beschrieben wurde, kann zunichst die

Idealisierung der nichtlinearen Bettung als linear elastische Bettung nach Gl. 4.16

E,+1

B=0,55- ln( j 10963 [N/mm’] Gl. 6.36
tibernommen werden . Die Bettungsziffer nach Gl. 6.36 muss fiir die Berechnung am elastisch
gebetteten Kreisring noch in eine streckenbezogene Bettungsziffer umgerechnet werden, was

durch Multiplikation mit der Sattelbreite erfolgt.
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Kapitel 7 Starre Lagerung bei losem Kontakt

7.1 Allgemeines

Zur Uberpriifung des im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Berechnungsverfahrens sollen
zunédchst Vergleichsberechungen unter Beriicksichtigung einer starren Lagerung bei losem
Kontakt vorgestellt werden. Der Vergleich erfolgt dabei zwischen den Ergebnissen einer FE-
Berechnung und den Ergebnissen auf Grundlage der verallgemeinerten technischen Biegetheo-
rie mit anschlieBender Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring. Bei der Berechnung auf
Grundlage der verallgemeinerten technische Biegetheorie werden zwei Fille unterschieden. Im
ersten Fall wird die Auflagerpressung als noch unbekannt angenommen und es erfolgt eine
iterative Berechnung der Auflagerpressungen und damit auch der Schnittgrofen in Umfangs-
richtung. Im zweiten Fall wird die Auflagerpressung als bekannt vorausgesetzt und die Berech-
nung erfolgt ohne Iteration. Der Ansatz fiir die Auflagerpressungen erfolgt dabei auf Grundlage
der Untersuchungen von Chouihi [19]. Die Umsetzung der Berechnung erfolgte mit dem Pro-

gramm Maple.

7.2 Iterative B erechnung

Im folgenden Abschnitt werden zunéchst die Ergebnisse der iterativen Berechnung fiir einen
Behilter bei Variation des Sattelwinkels dargestellt. Diese werden mit den Ergebnissen einer

FE - Berechnung verglichen. Fiir die Behilterparameter wurden dazu folgende Werte gewahlt:

Radius: 1000 mm  SattelumschlieBungswinkel: 90/120/150 °
Lénge der Zylinderschale: 8000 mm  Sattelbreite: 200 mm
Bodenabstand: 1000 mm  Wichte der Fliissigkeitsfiillung: 10°  N/mm?

Blechdicke der Schale: 8 mm
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Zu Beginn der Iteration wurde eine konstante Sattelpressung angesetzt und als Bettungszahl
nach GI. 6.35 300 kN/cm? gewéhlt. Bei allen folgenden Gegentiberstellungen von Berech-
nungsergebnissen wird das eigene Berechnungsverfahren mit VTB bezeichnet. Fiir den Behél-
ter mit einem SattelumschlieBungswinkel von 90° ergeben sich folgende Verldufe fiir die ma-

ximalen Spannungen in Umfangsrichtung und die Sattelpressung:

100 ‘

50 +— .. ¢
—VTB A \\
.-

50 R nd

-100 X‘

res. Spannungen cpa [N/mm?]

)
-150 t=8 mm [
A =1000 mm R =1000 mm
o9 4’1
-200 b =200 mm
B [
J L =8000 mm |—|
-250 k 3 I
-300 ; ; ;
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Umfangswinkel ¢ [°]

Abb.7.1: Spannungen an der Auf3enseite fiir einen Sattelwinkel von 3= 90°

10

9 e FEM *
8 —VTB
7 |
t=8 mm
6 +—/A=1000 mm R = 1000 mm

5 | b =200 mm [
n

M
4 +—— |—| L =8000 mm |—|

k
r

b

Sattelpressung [N/mm?]

o 10 20 30 40
Umfangswinkel ¢ [°]

Abb. 7.2: Vergleich der Pressungsverldufe fiir einen Sattelwinkel von 5=90°
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Die Ergebnisse der Spannungsberechnung nach der FE-Methode und nach dem Verfahren auf
Grundlage der VTB zeigen gute Ubereinstimmungen. Der qualitative und quantitative Verlauf
ist praktisch bei beiden Verfahren identisch. Lediglich vor und nach der Spannungsspitze am
Sattelhorn sind Unterschiede in der Spannungsamplitude zu erkennen. Die Sattelpressungen
unterscheiden sich, bis auf den Bereich der Pressungsspitze am Sattelhorn, ebenfalls nicht. Am
Sattelhorn ist im Verlauf der Sattelpressung nach der FE-Berechnung deutlich das Abheben des
Behilters, am Absinken der Pressung bis auf null, zu erkennen. Im Verlauf der Sattelpressung
nach dem Verfahren auf Grundlage der VTB, treten in diesem Bereich geringe Zugspannungen
auf, da bei der elastischen Bettung die Aufhahme von Zugkréften nicht ausgeschlossen wurde.
Um einen Ausfall der Bettung bei Zugbeanspruchung zu beriicksichtigen, miisste eine iterative
Berechnung am Kreisring durchgefiihrt werden, womit sich der Berechnungsaufwand erhdhen
wirde. Solange, wie in diesem Fall, nur geringe Zugspannungen auftreten, kann davon
ausgegangen werden, dass diese die SchnittgroBen-verldufe in Umfangsrichtung nicht
beeinflussen. Hinsichtlich der maximalen Pressungsordninate treten zwar Unterschiede auf,
doch ist auch zu erkennen, dass die Pressung aus der FE-Berechnung stirker abfillt, als nach
dem Verfahren nach der VIB. Die resultierende Auflagerkraft am Sattelhorn wird sich daher
nach beiden Verfahren nicht unterscheiden. Die gute Ubereinstimmung der Verliufe der

maximalen Umfangsspannungen bestédtigen das.

In den folgenden Abbildungen 7.3 bis 7.6 sind die Ergebnisse flir die
SattelumschlieBungswinkel 120° und 150° dargestellt. Es zeigen sich die selben Uberein-

stimmungen wie fiir den Sattelwinkel von 90°.
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Abb. 7.3: Vergleich der Spannungen an der AuBlenseite flir einen Sattelwinkel von 9=120°
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Abb. 7.5: Vergleich der Spannungen an der Auf3enseite fiir einen Sattelwinkel von $=150°
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Abb. 7.6: Vergleich der Pressungsverldufe fiir einen Sattelwinkel von 9=150°
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Zum Berechnungsaufwand ist zu sagen, dass dieser je nach Sattelwinkel und erstem Pressungs-
ansatz stark variiert. Der Pressungsansatz zu Beginn der Berechnung kann prinzipiell unter
Beachtung der Gleichgewichtsbedingung in vertikaler Richtung beliebig erfolgen. Es hat sich
jedoch gezeigt, wenn die Sattelpressung am Satteltiefpunkt zu hoch oder zu niedrig gegeniiber
der tatsdchlichen Pressung am Ende der Iteration angesetzt wird, die erforderlichen Iterations-
schritte erheblich ansteigen. Der Grund liegt darin, dass die falsch angesetzten Pressungen vom
Satteltiefpunkt zum Sattelhorn, beziehungsweise umgekehrt, umgelagert werden miissen. Mit
dem Ansatz einer konstanten Pressung trifft man den sich einstellenden Verlauf im unteren
Sattelbereich sehr gut und es ist nur noch eine Umlagerung im Bereich des Sattelhorns erfor-
derlich. Unter Berlicksichtigung von vierzig Einheitsverwolbungen sind dann im Schnitt etwa
hundert Iterationsschritte erforderlich. Fiir die ersten drei vorgestellten Berechnungsergebnisse
sind in der folgenden Abbildung das Konvergenzverhalten anhand der Entwicklung der maxi-

malen Spannungen dargestellt.

250

* o°
200 “"9900000
*
‘0
*
*
*
*
*
?150 *
E *
4 e 6 & o o6 o o o o
= QQXAAAAAAA
tg_ A AAAAAAA
A A A

© A A
% 2 AA‘AAAAA‘
© 100
S

+ Sattelwinkel = 90 °
50

b e Sattelwinkel = 120 °

A Sattelwinkel = 150 °

0 |
0 50 100 150 200 250
Iterationsschritte

Abb. 7.7: Konvergenzverhalten wihrend der Iteration

Zu Beachten ist dabei, dass bei dem groBen Sattelwinkel von 150° wahrend der Iteration die
Spannungen zunéchst iiber ihren spiteren Endwert hinaussteigen und danach erst von oben

gegen diesen konvergieren und somit erheblich mehr Rechenaufwand erzeugen.



132

AbschlieBend fiir den Fall der iterativen Berechnung wird in Abb. 7.8 und Abb. 7.9 gezeigt,
dass mit dem Berechnungsverfahren die in Kapitel 5 aufgezeigten Schwachpunkte im Verfah-
ren von Zick behoben werden. Das Verfahren von Zick zeigte gegeniiber der FE-Berechnung
und dem Verfahren nach Krupka deutliche Unterschiede bei der Erfassung des Tragverhaltens
von kurzen Behiltern und des Einflusses des Bodenabstandes. In den Abbildungen sind deut-
lich die mit der FE-Berechnung tibereinstimmenden Ergebnisse des eigenen Berechnungsver-

fahrens bei Variation der Behilterldnge und des Bodenabstandes zu erkenn. Im Gegensatz dazu

stehen wieder die qualitativ und quantitativ abweichenden Ergebnisse nach Zick.
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Abb. 7.8: Variation der Behilterldnge
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b

Zusammenfassend kann zum Fall der iterativen Berechnung des Behélters bei loser Lagerung
auf einem starren Sattel festgestellt werden, dass das vorgestellte Verfahren prinzipiell geeignet
ist, aber eine Reduzierung der erforderlichen Iterationsschritte und damit verbunden eine Mi-

nimierung der Berechnungsdauer fiir eine praktische Anwendung von Vorteil wiére.

Eine erhebliche Reduzierung des Aufwandes kann durch den Ansatz einer moglichst realisti-
schen Pressung gleich zu Beginn erreicht werden. Dazu wird im folgenden Abschnitt die Be-
rechnung unter dem Ansatz einer Pressung auf Grundlage der Untersuchungen von Chouihi

[19] vorgestellt.

7.3 Berechnun g unter Ansatz einer Pressungsverteilung nach Chouihi

Wie aus den vorangegangenen Berechnungen auf Grundlage des iterativen Berechnungsverfah-
ren und der FE-Analyse erkennbar war, stellt sich bei einer starren Lagerung eine ungleichma-
Bige Pressungsverteilung ein. Sie ist gekennzeichnet durch einen nahezu konstanten Anteil im
Tiefpunkt des Sattels und einer ausgeprdgten Pressungsspitze am Sattelhorn. Setzt man zu Be-
ginn der Berechnung nicht eine konstante Pressung, sondern eine an das erwartete Ergebnis
angepasste Pressungsverteilung an, kann die Anzahl der erforderlichen Iterationsschritte erheb-

lich verringert werden, beziehungsweise sogar ganz auf eine Iteration verzichtet werden.
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Chouihi entwickelte auf der Grundlage von Parameterstudien an einem FE-Modell Formeln zur
Bestimmung der zu erwartenden Pressungsverteilung, die im folgenden kurz vorgestellt wer-

den.

7.3.1 Ansatz der Pressungsverteilung nach Chouihi [19]

Kennzeichnend fiir den Pressungsverlauf nach Chouihi sind drei charakteristische Pressungsor-
dinaten. P; ist die Pressungsordinate im Satteltiefpunkt, P, die kleinste Pressungsordinate an der

Stelle 3, und Py die Pressungsspitze am Sattelhorn.

Abb. 7.10: qualitativer Pressungsverlauf nach Chouihi [19]

Als Ansatzfunktionen fiir den Verlauf wihlt Chouihi vom Satteltiefpunkt bis zum lokalen Mi-
nimum in der Pressungsverteilung ein Polynom dritten Grades und fiir den weiteren Verlauf bis

zum Sattelhorn ein Polynom zweiten Grades.

a, @ +b, -o+c, 0<@<9,
P,(9) = Gl 7.1 (a,b)
a, @’ +b,-p+c, 9,<0<Y,

Zur Bestimmung der Koeffizienten in der ersten Ansatzfunktionen miissen die Bedingungen

oP,(8=0
P,(3=0)=P, , %:0 , P,(8=9,)=P,, Gl. 7.2 (a-c)

und fiir den zweiten Bereich die Bedingungen

oP,(3=3,)

PZ(8:32):P2 5 8(p

0 D PZ (8 = 80) = Po Gl 7.3 (a-C)
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erfiillt werden. Der Ort des lokalen Minimums ist nach Chouihi nur vom SattelumschlieBungs-
winkel und vom Verhéltnis Radius zu Dicke der Kreiszylinderschale abhédngig. Zur Bestim-
mung wird von Chouihi ein Diagramm angegeben, aus dem das Verhiltnis des lokalen Mini-

mums zum SattelumschlieBungswinkel abgelesen werden kann.

1.00
=9,590° _
0.95 e — 8,=75°_]
i O8,=60° |
oso LA |4+ g =45° ]
/08 e
(o]
(=4
o 085
= /] /
! o [/ /
W /
(7
_g 0.75 I
m |
_.E 0.70
5 |
> |
0.65
0.60
0.55
0 200 400 600 800 1000 1200

Verhdltnis r/t

Abb. 7.11: Diagramm zur Bestimmung des Orts des lokalen Minimums [19]

Die Ordinaten P, und P, werden nicht explizit angegeben, sondern in Abhdngigkeit der maxi-

malen Pressung am Sattelhorn als sogenannte bezogene Pressungen:

fin)

— _ P2
P == P> _P_o. Gl. 7.4 (a,b)

fac

Die bezogene Pressung p;in Gl. 7.4 (a) ist dabei abhingig von der Steifigkeit der Kreiszylin-
derschale, dem Abstand des Boden zum Sattellager, dem SattelumschlieBungswinkel und der
Linge der Schale. Der Zusammenhang der einzelnen Parameter mit der bezogenen Pressung

wurde durch Vergleichsberechnungen mit einem Referenzsystem bestimmt.



136

2
0,105-0,130- % +0,150- %
9, )ref (9, )ref
L,1

0,60 0,57 TR,
R A Gl 7.5
t . R

p: =

mit k =

Die Referenzwerte des Grundsystems sind dabei:
(9, Jref = 60° R e = 200 Alref = 1,0 Ler=35
t R R

Der Zusammenhang kann nach Chouihi auch vereinfacht angesetzt werden zu:

-0,57
p‘z%[%j '(4—5'90+6'902)'kL,1 Gl. 7.6

Fiir die bezogene Pressung p, in Gl. 7.4 (b) sind dieselben Parameter entscheidend wie fiir die
bezogene Pressung p; Gl. 7.4 (a) und durch Vergleichrechnungen mit dem Referenzsystem

ermittelt Chouihi folgenden Zusammenhang:

r 2
0,700 — 0,093 - S |, 0,316 ~ S
1 (9 ref (9 ref
P> =_~" 1,75 — TRL2
30 (Rj (Aj Gl 7.7
t . R
(Rjref (Ajref
t R |
R
1)
( L ] [E]ref
R R R t
mit k1 =0,1+0,007 - (Tj -6,5-107°. (Tj und k ,=
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Vereinfacht kann der Zusammenhang auch durch

-1,75 -kl
p, = 20(%} (%j (7-9,+3-9,%) k., Gl 7.8

beschrieben werden.

Mit diesen Angaben ldsst sich der Verlauf der Sattelpressung ausschlieBlich in Abhédngigkeit
der maximalen Pressung Py bestimmen. Zur endgiiltigen Bestimmung muss die Pressungsordi-

nate Py tiiber die Gleichgewichtsbedingung der Krifte in vertikaler Richtung bestimmt werden.

Hinsichtlich der Verteilung der Sattelpressung in Langsrichtung weist Chouihi in seiner Arbeit
darauf hin, dass diese ungleichformig ist, aber der vereinfachte Ansatz einer konstanten Pres-
sung in Langsrichtung in der Regel ausreichend genau ist. Kritische Félle treten hochsten bei

sehr diinnen Schalen oder sehr breiten Satteln auf.

7.3.2 Ergebnisse

Fiir die in Kapitel 7.1 berechneten Behilter ergeben sich mit dem Pressungsansatz nach Choui-
hi die folgenden Ergebnisse, die mit den Ergebnissen einer FE-Berechnung verglichen werden.
Die Berechnung erfolgte dabei ohne Iteration. Das heiflt im ersten Berechnungsschritt wurde
der Schubfluss in der Kreiszylinderschale unter Annahme des Sattelpressungsverlaufs von
Chouihi nach der VTB berechnet. Dieser Schubfluss wurde dann als Belastung auf den elas-
tisch gebetteten Kreisring angesetzt. Aus der Losung des elastisch gebetteten Kreisrings erhalt
man direkt die SchnittgroBen zur Spannungsberechnung und zusitzlich zur Uberpriifung der

Sattelpressung von Chouihi einen neuen verbesserten Pressungsverlauf.
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7.3.3 Bewertung d er Ergebnisse

Die qualitativen Spannungsverldufe in Umfangsrichtung zeigen bei allen drei Behéltern gute
Ubereinstimmungen. Die maximalen Spannungen im Bereich des Sattelhorns liegen ebenfalls
in vergleichbaren Bereichen. Die Spannungen mit dem Pressungsansatz nach Chouihi liegen
generell etwas hoher, aber in Anbetracht der einfachen und schnellen Berechnung ist der Unter-

schied vertretbar.

Der Vergleich der Verldufe der Sattelpressungen mit Blick auf die auftretenden Spannungs-
verldufe in der Behélterschale ergeben folgende Schlussfolgerungen. Im unteren Sattelbereich
stimmen die Verldufe nach dem Ansatz von Chouihi, nach der FE-Methode und nach der Be-
rechnung am elastisch gebetteten Kreisring nahezu iiberein. Am Sattelhorn sind deutliche Un-
terschiede zu erkennen. Die Pressungsspitzen nach Chouihi sind nicht so konzentriert wie die
nach der FE-Methode, aber dafiir ist auch die maximale Pressungen geringer. Die iiber einen
grofleren Bereich verteilte Pressungsspitze nach Chouihi resultiert aus dem Ansatz fiir die Stei-
figkeit im Sattelbereich. Im Kontaktelement von Chouihi wurde eine Bettungsziffer von 10
N/mm? beriicksichtigt und dem steht in der eigenen FE-Berechnung eine Bettungsziffer von
600 N/mm?® gegeniiber. Die dennoch guten Ubereinstimmungen im Verlauf der Spannungen in
Umfangsrichtung zeigen, dass durch die Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring dieser
Fehler korrigiert wird. Zur Reduzierung des Berechnungsaufwands ist daher nicht der genaue
Verlauf der Pressungen am Sattelhorn entscheidend, sondern die Pressung im tieferen Bereich
des Sattels sollte genau erfasst werden. Dies ist beim Pressungsansatz von Chouihi gegeben

und ist daher geeignet um die Berechnungen zu vereinfachen.
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Kapitel 8 Fall einer weichen Lagerung

8.1 Allgemeines

Ziel der Entwicklung eines neuen Berechungsverfahrens war, neben der genauen Erfassung der
Beanspruchung im Fall einer starren Lagerung bei losem Kontakt, den Einfluss von spannungs-
reduzierenden Maflnahmen zu beriicksichtigen. Zu solchen Mafinahmen zdhlt eine planmiBige
Nachgiebigkeit im Sattelbereich, wie sie zum Beispiel durch Anordnung einer weichen Zwi-
schenschicht erzeugt werden kann. Hierzu wurde im Rahmen der Untersuchungen nach der FE-
Methode in Kapitel 4, unter Berlicksichtigung der nichtlinearen Verfestigung, eine mogliche
Idealisierung einer diinnen elastomeren Schichte vorgestellt. Es wurde gezeigt, dass das nicht-
lineare Tragverhalten einer diinnen elastomeren Schicht durch eine linear elastische Bettung
dquivalent abgebildet werden kann. Der Zusammenhang zwischen den malBlgebenden System-
eigenschaften der Zwischenschicht und der linear-elastischen Bettung wurde nach Gl. 4.16 er-

mittelt zu:

E,+1

B =0,55- h{ j 10963 [kN/em’] Gl 8.1
Ey ist dabei der Tangentenmodul in [N/mm?] im Nullpunkt der Spannungs-Dehnungslinie des

verwendeten Materials und d die Schichtdicke in [mm].

Auf Grundlage dieser Idealisierung ist eine Beriicksichtigung des Einflusses einer Zwischen-
schicht mit dem vorgestellten neuen Berechnungsverfahren moglich. Die Berechnung erfolgt
analog zum Fall einer starren Lagerung, wobei wieder eine iterative Ermittlung der Auflager-
pressung oder eine Berechnung unter Vorgabe der zu erwartenden Pressung in Frage kommt.
Der Unterschied zur Berechung im Fall einer starren Lagerung liegt im Ansatz fiir die Bet-
tungsziffer des elastisch gebetteten Kreisrings. Im Fall der starren Lagerung musste bei der

Wahl der Bettungsziffer die Steifigkeit der Zylinderschale beriicksichtigt werden, um die Ef-
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fekte eines lokalen Abhebens zu erfassen. Durch die planmifBlige weiche Lagerung tritt dieser
Fall aber nicht auf und bei Betrachtung der Steifigkeitsverhéltnisse zwischen Behélter und Sat-
tel ist nun die Sattelsteifigkeit der maBgebende Einflussfaktor. Fiir die Berechnung auf Grund-
lage der verallgemeinerten technischen Biegetheorie hat sich gezeigt, dass die Bettungszifter
nach GI. 8.1 iibernommen werden kann, wobei zu Berechnung am elastisch gebetteten Kreis-
ring noch eine Umrechnung von der flichenbezogenen Bettungsziffer B auf eine streckenbezo-
gene Bettungsziffer B.g erforderlich ist. Dies geschieht durch Multiplikation von B mit der
Sattelbreite.

B, =B-b Gl. 8.2

Des weiteren hat sich gezeigt, dass die Berechnung des Schubflusses nach der verallgemeiner-
ten technischen Biegetheorie nédher am Sattel erfolgen muss als im Fall der starren Lagerung.
Der Grund liegt in der weicheren Lagerung, die eine gleichméfigere Pressungsverteilung und
damit eine geringere Storung des Membranspannungszustandes erzeugt. Um dem Rechnung zu

tragen, wurde fiir den Ort zur Bestimmung des Schubflusses der Abstand vom Sattelrand nach

Abb. 6.11 zu:

cs -R Gl 8.3

weich — m

festgelegt.

8.2 Iterative B erechnung

Die Eignung des Verfahrens bei iterativer Ermittlung der Auflagerpressung wird an einem Be-
hilter mit zwei verschieden Zwischenschichten gezeigt. Fiir diese Zwischenschichten wurden
zwei flachenbezogene Bettungsziffern von 0,2 N/mm? und 0,4 N/mm?® angesetzt. Diese Werte
wurden in Anlehnung an die Untersuchung in Kapitel 4 gewéhlt. Hierbei wurden die Mess-
werte aus einem einachsigen Druckversuch fiir eine Elastomer- und eine Schaumstoffschicht
zunéchst durch die nichtlineare Bettung nach Kapitel 4 angendhert und dann in eine lineare

Bettung umgerechnet.
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Entsprechend der bisherigen Vorgehensweise werden die Ergebnisse des Berechungsverfahrens

mit denen nach der FE-Methode verglichen. Fiir den Behilter wurden folgende Parameter ge-

wihlt:

Radius: 1000 mm
Lange der Zylinderschale: 8000 mm
Bodenabstand: 1000 mm
Blechdicke der Schale: 5 mm
SattelumschlieBungswinkel: 120 °
Sattelbreite: 200 mm
Wichte der Fliissigkeitsfiillung: 10° N/mm?

Auf den erhohten Rechenaufwand bei Ansatz einer zu hohen, beziechungsweise zu niedrigen
Pressung am Satteltiefpunkt wurde schon bei der iterativen Berechnung im Fall einer starren
Lagerung hingewiesen. Gleiches gilt fiir den fiir den Fall einer weichen Lagerung und es hat
sich gezeigt, dass sich die Pressung am Satteltiefpunkt im Vorfeld mit dem Ansatz einer kosi-

nusformigen Sattelpressung einfach und praktisch genau ermitteln lasst.

9912

2. jE-b-R-coszwdwzQ

res

0

Abb. 8.1: Pressungsansatz zu Beginn der Iteration
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In den folgenden Abbildungen werden die Ergebnisse der iterativen Berechnung vorgestellt.
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Abb. 8.5: Vergleich der Sattelpressungen fiir eine Bettungszahl von 0,4 N/mm?

Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung im Verlauf der Spannungen in Umfangsrichtung

und der Sattelpressung zwischen den Ergebnissen nach der FE-Methode und denen nach dem
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Verfahren auf Grundlage der verallgemeinerten technischen Biegetheorie. Die Sattelpressungen
werden praktisch identisch ermittelt. Die maximalen Spannungen am Sattelhorn stimmen eben-
falls iiberein und lediglich die Spannungen am Satteltiefpunkt und vor dem Sattelhorn werden
leicht unterschiedlich erfasst. Damit ist die prinzipielle Eignung des Verfahrens auch fiir den

Fall einer weichen Lagerung belegt.

Der Berechungsaufwand wird, wie im Fall der starren Lagerung, vom Konvergenzverhalten
wihrend der Iteration bestimmt. Die Anzahl der erforderlichen Iterationsschritte liegt in diesem
Fall bei circa 100. Fiir die praktische Anwendung ist daher auch hier eine Reduzierung der er-
forderlichen Iterationsschritte erforderlich. Analog zum starren Fall kann bei Kenntnis der
Auflagerpressung im Vorfeld auf eine Iteration verzichtet werden und der Berechnungsauf-
wand reduziert sich erheblich. Hierzu sind Parameterstudien auf Grundlage der FE-Methode

durchgefiihrt worden [24], die im folgenden Unterkapitel vorgestellt werden.

8.3 Ansatz einer Pressungsverteilung fiir den weichen Fall

Anhand der Ergebnisse der iterativen Berechnung ist in Abbildung 8.3 und 8.5 zu erkennen,
dass die Auflagerpressung, dhnlich zum starren Fall, einen charakteristischen Verlauf aufweist,
der durch drei charakteristische Pressungsordinaten und dem Ort eines lokalen Minimums be-
schrieben werden kann. Die charakteristischen Ordinaten sind wie bei Chouihi (vergleiche Ka-
pitel 7.2) die Pressung P; am Satteltiefpunkt, das lokale Minimum P, vor dem Sattelhorn und

die Pressungsspitze Py am Sattelhorn.

Abb. 8.6: qualitativer Pressungsverlauf fiir den Fall einer weichen Lagerung

Fiir die mathematische Beschreibung der Verldufe hat sich jedoch gezeigt, dass der Ansatz ei-
nes Polynoms 3. Grades vom Satteltiefpunkt bis zum lokalen Minimum, wie bei Chouihi, nicht

ausreichend genau ist. Im Rahmen der Untersuchung wurde festgestellt, dass im Bereich vom
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Satteltiefpunkt bis zum lokalen Minimum ein Kosinus-Ansatz besser geeignet ist. Vom lokalen
Minimum bis zum Sattelhorn kann wieder ein quadratisches Polynom gewihlt werden. Als
Ansatz fiir die zu erwartende Pressung wurde daher folgende bereichsweise definierte Funktion

angesetzt:

P,(9) = Gl. 8.4 (a,b)

A
Pzz((P) =a, '(P2 +b2 "p+C,

o0 Pz1((P) =4a, 'COS(b1 '(P)
=

2 N\

S

=%

| -

Umfangswinkel ¢

Abb. 8.7: Ansatzfunktionen fir den Fall einer weichen Zwischenschicht

Die Koeffizienten werden fiir den ersten Bereich iiber die Randbedingungen

P,(¢=0)=P, P,(¢p=39,)=P, Gl. 8.5

und fiir den zweiten Bereich iiber die Randbedingungen

P, (0=9,) _

0 P,(p=3,)=P, Gl 8.6
¢

P,(p=98,)=P,

bestimmt.
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Nach Einsetzen und Losen ergibt sich fiir den Pressungsverlauf in Abhdngigkeit der charakte-

ristischen GrofBen:

P,(¢)= Gl. 8.7 (a,b)
(Po _Pz)'(P2 _2'92 '(Po _Pz)'(P"'Szz 'Po '2'80 '92 'Pz +902 'Pz
-2-9,-9,+9,7+9,°

9, <0< 9,

Im Rahmen der Parameterstudie hat sich gezeigt, dass sich die Pressungsordinate P; proportio-
nal zu der resultierenden vertikalen Belastung und proportional zu der Sattelfliche verdndert.
Die Steifigkeit der Kreiszylinderschale spielt demnach keine Rolle fiir die Hohe der Pressung
und man kann eine unendlich steife Zylinderschale betrachten, die sich wie ein starrer Kdrper
in eine elastische Zwischenschicht eindriicken wiirde. Die aus der Starrkorperverschiebung des
Kreisquerschnitts resultierenden Verschiebung eines beliebigen Punktes auf dem Querschnitt in
radialer Richtung wird durch eine Kosinusfunktion mit der Periode 2m beschrieben und es
stellt sich im Bereich des Sattels ein dquivalenter Pressungsverlauf ein. Ein solcher Pressungs-
verlauf ist durch die Ordinate am Satteltiefpunkt eindeutig bestimmt und aus einer Gleichge-

wichtsbetrachtung in vertikaler Richtung kann dieser bestimmt werden zu:

Q
b‘R‘{;sin(2-80)+80}

P, =
Gl 8.8

Der Ort des lokalen Minimums wird durch den Winkel 9, festgelegt und ist abhidngig vom
SattelumschlieBungswinkel, vom Verhéltnis Radius zu Dicke und von der Lage des Sattels zum
Boden. Der Zusammenhang wird iiber den Koeffizienten K; beschrieben, wobei er das Ver-

héltnis des gesuchten Winkels zum SattelumschlieBungswinkel darstellt.

82 = Kl '90 Gl 8.9
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Auf Grundlage der Parameterstudie konnte der Zusammenhang fiir den Koeffizienten K; fiir

drei charakteristische UmschlieBungswinkel bestimmt werden zu:

fir 9, =90":
0,32 -0,14
K,=73-10". AR +0,60- A
R t R

fir 9, =120°:

0,35 0,073 Gl. 8.10
K1:4,2-10_4- é . 5 +0,74 - é
R t R

fiir 9, =150°:

0,67 -0,066
w2010 (4] ()sos [2)
R t R

Werte fiir SattelumschlieBungswinkel, die zwischen den Angegebenen liegen, kdnnen, wie

auch in den folgenden Féllen, durch lineare Interpolation bestimmt werden.

Fiir die Pressungsordinate P, wurde eine Abhéngigkeit zur Pressungsordinate P; festgestellt.

Diese lésst sich iiber 4 Koeffizienten, K, bis Ks, beriicksichtigen:

P, =K, K, K, K, P, Gl. 8.11

Der Koeffizient K, berlicksichtigt die Einfliisse der Sattellage zum Boden, der Steifigkeit der

Zylinderschale und des SattelumschlieBungswinkels und kann wie folgt bestimmt werden:

fir 9, =90":

0,15 —-0,0868
K,=-59-10"" _(é](&j + 1,25-(5j
R t t

fiir 9, =120°:

0,457 -0,079
K,=-41-10" (é)(gj + 0’92.(Ej Gl. 8.12
R t t

fiir 9, =150" :

2 0,217 0,639 0,066
K,=-95-10"" Al (R +2,5- AlLR +0,225- R
R t R t t
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Uber den Koeffizient K3 werden weitere Einfliisse des SattelumschlieBungswinkels, des

Durchmessers und der Sattelbreite beriicksichtigt:

fir 9, =90":

b 0,371 b -0,075
K,=-289-10" -[B-looj -D[mm]+1,364-(5-100j

fiir 9, =120° :
; b 0,398 b —0,045 Gl 813
K,=-1385-10"-| =100 | -D[mm]+1,193-| =-100
D D
fir 9, =150°:

b 0,394 b —-0,030
K,=-9,17-10"° -(B-looj -D[mm]+1,123-(5-100j

Der Koeffizient K4 beriicksichtigt die Lénge des Behélters:
fir 9, =90":

2
K4=2,1~10_3~[£ -0,0417- L +1,20
R R

fiir 9, =120" :

K,=-884-10" [%j +1,073 Gl. 8.14

fiir 9, =150° :

K, =-4,03-10" (%) +1,034

AbschlieBend wird iiber den Koeffizienten Ks die Art der elastischen Bettung beriicksichtigt:

K, =-137-9,7"* -B+1,178-9,"" Gl. 8.15

Mit Kenntnis der Pressungsordinaten P; und P,, sowie der Lage des lokalen Minimums ist der
Pressungsverlauf nur noch abhédngig von der Pressungsordinate Py am Sattelhorn. Die noch
unbekannte Pressungsordinate Py wird iiber eine Gleichgewichtsbetrachtung in vertikaler
Richtung bestimmt. Die resultierende vertikale Kraft der Auflagerpressung muss mit der verti-
kalen Last Q, die aus dem Behéltereigengewicht und der Fliissigkeitsfiillung resultiert, im

Gleichgewicht stehen.
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Durch Einsetzen von GI. 8.7 in die folgende Gleichung :

9
Q:b-R-Z-J'PZ((p)-cos((p)-d(p Gl 8.16
0

und Auflésen nach Py wird das vertikale Gleichgewicht erfiillt.

8.3.1 Ergebnisse der Vergleichsberechnungen mit Pressungsansatz

Fiir den Behilter in Kapitel 8.2 ergeben sich mit dem Pressungsansatz nach Gl. 8.4 ohne Itera-

tion folgende Ergebnisse, die mit den Ergebnissen der FE-Berechnung verglichen werden:

100
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Abb.8.8: Vergleich der Spannungen an der Auf3enseite fiir eine Bettungszahl von 0,2 N/mm?
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Abb. 8.11: Vergleich der Sattelpressungen fiir eine Bettungszahl von 0,4 N/mm?

Es zeigt sich, wie im Fall der starren Lagerung, dass bei Kenntnis der zu erwartenden Aufla-
gerpressung der Rechenaufwand erheblich reduziert wird und dennoch im Vergleich zur FE-
Methode seht gut tibeinstimmende Ergebnisse erzielt werden. Im Fall der weichen Lagerung
mit B = 0,2 N/mm? wird ein praktisch identisches Ergebnis erzielt, was auf den sehr genauen

Pressungsansatz zurlickzufiihren ist.

Fiir die steifere Lagerung mit B = 0,4 N/mm? wird eine leicht hohere maximale Spannungen
ermittelt, die aber im vertretbaren Bereich liegt. In diesem Fall zeigt sich auch, dass im Fall
eines nicht ganz exakten Pressungsansatzes am Sattelhorn der Fehler in der Berechnung der
maximalen Spannungen in Umfangsrichtung nur gering ist. Entscheidend ist, dass die Sattel-
pressung im tieferen Bereich richtig ermittelt wird und am Sattelhorn die resultierende Kraft im
Bereich der Pressungsspitze stimmt. Fehler im qualitativen Verlauf werden dann durch die Be-

rechnung am elastisch gebetteten Kreisring ausgeglichen.

Insgesamt kann festgestellt werden, dass der Pressungsansatz nach Gl. 8.4 ausreichend genau
ist und sich im Zusammenhang mit dem Berechnungsverfahren fiir eine vereinfachte Bestim-

mung der maximalen Spannungen in Umfangsrichtung eignet.



155

8.3.2 Parameterstudie zur Bestimmung der maximalen Spannungen am Sattelhorn

Da die Beriicksichtigung einer weichen Zwischenschicht bisher noch nicht Gegenstand von
Untersuchungen war, wurde auf Grundlage der Berechnung unter Verwendung des Pressungs-
ansatzes eine Parameterstudie mit dem Ziel durchgefiihrt, einen Zusammenhang zwischen den
Behilterparametern und den maximal auftretenden Spannungen am Sattelhorn zu ermitteln, der
zu einer einfachen Entwurfsformel fiihrt. Die Vorgehensweise zu Erfassung der relevanten Pa-
rameter wurde in zwei Teilschritte gegliedert. Zunédchst wurde unter Vorgabe einer Sattelkon-
struktion der Einfluss der Behéltergeometrie ermittelt. Danach wurden die Parameter der Sat-

telkonstruktion variiert und deren Einfliisse erfasst.

8.3.2.1 Einfluss der Behiltergeometrie

Zur Erfassung des Einflusses der Behiltergeometrie, die durch Behilterldnge, Radius, Blechdi-
cke und Bodenabstand vom Sattel bestimmt wird, wurden drei Grundbehilter mit den Radien
0,5 m, 1,0 m und 1,5 m betrachtet. Diese Grundbehélter haben als feste Parametergroflen einen
SattelumschieBungswinkel von 120°, eine Sattelbreite von 0,2-R und eine weiche Lagerung die
durch eine Bettungszahl von 0,2 N/mm?® gekennzeichnet ist. Als Abschlussboden werden Klop-
perbdden beriicksichtigt, deren Bodentiefe vereinfacht mit H = 0,2 R angegeben werden kann.
Die weiteren Behilterparameter Bodenabstand, Blechdicke und Behilterlange wurden inner-

halb folgender Grenzen variiert:

0,25R <A <2,0R
R/300 <t <R/100
4R <L <12R

In den folgenden Abbildungen 8.12 und 8.13 werden zunéchst die Verdnderungen der maxi-

malen Spannungen bei Variation der Schalendicke und des Bodenabstandes dargestellt.

Die variierten Parameter sind die maf3gebenden fiir die Steifigkeit des Behélters am Sattelhorn.
Man erkennt, dass eine Zunahme der Steifigkeit, sei es durch Vergroferung der Schalendicke
oder durch Verringerung des Bodenabstandes, eine Abminderung der maximalen Spannungen

zu Folge hat.
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Zur Erfassung der Zusammenhinge in Form einer einfach handhabbaren Formel hat sich fiir
den hier vorliegenden Fall einer weichen Lagerung gezeigt, dass eine Ermittlung der Zusam-
menhénge in Anlehnung an die Vorgehensweise von Krupka zu ausreichend genauen Ergebnis-
sen fiihrt. Dabei wird ausgehend von einer Grundspannung der Einfluss der einzelnen Behil-

terparameter durch Korrekturfaktoren ermittelt.

Die Grundspannung wird in diesem Fall aus der resultierenden vertikalen Auflagerkraft, der

Blechdicke und dem Behélterradius nach folgender Formel ermittelt:

c :g-4i Gl. 8.17

Um die in den Abb. 8.12 und 8.13 dargestellten Einfliisse des Bodenabstandes und der Blech-
dicke zu erfassen werden die beiden Behilterparameter zu einem Beiwert k nach der folgenden

Formel zusammengefasst:

k=200 mit A=A+2H Gl 8.18

R VR 3
Um die in den Abbildungen 8.12 und 8.13 dargestellten Abhéngigkeiten iiber den Beiwert k
nach Gl. 8.18 zur erfassen, ist in der Abbildung 8.14 exemplarisch fiir den Radius 1,0 m das
Verhiltnis der Grundspannung nach GI. 8.17 zur tatsdchlichen Spannung iiber den Beiwert k
abgebildet. Zusétzlich ist in Abbildung 8.14 das Ergebnis nach Variation der Behilterléinge

dargestellt:
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Abb. 8.14: Zusammenhang zwischen Beiwert k und der Grundspannung

Die in Abbildung 8.14 dargestellten Zusammenhénge gelten auch fiir die Grundbehilter mit

den Radien 0,5 m und 1,5 m und lassen sich mathematisch iiber eine Logarithmusfunktion der

Form:

2 —¢, Ink)+C,

0

Gl. 8.19

beschreiben. Es hat sich gezeigt, dass die Koeffizienten C; und C, linear abhingig sind von der

Behilterlinge und dem Radius und damit die Spannungen fiir die drei Grundbehélter nach fol-

gender Formeln bestimmt werden kénnen:

mit

Q [/t .~
Glzt—z-i/;-fl(A,L,R)

Gl. 8.20

Gl. 8.21
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Der Index 1 in GI. 8.20 soll kennzeichnen, dass der bisher aufgestellte Zusammenhang nur fiir
die festen Parametergrofen b=0,2R, B=0,2 N/mm?® und einen SattelumschlieBungswinkel

9¢=120° gil.

8.3.2.2 Einfluss der Sattelkonstruktion

Im Fall der Lagerung auf einer weichen Zwischenschicht, ist die Sattelkonstruktion durch die
Sattelbreite, den SattelumschlieBungswinkel und die Bettungszahl der weichen Zwischen-
schicht charakterisiert. Die Variation dieser Parameter erfolgte dabei innerhalb folgender Gren-

zen:

0,IR<b<0,3R
0,1 N/mm? < B < 0,4 N/mm?

Als zusétzlicher SattelumschlieBungswinkel wurde ein Winkel von 3y=90° betrachtet.

In der folgenden Abbildung 8.15 ist der Einfluss einer verdnderlichen Sattelbreite fiir die drei

Grundbehélter mit L = 8 R auf die maximalen Spannungen in Umfangsrichtung dargestellt:
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g —
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© —n
£
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b/R
Abb. 8.15: Variation der Sattelbreite
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Der Verlauf zeigt einen mit steigendem Radius zunehmenden Einfluss der Sattelbreite. Im
Rahmen der bisherigen Vorgehensweise muss die Verdnderungen der maximalen Spannung
nach Abbildung 8.15 in Bezug zu den bisher ermittelten maximalen Spannungen der Grundbe-
hilter nach GI. 8.20 gesetzt werden. Dabei zeigt sich eine degressive Abnahme des Einflusses

der Sattelbreite, der in Ergidnzung zu GIl. 8.20 iiber folgenden Korrekturfaktor beriicksichtigt

R
f,(b,R) =14 Gl. 8.22
LR =4

Fiir die Variation der Bettungsziffer kann bei gleicher Vorgehensweise ebenfalls ein Korrektur-

werden kann:

faktor der Form:

5

f,(B) = mit B, =0,2 [N/mm?]

6B Gl.8.23

B,

ermittelt werden.

Fiir den SattelumschlieBungswinkel 120 ° kénnen damit die maximalen Spannungen in Um-

fangsrichtung nach folgender Gleichung bestimmt werden:

G0 =%-£ -f(A,L,R)-f,(b,R)-f,(B) Gl. 8.24
mit: f; nach GI. 8.21 , f, nach GI. 8.22 und f3 nach Gl. 8.23

Fiir den zusitzlich betrachteten SattelumschlieBungswinkel von 90° haben sich die gleichen
Zusammenhédnge wie fiir 120° gezeigt. Bis zu einer Behilterldinge von ca. 8R kann die maxi-
male Spannung durch einen konstanten Erhohungsfaktor aus den Spannungen fiir 59 = 120°
bestimmt werden. Fiir groBere Langen hat sich ein geringer werdender Einfluss der Behilter-
lange in den Zusammenhingen nach Abbildung 8.14 gezeigt. Um die Formel fiir den Sattel-
umschlieBungswinkel von 120° als Ansatz beizubehalten, ist deshalb neben dem konstanten

Erhohungsfaktor ein weiterer Korrekturwert in Abhingigkeit der Behélterlinge ermittelt wor-

6 LY L
f,(L,LR)=1,7-| —-|| = | =10=|+1,1 8.
,(L,R) [1000 ((Rj R] J Gl. 8.25

den:
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Die maximalen Spannungen fiir den Sattelumschlieungswinkel von 90° kénnen damit iiber GI.

8.24 und 8.25 bestimmt werden zu:

Gope = Oy - T4 (L, R) :%-i/g £,(A,L,R)-f,(b,R)-f;(B)-f,(L,R) Gl. 8.26

8.3.2.3 Zusammenfassung

Um die ermittelten Formeln in tibersichtlicher Form darzustellen werden diese hier noch einmal
zusammengefasst dargestellt. Die maximale Spannung am Sattelhorn bei Lagerung auf einer

weichen Zwischenschicht kann ermittelt werden aus:

G:tgz“\/gfl(KaL5R)fZ(b,R)fS(B)f4(85L,R)
mit
£ (A,LR)= k, +51 In A [t +kL+17
1000 R VR 100
k, L3R b R, =1000 [mm]
2-R R,
und
R
f,(b,R) =4
»(b,R) =
und
f,(B) = SB wobei B, =0,2 [N/mm?]
6——
BO
und
1,0 fiir 9, = 120°
f4(L,R)=

2
o2 I R T fiir 9, =90°
1000 |\ R R

wobei Zwischenwerte linear interpoliert werden diirfen
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Kapitel 9 Berucksichtigung von Aussteifungsringen

9.1 Allgemeines

Das vorgestellte Verfahren auf Grundlage der verallgemeinerten technischen Biegetheorie ist
auch anwendbar auf den Fall des durch Ringe ausgesteiften Behélters. Dabei konnen zwei
mogliche Formen der Anordnung von Aussteifungsringen beriicksichtigt werden. Der erste Fall
ist ein Aussteifungsring direkt {iber dem Sattel, wodurch nicht mehr die Behélterschale direkt
auf dem Sattel aufliegt, sondern der Ring. Dieser Fall ist in der Regel aus statischer und wirt-
schaftlicher Sicht der giinstigste, da hier die Erhdhung der Steifigkeit des Behilters im Sattelbe-
reich am grofiten und damit am effektivsten ist. Es tritt auch keine lokale Lasteinleitung in die
diinnwandige Schale auf, die in den bisherigen Féllen zu hohen Biegespannungen fiihrte. Der
zweite Fall ist eine Anordnung von Aussteifungsringen seitlich des Sattels. Hier erfolgt die
Lagerung des Behilters weiterhin iiber die Schale auf dem Sattel und die aussteifende Wirkung
der Ringe ist mit der des Behélterbodens vergleichbar. Je nach Abstand der Ringe vom Sattel
konnen die maximalen Spannungen in der Behilterschale am Sattelhorn oder in den &ufleren

Punkten der Ringe auftreten.

== | \W" \

a) direkte Lagerung b) seitliche Anordnung

Abb. 9.1: mégliche Anordnungen von Aussteifungsringen
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In beiden Fillen ist die Steifigkeit des Rings von Bedeutung, so dass diese explizit im Berech-
nungsverfahren berticksichtigt werden muss. Hierzu wird anhand zweier Beispiele die Vorge-
hensweise zur Beriicksichtigung von Aussteifungsringen vorgestellt und mit Ergebnissen einer
FE-Berechnung verglichen. Zusétzlich werden die Ergebnisse nach dem Berechnungsverfahren
denen von Zick gegeniibergestellt, um auch hier die Schwachpunkte des Naherungsverfahrens

von Zick aufzuzeigen.

9.2 Aussteifun gsringe direkt iiber dem Sattel

Die Berechnung unter Beriicksichtigung des Einflusses von Aussteifungsringen direkt iiber
dem Sattel erfolgt wie im Fall des nicht ausgesteiften Behélters bei einer starren Lagerung. Zur
Berechnung des Schubflusses nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie wird der
Behilter nach Abb. 9. 2 in drei Bereich aufgeteilt, wobei der mittlere Bereich nun der Breite

des Aussteifungsringes entspricht.

- — PO —--
Q
AAA
/4 // 4
/1 1A /l
L, L, = Ringbreite L,

Abb. 9.2: Aufteilung in drei Bereiche bei Aussteifungsring direkt {iber dem Sattel
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Um die Steifigkeit des Kreisrings zu beriicksichtigen, wird fiir den mittleren Bereich, im Ge-
gensatz zu der bisherigen Vorgehensweise, nicht die Dicke der Schale, sondern eine Ersatzdi-
cke angesetzt. Diese Dicke wird so gewdhlt, dass die Behélterschale {iber die Ringbreite die
gleiche Steifigkeit in Umfangsrichtung besitzt wie der Aussteifungsring. Da in der verallge-
meinerten technischen Biegetheorie, unabhingig von der Einheitsverwdlbung, von einer Span-
nungsverteilung tiber die Schalendicke nach der klassischen Biegetheorie ausgegangen wird,
kann die Steifigkeit iliber das klassische Flachentrigheitsmoment beriicksichtigt werden. Die
Ersatzdicke bestimmt sich dann iiber das Flachentrigheitsmoment eines Rechteckquerschnitts,

welches dem des Kreisringquerschnitts entsprechen muss.

b.t;rsaz Iyy.lz
—12 1 = Iyy - tErsatZ =3 b Gl. 9.1
tFl +t5chale

T T T R - tErsatz
V4

I
I
I
_._._._<_|t|_._._._
N

Abb. 9.3: Ringquerschnitt und Ersatzquerschnitt fiir die Berechnung nach der VTB

Der Schubfluss in der Behilterschale wird, wie im Fall der starren Lagerung in Kapitel 7, im

Abstand

cs. =——-R Gl. 9.2

vom Sattelrand bestimmt. In der Berechnung des elastisch gebetteten Kreisrings wird als Ring-
querschnitt der Aussteifungsring samt Behélterschale bis zum Schnitt in dem der Schubfluss

bestimmt wurde, beriicksichtigt.
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Fiir die Wahl der Bettungsziffer hat sich durch Vergleichsrechnungen gezeigt, dass der Ansatz

ebenfalls analog zu Kapitel 7 iiber:

B=30-N
cm

‘R [cm] GlL. 9.3

erfolgen kann. Als Pressungsansatz zu Beginn der iterativen Berechnung wird ein in Umfangs-

richtung konstanter Verlauf verwendet.

Da in der Regel die Verwendung von Aussteifungsringen bei grolen Behiltern in Betracht
kommt, wird zur Demonstration der Eignung des Verfahrens fiir diesen Fall ein Behélter mit

folgenden Abmessungen betrachtet:

Radius: 1500 mm

Linge der Zylinderschale: 12000 mm
Bodenabstand: 1500 mm

Blechdicke der Schale: 10 mm
SattelumschlieBungswinkel: 120 °

Wichte der Fliissigkeitsfiillung: 10° N/mm?
Aussteifungsring: IPE-140 iiber dem Sattel

Bei diesem Behilter treten die maximalen Spannungen an den auflen liegenden Flanschen des
IPE-Ringtragers auf, die in der folgenden Abbildung 9.4 im Vergleich zu den Ergebnissen der
FE-Methode dargestellt werden.
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Abb. 9.4: Spannungsverlauf im dufleren Flansch des IPE140 - Aussteifungsrings

Der Vergleich zeigt durch den iibereinstimmenden qualitativen Verlauf, dass mit dem Bere-
chungsverfahren das Tragverhalten prinzipiell richtig erfasst wird. Die Absolutwerte der Span-
nungen zeigen vor und nach dem Sattelhorn ebenfalls eine gute Ubereinstimmung. Die maxi-
malen Spannungen am Sattelhorn werden mit dem Berechnungsverfahren etwas hoher erfasst
als in der FE-Berechnung und der Ort des Maximums liegt auch mehr zum Satteltiefpunkt hin.
Durch Variation der Bettungsziffer konnte hier eine bessere Ubereinstimmung erzielt werden.
Im Rahmen von weiteren Vergleichsberechnungen konnte aber kein einheitlicher Ansatz fiir
die Bettungsziffer festgestellt werden, und in Anbetracht der geringen Abweichung bei der Er-
mittlung der maximalen Spannungen mit dem einfachen Ansatz nach Gl. 9.3 ist dies auch nicht

notwendig.

Im Vergleich zu den Ergebnissen von Zick, die in Abb. 9.5 dargestellt sind, zeigt sich ebenfalls,
dass mit dem gewihlten einfachen Ansatz eine wesentlich genauere Erfassung der Beanspru-

chung gegeben ist.
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Abb. 9.5: Vergleich der Spannungen nach Zick und nach dem eigenen Berechnungsverfahren

Mit dem Ersatzsystem von Zick, fiir den Fall eines Aussteifungsrings iiber dem Sattel (siche
Kapitel 3.4.1) wird zwar der qualitative Spannungsverlauf prinzipiell erfasst, aber, wie im Fall
der starren Lagerung, wird mit dem Ansatz des Schubflusses nach der Balkentheorie das Trag-
verhalten des Behélters nicht ausreichend genau abgebildet, was am deutlichen Unterschied in
den Absolutwerten der Spannungen zu sehen ist. Eine Vergrof3erung der mittragenden Schalen-
breite im Ansatz von Zick oder in dem von Brownell & Young, wiirde zwar fiir diesen Fall eine
bessere Ubereinstimmung erzielen, aber es wiirde weiterhin eine Abhiingigkeit von der Steifig-

keit des Ringes fehlen.

Beim Berechnungsaufwand zeigt sich, im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Féllen, dass
die Ergebnisse sehr schnell konvergieren. In diesem Fall wird schon nach 5 Iterationsschritten
ein genaues Ergebnis erreicht. Ein genauerer Pressungsansatz, um den Berechnungsaufwand zu
reduzieren, ist daher nicht notwendig und mit dem vorgestellten Verfahren liegt eine einfache

und genaue Moglichkeit zur Beriicksichtigung von Aussteifungsringen {iber dem Sattel vor.
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9.3 Aussteifun gsringe seitlich des Auflagers

Fiir den Fall einer Aussteifung der Kreiszylinderschale durch seitlich des Sattels angeordnete
Ringe miissen, je nach Abstand der Ringe vom Sattel, zwei Fille unterschieden werden. Sind
die Ringe direkt oder sehr nah am Sattel angeordnet, wirken die Ringe und die Schale {iber dem
Sattel als ein Querschnitt und die maximalen Spannungen treten an den Flanschen der Ringe
auf. Mit zunehmender Entfernung vom Sattelrand nehmen die Spannungen in den Flanschen ab
und die maximalen Spannungen treten in der Behélterschale am Sattelhorn auf. Die aussteifen-

de Wirkung der Ringe ist dann mit der des Behélterbodens vergleichbar.

Die Grenze, ab wann welcher Fall ma3gebend wird, hangt sowohl von der Steifigkeit der Ringe
als auch von den iibrigen Behélterparametern ab und kann nicht eindeutig festgelegt werden.
Um beide Fille im Rahmen des Berechnungsverfahrens zu erfassen, werden zwei unterschied-
liche Berechnungen vorgeschlagen. Zur Erfassung der maximalen Spannungen in den Ring-
flanschen erfolgt ein Nachweis analog zum Fall des Aussteifungsringes liber dem Sattel, wie in
Kapitel 9.1. Bei der Ermittlung der maximalen Spannungen in der Behélterschale muss die
Steifigkeit und die Lage der Ringe beriicksichtigt werden. Dies erfordert eine Erweiterung ge-

geniiber den bisherigen Idealisierungen und wird in Kapitel 9.3.2 vorgestellt.

9.3.1 Berechnung der maximalen Spannungen in den Ringflanschen

Die Berechnung der auftretenden Spannungen in den Flanschen der Aussteifungsringe erfolgt
im Prinzip wie in Kapitel 9.1. Da in diesem Fall angenommen wird, dass beide Ringe zusam-
men mit der Behélterschale iiber dem Sattel als ein Querschnitt wirken, muss dies auch in der
Berechnung des Schubflusses nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie entspre-
chend beriicksichtigt werden. Dazu wird die Lénge des mittleren Bereichs durch den Abstand
zwischen den d@ufleren Eckpunkten der Ringflansche entsprechend Abbildung 9.6 bestimmt. Die
Ersatzdicke zur Beriicksichtigung der Steifigkeit der Ringe, wird {liber das Flachentrdgheits-
moment der Ringe im Verbund mit dem Steineranteil der Behélterschale und Umrechnung auf

einen dquivalenten Rechteckquerschnitt bestimmt.
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Abb. 9.6: Ringquerschnitte mit Behilterschale und dquivalenter Querschnitt fiir die Berech-
nung nach der VIB

Der Bettungsmodul und der Ort zur Bestimmung des Schubflusses nach der verallgemeinerten

technischen Biegetheorie werden, wie in Kapitel 9.1, nach GI. 9.2 und 9.3 angesetzt.

Wie im Fall der Aussteifung durch einen Ring iiber dem Sattel, kommt die Aussteifung durch
Ringe seitlich des Sattels in erster Linie fiir grole Behélter in Betracht. Hierzu wird ein Behél-

ter mit folgenden Abmessungen betrachtet:

Radius: 1500 mm
Lange der Zylinderschale: 16000 mm
Bodenabstand: 3000 mm
Blechdicke der Schale: 18 mm
SattelumschlieBungswinkel: 120 °
Wichte der Fliissigkeitsfiillung: 10° N/mm?

Die Aussteifung erfolgt je Sattel durch zwei Ringe mit einem IPE-120 Profil. Als Abstand der
Ringe vom Sattelrand wird fiir diesen Fall ein kleiner Wert von XR = 50 mm gewéhlt. Bei die-
sem Abstand treten die maximalen Spannungen in den duBleren Flanschen der Ringe auf. In
Abbildung 9.7 sind die Ergebnisse direkt im Vergleich zu den Ergebnissen nach der FE-
Methode und nach dem Verfahren von Zick dargestellt.
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Abb. 9.7: Spannungen in den du3eren Flanschen der Ringe

Es zeigen sich wieder qualitativ und quantitativ iibereinstimmende Verldufe fiir die Ergebnisse
des eigenen Berechungsverfahrens und der nach der FE-Methode. Im Vergleich zu Zick zeigt
unabhingig vom Absolutwert der auftretenden Spannungen, der grundsétzlich andere Verlauf,
dass das dem Verfahren von Zick zu Grunde liegende Ersatzsystem (siehe Kapitel 3.4.1), die
realen Verhiltnisse nicht wiederspiegelt. Das Verfahren von Zick fiir Ringe seitlich des Sattels

ist demnach nicht geeignet.

Das Konvergenzverhalten wihrend der Iteration entspricht dem beim Fall der Ringe direkt {iber
dem Sattel. Somit sind nur ca. 5 bis 10 Iterationsschritte erforderlich und ein genauerer Pres-
sungsansatz ist nicht notwendig. Damit wurde gezeigt, dass flir den Fall der seitlichen Anord-
nung von Aussteifungsringen der Spannungsverlauf in den Ringen mit dem neuen Verfahren

realistisch erfasst werden kann.

9.3.2 Berechnung der Spannungen in der Behiilterschale

Wie zu Beginn in Kapitel 9.1 erwdhnt wurde, ist fiir den Nachweis der Spannungen in der Be-
hilterschale fiir den Fall von Aussteifungsringen seitlich des Sattels eine Erweiterung der bis-
herigen Idealisierung erforderlich. Die Erweiterung betrifft die Einbeziehung der Aussteifungs-

ringe unter Beriicksichtigung ihrer Lage und Steifigkeit. Hierzu ist zunichst eine Betrachtung
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der Differentialgleichung der verallgemeinerten technischen Biegetheorie notwendig. Nach

Kapitel 2.5.3.4, GI. 2.68 ergab sich die Differentialgleichung fiir die Kreiszylinderschale zu:

4

o A Y
Z(Ekc-J—GkD-T(X)#B-k\/(x):quj Gl. 9.4

k=1

Die Herleitung dieser Differentialgleichung erfolgte {iber eine Variation des inneren und dufe-
ren Potentials, wobei in Umfangsrichtung nur die Tragwirkung iiber die Biegemomente bertick-
sichtigt wird. Aus der Variation des Potentials infolge dieser Biegemomente resultiert in der

Differentialgleichung der Ausdruck:

“B*V(x). Gl. 9.5

Unter Verwendung der Analogie zwischen der Differentialgleichung der verallgemeinerten
technischen Biegetheorie und der des elastisch gebetteten Balkens, kann der Wert B auch als
eine Bettungsziffer interpretiert werden. Die Wirkung eines Aussteifungsringes liegt in einer
lokalen Erhohung der Steifigkeit in Umfangsrichtung und ein Aussteifungsring wird sich nach
dieser Analogie in erster Linie in einer Erh6hung dieser Bettungsziffer liber eine kurze Lénge
ausdriicken. Fasst man diese erhdhte Bettungsziffer zu einer Federsteifigkeit zusammen, kann
der Einfluss des Aussteifungsringes durch ein elastisch gefedertes Auflager beriicksichtigt wer-

den.

Abb. 9.8: Idealisierung der Aussteifungsringe in Form von Federn

Die Bestimmung der Federsteifigkeit erfolgt durch Ermittlung einer Ersatzdicke, wie im Fall
des Aussteifungsrings direkt iiber dem Sattel in Kapitel 9.2, durch Berechnung der Bettungszif-

fer B fiir diese Ersatzdicke nach der verallgemeinerten technischen Biegetheorie und durch
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Multiplikation dieser Bettungsziffer mit der Ringbreite. Die Beriicksichtigung der Ringe in
Form von gefederten Auflagern erfordert eine Aufteilung des Behilters in fiinf Bereiche und
die Formulierung weiterer Randbedingungen. Die Losungsansidtze werden aus Kapitel 6.4 ii-

bernommen.

e
o

Abb. 9.9: Aufteilung des Behilters in flinf Bereiche

Die Randbedingungen links und rechts, sowie die Ubergangsbedingungen im Sattelbereich
dndern sich gegeniiber den in Kapitel 6.5 vorgestellten nicht. Im Ubergang, an dem die Ringe
angeordnet sind, sind die ersten drei Bedingungen ebenfalls identisch mit den bisherigen Uber-
gangsbedingungen. Die letzte fehlende Bedingung ldsst sich iiber die Analogie zum elastisch
gebetteten Balken und der Forderung nach Gleichgewicht zwischen Querkraft und Auflager-

kraft im elastisch gefederten Lager bestimmen:

VL) i, @ TVA(L)

E*C
ox’® ox’

=C,-*V,(L)) GL. 9.6
Zur endgiiltigen Losung wird der Schubfluss wie in den vorangegangenen Féllen bei

cs :i-R Gl1. 9.7

starr 1 OO

bestimmt und als Bettungsziffer fiir den elastisch gebetteten Kreisring:

B=30-N
cm

‘R[cm] Gl. 9.8
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verwendet. Zu Beginn der Iteration wird wieder eine konstante Pressung angesetzt. Bei dem
Behilter in Kapitel 9.3.1 wird der Abstand der Aussteifungsringe vom Sattelrand auf XR = 200

mm vergrofert, womit in diesem Fall der Nachweis der Spannungen in der Behélterschale

mafgebend wird.

In der folgenden Abbildung ist der Spannungsverlauf in der Behilterschale im Vergleich zu

den Ergebnissen nach der FE-Methode dargestellt:
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Abb. 9.10: Verlauf der Spannungen in der Behilterschale fiir einen Ringabstand vom Sattel
von XR=200mm

Der Vergleich zu den Ergebnissen nach der FE-Methode zeigt, dass mit der gewéhlten Ideali-
sierung der Einfluss der Aussteifungsringe ausreichend genau erfasst wird und somit das Be-
rechnungsverfahren auch fiir diesen Fall anwendbar ist. Die erforderliche Anzahl an Iterations-
schritten ist in diesem Fall allerdings sehr hoch (ca. 250), was eine lange Rechenzeit zu Folge
hat. Zur Reduzierung der Berechnungsdauer, analog zur starren oder weichen Lagerung, wiren
weitergehende Untersuchungen erforderlich, um Kenntnis {iber die zu erwartenden Sattelpres-
sungen zu erhalten. Da aber in der Regel eine Anordnung der Aussteifungsringe direkt am Sat-

tel die wirtschaftlichste Losung darstellt, wird auf diese Untersuchung im Rahmen dieser Ar-

beit verzichtet.
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Kapitel 10 Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines praxisorientierten Berechnungs-
verfahren, mit dem ohne Einschrinkung der mdglichen Behélterparameter die in der Regel
mafgebenden maximalen Spannungen in Umfangsrichtung unter Beriicksichtigung des scha-

lenspezifischen Tragverhaltens bestimmt werden konnen.

Im ersten Teil der Arbeit wurden aufbauend auf den theoretischen Grundlagen die bisherigen
Berechnungsverfahren eingehend analysiert. Es wurden dabei sowohl schalentheoretische Lo-
sungsansitze als auch vereinfachte Ansédtze auf Grundlage der Biegetheorie von Ringtrigern
betrachtet. Als Maligabe fiir eine realistische Erfassung wurde eine Losung nach der FE-
Methode entwickelt und verifiziert. Hierbei wurde festgestellt, dass fiir den Fall der starren
Lagerung die Annahme eines unendlich steifen Sattels zu einer Singularitit im Spannungsver-
lauf am Sattelhorn fiihrt. Diese Problematik, die in bisherigen Untersuchungen nicht ausrei-
chend berticksichtigt wurde, kann umgangen werden wenn die iiber die Sattelbreite gemittelten

Spannungen betrachtet werden.

Der Vergleich der Ergebnisse nach verschiedenen Berechnungsverfahren zeigt, dass die bishe-
rigen praxisorientierten Verfahren zum Teil erhebliche Schwachpunkte bei der Abbildung des
realen Tragverhalten haben. Insbesondere werden nach dem Verfahren von Zick die maximalen
Spannungen deutlich iiber- als auch unterschétzt. Trotz der Defizite ist das Verfahren von Zick
aufgrund seiner einfachen Handhabung und der mechanisch nachvollziehbaren Idealisierung
noch heute gebrduchlich. Das Ausbleiben einer ausgeprigten Versagenshaufigkeit, die in der
Literatur mit den plastischen Tragreserven begriindet wird, zeigt das hohe Potenzial fiir eine

Optimierung der Bemessung.

Um eine einfache Handhabung zu gewahrleisten, orientiert sich deshalb das neu entwickelte

Berechnungsverfahren an der Idealisierung von Zick in Form eines Kreisrings, der durch einen
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Schubfluss belastet wird. Um die Defizite im Verfahren von Zick auszugleichen, war eine
schalentheoretische Berechnung des Schubflusses in der Kreiszylinderschale notwendig. Der
Vergleich verschiedener Schalentheorien zeigt, dass mit der verallgemeinerten technischen
Biegetheorie ein Losungsansatz zur Verfligung steht, der ohne mathematische Schwierigkeiten
verwendet werden kann und zudem durch seine Analogie zum Tragverhalten eines elastisch
gebetteten Balkens auch nachvollziehbar ist. Eine weitere Verbesserung des Verfahrens von
Zick stellt die Betrachtung eines elastisch gebetteten Kreisrings zur Berechnung der Schnitt-
groBen in Umfangsrichtung dar, da dadurch eine tiber den Umfang kontinuierliche Beriicksich-

tigung der kinematischen Randbedingungen durch den Sattel erfolgt.

Im zweiten Teil der Arbeit wird gezeigt, wie die Berechnung des Schubflusses nach der verall-
gemeinerten technischen Biegetheorie mit der Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring
verkniipft werden kann. Hierzu erfolgt eine ausfiihrliche Darstellung und Erlduterung aller auf-
zustellenden Gleichungen und deren Losung. Das Resultat ist ein iteratives Berechnungsverfah-
ren, mit dem ohne Annahmen beziiglich der Interaktion zwischen Sattel und Behilter eine rea-

listische Abbildung des Tragverhalten in Umfangsrichtung ermoéglicht wird.

Durch mehrere Vergleichsrechnungen mit Ergebnissen nach der FE-Methode wurde die Eig-
nung des neuen Verfahrens gezeigt. Zunichst erfolgte ein Vergleich fiir den Fall einer starren
Lagerung. Die Ergebnisse der iterativen Berechnung stimmen dabei sehr gut mit denen nach
der FE-Methode iiberein. In diesem Zusammenhang wurde auch gezeigt, dass bei Verwendung
bekannter Ansitze fiir die Auflagerpressung auf eine Iteration verzichtet werden kann und die
Berechnung erheblich vereinfacht wird. In dieser Form ist es fiir eine praktische Anwendung

geeignet.

Mit der Darstellung der Vorgehensweise und der Ergebnisse fiir den Fall einer Lagerung auf
einer weichen Zwischenschicht wurde eine mogliche Erweiterung des neuen Verfahrens ge-
zeigt. Der Fall einer weichen Lagerung erforderte hierbei im Vorfeld Untersuchungen zur Ide-
alisierung des eigentlich nichtlinearen Tragverhalten einer elastomeren Zwischenschicht. Diese
Untersuchungen auf Grundlage der FE-Methode wurden im ersten Teil der Arbeit im Zusam-
menhang mit der Entwicklung des FE-Models beschrieben. Ergebnis dieser Untersuchung ist
ein Vorschlag, wie das nichtlineare Tragverhalten durch eine elastische Bettung idealisiert
werden kann. Ein in diesem Zusammenhang ermittelter Ansatz fiir die zu erwartenden Sattel-

pressungen kann genutzt werden, um die Berechnung, wie im starren Fall, weiter zu vereinfa-
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chen. Damit ist die Moglichkeit gegeben verschiedene Ausfiihrungsformen der Sattelkonstruk-
tion in einem Berechungsverfahren zu beriicksichtigen, was eine Verbesserung gegeniiber bis-

herigen Verfahren darstellt

Das neue Berechnungsverfahren wurde auch genutzt, um fiir den Fall einer Lagerung auf einer
weichen Zwischenschicht, der bisher noch nicht Gegenstand von Untersuchungen war, eine
einfache Entwurfsformel aufzustellen. Diese Formel ermdglicht eine einfache Vordimensionie-

rung unter Beriicksichtigung aller wesentlicher Behélterparameter.

AbschlieBend wurde gezeigt, dass mit dem neuen Berechungsverfahren auch die Wirkung von
Aussteifungsringen beriicksichtigt werden kann. Gegeniiber bisherigen Verfahren wird dabei
die Steifigkeit des Rings mit beriicksichtigt und es kann zwischen der Anordnung eines Rings
direkt {iber dem Sattel und der Anordnung von mehreren Ringen seitlich des Sattels unterschie-
den werden. Dariiber hinaus werden sowohl die maximalen Spannungen in der Behélterschale
als auch in den Aussteifungsringen ermittelt, wodurch eine optimale Ausnutzung der ausstei-

fenden Wirkung eines Rings ermdglicht wird.

Neben den vorgestellten Fillen sind weitere Anwendungsmoglichkeiten fiir das Verfahren vor-
stellbar wie zum Beispiel die Beriicksichtigung der Flexibilitidt von Sattelkonstruktionen aus
Stahl. Hierzu sind, analog zum vorgestellten Fall einer weichen Lagerung, weitergehende Un-
tersuchungen notwendig, wie die Sattelflexibilitdt in der elastischen Bettung beriicksichtigt
werden kann. Die einfache Erfassung von dynamischen Einfliissen stellt insbesondere bei einer
horizontalen Belastung weiter ein ungeklértes Problem dar. Da das vorgestellte Verfahren auch
auf den Fall einer horizontalen Belastung anwendbar ist, kann dieser Fall mit der Kenntnis von
Ersatzlasten ebenfalls gelost werden. Der Ansatz einer horizontalen Einzellast nach der GGVS
ist aber nicht realistisch, so dass hier weitere Untersuchungen notwendig sind.Auller den mog-
lichen Erweiterungen der Anwendungsfille wiren noch weitere Vereinfachungen der Berech-
nung von Vorteil. Die grofite mathematische Schwierigkeit innerhalb des Berechungsverfah-
rens liegt in der Losung der Gleichungssysteme mit 12 Unbekannten. Bei Ansatz von bekann-
ten Pressungsansitzen hat sich in den Berechnungen angedeutet, dass der Einfluss der ange-
setzten Bettungsziffer geringer wird und es ist zu untersuchen, ob fiir diesen Fall vereinfachte
Ersatzsysteme in Frage kommen. Die Idealisierung des Behilters im Rahmen der verallgemei-
nerten technischen Biegetheorie ist ebenfalls sehr genau und kann moglicherweise weiter ver-

einfacht werden.
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Anhang

Vorgaben fiir die Berechnung

Systemwerte vom Anwender festzulegen

H 4 A4 H

R Radius [mm] !

A Bodenabstand [mm] R |

t Behélterdicke [mm] b b

L Behalterlange [mm]

b Sattelbreite [mm] ﬁ ﬁ

9 Sattelwinkel ] U U “

N7

k
K

H =04R Bodentiefe nach DIN 28012 (KIépperbdden)

E E-Modul [N/mm?]

v Querkontraktionszahl [-]

G=E/(2-(1+v)) Schubmodul [N/mm?]

Q resultierende Last pro Sattel aus Eigengewicht und Flussigkeit
k Anzahl der zu bericksichtigenden Einheitsverwdlbungen

(mit 40 liegt man auf der sicheren Seite)

weitere Systemwerte werden automatisch festgeleqgt

Idealisierung des Behilters und Pressungsansatz zu Beginn der Berechnung (Kap. 6,2 und 6.3)

qe :R-yﬁF-Jrcosq))

L1 =A+H-2/3-b/2 A I A A

—— = O — === — e — e — --
L2 =b
L3 =L/2-A-b/2 —aa

4 y y Y
/ VI / qp
L, L, L,
var = Q/ (mR%(Li+lotly)) aquivalente Fliissigkeitswichte
dpe = Q - konstanter Pressungsansatz bei starrer Lagerung
2-b-R-sin9/2
Q . A L

g, = -cosp kosinusférmiger Pressungsansatz bei weicher Lagerung

b-R-(sin8/2-cos9/2+9/2)

mit Pressungsansatzen nach Kap.7.3 und Kap. 8.3 kann auf eine lteration verzichtet werden
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Beginn der iterativen Berechnung

Querschnittswerte in Abhangigkeit der Einheitsverwoélbung ‘ k ¢
D =r-t¥(3-R)-k2 (K*1)-(K*/(1-v)-1)

*C =nt R (1+/R%K*(12-(1-v%))) :
"B =(n-K/IR®)k*((K*-1)%) mit K =E-t3/(12-(1-v?))

Lastterme
“a,="q, =—j;vép ‘R-(1+cosg)k*-R-coske do ; “q, =—§(vép ‘R-(1+ 008 9) +q,(¢))k* -R-cos(k - ¢) do

Losungsansétze fiir die Differentialgleichung der VTB (Kap. 6.4)

fur die erste Einheitsverwolbung k=1

.
9 x*+C,-x*+C,-x*+C, -x+C,

Vi) =51 e

"V, (x) = 241?5210 X' +C,-x*+C,-x*+C, -x+C,

"W, (x) = 241_qE31C x*+C,-x*+C, X +C,,-x+C,,

fur alle weiteren Einheitsverwdlbungen k>1  mita :\/ 2 :EI?C + fEkPC d Bz\/ 2 :EE:C - 4C-;I;PC

k

“V,(x) = e“*-(C, -cospx +C, -sinpx)+e*-(C, -cospx + C, -sin[3x)+k—(é1
k

“V,(x) = e** -(C5 -cosPx+C, -sian)+ e -(C7 .cospx +C, -sinpx)+ k?;
k

“V,(x) = e“*-(C, -cospx +C,, -sinpx)+e**-(C,, -cospx +C,, -sinpx)+ kiBS

Rand- und Ubergangsbedingungen zur Bestimmung der Konstanten C, bis C+, fiir jede Einheits-

verwolbung ’ k ‘ (Kap. 6.5)
VxSV fVix :
“V,(0)=0 1 N ) | [Fviy =0
o —>————- O — <1 vy =0
V/(0)=0 / \ (L) =
Q
A A A
“Vi(L)="V,(0)  “V{(L)="V;(0) KV, (L,)=V,(0)  KVI(L,)="V!(0)
“VIL)="VI(0)  FVIL)="VI'(0) KVI(L,)=KVI0)  KVI(L,)=FVI(0)
V y |
/! VI I
L, L, L,

Schubfluss in der Behalterschale (Kap. 6.6)

© 3k _ 3k
No=Y T Lisinkg mit tTog- e 2 Vb m9) FV(es)
S k OX OX
cs =3R/00

im Fall einer starren Lagerung: ¢s =4-R/100 im Fall einer weichen Lagerung:
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Berechnung am elastisch gebetteten Kreisring | res_ xp

Bereich 1
92<p<m-9/2

bm =b+2.cs Breite Kreisrings
El =Ebmt’/12 Biegesteifigkeit des Kreisrings

Bettungsziffer ‘Be‘ des elastisch gebetteten Kreisrings = {7

im Fall einer starren Lagerung Be =30 N/mm?3-R
im Fall einer weichen Lagerung Be = b-B mit

B =055 |n(E°d+ 1} 10963  [N/mm°]

Losungsansatze fiir die Differentialgleichungen des Kreisrings (Kap.6.7)

4

, . R 1 “T-cosk
w,(p)= C,-cos¢+C, sing+C, -¢-cosp+C,-¢-sinp+ C, - B -[(‘T+y.aF-b~R)-§-(p2-COS(p— E —k4_2.sz1
k=2

o

e i —— o R* | El-y, -b-cose < “T.coske
w,(p)= e"*-(C, -cosPe+C, -sinfop)+e (Cq -cosPo+C, -sinBe)+C,, + T Be R + LS Be R’
-2-k* +1+ El
mita:\/ El+Be-R™ 1 B:\//EIJrBeR A
AE| 2 4El 2
v,(0) = [ w(0)do+C,, v.(9) =~ w.(0)do+C,,
El (0°w,(o) El (0°w,(9)
M.(¢) = —— - M. (0) = ——-
(9)=—3 ( 207 +W1(<p)j 2(0) =0 ( Py +W2(<p)j
M, (e) oM, (¢)
Q,(¢)=——"—"— Q,(9)=——"——
(@) R 0o 2(¢) R.co
N (@)= -S2Re b1+ cos0) N,(0) = =202 L Re b1+ c030)-R Be-w, o)
¢ ¢
w,(n)=0
Randbedingungen zur Bestimmung der Konstanten C, bis C4, (Kap. 6.7) v, (1) =0
2
Q,(n1)=0
w,(8/2)=w,(8/2)
w,(8/2)=w,(8/2)
verbesserte Sattelpressung v,(8/2)=v,(8/2)
Q,(8/2)=Q,(8/2 .
N2(9/2)—NI(8/2) Ha(0=0
2( )_ 1( ) Vz(O):O
Q,(0)=0

ggfs. erneute Berechnung mit verbesserter Sattelpressung
ansonsten Spannungen aus SchnittgroBen am elastisch
gebetteten Kreisring bestimmen
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