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eKapitel 1
e eEinordnung der Thematik

Die vorliegende Untersuchung ist im Umkreis eines Grundlagenproblems der theo-
retischen Physik angesiedelt, das darin besteht, eine Brücke zu schlagen zwischen
deterministischen Naturgesetzen und statistischer Naturbeschreibung.

Ein zentrales Anliegen der theoretischen Physik ist es, Fakten, die auf definierte
Weise den Naturerscheinungen entnommen sind, in rationaler Terminologie zu for-
mulieren, abstrahierend essentielle Züge zu isolieren und das anschauliche Phäno-
men zeitlicher Aufeinanderfolge mit mathematischen Strukturen in Verbindung zu
bringen. Begriffliche Analyse einerseits und zeitliche Vorhersage anderseits kenn-
zeichnen ihre fundamentale Fragestellung.

1.1 Methodische Ansätze

Lösungen dieser Aufgabe hat man mit Hilfe verschiedener gedanklicher Ansätze
auf unterschiedlichem Niveau gesucht.

Die Theorie der deterministischen dynamischen Systeme stellt einen mathemati-
schen Rahmen dar, um Erscheinungen vielfältigster Natur, mechanische und öko-
logische Systerne, turbulente Strömungen, sogar chemische Reaktionen, begrifflich
zugänglich zu machen. Man spricht abstrakt von Zuständen z, repräsentiert durch
die Elemente eines Phasenraumes, die als eindeutige Charakterisierung eines Sy-
stems zu einer bestimmten Zeit angesehen werden. Ihre zeitliche Evolution, die
Trajektorien x(t), sind bei zeitlich kontinuierlichen Systemen durch Differential-
gleichungen z(2) = Ö(z{t)), bei zeitlich diskreten Systemen durch Differenzenglei-
chungen zarı = T(zu) festgelegt. Durch die Konstruktion der Poincaré-Schnitte
können zeitlich diskrete aus zeitlich kontinuierlichen Systemen hervorgehen.

‘Deterministisch’ heißen derartige Systeme, weil ihre zukünftige zeitliche Entwick-
lung eindeutig von der Gegenwart, dem Zustand zo zur Zeit to, bestimmt ist. Auch
dynamische Systeme mit ‘Gedächtnis’ können prinzipiell in den beschriebenen ge-
danklichen Rahmen eingefügt werden: Die zeitliche Veränderung der Zustände
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2 KAPITEL 1. EINORDNUNG DER THEMATIK

ist unter diesem Aspekt etwa durch Integrodifferentialglächungen festgelegt; die
zukünftige Entwicklung dieser Systeme hängt daher nicht nur von der Gegenwart,
sondern auch von der Vergangenheit der einzelnen Zustände ab.

Die Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Konzepte führt auf eine andere
begriffiche Ebene der physikalischen Naturbeschreibung, die gekennzeichnet ist
durch die Theorie der stochastischen Prozesse oder die statistische Mechanik sehr
vieler (~ 102) Freiheitsgrade. Vorhersage bedeutet hier, Aussagen über Wahr-
scheinlichkeiten künftiger Versuchsergebnisse zu treffen.
Überraschende, erst in den letzten Jahrzehnten gewonnene Erkenntnisse zeig-
ten die Notwendigkeit auf, beide Betrachtungsweisen zu verbinden und als nicht
mehr voneinander unabhängig anzusehen. Sie erscheinen vielmehr mannigfaltig
verknüpft: stochastische Prozesse können durch deterministische Grundgleichun-
gen generiert werden [1}, umgekehrt erzwingt das Studium deterministischer Sy-
steme schon sehr weniger Freiheitsgrade die Einführung von Begriffsbildungen der
Wahrscheinlichkeitslehre.

Den Ausgangspunkt dieser modernen Entwicklungen bildet das Phänomen des de-
terministischen Chaos [2,3]. Charakteristisch für die zeitliche Entwicklung eines
chaotischen dynamischen Systems mit einem kompakten Phasenraum ist seine sen-
sitive Abhängigkeit von den Anfangsbedingungen. Die Trajektorien dicht beiein-
anderliegender Anfangszustände separieren sich voneinander exponentiell schnell
im Verlauf ihrer zeitlichen Entwicklung. Jede Ungenauigkeit, sei sie auch noch so
klein, verhindert aus diesem Grunde Langzeitvorhersagen. Da jeder experimentell
zu realisierende Zustand grundsätzlich nur mit endlicher Präzision bekannt sein
kann, wird das Studium von Trajektorien allein dieser besonderen physikalischen
Situation nicht gerecht.

Es erscheint daher der geschilderten Problematik angemessener, das bisherige me-
thodische Konzept zu modifizieren und dieWirkung der Dynamik eines determini-
stischen Systems auf Verteilungen von Anfangszuständen zu untersuchen. Meßun-
genauigkeiten sind auf diese Weise prinzipiell mitberücksichtigt. Das Interesse ver-
lagert sich damit im Sinne der Referenz [4

]

auf die statistischen Eigenschaften eines
Systems unter dem Aspekt großer Zeiten. Innerhalb dieses erweiterten begriffli-
chen Rahmens induziert das zeitliche Veränderungsgesetz der einzelnen Zustände
einen linearen Operator, der die zeitliche Entwicklung von Verteilungsfunktionen
der Anfangszustände beschreibt. In der Literatur über dynamische Systeme trägt
dieser Operator den Namen Perron-Frobenius-Operator [5,6], in der statistischen
Mechanik ist er als Liouvslle-Operator bekannt.

1.2 Das Phänomen der Relaxation

Unter bestimmten Voraussetzungen, die durch die Untersuchungen des russischen
Physikers N.S.Krylov [7
]

deutlich geworden sind, konvergieren im Zuge der zeit-



1.2. DAS PHÄNOMEN DER RELAXATION 3

lichen Evolution alle hinreichend glatten Anfangsverteilungen gegen eine unter
der Wirkung der Dynamik invariante Verteilungsfunktion 9. Sie geht als wesent-
liche Komponente in eine Beschreibungsweise dynamischer Systeme ein, die alle
Eigenschaften eines Gleichgewichtszustandes der klassischen statistischen Physik
aufweist. So gibt etwa das Integral fy dr o(x) die Wahrscheinlichkeit dafür an,
ein System nach hinreichend langer Zeit im Teilgebiet G des zugrundeliegenden
Phasenraumes aufzufinden.

Dieser Vorgang der Relaxation in stationäre Gleichgewichtszustände im Sinne der
statistischen Physik und das Problem der Relaxationszeit als eines Maßes der
Relaxationsgeschwindigkeit stehen im Mittelpunkt der Überlegungen, die in der
vorliegenden Arbeit durchgeführt werden.

Die skizzierte Fragestellung berührt das zentrale Problem der statistischen Physik
der Nichtgleichgewichtszustände. Ausgehend von einem beliebigen Makrozustand
kann ein statistisches System nur dann einen asymptotischen Gleichgewichtszu-
stand erreichen, wenn es die Eigenschaft des Mischens besitzt. Diese entspricht
der Forderung, daß Korrelationen zweier Observablen mit fortschreitender Zeit
verschwinden müssen. Korrelationsfunktionen spielen eine bedeutende Rolle in
der statistischen Physik des Nichtgleichgewichtes: Die Natur ihres asymptotischen
Verhaltens für wachsende Zeiten gibt ein Maß für die Mischungseigenschaft; durch
die Green-Kubo-Formeln [8

]

sind sie mit den Transportkoeffizienten des betreffen-
den Systems verknüpft.

Klingen Korrelationen geeignet ausgewählter Klassen von Observablen sogar er-
ponentiell schnell ab, so ist ihnen eine wohlbestimmte Zeit r, die Relaxationszeit,
zugeordnet. Grob gesprochen bestimmt sie, wieviel Zeit verstreicht, bis eine be-
liebige Anfangsverteilung den Gleichgewichtszustand erreicht. Prominente Stan-
dardlehrbücher der theoretischen Physik, wie etwa das Werk von Landau und Lif-
schitz [9], weisen auf die Bedeutung der Rolle der Relaxationazeit hin, bieten aber
nicht einmal eine Näherungsmethode zu ihrer Berechnung an. Bis in die jüngste
Zeit hinein bilden Relaxationsvorgänge ein vieldiskutiertes Thema in den verschie-
denen Zweigen der theoretischen Physik: Die Referenz [10] unterrichtet über den
Stand der Forschung bei Hamiltonschen Systemen; exponentielle Konvergenz in
Gleichgewichtszustände wird für eine Klasse von ‘ramdom-walk’-Modellen in dem
Aufsatz [11] untersucht; ein informationstheoretischer Ansatz zum Verständnis der
Relaxation findet sich in dem Artikel [12].

Innerhalb des methodischen Rahmens dieser Untersuchung wenden wir uns aus-
schließlich zeitlich diskreten dynamischen Systemen zu, die keine ‘Gedachtnispha-
nomene’ aufweisen. Die modernen begrifflichen Hilfsmittel der Ergodentheorie
dynamischer Systeme erlauben unter diesen Umständen, den angesprochenen Pro-
blemkomplex mathematisch präzise und auf besonders durchsichtige Weise zu for-
mulieren. Exponentielles Mischen kann für spezielle Klassen von Systemen nach-
gewiesen werden [13]; Beispiele erlauben, Relaxationszeiten explizit oder unter
Verwendung numerischer Methoden zu berechnen [14].
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Wie man erkennt, sind die Relaxationseigenschaften eines dynamischen Systems
eng mit der Natur des Spektrums des zugehörigen Perron-Frobenius-Operators
verknüpft [6]. Formuliert bezüglich geeignet ausgewählter Funktionenräume, ist er
Ausdruck der Dynamik des Systems auf dem begrifflichen Niveau der Verteilungs-
funktionen. Ein endlicher Abstand zwischen seinem Spektralradius und dem Ab-
solutbetrag € seiner zweithöchsten Eigenwerte impliziert exponentielles Mischen,
die Größe € selbst ist mit der Relaxationszeit + verknüpft über die Beziehung
1/7 = —logé.

1.3 Die spezielle Fragestellung

Die Diskussion vergleichsweise einfach gearteter Modellsysteme, die analytischen
Berechnungen zugänglich sind, wirft eine Reihe grundsätzlicher Fragen auf, welche
die methodische Leitlinie dieser Arbeit kennzeichnen; ihre eingehende Behandlung
stellt den besonderen Gegenstand der Überlegungen dar.

e Welchen prinzipiellen Schwierigkeiten begegnet die Methode des Perron-
Frobenius-Operators bei ihrer Anwendung auf konkrete Systeme?

e Welcher Funktionenraum von Observablen ist ‘natürlich’ für die Definition
des Perron-Frobenius-Operators?

e Ist das Spektrum des Operators im allgemeinen komplex? Unter welchen
Voraussetzungen ist es diskret?

e Gibt es verschiedene grundsätzlich gleichberechtigte Räume natürlicher Ob-
servablen?

e Führen verschiedene Räume von Observablen im allgemeinen zu unterschied-
lichen Relaxationszeiten desselben Systems?

e Kann man eine Bedingung formulieren, unter der ein System nur eine einzige
Relaxationszeit für alle natürlichen Observablen besitzt?

e Angenommen ein System hänge stetig von externen Parametern ab, wel-
che typischen qualitativen Abhängigkeiten von den Parametern weisen die
Relaxationszeiten auf?

e Stehen Relaxationszeiten im allgemeinen in einem erkennbaren Zusammen-
hang mit weiteren, ein System wesentlich charakterisierenden Größen?

Es ist hier an den größten Ljapunov-Ezponenten AL, als ein Maß für die Sen-
sitivität der Anfangsbedingungen, und die Kolmogorov-Sinat-Entropte hxs,
die maximale Informationsrate, gedacht, die durch fortdauernde Durchfüh-
rung eines Experimentes erzielt werden kann.
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e Liegt in speziellen Situationen ein einfacher zahlenmäßiger Zusammenhang
zwischen T, hxs und AE vor?

e Eröffnen sich neue Perspektiven durch die Betrachtung mehrdimensionaler
dynamischer Systeme?

e Welche physikalische Relevanz besitzen die einer expliziten Diskussion zu-
gänglichen Modelle?

Die Wahl der hier vorgestellten Modellsysteme ergibt sich daraus, daß gängige
Methoden der Funktionalanalysis zur Anwendung gelangen sollen. Hamiltonsche
Systeme werden jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt. Die eingeführ-
ten Beispiele können im Sinne der Referenz [15] als Ausgangspunkt störungstheo-
retischer Berechnungen der Relaxationszeiten komplizierter gearteter Systeme die-
nen oder als für analytische Untersuchungen besonders geeignete Repräsentanten
größerer Konjugationsklassen dynamischer Systeme aufgefaßt werden.

Auf zwei Problemkreise, die in der Literatur bereits vereinzelt Beachtung gefunden
haben, wird besonders hingewiesen:

Erstens: Das Relaxationsverhalten hängt empfindlich von der Wahl der jeweils
betrachteten Klasse von Observablen ab. Nur besondere Klassen dynami-
scher Systeme und sehr spezielle Teilräume quadratintegrabler Funktionen
führen überhaupt zu exponentiellen Mischungseigenschaften [16,17].

Ferner ist die verbreitete Vermutung zu korrigieren, im allgemeinen sei die
Zerfallsrate exponentiell abklingender Korrelationen aus der Dynamik eines
Systems auf eine Weise zu berechnen, die insensitiv von den konkret unter-
suchten Observablen abhängt (vergleiche auch Referenz [18]). Damit tritt ein
Grundlagenproblem in Erscheinung, das für viele Zweige der theoretischen
Physik Aktualität besitzt:

Welche Funktionenräume von Observablen sind aufgrund physika-
lischer Gesichtspunkte ausgezeichnet?

Den Erwägungen der Referenz [19] folgend, wird in einer These der vorlie-
genden Arbeit vorgeschlagen, lokal analytische Funktionen als physikalisch
relevante Observablen anzusehen.

Zweitens wird hervorgehoben, daß daß Studium der spektralen Eigenschaften
des Perron-Frobenius-Operators typischerweise sehr schwer lösbare mathe-
matische Probleme aufwirft. Einen Einblick in den technischen Aufwand,
den selbst einfache, eindimensionale Systeme erforderlich machen, bietet die
Referenz [14]. Diese Problematik spiegelt sich auch in einem äquivalenten Zu-
gang zu der Fragestellungwider, der die Lokalisierung von Polen der Fourier-
Transformierten der Korrelationsfunktionen erörtert [20,21,22].

In Anbetracht dieser Komplikationen weisen die im folgenden untersuch-
ten Modellsysteme ein Strukturmerkmal auf, nämlich lokale Konstanz ihrer
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Jakobi-Matrix, das Fragestellungen der Funktionalanalysismit algebraischen
Methoden zu behandeln erlaubt und aus diesem Grunde explizite Berechnun-
gen ermöglicht.

Im einzelnen ist der Gedankengang der vorliegenden Untersuchung wie folgt auf-
gegliedert:

Das Kapitel 2 stellt in enger Anlehnung an Referenz [23] das begriffliche Instru-
mentarium bereit und definiert eine Klasse exakter dynamischer Systeme. Nach
der Einführung geeigneter Räume lokal analytischer Funktionen wird deutlich, daß
ein und dasselbe dynamische System viele verschiedene, grundsätzlich gleichbe-
rechtigte Räume natürlicher Observablen besitzen kann, die zu exponentiellen Mi-
schungseigenschaften führen. Bekannte Methoden der Funktionalanalysis gestat-
ten, Formeln herzuleiten, die Spuren der Potenzen des Perron-Frobenius-Operators
mit geeigneten Summationen über periodische Bahnen des zugrundeliegenden Sy-
stems in Verbindung bringen (vergleiche Referenz [19]). Einfach relazierende Sy-
steme, die durch eine einzige Relaxationszeit gekennzeichnet sind, werden begriff-
lich von Systemen mehrfachen Relaxationsverhaltens unterschieden.

Die nachfolgenden Kapitel wenden sich dem Studium von Beispielen zu, die der
aufgestellten Klasse angehören.

Eine speziell beschaffene Unterklasse eindimensionaler, einfach relaxierender Sy-
steme wird im 3.Kapitel eingeführt. Die wesentlichen Informationen über die
spektralen Eigenschaften aller einem derartigen System zugeordneten Perron-Fro-
benius-Operatoren erscheinen kodiert in einem für das System charakteristischen
Graphen. Die Relaxationszeit kann mit strukturellen Eigenschaften dieses Gra-
phen in Verbindung gebracht werden. Modelle einer besonderen Bauart lassen die
explizite Berechnung der Relaxationszeit zu.

Familien dynamischer Systeme, die von externen Parametern abhängig sind, ste-
hen im Mittelpunkt des Kapitels 4. Anhand eines Beispiels wird der Charakter
mehrfach relaxierender Systeme verdeutlicht. Wie sich ferner zeigt, weisen die
Relaxationszeiten als Funktionen der Systemparameter Singularitäten auf, Unste-
tigkeiten der ersten Ableitung, die in Analogie zur klassischen Thermodynamik als
Phasenübergänge interpretiert werden. Für das diskutierte Modell ist die expli-
zite Berechnung des Ljapunov-Exponenten sowie der Kolmogorov-Sinai-Entropie
möglich. Man wird zu verhältnismäßig komplizierten, aber geschlossenen Formeln
geführt; sie erweisen die im allgemeinen vorliegende Unabhängigkeit dieser Größen
von der Relaxationszeit.

Auf die besondere Problematik mehrdimensionaler Systeme geht das 5.Kapitel
ein. Die Existenz sogenannter erzeugender Zerlegungen bildet eine wichtige Vor-
aussetzung für eine vergleichsweise unkomplizierte mathematische Behandlung der
Perron-Frobenius-Operatoren. Bereits länger ist jedoch bekannt, daß diese Zer-
legungen fraktale Ränder besitzen können [24], wodurch ein explizites Studium
des Spektrums der Perron-Frobenius-Operatoren sehr erschwert wird. Schon im
Falle dynamischer Systeme, die durch verhältnismäßig einfach gebaute Torus-Ab-
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bildungen definiert sind, kennzeichnet dieses Phanomen die typischerweise vorlie-
gende Situation [25,26] (zitiert in [27]).

Nach einer eingehenden Erörterung dieser Komplikation wird eine Klasse expan-
siver Torus-Transformationen spezieller Natur eingeführt, welche die genannten
Schwierigkeiten umgeht. Die dadurch generierten Systeme erweisen sich als ein-
fach relaxierend. Ferner liegt für die in Betracht gezogenen Systeme eine einfachen
Relation vor zwischen der Relaxationszeit r, der Kolmogorov-Sinai-Entropie hxs
und der Dimension d der Modelle:

thxs = d.

Das Kapitel beschließend werden mehrdimensionale Verallgemeinerungen der so-
genannten ß-Transformation [28,29] eingeführt und näher untersucht. Die behan-
delten Beispiele legen Evidenz für die Hypothese nahe, ein bestimmtes Struktur-
merkmal eines dynamischen Systems, nämlich die Konstanz seiner Jakobi-Matrix,
impliziere einfaches Relaxationsverhalten.

Eine Diskussion verallgemeinerter Chebyshefl-Systeme in zwei Dimensionen be-
endet im 6.Kapitel die vorliegende Arbeit. Unter besonderen Voraussetzungen
sind sie explizit der Methode des Perron-Frobenius-Operators zugänglich. Gewisse
Aussagen über invariante Maße und das Relaxationsverhalten, teils hypothetischer
Natur, können formuliert werden. Wie sich weiterhin zeigt, besteht ein unerwarte-
ter Zusammenhang zwischen Chebysheff-Systemen und harmonischen Oszillatoren
in zwei Dimensionen.
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eKapitel 2
e eEine Klasse exakter dynamischer

Systeme

Das Kapitel stellt eine Klasse dynamischer Systeme vor, deren Relaxationsverhal-
ten einem eingehenden Studium zugänglich ist. Darüber hinaus sind in einer Reihe
von Beispielen derartiger Systeme alle die Relaxation betreffenden Größen explizit
zu berechnen.

Gewisse Analytizitätseigenschaften, die den betrachteten Modellen innewohnen,
erlauben die Anwendung gängiger Methoden der Funktionalanalysis. Die Überle-
gungen fußen hierbei weitgehend auf Ideen von G.Roepstorff und D.Mayer [23,13],
gehen aber von vereinheitlichenden Annahmen aus, um die wesentlichen Züge her-
auszustellen.

Insbesondere finden die Eigenwerte A, k = 0,1,..., der Perron-Frobenius-Opera-
toren Beachtung. Für Summen ihrer Potenten, IR, AZ, n € N, werden Formeln
hergeleitet sowie zwei wichtige Eigenschaften der untersuchten Klasse, Exakthett
und ezponenttelles Mischen, mit der Existenz einer Spektrallücke, 1 = Ao > [Arl,
k > 1, in Verbindung gebracht.

2.1 Begriffe, Definitionen

Zur präzisen Kennzeichnung der zu untersuchenden Klasse dynamischer Systeme
wird eine der Problematik besonders angepaßte Terminologie entwickelt. Im wei-
teren Fortgang der Überlegungen erlaubt sie, die in der Referenz [23] getroffe-
nen Begriffsbildungen auf eine für die beabsichtigten Zwecke geeignete Weise zu
verallgemeinern. Sie wird auch bei der Formulierung der zugeordneten Perron-
Frobenius-Operatoren und der Einführung einer symbolischen Dynamik Bedeu-

9
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tung gewinnen.

Ein diskretes dynamisches System ist definiert durch die Angabe eines Phasen-
raumes X, einer zugehörigen o-Algebra A und einer Transformation :X— X
mit der Eigenschaft: T-!A c A. Derartige Tripel (X, A,T) heißen meßbare oder
maßtheoretische dynamische Systeme.

2.1.1 Zerlegungen

Eine zentrale Rolle spielen Zerlegungen Z des Phasenraumes eines dynamischen
Systems. Darunter verstehen wir eine Menge paarweise disjunkter Elemente Z; €
A der o-Algebra A, indiziert durch die Symbole eines Alphabetes /z, deren Ver-
einigung den Phasenraum X ergibt:

UZ=x. (2.1)
iez

Alternativ sprechen wir von einer Zerlegung des zugrundeliegenden dynamischen
Systems. Im folgenden werden jedoch nur derartige Zerlegungen in Betracht gezo-
gen, die aus einer endlichen Anzahl, |Z| < oo, offener Gebiete des Phasenraumes
mit stückweise glatten Rändern bestehen; insbesondere dürfen also die Berandun-
gen 92,,i € Iz, nicht ‘fraktal’ sein.
Eine endliche Zerlegung Z’ heißt Verfeinerung der Zerlegung Z, 2’ < Z, falls jedes
Element aus Z durch eine Vereinigung von Elementen aus Z’ dargestellt werden
kann.

Auf natürliche Weise ordnen wir dynamischen Systemen zwei im allgemeinen von-
einander verschiedene Typen von Zerlegungen zu. Sie erweisen sich im Fortgang
als wichtige Größen.

Definition 2.1 Es seien N’ = {Ni}ier,, Zerlegungen eines dynamischen Systems
derart, daß alle Restriktionen Tly,, i € In, der Transformation T invertierbar
sind, Die gröbste aller dieser Zerlegungen heißt dre natürliche Zerlegung N =

{Nihiery des Systems (X,A,T).

Eine Zerlegung Z' nennen wir unter der Wirkung von T mit der Zerlegung Z
verträglich, wenn für jedes Z/ € Z', i € Iz, das Bild TZ! als Vereinigung von
Elementen aus Z aufgefaßt werden kann. Dieser Sprachgebrauch gestattet, eine
weitere Definition einzuführen:

Definition 2.2 Zerlegungen C = {Ci}ier., die mit sıch selbst unter der Wirkung
von T verträglich sind und mit denen auch die natürliche Zerlegung N des zu-
grundehegenden dynamischen Systems verträglich ıst, werden charakterisierende
Zerlegungen von (X,A,T) genannt.
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Wir weisen auf zwei Problemkreise hin.

1. Nicht jedes dynamische System muß notwendig eine endliche charakterisie-
rende Zerlegung mit stückweise glatten Rändern besitzen. Bereits unter ein-
fachen eindimensionalen Systemen finden sich Gegenbeispiele [29]; in höheren
Dimensionen scheint die Existenz glatter charakterisierender Zerlegungen so-

gar einen Ausnahmefall darzustellen. Der Abschnitt 5.1 dieser Arbeit geht
auf diese Problematik ausführlicher ein und berichtet über Resultate der
Referenz [27], die sich auf diese Fragen beziehen.

Da alle weiteren Überlegungen auf der Annahme der Existenz derartiger
Zerlegungen beruhen, schränkt die Forderung nach charakterisierenden Zer-
legungen die Menge der im Rahmen dieser Arbeit zu behandelnden dynami-
schen Systeme ein und stellt ein gewisses Problem für die Interpretation dar,
wenn man die im folgenden gewonnenen Resultate als generisch für größere
Klassen von dynamischen Systemen auffassen möchte.

2. Besitzt ein dynamisches System eine charakterisierende Zerlegung, so exi-
stieren, im Unterschied zu der natürlichen Zerlegung, im allgemeinen unend-
lich viele weitere, voneinander verschiedene charakterisierende Zerlegungen.
Diese sind prinzipiell gleichberechtigt; eine gewisse Auszeichnung erfährt je-
doch die minimale charaktertsterende Zerlegung C™™ des Systems, für die
gilt:

es. (2.2)

Zerlegungen können verknüpft werden. So ist € :=N VC die gröbste gemeinsame
Verfeinerung der Zerlegungen N und C:

E=NVC = {NiNC;: i1
€ In, 7 € Ic}

= {&}ien- (2.3)

Auf kanonische Weise ordnen wir einer Zerlegung € zwei surjektive Indikatorfunk-
tionen': Ig > Iy und": Ig 4 Ic zu derart, daß gilt: E; C Ny bzw. &C Cyn.

Ist C* eine Verfeinerung von C
,

so überträgt sich diese Eigenschaft auf die Zerle-
gungen &®:=N VC’undE: C*XC > & XE.

2.1.2 Graphen

Die Methodik der Graphentheorie hat bereits vereinzelt Anwendung auf Probleme
der Theorie dynamischer Systeme gefunden. Ansätze, die in diese Richtung zie-
len, werden in den Referenzen [30,31,32] vorgeschlagen. Auch wir wollen uns der
Möglichkeiten dieses begrifflichen Hilfsmittels bedienen und setzen die Sprache der
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/ @ —
2 @ ® |

tel, .

f e © JEk

Kl; @ __ © idkl @

Bild 2.1: Der Graph Gr(E,C)

Graphentheorie ein, um die Wirkung von Tranformationen T eines Phasenraumes
auf Zerlegungen zu beschreiben.

Da laut Konstruktion die Zerlegung E mit C verträglich ist, induziert die Transfor-
mation T eine Abbildung von E auf C

, die durch einen verallgemeinerten Graphen
Gr(E,C) veranschaulicht wird. Je zwei Vertizes i € Ig undj € Ic aus den im
allgemeinen verschiedenen Vertexmengen Ie und Ic sind genau dann durch L;;
von i nach j gerichtete Pfeile verbunden, wenn das Bild TE; das Gebiet C

; L,;;-mal
überdeckt. Die auf diese Weise festgelegte |£

|

x |C|-Matrix mit nichtnegativen,
ganzzahligen Elementen heißt Adjazenzmatriz des Graphen Gr(E,C).
Analog hierzu werden die Graphen Gr{C) und Gr(E) als die durch T induzierten
Wirkungen von C bzw. E auf sich selbst aufgefaßt. Sie stellen gerichtete Graphen
im üblichen Sinne der Graphentheorie dar (vergleiche etwa Referenz [33}) und
werden durch quadratische Adjazenzmatrizen M© und M® beschrieben. In der
Literatur über dynamische Systeme tragen derartige Matrizen auch den Namen
Übergangsmatrizen.

Die Graphen Gr(E,C) und Gr(C) stehen in einem Zusammenhang, der sich be-
züglich ihrer Adjazenzmatrizen in der Beziehung äußert:

YLi=)M& fürallejele. (2.4)
i€le i€lc

Es folgen einige Tatsachen über gerichtete Graphen im üblichen Sinne [33]. Ein
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Zyklus C, der Lange n ist ein gerichteter Graph im gebräuchlichen Sinn mit der
Vertexmenge (i1,-..,#n) und Pfeilen (t;,1;41), 5 =1,...,2~1, und (tn, 81). Linear
gerichtet heißt ein Graph, bei dem in jedem Vertex genau ein Pfeil endet und von
dem ein anderer ausgeht; er besteht also aus Zyklen. Jede Sequenz aufeinander-
folgender Pfeile in einem Graphen heißt Pfad. Die Länge eines Pfades bezeichnet
die Anzahl der darin enthaltenen Pfeile. Ein Pfad kann denselben Pfeil mehr als
einmal passieren.

Gerichtete Graphen heißen strikt zusammenhängend, wenn je zwei Vertizes durch
einen Pfeil, zusammenhängend, wenn sie durch einen Pfad verbunden sind. Für
derartige Graphen existiert eine natürliche Zahl n, so daß die Elemente der n-ten
Potenz der zugehörigen quadratischen Adjazenzmatrix M strikt positiv sind:

Mi; = > Mik,Mists wee Mai >0. (2.5)
kınnknmi

Insbesondere besitzen so beschaffene Graphen irreduzible Adjazenzmatrizen. Wie
man nachprüft, gibt das Matrixelement MS die Anzahl der Pfade der Lange n an,
die von dem Vertex i ausgehen und in dem Vertexj enden.
Im folgenden erläutern wir das Verhältnis des Graphen Gr(E™",C™™), definiert
durch die minimale charakterisierende Zerlegung C™*" zu dem Graphen Gr(£,C),
gegeben durch eine weitere charakterisierende Zerlegung C des zugrundeliegenden
Systems. Offenbar existieren Teilalphabete If C Ig und Ii © Ic mit der Eigen-
schaft: ; ;

Err = (JE und cm = UG. (2.6)
je je,

Die Anzahl der Pfeile von allen Vertizes Ji zu einem beliebigen Vertex k € Ic
ergibt sich als die Summe Dier Lat. Die Verträglichkeit von E™™ mit C™" unter
der Wirkung von T in Verbindung mit der Eigenschaft C < C™™ bedingt die
Gültigkeit der Relation:

Yi Lu = Xo Im für alle k,m € IR
.

(2.7)
le ie;

Demnach ist aufgrund der Definition einer Adjazenzmatrix das nachfolgende Lem-
ma bewiesen.

Lemma 2.3 Die Adjazenzmatriz L™" des Graphen G7(E™™",C™") laßt sich ver-

mittels:
.

Ly = > Ly mitle ie beliebig (2.8)
kel

durch die entsprechende Matriz eınes weiteren Graphen Gr(E,C), C
E SC", dar-

stellen.

Ein vergleichbares Verfahren für quadratische, stochastische Matrizen wird in der
Referenz [34] beschrieben. Dieses Resultat überträgt sich analog auf die entspre-
chenden Matrizen der Graphen Gr(C) und G7(C™").
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Da die Eigenwerte der Matrizen M°™” und M® noch Bedeutung erlangen werden,
formulieren wir eine Aussage über das Verhältnis ihrer Spektren.

Lemma 2.4 Für die Adjazenzmatrizen M© und MC” der Graphen Gr(C) und
Gr(C™) gilt:

spec M°™"" C spec M® (2.9)

für jede charakterisierende Zerlegung C #C™" des zugrundeliegenden Systems.

Beweis Es sei V ein Vektorraum der Dimension |C
| mit der Basis {vı,...,vgı}-

Wir fassen die Matrix M® als eine lineare Abbildung von V auf:

Mou, =), M$v; mit i € Ie. (2.10)
jelc

Ferner seien Vektoren w; eingeführt durch:

wy > vr mitt € Lemin. (2.11)
kei

Die Mengen J} sind dabei wie in Gleichung (2.6) definiert. Offenbar sind die
Vektoren w; linear unabhängig. Es gilt ferner:

Mow; = > Muy, = > > Miu;
kei jElc kel,

= VV Mw= L LM
lEI.min jEI, keli l€lomin JEI,

= DS Miu. (2.12)
l€lemin

Der von den Vektoren {wy,...,wjemmj} aufgespannte Unterraum von V ist
also invariant unter derWirkung von M°. Ergänzt man {w1,..., wieminj} zu
einer Basis von V, so erhält die Matrix M° die Gestalt:

e _ mer @

MS =

(

0 ®

)

, (2.13)

wodurch die Behauptung bewiesen ist. ©

2.1.3 Ein einfaches Beispiel

Obwohl die Kapitel 3-6 dieser Arbeit ganz dem Studium von Beispielen gewidmet
sind, ist es für das Verständnis hilfreich, schon an dieser Stelle anhand eines sehr
einfachen Modellsystems die eingeführten Begriffsbildungen zu illustrieren.
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1

/
2 /

0 1
Bild 2.2: Die Transformation T(z) = 3r +2/3 (mod 1)

Wir betrachten das dynamische System ([0,1),8,T), das definiert ist durch fol-
gende Transformation:

T : (0,1) > (0,1), z > 32 + 2/3 (mod 1). (2.14)

T ist ein Spezialfall affiner Kreisabbildungen. Der Abschnitt 3.2 dieser Arbeit wird
sich dem Studium der hierdurch definierten Klasse dynamischer Systeme ausführ-
lich zuwenden. Die natürliche Zerlegung dieses Systems ist offenbar gegeben durch
die Menge:

N
M

=

{ (0,3); (4,98); GH, Bs GBD) }- (2.15)

Die Restriktionen T|y, der Transformation T auf die Elemente der natürlichen
Zerlegung können invertiert werden. Man erhält für die linearen Funktionen
Si(x) := Tip, € Iy, die Ausdrücke:

Si(z) = 1/3(2- 2/5), Sx(z) = 1/32 +3/5),
Sx(x) = 1/3(z+8/5), Sulz) = 1/3(z + 13/5). (2.16)

Wie man nachprüft und wie im Kapitel 3 näher dargelegt wird, ist die minimale
charakterisierende Zerlegung C™" des Systems verknüpft mit der Bahn Br(0) =

{T'(0)}2, des Punktes z = 0 unter der Wirkung der iterierten Transformation
T. C™™ besteht aus disjunkten, offenen Intervallen, deren Randpunkte durch die
Elemente der Bahn Br(0) und den Punkt z = 1 gegeben sind:

cmin= (0,1, (50: (2.17)
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Offenbar stellen auch:

CH= (0,8: ,9:68,8:4,D: GD) (2.18)

und:

C= { (0,95) 9: CED EDs GE DGB)
(5.2) (4) BD) (2.19)

ebenfalls charakterisierende Zerlegungen des betrachteten Modells dar. Sie sind
Verfeinerungen der minimalen charakterisierenden Zerlegung C”'*. Als minimale
erzeugende Zerlegung E”i" = N VC™ des Systems erhält man:

em = (O15 ED GENEVE BYE 220)
Den Zerlegungen C™™ und E™™ sind die Graphen Gr(E™",C™*) und Gr(C™")
zugeordnet, deren Adjazenzmatrizen L™" und MC” aus dem Schaubild der Tran-
formation T (Abbildung 2.2) unmittelbar abgelesen werden können. Man erhält
auf diese Weise:

010101 014141
; 010011 min 0102min __ c _er"=li1100107 M -|ı 101]: 2.21)

101010 1011

Als Spektren der Matrizen MC™" und M“', die in der gleichen Weise aus der
Abbildung (2.2) zu bestimmen ist, findet man die Mengen:

spec M°™™”
= {3,-1,i,-i} und

specM°’ =

{ 3,1,—1,i,—# }. (2.22)

Offenbar gilt: specMC" c M®.

2.2 Symbolische dynamische Systeme

Die zeitliche Entwicklung des Anfangszustandes x € X eines dynamischen Sy-
stems (X, A,T) unter der Wirkung von T kann abstrakt durch eine Sequenz von
Symbolen eines Alphabetes beschrieben werden. Die Symbolfolge enthält die ge-
samte Information über das in Frage stehende System. In dieser Vorgehensweise
werden durch die Symbole nur gewisse charakteristische Züge einer Trajektorie be-
zeichnet, etwa in welchem Teil des Phasenraumes sich die Bahn des Startpunktes
gerade befindet. Im Raum derartiger Symbolsequenzen lassen sich gewisse Fragen
durchsichtiger behandeln; die der Transformation T entsprechende Wirkung auf
Folgen ist von sehr einfacher Struktur.
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Die methodischen Grundgedanken der symbolischen Dynamik sind in einem um-
fassenden Ubersichtsartikel von Alekseev und Yakobson dargelegt [35]. Die imm
folgenden eingeführten begrifflichen Hilfsmittel) modifizieren die Terminologie der
Referenz [23] und erlauben, den Anwendungsbereich der dort dargestellten Theorie
zu erweitern.

2.2.1 (X,A,T) und das korrespondierende symbolische
System

Allgemein ist ein Morphismus f : (X,A,T) — (X',A',T’) zwischen dynamischen
Systemen eine meBbare Abbildung, die der Relation foT = T’o f genügt. Eine
Retraktion für f ist ein Morphismus g : (X’,A',T") + (X, A,T) derart, daß gilt
go f= 1x. Insbesondere folgen hieraus die Aussagen:

1. fo A= A.

2. f ist injektiv.
3. A(X) =X.

€ : (X,A) — I sei eine meßbare und surjektive Abbildung eines Phasenraumes
(X, A) auf ein endliches Alphabet /. Diese sogenannte Partition € induziert einen
eindeutigen Morphismus:

£r:(X,A,T)> (27,0),
zr (&(2),&(T2),E72), ..) (2.23)

zwischen dem zugrundeliegenden und einem symbolischen dynamischen System.
Den Phasenraum Sf dieses Systems bilden die einseitig unendlichen Sequenzen
(t0,%1,%2,...), in € I. Er ist ausgestattet mit der üblichen o-Algebra der Zylinder-
mengen. Der ‘shift’-Operator:

o > (to, 1,225...) > (41, 22
, tg, ..-) (2.24)

beschreibt die zeitliche Evolution des symbolischen Systems (Z},¢).
Eine Partition € heißt erzeugend, wenn der Morphismus £r eine Retraktion 7
besitzt. Laut Definition gilt: ro&r = 1x. Die Größe 6 = £ror ist ein idempotenter
Operator auf D} und wird als Projektor auf den Raum der zulässigen Sequenzen
interpretiert.

Wir wenden das Interesse auf den Torus Tor”, den Kubus [0
, 1]” und die Projek-
tion q : [0,1]" > Tor", r++ z (mod 1). Diese Räume tragen die gebräuchliche
Borel-Algebra-Struktur. Die direkte Produkttopologie in If ist erzeugt durch die
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Metrik d(w,w') = D&92-"(1 — 6,4) mit w = (to, t1,42,...), w! = (15,14, %,.-.).
In dieser Arbeit werden nur solche Systeme in Betracht gezogen, bei denen die
Retraktion = : Lf — Tor" in dieser Topologie stetig ist. Hier postulieren wir
jedoch zusätzlich die Existenz einer stetigen Fortsetzung # : 2} — [0,1]”, die der
Relation 7 =go# genügt.

2.2.2 Eine spezielle Partition

Den Überlegungen liegt von nun an zugrunde, daß das dynamische System (Tor™,
B,T) eine Zerlegung € = {&}ien = NVC besitzt. Die Größe & = N’VC’ mit
qN' = N und gC! =

C stellt die korrespondierende Zerlegung des Kubus (0
,

1]™

dar. Die Partition:

£e: (Tor”,B,T)> Ie, r++ ¥ txe,(z), (2.25)
i€fe

bei der durch y¢, die charakteristischen Funktionen der Gebiete &; € E dargestellt
sind, ist nicht überall auf dem Phasenraum Tor™ definiert. Eine derartige Schwie-
rigkeit tritt bereits bei der Dualzahidarstellung von Zahlen x € [0,1) auf. Wir
umgehen diese Komplikation indem wir das Lebesguesche MaßI als ein ‘natürli-
ches’ Maß auf dem Torus ansehen und die Partition € nach ‘Elimination von
Mengen vom Maße 0’ verwenden. Für alle hier zu betrachtenden Zerlegungen E
gilt nämlich: I(dE) = 0. Dies entspricht völlig der Vorgehensweise der Referenz
(36, S.58].

Offenbar beschreiben im allgemeinen nicht alle Sequenzen des durch €¢ induzierten
symbolischen Systems (L},,0) mögliche Trajektorien von z € Tor”. Als Raum
der zulässigen Sequenzen bezeichnen wir die Menge:

Uy, = {w = (isinia,...): ME, £0, in Ele, nEN}, (2.26)

xy, S xf.
Hier tritt die Adjazenzmatrix M® des Graphen Gr(£) in Erscheinung, der die
Wirkung der Transformation T auf die zugrundeliegende Zerlegung E beschreibt.
Die Größe M® heißt auch Ubergangsmatriz. Ist der Graph Gr(£) strikt zusam-
menhängend, so sind alle Sequenzen w € Xf, zulässig.

Definitionsgemäß sind die Restriktionen von T auf GebieteN;, i € Ly, der natürli-
chen Zerlegung des dynamischen Systems invertierbar. Demnach existieren Abbil-
dungen S; : [0

, 1)" — [0,1]™, die folgendes Diagramm kommutieren lassen:

Ni u Tor"
| Sy tT (2.27)
Nii — Tor”
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mit i,j’ € Iy, die so gewählt sind, daß gilt: ME > 0 fir t,7 € Ie unter Ver-
wendung der surjektiven Abbildung le — Ivy: +> #/

,

die im letzten Abschnitt
eingeführt wurde. Mit diesen Funktionen $;, i € Iy, sind wir imstande, eine ste-
tige Fortsetzung # einer Retraktion = für den Morphismus £r explizit anzugeben
(‘bis auf Mengen vom Maße 0°):

R(to, 11
, t2
,

..

.) = Si
s

° Su ° Si
s o...€ (0
, 1] (2.28)

mit w= (to, 41
,

#2
,

- .

.) € Li,.
Eine Zerlegung € = NVC eines dynamischen Systems generiert offenbar stets eine
erzeugende Partition £g.

Der Raum aller zulässigen Sequenzen mit festgehaltenem Anfangssymbol 5 € I¢
wird bezeichnet durch:

Di
,

= {w=(iin,ig,..):o=j,weii} (2.29)

Ly, © Dy.

Um ein Symbol i(j) € Ie mitMf); > 0 an den Anfang einer derartig vorgegebenen
Folge w € Dj, zu setzen, wenden wir den Operator pj(j) an:

pay: UF
,

+ Eh,

G,t1,%2,...) (3,5, 41, 12,...). (2.30)

Dieser Operator erfüllt die Relation o 0 fig) = 1g. Die mathematische Literatur
nennt rechtsinverse Operatoren Schnitte. Folglich sprechen wir von den Schnitten
pi, t € Ig, des ‘shift’-Operators o. Entsprechend sehen wir die zuvor eingeführten
Funktionen 5;, i € Iv, als Schnitte der Transformation T an.

Aus den vorangegangenen Überlegungen wird ersichtlich, daß für jedes Paar von
Symbolen i,j € Ie mit Mf > 0 folgendes Diagramm kommutiert:

> + Pair 4 Tor" SD,
! pig 15:5) {T to (2.31)
yi, + Bir SI Tom & m.

Die Forderung nach Zusammenhang für den Graphen Gr(E) bedingt, daß ein
neN existiert, so daß für alle 7€ Ig die Menge:

Tf? := ((j,inia,--.,in) € It: MEME,... ME
; #0} (2.32)

nicht leer ist: If) #9. Mit (5) € If’ und v5) € Ly’, analog zu If? definiert,
kürzen wir ab:

Puli) °F P59 Pi, --- Pig (2.33)

Sami = Siro Sy 0...0 Sj, (2.34)
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und erhalten durch wiederholte Anwendung des obigen Diagramms:

of
,

4, (0
, 1\" 4, Tor" & =f
,

lo 1 Sea) tT to" (2.35)
re > pım 4 Tom & 2.

Offenbar sind die Operatoren p,j), t € I, Schnitte von o* und Su), T € ry,
Schnitte der Transformation T”.
Spezielle Bedeutung besitzen die Mengen:

R, = 9,2, C Df, mit: (2.36)

tj Tg? = (iin. in) € IBtt: ME; ... ME
; #0}, (2.37)

die wir Zylinder der Lange n + 1 nennen, und ihre Bilder unter der Wirkung der
stetigen Fortsetzung # der Retraktion =:

A,:=#R, = 5,4; C[0,1]” (2.38)

Aj i= aD, (2.39)

Ac= (JA; (2.40)
jele

Es gilt offenbar:
U U A, =4, 94 =Tor™, (2.41)
jele ON Pa

d

so daß clos A

= (0
,

1]™.

Fixpunkte werden eine ausgezeichnete Rolle spielen. Die einfachste Weise, ein
zu) € Ay, 9) € Je’, zu erhalten mit Sy)2,;) = 2,(;) ist es, zu setzen:

2.) = Mwy), wu) = AN) € Ray: (2.42)

Damit ist auch q(z,(;)) = (wg) € Tor” ein Fixpunkt von 7” wegen der Identität
Tor=noo. Ist umgekehrt z € FixT”, so gilt für w = £r(z): w € Fixo" und

damit w = w,;) für ein gewisses ı(J) € If’, woraus folgt: x = r(£r(z)) = (wij) =

zu).
Wir charakterisieren eine Situation, in der die Menge:

{xj : ıG)E IP, 7 € Ie,nEN hinreichend groß} (2.43)

dicht liegt in dem Kubus [0
, 1]”:

Lemma 2.5 Es besıtze T : Tor" — Tor” eıne erzeugende Partition &e : Tor" —

Te mit zusammenhängendem Graphen Gr(E). Ferner seı der Retraktion x für Er
eıne stetige Fortsetzung # : Lj, — [0,1]” zugeordnet. Dann gibt es ern hinreichend
großesn € N, so daß für jedes Symbolj € Ig des Alphabetes Ig und jede offene,
nicht-leere Menge V; C €} € [0,1]” etn Tupel ı(j) € IE? existiert derart, daß gilt:
Ay) C Vj. Insbesondere ıst x45) € A-
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Beweis Wähle für jedes j € Ig ein offenes Gebiet U
;

C Tor” so, daB q71U; C Vj.

Dann ist W; := mIU; eine offene Teilmenge in ©}, aufgrund der Stetigkeit
von = und nicht leer wegen der Surjektivität von 7. W; enthält deshalb
eine offene Kugel Kj := {w € 2}, : d(w,w°) < &} mit dem Zentrum w® =

(7,48,19
,

#8
,

...). Für ein hinreichend großes n enthält K, einen Zylinder der
Länge n, Rıy = {vw = (9,t0,%1,...): te = 18

;

& = 0,1,...,n — 1}, wobei
Hj) = (7,48, 82,.-.,18_,). Dies impliziert: Ayy = Rp C mK; C TW; C
R(A"V;) CViC Ef

. °

2.3 Der Perron-Frobenius-Operator

Die Relaxationseigenschaften eines dynamischen Systems sind durch die Natur sei-
ner zugehörigen Perron-Frobenius-Operatoren bestimmt. Diese Operatoren wer-
den durch die Transformation T des dynamischen Systems (X,A,T) induziert
und beschreiben die zeitliche Veränderung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Obwohl sie auf einfache Weise implizit darzustellen sind, erlaubt nicht jedes dy-
namische System eine explizite und zugleich den gebräuchlichen Methoden der
Funktionalanalysis zugängliche Formulierung dieser Operatoren.

Die in diesem Kapitel eingeführte Klasse dynamischer Systeme heißt in der Ter-
minologie der Referenz [13] lokal expandierend; sie läßt ein eingehendes Studium
der Perron-Frobenius-Operatoren zu und ermöglicht, an Beispielen die Methode
des Perron-Frobenius-Operators erfolgreich anzuwenden.

2.3.1 Die Klasse der Modelle

Mit Hilfe des eingeführten begrifflichen Instrumentariums kann die Bauart der hier
in Betracht gezogenen dynamischen Systeme präzise charakterisiert werden. Dazu
fassen wir den Kubus (0

, 1]” als in den Raum C™ eingebettet auf und stellen unter
diesem neuen Aspekt für die Transformation T drei Postulate auf:

(P1) Zerlegungen: Die meBbare Transformation T : Tor” — Tor™ besitzt eine
natürliche Zerlegung N und wenigstens eine charakterisierende Zerlegung C
derart, daß ihrer beider Verknüpfung £ = N VC einen zusammenhängenden
Graphen Gr(£) induziert.

(P2) Holomorphie der Schnitte: Es können gewählt werden:
- Eine offene und beschränkte Teilmenge D von C™, die den Kubus [0,1]
enthält,
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- eine Umgebung V 5 cloa(D)
_ _

- und holomorphe Abbildungen $;: V — D derart, daßSilo, = Si € In,
Schnitte von T sind; d.h. sie lassen das Diagramm (2.27) kommutieren.

(P3) von Null verschiedene Jakobi-Determinante: Es gilt für die Schnitte S; der
Transformation T:

b:=min min |det D,S,| > 0, ie Iy.i€ly zeio,1jm

Einige Charakteristika der eingeführten Modellsysteme seien hervorgehoben:

e Besonders schwerwiegend schränkt die erste Forderung die Klasse der in
dieser Arbeit behandelten Modelle ein, wie bereits im ersten Abschnitt des
vorliegenden Kapitels angedeutet wurde. Das Postulat garantiert, daß die
Perron-Frobenius-Operatoren verhältnismäßig unkompliziert zu handhaben-
de invariante Funktionenräume besitzen.

Nachdrücklich wird jedoch darauf hingewiesen, daß schon sehr einfach gear-
tete eindimensionale dynamische Systeme [29] die Bedingung (P1) verletzen.

e Der Inhalt des Postulates (P2) erlaubt, im folgenden Abschnitt spezielle
Aussagen über die spektralen Eigenschaften der Perron-Frobenius-Operato-
ren zu formulieren.

e Es existiert eine größere Anzahl von Beispielen, die unter die genannten
Bedingungen fallen. Darunter befinden sich ‘klassische’, in der Literatur
ausgiebig untersuchte Modelle wie die Gauß- Abbildung [14,37], die dyadische
Abbildung und die Rényische B-Transformation [28].

2.3.2 Räume lokal stetiger Observablen

Abkürzend steht X anstelle des Kubus [0,1]; Funktionen auf dem Torus werden
mit periodischen Funktionen auf R™ identifiziert; eine Transformation T:X—X
ist vorgegeben. C(X) sei der Raum stetiger, komplexwertiger Funktionen auf X,
normiert durch | f}Iı:= sup{/f{z)| : z€ X}. Durch Ce{X) bezeichnen wir den
Raum lokal (stückweise) stetiger Funktionen auf X bezüglich einer charakterisie-
renden Zerlegung C von X:

CeoX) = {S: f(z) =) fi(z)xe.(z), fi € C(X)}, (2.44)
i€le

wobei x¢, die charakteristischen Funktionen der offenen Gebiete C;, i € Ic, dar-
stellen und der Raum Cc(X) durch ||flja:= maxier. sup,ex |fi(z)| normiert ist.
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Aus mathematischen Gründen ist es zweckmäßig, einen weiteren Funktionenraum
einzuführen, der zu Ce(X) in enger Beziehung steht. Zu seiner Konstruktion be-
ziehen wir uns auf den Raum C(Jc) der stetigen Funktionen auf dem Alphabet Ic.
Er sei durch ||f|ls:= max{|f(i)] :: € Ic} normiert. Durch die Konstruktion des to-
pologischen Tensorproduktes [38] werden die Räume C(I¢) und C(X) miteinander
verknüpft:

Ole, X
)

:= C(Ie)8. C(X). (2.45)

Der Produktraum C(Ie,X) ist ausgestattet mit der sogenannten #-Norm [39] (ver-
gleiche auch Referenzen [19,40]). Die enge Beziehung dieses Raumes zu Cc(X)
findet Ausdruck in der kanonischen Abbildung:

+: C(Ic,X) > Ce(X),
f(i,2), 1 € Te m f(z) = DO f(t

,

2)xe,(z). (2.46)
i€lg

Der Perron-Frobenius-Operator, wirkend auf den Raum C(Jc, X), kann nun ein-
geführt werden:

Definition 2.6 Der lineare Operator:

Lr :C(le,X) — C(le,X),
(Lr f\G,2) =D Lys SW",$e

)
| de
t

DeSol (2.47)
iElg

heißt Perron-Frobenius-Operator der Transformation T bezüglich der charakteri-
sterenden Zerlegung C. Darin sind i’ € Iy und i" € Ic so zu wählen, daß gilt:

&; i No und & C
c

Cyn.

Alle drei bislang eingeführten Zerlegungen des Phasenraumes X gehen als wesent-
liche Bestimmungsstücke in die Bauform von Lr ein:

e Die charakterisierende Zerlegung C kennzeichnet den Funktionenraum, der
dem Operator natürlicherweise zugrundeliegt.

An dieser Stelle ist zu betonen, daß aufgrund der verwendeten Konstruk-
tion im allgemeinen eine Vielzahl grundsätzlich gleichberechtigter Funktio-
nenräume auftreten kann, korrespondierend zu jeder möglichen charakte-
risierenden Zerlegung eines Systems. Nur die minimale charakterisierende
Zerlegung C™™ zeichnet in noch näher zu kennzeichnenderWeise einen Funk-
tionenraum aus.

© Über die natürliche ZerlegungN sind die der Transformation T zugehörigen
Schnitte S;, i € Iy, eingeführt.

@ Die erzeugende Zerlegung = NVC wirkt vermittels der Adjazenzmatrix L
des Graphen Gr(E,C) auf die Gestalt des Perron-Frobenius-Operators ein.
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Es ergibt sich unmittelbar die Invarianz des Raumes Ce(X) lokal stetiger Funk-
tionen bezüglich der Zerlegung C unter der Wirkung des induzierten Operators:

£* : Ce(X) 4 Ce(X), fr LHf' = (Lr fy’. (2.48)

Insbesondere gilt die Ungleichung:

fate e@ls [ery @=f dre (249)

Hieraus wird eine Gleichung, falls f(z) > 0. Als unmittelbare Konsequenz ist der
Spektralradius g(£Lr) von £r gleich 1.

Die zentrale Eigenschaft des eingeführten Operators, die ihn mit der durch die
Transformation T induzierten Dynamik des Systems in Verbindung bringt, formu-
liert das folgende Lemma.

Lemma 2.7 Für Funktionen 9 € C(X) und f € C(Ic, X) gilt:

[ter @ ale) = f de (2) 9(T
2).

(2.50)x x

Beweis Es ist f*(z) = Dien, f(t,x)xe,(z). Somit gilt:

facp@ats)
= % f dest", Datz) (2.51)

x iete 78

=> / dz f(i", Sv) {det DeSv] g(x) (2.52)
i€le TE

= DY f de dy sO", $y) |det DeSulgle)
i€le jele €

aufgrund der definierenden Eigenschaften der Adjazenzmatrix L des Graphen
Gr(E,C). Folglich ist:

[ae f-(a)o(T2) = | de (Lr f)"(z
)

ale
),

(2.53)x x

was zu beweisen war. ©

Spektrum und Eigenfunktionen des mit Hilfe der minimalen charakterisierenden
Zerlegung konstruierten Operators L# stehen in einem engen Zusammenhang
mit den entsprechenden Größen aller weiteren Perron-Frobenius-Operatoren des
in Frage stehenden Systems. Das folgende Lemma drückt diese Beziehung aus und
betont damit zugleich eine gewisse natürliche Auszeichnung des Perron-Frobenius-
Operators LR™.
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Lemma 2.8 Ist f € C’(Icmin, X) eine Eigenfunktion des Operators LR’* zum Eı-
genwert A, so stellt die Funktion:

g€C(le,X) mit gli,z) = fG,r) firie i (2.54)

wobei CH" = (JC;
ie

eine Eigenfunktion von Lr : C(Ic,X) — C(le,X) zu demselben Etgenwert A dar.
Insbesondere gilt also:

specLr™ © specLr. (2.55)

Beweis Das Element Erin, i € Igmin, der minimalen erzeugenden Zerlegung Er"
= NVC™ ist durch eine weitere erzeugende Zerlegung € < E™™ darzustellen
vermittels:

erin = (J &. (2.56)
jelgi

Für den Operator Cr erhält man dadurch:

(Lrg\G.z)= SS % Lixg(k”,Swz)|det D,Se|. (2.57)
{El min kei,

Offenbar gilt: Sy = Sy, falls k € Ii; laut Voraussetzung ist g(k”,z) =

f(t", x), falls ebenso gilt: k € Ji
.

Man erhält auf diese Weise:

Lro)i,e)= % % Lie fl", Ser) |det DeSy. (2.58)
VE Igmin keli

Mit Hilfe des Lemmas 2.3 folgt nun:

(Lrg\3,2) = % LH” f(s", Sux) | detD.S;|
VE lgmin

= Af(z,2), (2.59)

was mit der Behauptung übereinstimmt. ©

Der Perron-Frobenius-Operator einer iterierten Transformation 7” ist aufgrund
des Lemmas 2.7 als n-te Potenz von Cr darzustellen. Dies bedeutet explizit:

(NG) = YO Lauf, Su(z)) [det De Sul, (2.60)
erp

unter Verwendung der Abkürzungen ¢ = (1,12,.-.,!n), te € ls! = (di... ih),
i, € Iv, et = af € Ie und Sy = Sz 0 Sy 0...0 Sy sowie Lyj = LisigLigiy«. -

Lin
j-

Durch eine vollstandige Induktion kann diese Darstellung unmittelbar bewiesen
werden.
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Lemma 2.9 Fürf€ C(Ie,X) mit minjer. infzex f(i,x) 20 undf # 0 existieren
Konstanten a>0,8>0OundneN derart, daß für aller € X gilt:

1.05 (Lrf)*(z) < B.
2. a <(Lrf)”(z).

Beweis Behauptung 1 ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition 2.6. We-
gen der Stetigkeit von f können für jedes 7 € Ic ein a; > 0 und eine offene
Menge V; C EC X gewählt werden derart, daß f*(z) > a; für alle € Vj.
Aufgrund von Lemma 2.5 existiert ein hinreichend großesn € N und ein Tu-
pel ı(5) € IZ? so beschaffen, daß A,;) C Vj. Offensichtlich ist $,,,(z) € Aug)

für x € Aj := TL}. Aus der Gültigkeit der Darstellung (2.57) folgt:

(£N)"(z) > aj|det DS > ab" fürze A; (2.61)
mit a := min{a;:7 € Ic}
und 6:= min inf | det D,S; |.

ielv zeX

Weil A dicht liegt in X, erhalten wir durch Rückgriff auf die Eigenschaft der
Stetigkeit die Abschätzung (Crf)*"(x) > ab" für alle x € X, wodurch die
Behauptung 2 bewiesen ist. °

Formuliert in der Terminologie der Referenz [41] lautet der Inhalt von Lemma 2.9:
Der Operator Cr ist strikt positiv und ug-beschrankt mit uo = 1.

Gestiitzt auf die bisher gewonnenen Resultate halten wir fest:

Korollar 2.10 Gilt Creo = eo für ein eg € C(Ic,X) mit eo(i,r) > 0, t € Ic, so
folgen die Aussagen:

1. eo sst strikt größer als Null: eo(i,2) > 0 für allei € Ic, x € X.

2. Der Exgenwert X = 1 ist einfach.

3. Jeder weitere Eigenwert A £1 genügt der Ungleichung {A
j < 1.

Die Behauptung 1 ist eine unmittelbare Konsequenz des Lemmas 2.9; die Aussagen
2 und 3 folgen aus der allgemeinen Theorie positiver Operatoren [41].

Der weitere Gedankengang hängt ab von dem Nachweis der Existenz der Funktion
eo. Gelingt er, so ist nach Normierung, fy dreg = 1, dm(x) = edz ein T-
invariantes, absolut stetiges Wahrscheinlichkeitsmaß auf X. Nach Lemma 2.8 ist
dm(z) eindeutig bestimmt, wenn eo Eigenfunktion zum Eigenwert 1 eines beliebi-
gen, einem System in natürlicher Weise zugeordneten Perron-Frobenius-Operators
ist. .
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Zur Beantwortung der Frage nach dem.invarianten Maß eines dynamischen Sy-
stems ist demnach eine möglicherweise vorliegende Vielzahl grundsätzlich gleich-
berechtigter Funktionenräume ohne Belang. Dies wird sich ändern, sobald die
Art und Weise der Annäherung an das stationäre Wahrscheinlichkeitsmaß dm(z)
Zielpunkt der Untersuchung wird.

2.4 Spektraleigenschaften

Die mathematischen Konsequenzen des Postulates (P2), welche die Holomorphie
der Schnitte von T betreffen, garantieren die Existenz einer Eigenfunktion zum
Eigenwert A = 1 des Perron-Frobenius-Operators und erlauben, Aussagen über
die Natur seines Spektrums zu formulieren.

Durch eine geeignete Einschränkung des zugrundeliegenden Funktionenraumes
kann erreicht werden, daß der Perron-Frobenius-Operator Lr kompakt und nu-
klear wird. Damit können die Begriffe ‘Spur’ und ‘Determinante’ der endlich-
dimensionalen linearen Algebra auf ihn übertragen werden. Wir schlagen vor,
Räume lokal analytischer Funktionen als den geeigneten mathematischen Rahmen
für physikalische Observable anzusehen (vergleiche hierzu D.Mayer [13)).

2.4.1 Räume lokal analytischer Observablen

Ein spezieller Unterraum von C(X) ist dem Postulat (P2) des vorangegange-
nen Abschnittes besonders angepaßt: Der Raum B(D) analytischer Funktionen
{:D—C, die eine stetige Fortsetzung auf clos(D) besitzen und durch die Su-
premumsnorm || f]|p= sup{lf(z)| : z € D} normiert sind. Wirkend auf den
Produktraum:

B(le,D) = C(Ic) x B(D) (2.62)

ist der Perron-Frobenius-Operator Ly gegeben durch:

lr: B(le,D) + B(le,D),
(LrAG, z) = > Li si detD,5, fa", S(z)), (2.63)

iElg

wobei 3; := sgndet D,§;. Aufgrund des Postulates (P3) und der Stetigkeit der
Ableitung D,S; kann s; nicht von x € X abhängig sein. Jede Funktion f €
B(Ie,D) kann zerlegt werden in eine Summe f = fı +if2 mit reell analytischen
Funktionen fı, fa € C(Ie,X). Ebenso gilt:

(Lr f)G,2) =(£LA)G,2) + (LA)0,2), 9 € Ie, ze. (2.64)
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Damit kann Ly als Restriktion von £ @ C
L

auf einen dichten Unterraum reell ana-
Iytischer Funktionen des Raumes C(Ic,X) @ C(Ie,X) angesehen werden. Die
Resultate des vorigen Abschnittes übertragen sich auf den Operator Lr.
Gilt Lrep = £o für ein Element &, € K des Kegels:

K:={feB(le,D): f(i,z) 20, r € X}, (2.65)

so lösen sowohl Re, als auch Seq die Gleichung Lreo = eo. Weiterhin ist der
Eigenwert 1 von Ly einfach, woraus folgt e,(z) = aeo(z) fir a € C und alle z € X.
Die hier eingeführten Räume lokal analytischer Funktionen bezüglich aller cha-
rakterisierenden Zerlegungen, die ein vorgegebenes dynamisches System besitzt,
liegen allen weiteren Überlegungen dieser Arbeit zugrunde. Wir formulieren die
These, diese Räume als physikalisch besonders ausgezeichnet anzusehen [13]:

Alle physikalisch relevanten Observablen der im Rahmen dieser Ar-
beit untersuchten dynamischen Systeme besitzen die Eigenschaft loka-
ler Analytizität bezüglich der entsprechenden charakterisierenden Zer-
legungen.

2.4.2 Die Spur der Potenzen des PF-Operators

Wie man nachprüft, sind die Potenzen von Lr : B(Ic,D) — B(Ic, D) dargestellt
durch Lt = Die $.£,, wobei:

(LAG, z) = Ly, det D,Sy F(t, 5.(z)) (2.66)

mit 8, = $;,5;,.-.3;,, und Sy =5,05,0...08,, ix € Ie, if € In.
Auf Operatoren dieser Bauart finden bekannte Ergebnisse der mathematischen
Literatur Anwendung. Zunächst kann £, alternativ zu der Darstellung (2.65) in
einer zu der Methodik der Referenz [40] analogen Weise als Tensorprodukt zweier
Operatoren aufgefaßt werden:

L=A, OT, (2.67)

wobei A, : C(Ic) > Cc) und 7, : B(D) — B(D) die Operatoren bezeichnen:

(ANG) = Lust), Fe Cle) (2.68)
(Tig)(z) := det D,Sy g(S.(z)), g € B(D). (2.69)

Der Operator A, ist ein Operator endlichen Ranges, insbesondere also nuklear der
Ordnung 0 [40].

Eine Aussage über Operatoren der Struktur von T, beinhaltet Theorem von Ruelle
(zitiert in [19]).
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Satz 2.11 (Ruelle) Es sei D eine offene, beschränkte Menge in C™ und Y eine
holomorphe Funktion für die gilt: closy(D) C D. Der Raum B(D) set wie oben
definiert. Ferner sei eine Funktion pe B(D) und folgender Operator gegeben:

T : B(D) + B(D), (Tf(z) = v(2\(f o v2). (2.70)

Dann gilt:

1. Die Abbildung y besitzt genau einen Firpunkt z* in D.

2. Der OperatorT ist nuklear der Ordnung 0.

9. Die Spur von T kann nach folgender Formel berechnet werden:

spur T = p(z*)det(1 - Day)". (2.71)

Aufgrund der Resultate in Referenz [19] ist auch das Tensorprodukt A, @ 7, nu-
klear der Ordung 0 in dem Raum B(Ic¢, D). Damit ist die Spur des Operators Lr
wohldefiniert und läßt sich mit Hilfe der Beziehung:

spur£L, = spur A, spur, (2.72)

unmittelbar berechnen:

spurl, = Ly, detDz, Sy det(1 — D.5.)"!, (2.73)

wobei z, € A, = S{x) den eindeutigen Fixpunkt der Kontraktion Sy : V — D
bezeichnet. Diesen Überlegungen zufolge ist auch L} nuklear und es gilt folgender
Satz:

Satz 2.12 Die Spuren der Potenzen des Perron-Frobentus-Operators Lr, definiert
im Raum analytischer Funktionen B(le, D), sind gegeben durch:

spurl} = 6(T”) (2.74)

mit 8(7”) = > Lys, det Dz,8y det(1 — DS)". (2.75)
Ele

Sind durch (Ag, Aı,... .) die Eigenwerte von Lr bezeichnet, entsprechend ihrerMulti-
plizität wiederholt und nach ihrem Absolutbetrag geordnet, so erhält man folgende
Summenformel: MR

>> 2 = OT"). (2.76)
k=0

Die Diskretheit des Spektrums erlaubt uns, einige Aussagen zu formulieren:

1. Ly besitzt genau eine Eigenfunktion eg mit fy dze§(x) = 1 innerhalb des
Kegels K, d.h. Lreo = Aoco mit Ap = 1, dem Spektralradius e(Lr), eo(x) > 0
fürzeX.
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2. Der Eigenwert Ap = 1 ist dem Betrage nach strikt größer als jeder weitere
Eigenwert: 1 > |A,| fürk 21.

3. Fürn — oo konvergiert Li
t f* — e$(f*)eo bezüglich der Supremumsnorm für

Funktionen f* € Be(D). Insbesondere konvergiertVier. Diem L,, |det D,S,|
— ef(1)eo uniform in X.

Obwohl wir nur wenig über eg wissen, können wir dennoch für den dualen Vektor

eg einen Ausdruck finden und ihn zu einem Funktional auf Cc(X) fortsetzen:

Lemma 2.13 Für Funktionen ff € Ce(X) gilt: eg (f*) = fy dz f*(z).

Beweis Aus dem Lemma 2.7 folgt: fdz f*(x) = [dr(L}f)’(z). Fürn > oo
erhält man f dz f*(x) = e*+(f*)f dx eg = et(f*). °

2.5 Exaktheit und exponentielles Mischen

Dieser Abschnitt beweist die Eigenschaften der Exaktheit (vergleiche auch Refe-
renz [42]) und des exponentiellen Mischens für die vorgestellte Klasse dynamischer
Systeme. Dabei folgen wir mit wenigen Modifikationen den Überlegungen der Re-
ferenz [23]. Ferner treffen wir eine begriffliche Unterscheidung zwischen Systemen
einfachen und solchen mehrfachen Relaxationsverhaltens.

Durch die Konstruktion der Eigenfunktion eg € Be(D), Lreo = eo, ist mit dm(z) =

eo(z)dr ein T-invariantes, absolut stetiges Wahrscheinlichkeitsmaß in X gegeben.
Für Observablen f € L'(m) ist durch E(f) = fdmf ihr Erwartungswert und
durch E(f|T-".A) der bedingte Erwartungswert in Bezug auf die Sub-o-Algebra
T-"A der Borel-Algebra A bezeichnet. Für quadratintegrable Funktionen f €
L7(m) ist Urf = f oT die induzierte lineare Isometrie (Koopman-Operator) und
Ur der hierzu adjungierte Operator. Funktionen aus dem Unterraum:

BE = {es'f({z): f € Be(D)} Cc L(m) (2.77)

spielen eine besonders ausgezeichnete Rolle.

Lemma 2.14 Für Funktionen f € L*(m) gilt: E(f|T-"A) = URUFf fast überall
bezüglich des MaBes m.

Beweis Erstens: Die Funktion fa = ULUFf = (UFf) 0 T* ist offenbar T-"A-
meßbar. Zweitens: Es sei A, € T~" A beliebig ausgewählt und f, = URU#"f.
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Dann gibt es ein Element A € A derart, daß A, = T-"A. Die korrespon-
dierenden charakteristischen Funktionen sind eingeführt durch x4, = URxa.
Damit gilt die Relation:

[ir fa

= wur UBxA) =(, UBxa)= fi dmf, (2.78)

wodurch bewiesen ist, daß f, den Erwartungswert E(f|T-"A) darstellt. ©

Das nachfogende Lemma bringt den Koopman-Operator Ur mit dem Perron-
Frobenius-Operator Lr in Zusammenhang.

Lemma 2.15 Für Funktionen f € BE besteht der Sachverhalt:

(Upf\(z) = eo(z)*(Lr9)*(z), (2.79)

wobei ge BUIc, D) mit g*(z) = eo(z) f(z), zE X unter Verwendung der kanont-
schen Abbildung * : B(I¢, D) > Be(D).

Beweis Mit einer Funktion h € L?(m) gelten die Umformungen:

(Urf, h) = GUrh) =

[ezg(@)hT2)
= f4z(br9)"(2

)h(z)
(2.80)

aufgrund der Definition des Perron-Frobenius-Operators. ©

Die folgenden Aussagen sind mit der Tatsache verknüpft, daß der Perron-Frobe-
nius-Operator Ly eine Spektrallücke besitzt.

Satz 2.16 Das dynamische System (X,T,m) ist exakt.

Beweis Exaktheit bedeutet, daß jede Menge A € (2, T "A entweder das Maß
0 oder 1 besitzt [36]. Demnach gilt:

fim, BIT A)= ECP) (281)

mit Wahrscheinlichkeit 1 für alle Funktionen f € Cc(X). Eine unmittelbare
Berechnung unter Verwendung des Lemmas 2.14 liefert die Formel:

E{(E(f|T-"A) - EN} = IV" II, (2.82)

wobei V = Us — E mit der Projektion (Ef)(z) = E(f). Würde gelten
V" — 0 in L?(m) im Sinne einer starken Konvergenz, so wäre Exaktheit die
Konsequenz.
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Da der Raum B2 C L?(m) dicht liegt und ||V|] < 1 ist, genügt es nachzuwei-
sen, daß ||V"|| — 0 für Funktionen f € B8. Wir erhalten die Abschatzungen:

IV" fll

= es!eoV "l
l

< leo'lllleoV™ fl (2.83)

IeoV" S
I

<lleoV"sllx <leoV" SI, (2.84)

wobei ||

- ||x die Supremumsnorm in Ce(X) bezeichnet. Es sei der Operator

Q auf Be(D) gegeben durch: Qg* = Lyg* —
ef (g*)eo. Ist g* = eof, so

folgt eoV"f = Q"g* und fleoV"Jf|[p < IQ" III" ||p. Da der Operator Q den '

Spektralradius [A,| besitzt, gilt:

dim IQ"= Pal <1 (2.85)

und ||V"f|] konvergiert gegen Null. °

Satz 2.17 Exponentteller Zerfall der Korrelationen: Für Funktionen g € L!{m)
und fE Be gilt:

limsup|E(fgoT") ~ E(f)E(g)I"" <A |<. (2.86)

Das Theorem behauptet, daß Korrelationsfunktionen exponentiell zerfallen, vor-
ausgesetzt, daß eof eine lokal analytische Funktion ist.

Beweis Analog zum Beweis des Satzes 2.17, hier jedoch unter Verwendung der
L}-Norm |[g||, erhalten wir die Ungleichung:

IE(fg oT") - E(fE(g)| < llgllllV"fllx < ¢ IQ", (2.87)

in der die Konstante c unabhängig von n € N ist. Da |Aı| = lim, [|Q"||'/",
folgt die Ungleichung 2.86. °

Als Relazatıonszeiten 7° eines dynamischen Systems sehen wir die exponentiellen
Zerfallskonstanten:

1/r° = —log |u| = — log (Lr) (2.88)

der Korrelationsfunktionen an, wobei £(Lr) den sogenannten subdominanten Spek-
tralradius des Operators Ly bezeichnet.

Wie bereits mehrfach betont wurde, sind dynamischen Systemen im allgemeinen
viele voneinander verschiedene, jedoch grundsatzlich gleichberechtigte charakteri-
sierende Zerlegungen C zugeordnet. Daher besteht eine gewisse Willkür bei der
Wahl der Funktionenräume, die dem Perron-Frobenius-Operator Ly in natürlicher
Weise zugrundeliegen. Diese Wahlfreiheit spiegelt sich auch in den Relaxationszei-
ten r© wider, die im allgemeinen von der konkret betrachteten charakterisierenden
Zerlegung abhängig sind. Aus diesen Gründen treffen wir eine begriffliche Unter-
scheidung:
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Definition 2.18 Dynamische Systeme (X,T,m), bei denen die Relazationszeiten
7° für alle eınem System in natürlicher Weise zugrundegelegten Räume Be(X)
untereinander gleich sind, heißen einfach relaxierend.

Im Gegensatz hierzu sprechen wır von mehrfachem Relaxationsverhalten, wenn
der Zerfall der Korrelationen von der Wahl der betrachteten Observablen abhangig
ast.

In den nachfolgenden Kapiteln werden Beispiele dynamischer Systeme mit einfa-
chem wie mit mehrfachem Relaxationsverhalten aufgezeigt und und die Spektren
ihrer Perron-Frobenius-Operatoren detailiert untersucht.
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eKapitel 3
e eEinfach relaxierende Systeme

e e eeiner Dimension

Das vorliegende und alle nachfolgenden Kapitel dieser Arbeit wenden die Auf-
merksamkeit auf weitergehend eingeschränkte Klassen dynamischer Systeme, die
den aufgestellten Postulaten genügen und ein ausführlicheres Studium der Perron-
Frobenius-Operatoren und ihrer spektralen Eigenschaften ermöglichen. Anhand
dieser Beispiele suchen wir Einblick in die typischen Züge zu gewinnen, die das
Relaxationsverhalten der im vorangegangenen Kapitel eingeführten Klasse dyna-
mischer Systeme kennzeichnen.

Im Mittelpunkt der Überlegungen dieses Kapitels stehen speziell gewählte, eindi-
mensionale Modelle. Ihre besondere Bauart erlaubt einerseits, alle auftretenden
charakterisierenden Zerlegungen mit periodischen Bahnen des Systems in Verbin-
dung zu bringen; anderseits sind bei derartigen Systemen weitreichende Aussa-
gen über die Natur des Spektrums der zugehörigen Perron-Frobenius-Operatoren
möglich.

Als eine zentrale Eigenschaft der betrachteten Klasse von Modellsystemen erweist
sich ihr einfaches Relaxationsverhalten, das unabhängig ist von der speziell ge-
troffenen Wahl der jeweils konkret zugrundeliegenden Räume lokal analytischer
Observablen.

3.1 Intervall-Abbildungen konstanter Ableitung

Die den hier betrachteten Modellen innewohnende Eigenschaft der stückweisen Li-
nearität gestattet eine bedeutende Vereinfachung: Innerhalb des mathematischen
Rahmens der Funktionalanalysis können bei der Behandlung des Spektralproblems

35
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der Perron-Frobenius-Operatoren algebraische Techniken angewendet werden. Da-
her können mit Hilfe gebräuchlicher Methoden der Matrix-Theorie detailierte Aus-
sagen bewiesen werden:

e Die wesentliche Information über die Spektren aller einem System in natürli-
cher Weise zugeordneten Perron-Frobenius-Operatoren ist kodiert im Gra-
phen G7(C™") der minimalen charakterisierenden Zerlegung.

# Die Eigenwerte der Perron-Frobenius-Operatoren sind komplexer Werte fä-
hig, ihre Entartung ist möglich, der Eigenwert Null kann auftreten. Diese
Aussage steht in einem gewissen Gegensatz zu einer von Roepstorff und
Mayer [14,43] geäußerten Vermutung,

e Bezieht man beliebige Verfeinerungen der minimalen charakterisierenden
Zerlegung eines der hier untersuchten Systeme in die Betrachtung ein, so
hat dies nur auf die Phasenfaktoren der Eigenwerte der korrespondieren-
den Perron-Frobenius-Operatoren Auswirkungen; ihre Absolutbeträge blei-
ben davon unbeeinflußt.

3.1.1 Der PF-Operator: Die Struktur des Spektrums

Wir führen eine Klasse stückweise linearer Transformationen T

: [0,1] — [0
, 1} des

Einheitsintervalles ein.

Durch Angabe endlich vieler, offener, disjunkter Intervalle Mj c [0,1], + € Zn,
mit Very Ni = [0,1] sei die natürliche Zerlegung eines dynamischen Systems
({0,1],8,T) gegeben. Die Restriktionen der Abbildung T bezüglich der Elemente
von N seien gegeben durch:

Tly, 2 = az +b, (3.1)
a,b; ER, la

]

> 1,
2 € Ly.

Die Zahl 6; werde eingeschränkt durch die Forderung: TA; € [0,1]. Insbesondere
sollen also die Steigungen der linearen Funktionen T|y, für alle 1 € Iy gleich sein.

Definition 3.1 Eine in der beschriebenen Werse festgelegte Transformation T :

[0,1] — [0,1] heißt Intervall-Abbildung konstanter Ableitung.

Offenbar fallen die dyadische Transformation, eines der Standardbeispiele der Er-
godentheorie dynamischer Systeme, ebenso wie die Rényische 8-Transformation in
die Klasse der hier vorgestellten Modelle.

Zerlegungen des Phasenraumes eindimensionaler Systeme bestehen aus Interval-
len und sind eindeutig festgelegt durch die Angabe ihrer Randpunkte. Wie man
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unmittelbar erkennt, entspricht der Forderung nach der Existenz endlicher cha-
rakterisierender Zerlegungen die Bedingung, daß alle Randpunkte der Intervalle
N; unter der iterierten Wirkung von T auf eine periodische Bahn des Systems
gelangen müssen.

Explizit bedeutet dies, daß für jedes z € ON Zahlen m € NU {0} undpe N
existieren mit der Eigenschaft T”+?r = T”z. Die Zahl m bezeichnet dabei die
Länge des transıenten Anteils der Bahn:

Br(z) = {Tr} (3.2)

eines Punktes z € ON unter der Wirkung der Transformation T. Die Elemente
aller Bahnen Br(z), x € ON, bilden demnach die Menge der Randpunke einer
charakterisierenden Zerlegung des jeweils betrachteten Systems. Sie ist sogar die
kleinste aller derartigen Zerlegungen:

U Br(z) = Ic". (3.3)
zEedN

Ein weiterer Punkt x € [0,1] des Phasenraumes kann nur dann Randpunkt einer-
endlichen Verfeinerung C von C™® sein, wenn er ebenfalls durch Iteration von T
eine periodische Bahn erreicht. Umgekehrt kann jede vorgelegte charakterisierende
Zerlegung durch die Angabe entsprechender periodischer Bahnen der Abbildung
T mit eventuell vorhandenen transienten Anteilen klassifiziert werden.

Ist die Matrix M© des Graphen Gr(C) irreduzibel, was im Einzelfall nachzuwei-
sen bleibt, so ist, wie im Abschnitt 2.1.2 betont wurde, der Graph Gr{C) zu-
sammenhängend. Damit genügt das korrespondierende dynamische System den
Postulaten des Kapitels 2.

Nach Lemma 2.5 liegen periodische Bahnen dicht im Phasenraum. Somit besitzt
jedes konkrete System unendlich viele, voneinander verschiedene charakterisie-
rende Zerlegungen und damit ebenso viele grundsätzlich gleichberechtigte Räume
natürlicher Observablen.

Einer charakterisierenden ZerlegungC und der ihr korrespondierenden erzeugenden
Zerlegung E = N VC werden in der beschriebenen Weise die Graphen Gr(€,C)
und Gr(C) sowie die entsprechenden Adjazenzmatrizen L und M° zugeordnet.
Damit erscheint der Perron-Frobenius-Operator Lr : B(Ic,D) — BUc, D) in der
Gestalt:

(Lr JU, z) = jal“? > Ly
i ft", ar ~ b;)), (3.4)

RTA

"jel,Vely.
Bezeichnet P,(X) den Vektorraum der Polynome vom Grade n in z € X mit
komplexen Koeffizienten, so bildet das Tensorprodukt P(Ic,X) = C(le) 8 Pa(X)
mit Funktionen:

pé Pr(le,X), p(j,2) = D
S pes) 2"
,

(3.5)
k=0

j € Te, Pi € Cc
,
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einen Raum polynomialer Funktionen endlicher Dimension, der invariant bleibt un-

ter derWirkung von Ly. Die allgemeine Bauform des Perron-Frobenius-Operators
macht ersichtlich, daß diese Eigenschaft sogar für den allgemeineren Fall beliebi-
ger stückweise linearer Transformationen auch höherer Dimension gilt, sofern nur
endliche charakterisierende Zerlegungen existieren.

Damit kann das Eigenwertproblem des Perron-Frobenius-Operators auf das kor-
tespondierende Problem endlich-dimensionaler Matrizen reduziert werden. Die
Überlegungen dieses, aber auch aller folgenden Kapitel fußen auf dieser Verein-
fachung; sie bezeichnet ebenfalls den Ausgangspunkt einer Reihe von Autoren
[44,45,46,47,48,49], die sich mit dem Studium des Perron-Frobenius-Operators be-
faßt haben.

Die spezielle Natur der in diesem Kapitel in Betracht gezogenen Systeme ermög-
licht detailierte Aussagen über die spektralen Eigenschaften des Operators Lr. Um
einen Zusammenhang zwischen Ly und endlichen Matrizen herzustellen, wenden
wir £r auf die monomialen Funktionen:

ge Qr(le,X), qQ,2) = qi) =*, (3.6)
j € Ic, 465) € Cc

,

an und erhalten nach einigen Umformungen für den Operator £r die Darstellung:

(Lrq)(j,z) = sgnaat) 7 1, q(i")(z — by)*
i€le

k-1 k
= sgnaa kt) PP L,.g(i”)e* + VI) Lig (‘) ab, )F-!i€le tel, [=0
= agnaa (t+) > My, q(i)2* +

sEle

k-1 kSa), (atél, I=0

wobei unter Verwendung der Formel 2.4 die quadratische Adjazenzmatrix M© der
zugrundegelegten charakterisierenden Zerlegung C erscheint. Offenbar gilt insbe-
sondere: k

Lr Alle, X) © BAe, X). (3.8)
1=0

Damit hat der Perron-Frobenius-Operator, wirkend auf polynomiale Funktionen:
n

p € Pa(Ic,X) = BQrlle,X) (3.9)
k=0

die Struktur einer semidirekten Summe von Operatoren und kann durch eine block-
triangulare Matrix beschrieben werden. Wie aus Gleichung 3.7 abzulesen, lauten
die Blocke auf der Diagonalen dieser Matrix:

M£ = sgnaa~*t*)M°, k = 0,1,2,.... (3.10)
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Die Gestalt der übrigen Matrixelemente kann ebenfalls der Beziehung 3.7 entnom-
men werden. Sie sind im allgemeinen durch verhältnismäßig komplizierte Terme
beschrieben, bleiben jedoch ohne Einfluß auf das Spektrum des Operators Lr.
Wir halten das bisher gewonnene Resultat fest:

Satz 3.2 Das Spektrum des Perron-Frobenius-Operators einer Intervall-Abbildung
konstanter Ableitung im Raum B(Ic,X) lokal analytischer Funktionen hat die
Struktur:

speclLp ={AEC: A=sgnaa"”p, p E specM°, n € N}. (3.11)

Hierbei bezeichnet M© die Adjazenzmatriz des Graphen Gr(C) der zugrundelie-
genden charakterısıerenden Zerlegung C.

Die Angabe einer einzigen Matrix ist also hinreichend, um das Spektrum des
Perron-Frobenius-Operators bezüglich eines speziellen Raumes von Observablen
vollständig zu beschreiben. Der Abschnitt 3.1.2. beweist die weiterreichende Aus-:
sage, daß die Absolutbeträge der Eigenwerte bezüglich aller natürlichen Observ-
ablen durch eine einzige Matrix bestimmt sind.

Die korrespondierenden Eigenfunktionen

Im folgenden wird skizziert, auf welche Weise im Prinzip die Eigenpolynome der
Perron-Frobenius-Operatoren berechnet werden können.

Das Spektralproblem der Adjazenzmatrix M sei gelöst. Das Spektrum der Matrix
laute: specM© = {Aq,..., Aci}; fo = (fo(1),.--, fo(IC]) )7” sei ein Eigenvektor zum
Eigenwert \ der Matrix M°. Wie aus der speziellen Gestalt des Perron-Frobenius-
Operators im Falle der Intervallabbildungen konstanter Ableitung hervorgeht, gilt
in Matrix-Schreibweise die Beziehung:

dr da”

a =a" (Lr 3.12pe (lr fe) =

a" (Cr Fe) (3.12)

mit f(z) = (f(1,z),...,f(\C],z))?7". Aus Gleichung 3.12 können rekursiv alle
Eigenpolynome p € Pu(le, X)

,

n € N des Perron-Frobenius-Operators ausgehend
von den Eigenvektoren der Matrix M° berechnet werden. Offenbar gilt:

5 Apa
(Crfo)(i) =

= felt), 1€ ke. (3.18)

Nun sei (Lrfa)(i,2) = a-"A f,(i,z), 1 € Ic. Aus f,(x) kann eine weitere Ei-
genfunktion zum Eigenwert Anyi = a7 +) gemäß der Relation (3.10) erzeugt
werden: z

2) = (n +1) [d
y

falisy) + Sasali), dee, (3.14)
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Dabei ist der konstante Vektor faa: = (fnai(1),---,Snei(IC]))?" selbst rekursiv
definiert durch die Bedingung:

(Lrfar)(0) = amt dA fags. (3.15)

Die Gleichung 3.15 kann aufgefaßt werden als:

(LrSarı)(0) = M
® fag + (LrF),(0) = a4) fay (3.16)

i = dy fa(y).mit Fy i= (n +1
) [d
y

fal)

Wir fassen zusammen:

Satz 3.3 Aus den Eigenvektoren der Adjazenzmatrir M© des Graphen Gr(C)
können die Eigenpolynome des entsprechenden Perron-Frobentus-Operators Lr re-
kursiv berechnet werden unter Verwendung der Relationen:

far) = F(z) + far (3.17)

Fy = (n+) ['dy flv
)
(3.18)

far = (a9) — MY! (Lr F,)(0) (3.19)

mit Lrfo= Ip
,

d€ spec MS
.

Auf jeder Ebene der Berechnung ist also das Problem einer Matrix-Inversion zu
lösen. Im Falle spezieller Intervall-Transformationen konstanter Steigung, gegeben
durch:

T:[0,1]> [0,1], 2> Nz (mod 1), (3.20)

NEN, IN| >1,
reproduziert die Rekursionsvorschrift des Satzes 3.3 bezüglich der minimalen cha-
rakteristischen Zerlegung C™" = (0,1) eine Definition der Bernoulli-Polynome
(vergleiche Referenz [50]).

Die Kolmogorov-Sinai-Entropie

Eine wichtige Rolle zur Kennzeichnung eines dynamischen Systems spielt die Kol-
mogorov-Sinai-Entropie hxs. Sie ist ein Maß für die Informationsrate, die durch
fortgesetzte Durchführung eines Experimentes maximal erzielt werden kann. Im
vorliegenden Fall ist diese Größe besonders einfach zu berechnen. Im Sinne des
thermodynamischen Formalismus [51] führen wir in den Perron-Frobenius-Opera-
tor eine inverse ‘Temperatur’ ß ein:

(Lof\G,2) = lal? So Ly SG", a7 — by). (3.21)
ielg
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Analog zu den vorangegangenen Uberlegungen finden wir:

spec Lg = |) spec( Ja
] "Pa" M
°

). (3.22)
n=0

Da für den Spektralradius o(M°) der Matrix M© gelten muß: 9(M°) = |al, ist der
höchste Eigenwert des Operators £g aus Stetigkeitsgründen in einer hinreichend
kleinen Umgebung von § = 1 gegeben durch:

AB) = lal!?. (3.23)

Damit lautet der topologische Druck in einer genügend kleinen Umgebung von
dem Punkt = 1:

P(B) = log |a'~*, (3.24)

woraus sich die Kolmogorov-Sinai-Entropie mit Hilfe der Relation:

d
hrs = ~gpPPylan

s
(3.25)

zu dem einfachen Ausdruck:
hes = log la

]

(3.26)

berechnen läßt.

3.1.2 Verfeinerungen minimaler charakterisierender
Zerlegungen

Vorgegeben sei die minimale charakterisierende Zerlegung C”* eines dynamischen
Systems ([0,1],8,T). Sie werde im zuvor beschriebenen Sinn verfeinert durch die
Bahn Br(y) = {Tiy}2t?"" eines Punktes y € [0,1]:

öC = Br(y) uac™™. (3.27)

In der hieraus resultierenden Zerlegung existieren stets Elemente der Art:

Co=(z,y) mit z € OC™™ und yo € Br(y). (3.28)

Ausgehend von einem derartigen, fest gewählten Cy führen wir ein den folgenden
Überlegungen besonders angepaßtes Alphabet Ic zur Indizierung der Elemente von
C ein.
Je zwei Punkte z;,z, € OC werden miteinander verglichen mit Hilfe der Ordnungs-
relation:

2 <2 falls 21,22 € [0,2] oder zı,22 € [z,1]
aa ©

{

zı > z2 sonst. (3.29)
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In dem (m + p + q)-Tupel (q = |C™*]):

(vo, Yır---Ym+tp-1,Tı 71,--- 24-1) = (20,21, te »2m+p+q) (3.30)

seien die Elemente y; € Br(y) und x; € OC™" jeweils untereinander unter Verwen-
dung der eingeführte Relation angeordnet. Als Elemente der charakterisierenden
Zerlegung C erscheinen damit die Intervalle:

G=(zz),z) mit i € Ie = [0,1,...,.m+ p+q-1} (3.31)

wobei z(z;) := min{z € OC :z<z;}.
Zwischen der Anordnung der Punkte y; € Br(y) in dem obigen Zahlentupel
und der Reihenfolge ihres Auftretens als Bahnelemente von y unter der iterier-
ten Wirkung von T besteht ein Zusammenhang, den wir durch eine Permutation
o:{0,1,...,m+p-1}- {0,1,...,m+p-1} darstellen:

y= Ty, (3.32)

Es folgen Notationen fur einige Matrizen spezieller Bauart:

e P? bezeichnet die einer Permutation o zugeordnete Permutationsmatrix.
Darunter versteht man eine nicht-singulare (m +p)-dimensionale Matrix mit
Elementen P%,., = 1 und Pg = 0 sonst. Die inverse Permutation =! ist
durch die Transposition (PT" repräsentiert.

© x, stellt die p-dimensionale Permutationsmatrix der zyklischen Permutation
(1,2,...,p) > (2,...,p,1) dar. Ihr Spektrum besteht aus den p-ten Ein-
heitswurzeln:

spem=flEC:IP=1}. (3.33)

e Das Symbol D benennt eine (m + p)-dimensionale obere Dreiecksmatrix für
deren Elemente gilt:

530 fallsi > 3 oder y; <z(y;)
Di =

|
1 sonst (3.34)

wobei z(y;) := min{z € OC™" : < y;}.

Die Matrix D kann als Blockdiagonalmatrix aufgefaBt werden, in der als Dia-
gonalblöcke obere Dreiecksmatrizen erscheinen, deren von Null verschiedene
Elemente gleich 1 sind, Es gilt: dt D=1.

e B ist eine (p+ m) x g-Rechteckmatrix mit der Eigenschaft:

u 0 falls z(2;))<{yu <2;
By

=

{
1 sonst (3.35)

wobei z(2;) := min{z € OC™" : x < z;}.
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e Durch I, ist die n-dimensionale Einheitsmatrix, durch J„ eine (n x n)-Matrix
mit Jj

;
= 1 falls t

= 7 + 1 und J; = 0 sonst beschrieben.

e Schließlich bezeichnet der Buchstabe A die nicht singuläre Blockmatrix:

PD B
A=

(

0 |, ).

(3.36)

Der Beweis des nachfolgenden Lemmas formuliert ein Verfahren, das die Adja-
zenzmatrix M° des Graphen Gr(C) der Zerlegung C in eine Normalform bringt,
aus der ihre spektralen Eigenschaften unmittelbar abgelesen werden können. In-
besondere wird die Beziehung zur entsprechenden Matrix M@”"* der minimalen
charakterisierenden Zerlegung sichtbar.

Lemma 3.4 Durch eıne Ähnlichkeitstransformation, vermittelt durch die Matriz
A, wird M© blocktrianguhert. Dabei erscheinen als Diagonalblöcke die Matrizen:
Jar Rp und MC”".

Beweis Der Beweisgedanke beruht auf der Einführung eines Systems von Teil-
mengen des Intervalles [0

,
1]
,

deren Transformationsverhalten unter der Wir-
kung von T leicht einzusehen ist.
Es sei an die Definition der Adjazenzmatrix M“ erinnert: Der Einheitsvek-

i-teStelle
tor e; = (0 on 1.

., 0) repräsentiert das Element C
;

= (z(z;), z) EC der
Zerlegung C

;

sein Bild Me; gibt an, auf welche Elemente der Zerlegung C
und mit welcher Häufigkeit das Intervall C

; durch die expandierende Trans-
formation T abgebildet wird.
Man betrachte nun die Wirkung der Transformation T auf Teilmengen von
[0,1], die einer zu fe;}ier. äquivalenten Basis entsprechen. Sie gehe aus
{ei}ier. hervor vermöge der linearen Abbildung: ef = Ae;. Wir treffen eine
Fallunterscheidung:

1.0<ı<m+tp:
Den Vektoren De; entsprechen, wie aus der Definition der Matrix D
hervorgeht, die Mengen:

De — (x(yi), u) = te
: 2(yi) <2 < u} (3.37)

Die Anwendung der Permutationsmatrix P? bewirkt aufgrund der Ei-
genschaft 3.32:

e = Ae; = P’Dau +— (x(T*y), T'y). (3.38)

2. m+tp<is<mtptg:
Analog gilt unter Verwendung der Eigenschaften von B:

e, = Ae; +— (2(2;), 2;) = cr (3.39)

mit j =1—m-—p, 2; € OC™.
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Die Wirkung der Transformation T auf die Mengen (z(T*y), T'y) wird be-
schrieben durch:

T (2(Ty), T'y) = (2(T*y), Ty) U
U cp (3.40)

JEP nan

mit einem geeignet ausgewählten Teilalphabet min © Icmin.

Damit erweist sich die der Basis {e&;}ier, korrespondierende Adjazenzmatrix
M® als eine blocktrianguläre Matrix der Bauform:

Q
O

-- +0

|

bo
m . . . . .

0. 1 0

| [| , (3.41)

|

Dot : 1". :

Pp . . . . . . .

Ve. 0-10
® 8 ME“

wodurch die Behauptung bewiesen ist. ©

Eine beliebige charakterisierende Zerlegung des Systerns kann durch Angabe end-
lich vieler Bahnen:

Br(u) = (Tu (3.42)

mit transienten und periodischen Anteilen der Längen m; bzw. p; und der minima-
len charakterisierenden Zerlegung C™™ klassifiziert werden. Mit der Bezeichnung
Wp, = {A EC :APi = 1} für die Menge der p;-ten Einheitswurzeln formuliert das
folgende Korollar die Aussage:

Korollar 3.5 Das Spektrum der Adjazenzmatrır M° jeder endiichen charaktert-
sterenden Zerlegung eines dynamischen Systems ([0, 11,8, T) tst von der Gestalt:

specM© = spec MS" U (Jun; U (O}ly,m- (3.43)

Hierbei ıst der Evgenwert X = 0 J;m;-fach entartet. Insbesondere sind demnach
die Absolutbetrage der Etgenwerte alleın durch die minimale charakteristerende
Zerlegung bestimmt.

Beweis Die Behauptung ergibt sich durch wiederholte Anwendung des zuvor be-
wiesenen Lemmas. Die Rolle, die dort von C”'* eingenommen wurde, werde
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hier zunächst von der Zerlegung C
!

übernommen, die gekennzeichnet ist
durch:

ac! = IC" U (Br(ya), Br(ys), .-.}- (3.44)

Der Aussage des Lemmas zufolge existiert für das Spektrum der Matrix M°
die Darstellung:

spec M© = spec M U wy, U {O}lm;- (3.45)

Der Eigenwert Null ist hierbei m;-fach entartet. Eine vollständige Induktion
führt unmittelbar zum Beweis des Korollars. ©

Gestützt auf die Aussage des Satzes 3.2 sind wir nun in der Lage, die bisher ge-
funderien Resultate in einem Satz über das Relaxationsverhalten der betrachteten
Klasse dynamischer Systeme zusammenzufassen.

Satz 3.6 Intervall-Abbildungen konstanter Ableitung führen auf einfach relaxie-
rende dynamische Systeme, deren Relazationszeit r für alle natürlichen Observab-
len gegeben tst durch:

1/7 = max{ loglal, —log (M°"")/|al }- (3.46)

E(M©””*) bezeichnet in dieser Aussage den Absolutbetrag der zweithöchsten Eigen-
werte der Adjazenzmatriz M©”” des Graphen Gr(C""*) der minimalen charakte-
risterenden ZerlegungC”’” des Systems.

Die Relaxationszeit eines derartigen Systems ist demnach eng verknüpft mit dem
subdominanten Spektralradius £(M) einer nichtnegativen Matrix M. In der ma-
thematischen Literatur sind dieser Größe ausgiebige Untersuchungen gewidmet.
Insbesondere bilden obere Schranken für den Absolutbetrag subdominanter Ei-
genwerte nichtnegativer Matrizen einen Gegenstand verbreiteten Interesses. Die
Bemühungen der Mathematiker zu diesem Thema bis zum Jahre 1985 sind in
einem ausführlichen Ubersichtsartikel von Rothblum u.a. [52] zusammengefaßt.

Die verschiedenen Methoden, obere Schranken für £ einzuführen, gehen typischer-
weise aus von der Kenntnis des Spektralradius g(M) und des zugehörigen nicht-
negativen Eigenvektors der zugrundeliegenden Matrix. Damit ist zugleich der
Ausgangspunkt beschrieben, um die Größe £ auf numerische Weise zu berechnen.

Nur in wenigen Fällen besteht die Möglichkeit, €(M) durch Angabe einer einfachen
Formel mit Eigenschaften der Matrix M in Verbindung zu bringen; meistens muß
man sich mit einem numerischen Algorithmus begnügen.
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3.1.3 Graphentheoretische Eigenschaften

Der subdominante Spektralradius £(M©”"*) der Matrix Mir is
t

mit graphentheo-
retischen Merkmalen des zugrundeliegenden Graphen Gr(C”'*) verknüpft.
Zum Aufweis dieser Beziehung zitieren wir ein Verfahren [53], das mit Hilfe der
Koeffizienten der charakteristischen Polynome der Potenzen einer Matrix die Ab-
solutbeträge ihrer Eigenwerte im Prinzip zu berechnen erlaubt. In einer unseren
Zwecken angepaßten Formulierung lautet dieser Zusammenhang:

Lemma 3.7 (Wimmer,1985) Es sei chargs(A) = Ar + af) 8-1 4 aMdan-2 +
... tal) das charakterıstische Polynom der Potenz Ak ener Matrız A € C™**.

Durch die Koefhzienten a) laßt sich unter Verwendung des Spektralradtus g(A)
der subdominante Spektralradius €(A) darstellen als:

l . ART:

A) = —— limsup y al|. 3.47

Das Studium der Potenz M* der Adjazenzmatrix M eines gerichteten Graphen
G berührt das Problem der Berechnung der Anzahl von Pfaden einer gegebenen
Länge kin G.

Wie in dem Abschnitt 2.1 dargelegt wurde, gibt das Matrixelement M& die Anzahl
derjenigen Pfade der Länge k an, die von dem Vertex i ausgehen und in dem
Vertexj enden. Das Produkt GG; zweier Graphen G, = (J,U) und G, = (I,V)
gleicher zugrundeliegender Vertexmenge J und Pfeilen aus den Mengen U bzw.
V ist ein gerichteter Graph, in dem soviele Pfeile vom Vertex i zum Vertex j
führen, wie Paare von Pfeilen (u € U

,

v € V) existieren mit der Eigenschaft, daß
u von i ausgeht und v in j endet. Man verifiziert sofort, daß der Graph G* die
Adjazenzmatrix M* besitzt.

Ein bekanntes Theorem gestattet, zwischen den Koeffizienten des charakteristi-
schen Polynoms der Adjazensmatrix M* eines Graphen G* und strukturellen Ei-
genschaften des Graphen eine Beziehung herzuleiten (zitiert in [33]). Es lautet in
einer der gegenwärtigen Problematik angepaßten Fassung:

Satz 3.8 (Sachs,1964) Der Koefizient al) des charakterıstischen Polynoms der
AdjazenzmatrizM* eines GraphenG*, bezeschnet durch charya(A) = An+al*) an-ı
af") ın-2 +...t+a®), kann dargestellt werden als:

=) (1), (3.48)
Leck

wobei LE die Menge aller linearen gerichteten Untergraphen L von G* mit genau
zwei Vertizes darstellt; p(L) bezeichnet die Zahl der Zyklen, in die L zerfällt.
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Wir halten fest: Die Relaxationszeit 7 einer Intervallabbildung konstanter Ablei-
tung kann im Prinzip durch sukzessive Approximation der Größe £(M””) unter
Verwendung ausschließlich struktureller Eigenschaften des Graphen Gr(C™") be-
stimmt werden. Nachdrücklich wird jedoch bestritten, daß dieses Verfahren zu
einer effektiven numerischen Berechnung von £(M®””) geeignet ist.
Die im zweiten Kapitel hergeleiteten Spurformeln für die Potenzen £} des Perron-
Frobenius-Operators vereinfachen sich erheblich im Falle der vorliegenden Klasse
dynamischer Systeme:

spurl} = ee spurMe (3.49)

bei einer zugrundeliegenden charakterisierenden Zerlegung C. Hierbei wurde die
Formel 2.4 aus Abschnitt 2.1.2 verwendet, welche die Adjazenzmatrizen L und M©
der Graphen Gr(E,C) bzw. Gr(C) miteinander verknüpft.
Die Spurformel 3.49 erlaubt eine Interpretation im Sinne der Graphentheorie. Da
das Matrixelement M§" die Zahl der Pfade der Länge n, ausgehend von dem Vertex
i und endend in dem Vertex j, des Graphen Gr(C) darstellt, bezeichnet die Größe:
spurM™ die Anzahl aller geschlossenen Pfade der Länge n im Graphen G7(C).

3.2 Affine Kreis-Transformationen

Speziell geartete affine Abbildungen des Einheitskreises, gegeben durch:

T:Tor! + Tor', zo Nz+g (mod 1) (3.50)

mit NEN, N>1, und gEeQ,

stellen eine naheliegende Verallgemeinerung der sogenannten N-adischen Trans-
formation Tz = Nz (mod 1) dar.
Als besonders einfach geartetes und leicht zu behandelndes Beispiel ist das durch
die N-adische Transformation definierte dynamische System von einer Reihe von
Autoren, beginnend mit Hermann Weyl [54], ausführlich untersucht worden. Die
minimale charakterisierende Zerlegung des Systems ist in diesem Falle trivial und
mit dem Intervall J = (0,1) identisch; bezüglich I erweisen sich die Bernoulli-
Polynome B„(z) als analytische Eigenfunktionen des Perron-Frobenius-Operators
zu den reellen Eigenwerten A, = N", n = 1,2,... [23]. Für rationale Zahlen
q # 0 modifiziert sich dieses Bild in charakteristischer Weise:

e Der Raum stetiger Funktionen auf dem Intervall J verliert seine Invarianz
unter der Wirkung des Perron-Frobenius-Operators.

Damit liegen in den affinen Kreis-Transformationen die einfachsten Beispiele
dynamischer Systeme vor, die zur Untersuchung des Relaxationsverhaltens
die Einführung von Räumen lokal stetiger Observablen erzwingen.
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1

.

.N
0 1

-g+latl
N

j Bild 3.1: Die Transformation T(z) = Nx +g (mod 1)
e Das Potenzgesetz A, = N" hat nur Geltung für die Absolutbeträge der von
Null verschiedenen und im allgemeinen komplexen Eigenwerte des Perron-
Frobenius-Operators. Als Phasenfaktoren treten jedoch ausschließlich Ein-
heitswurzeln auf. Auch die Zahl Null ist möglicher Eigenwert.

Bei affinen Kreisabbildungen besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen der
‘Relaxationszeit r und der Kolmogorov-Sinai-Entropie hxs: ths = 1.

3.2.1 Erzeugende Zerlegungen

Die natürliche Zerlegung N einer vorgegebenen Kreisabbildung T : Tor! — Tor,
z+Nz+g (mod 1) ist gekennzeichnet durch die Angabe ihrer Randpunkte:

1-g+lell 2-e+tlll WWoatlallan ={o
, lzstlal Zretlall ‚1. 3.51KT Im WM G8)

Hierbei bezeichnet [x] den ganzzahligen Anteil einer Zahl xz € R. Als Schnitte
der Transformation T treten die linearen Funktionen:

Siig S(c) = $(e+1-9¢+4 lal) (3.52)
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auf mit i € Iy = {0,1,...,[N —q+ lq} ]}. Die Existenz einer endlichen charak-
terisierenden Zerlegung des Intervalles J = (0,1) ist garantiert, wenn der Punkt
z = 1 unter der Wirkung von T auf eine periodische Bahn gelangt, wenn also
gültig ist:

Br(1) = {TQ} 2? mit T™+(1)= Tr). (3.53)

Die durch 0C™" = Br(1)U{0} definierte Zerlegung C™™ ist nach den Überlegungen
des vorigen Abschnittes sogar die kleinste derartiger Zerlegungen. Jede weitere
Bahn:

Br(z4) = {Tix,} Rt”! mit T™ tay = T™ 2, (3.54)

eines Punktes z, € (0,1) generiert eine charakterisierende Zerlegung, die C™™

verfeinert.

Das nachfolgende Lemma kennzeichnet diejenigen Punkte des Einheitsintervalles,
deren Bahnen endliche charakterisierende Zerlegungen erzeugen können.

Lemma 3.9 Jede rationale Zahl x = zı/za € [0,1] mit natürlichen, tetlerfrem-
den Zahlen 21,29 € N, ggT(zı,23) = 1, gelangt nach endlich vielen Iterationen
der Abbildung T : 0,1] > [0,1], z > T(z) = Nz + q/ga (mod 1), q/ga €
Q, g9T(qı,93) = 1, auf eine periodische Bahn. Darüber hinaus gilt: Die Periode
p dieser Bahn ıst beschränkt durch das kleinste gemeinsame Vielfache der natürli-
chen Zahlen rq und q2:

0<p<kgV(2,9). (3.55)

Beweis Offenbar gelten mit passend gewählten natürlichen Zahlen a > q2 und

b > xq die Umformungen:

Ns, q NzuatgqbT = — + d 1) = ——— (mod 1 3.56(z) natn (mod 1) TER) ( ) 8.56)

- Nzya+gıd (mod kgV(z3,9)) _ Yy
ı

(3.57)
kgV(z2, 92) kgV(z2, 92)

mit einer geeigneten ganzen Zahl 0 < yı < kgV(zr2,92). Eine vollständige
Induktion macht unmittelbar deutlich, daß jede iterierte Anwendung der
Abbildung T auf z € [0,1] darzustellen ist durch:

> YnT(r) = ——_~ 3.58©)

=

FeV ena) 28
mit 0 < ya < kgV(22,9), yx € Z. Somit müssen Zahlen m € NU {0}
und p € N existieren mit T™+?z = T™z, wobei p nicht die Zahl kgV(z3,9:)
überschreiten kann. ©

Einer charakterisierenden Zerlegung C und der korrespondierenden erzeugenden
Zerlegung € = N VC werden die Graphen Gr(£,C) und Gr(C) sowie die ent-
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sprechenden Adjazenzmatrizen L und M° zugeordnet, mit deren Hilfe der Perron-
Frobenius-Operator Cr und sein Spektrum ausgedrückt werden können:

(Erf\G,2) = NOS Lyfe" Ne +i- 9+ lal), (3.59)
tele

specLr = [AEC:A=N"u,neN, pEspecM°}. (3.60)

Die Adjazenzmatrix M jeder charakterisierenden Zerlegung C einer affinen Kreis-
Abbildung ist durch eine besondere Eigenschaft gekennzeichnet:

Lemma 3.10 Die Matrit A = 4M ist stochastisch, d.h. für die Zeilensummen
ihrer Einträge gilt: Diet Ay =1,1€ Ie.

Beweis Wir wahlen eine spezielle Zerlegung C*, die das Intervall (0,1) aquidistant
in N qq gleichgroße Stücke teilt: AC* = {0, Bar Kar ...,1}. Offenbar gilt nach
Lemma3.9: Br(1) € 8C*. Demnach ist C* charakterisierend. Ferner ist C* <
N und folglich gilt & = NVC* =C*. Aus dem Schaubild der Transformation
T (Abbildung 3.1) geht hervor, daß jedes Element C

} der Zerlegung genau
N Urbilder besitzt. In jedem Vertex i € Ic. des Graphen Gr(C*) enden
folglich genau N Pfeile. Die Zeilensummen der Adjazenzmatrix M°° sind
somit Djer. MG = N für alle i € Ice.
Demnach ist der Vektor e* = (1,...,1), |C*| Komponenten, Eigenvektor
zum Eigenwert 1 der Matrix A* : A*e* = e*. Die Zahl 1 ist zugleich auch der
Spektralradius g(A*) der stochastischen Matrix A".
Aus dem Lemma 2.8 des vorangegengenen Kapitels folgt somit, daß für jede
charakterisierende Zerlegung C der Vektor e = (1,...,1), |C|-Komponenten,
die Eigenschaft }M°e = e besitzt. Hieraus ergibt sich die Behauptung. ©

Als unmittelbare Konsequenz halten wir fest:

Korollar 3.11 Das absolut stetige invartante Maß affiner Kreistransformationen
ist durch das Lebesgue-Maß gegeben:

dmr(z) = dr. (3.61)

3.2.2 Das Spektrum des Perron-Frobenius-Operators

Die besondere Bauart affiner Kreistransformationen erlaubt, das Spektrum der
Adjazenzmatrix MC” der minimalen charakterisierenden Zerlegung C™™ explizit
zu berechnen. Das Korollar 3.5 in Verbindung mit Satz 3.2 des letzten Abschnit-
tes impliziert, daß damit zugleich das Spektralproblem des Perron-Frobenius-
Operators Lr gelöst ist.
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Es erweist sich als vorteilhaft, die Zerlegung C™™ in einem ersten Schritt zunächst
zu erweitern, indem einer der Fixpunkte Tr = r, z € (0,1), der Abbildung T
als weiterer Begrenzungspunkt zu der minimalen charakterisierenden Zerlegung
hinzugefügt wird:

aC = IC"" Ur}. (3.62)

Die Existenz wenigstens eines derartigen Fixpunktes ist für alle Transformationen
T garantiert.

Unter Verwendung der oben eingeführten Ordnungsrelation für zı,22 € OC :

nin ©

{

zı<zz falls 21,23 € [0,2] oder 24,22 € (z
,

1] (3.63)£ı > I2 sonst

ist durch:

C
;

= (z(z;), 2;) mit z(z,) = min{z € C:r<n),ieke, (3.64)

wobei 9 * 21... - Lyemi
ny < Teminjz1

ein unseren Zwecken besonders angepaßtes Alphabet Ic definiert. Analog zur
Methodik des vorangegangenen Abschnittes greifen wir auf eine Permutation o

:

Ie — Ic
e zurück, die durch die Eigenschaft:

aj = T7(1) (3.65)

gekennzeichnet ist. Die zugehörige Permutationsmatrix sei P’. Mit diesen Hilfs-
mitteln stellt das nachfolgende Lemma die Adjazenzmatrix M in einer einfach
strukturierten Standardform dar.

Lemma 3.12 Ist B eine |C|-dımensionale obere Dreiecksmatriz mit Bj; = 1 falls

i<jundA= pro B, so gilt:0 1
Q
O

--- «0

be

|

Done tet m

0... 1 0

AMSA = [| [En |

, (3.66)

pote : 1°. :

er 0.10
4m: rec mp N

wobei a; = [t(1)| mit {z)=Ne+g,i=l,...,m+p.
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Beweis Analog zu der Schlußweise des Lemmas 3.4 entsprechen den Vektoren
Ae;, e; = (0 nan ne

e ‚0),i=1,...,|C"'], die Teilmengen:
(z,T'(1)) = {y:2<y <T(zx)} (3.67)

des Intervalles (0,1). Der Vektor Aey), ec; = (0,...,1) korrespondiert hin-
gegen mit dem Intervall (0,1) selbst. DieWirkung der Transformation T auf
die eingeführten Mengen ist unmittelbar einsichtig:

T (2,T‘(z)) = (z,T(z)) (U(0,1)), (3.68)

wobei (0,1) von T(z,T*(r)) genau N-fach überdeckt wird. Aus diesen Be-
ziehungen sind die Einträge der korrespondierenden Adjazenzmatrix M® un-
mittelbar abzulesen. ©

Der Aussage des Lemmas 3.4 entnehmen wir, daß eine Verfeinerung der mini-
malen charakterisierenden Zerlegung, die durch einen Fixpunkt der Abbildung T
erzeugt wird, einen zusätzlichen Eigenwert A = 1 zur Folge hat. Daher können wir
fogenden Sachverhalt formulieren:

Korollar 3.13 Die Adjazenzmatrir M°™" des Graphen Gr{C”'*), der von der
minimalen charakterisierenden Zerlegung einer affinen Krets-Transformation T
vermöge der Bahn Br(1) = {T'(1)} 4°"! induziert wird, besitzt folgendes Spek-
trum: . . .

spec MC™""
= {N, er, Pu ee PH) Om}; (3.69)

wobei der Eigenwert X = 0 m-fach entartet tst. Insbesondere ıst also die Zahl 1

kein Eigenwert.

Damit rundet sich das nunmehr gewonnene Bild der spektralen Eigenschaften des
Perron-Frobenius-Operators Lr:

eo Sein größter Eigenwert ist nicht entartet und durch die Zahl A = 1 gege-
ben. Alle übrigen Eigenwerte in den eingeführten Räumen lokal analytischer
Funktionen können dagegen entartet sein.

@ Sie liegen in der komplexen Zahlenebene auf konzentrischen Kreisen um den
Ursprung; ihre Radien sind durch die inversen Potenzen von N gegeben:
ta = N"; die Zahl Null ist möglicher Eigenwert.

© Die Phasenfaktoren der von 1 verschiedenen Eigenwerte sind von der spe-
ziellen Wahl der zugrundegelegten charakterisierenden Zerlegung abhängig
und durch Einheitswurzeln darzustellen.

® Alle Resultate übertragen sich sinngemäß, wenn für N auch negative ganze
Zahlen mit |N| > 1 zugelassen werden; insbesondere gilt:

specLr={AEC:A=sgnN N "u,neN, peEspecM°). (3.70)
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Mit diesen Ergebnissen erhält man für die Relaxationszeit affiner Abbildungen des
Einheitskreises:

1/r =kglN|. (3.71)
Aufgrund von Gleichung 3.26 gilt im Falle affiner Kreis-Abbildungen die Bezie-
hung:

thks =1 (3.72)

zwischen Relaxationszeit r und Kolmogorov-Sinai-Entropie hxs. Als Hypothese
fiir allgemeinere Klassen dynamischer Systeme genommen, versagt jedoch diese
Relation, wie im weiten Fortgang noch dargelegt wird. Eine Verallgemeinerung
des Zusammenhanges 3.72 bei einer mehrdimensinalen Verallgemeinerung affiner
Kreis-Abbildungen wird im Kapitel 5 vorgestellt.

3.3 Modelle zirkulanter Struktur

Ein besonderes Strukturmerkmal zeichnet die im folgenden untersuchten Modelle
gegenüber der allgemeinen Situation stückweise linearer Systeme konstanter Ab-
leitung aus: Die Adjazenzmatrizen der minimalen charakterisierenden Zerlegun-
gen, deren Spektren, wie zuvor dargelegt, die wesentlichen Züge der spektralen
Eigenschaften des Perron-Frobenius-Operators festlegen, haben hier die Bauform
verallemeinerter zirkulanter Matrizen. Techniken zur Diagonalisierung derartiger
Matrizen stehen in der mathematischen Literatur zur Verfügung [55,56].

Damit liegt in den Intervallabbildungen zirkulanter Struktur eine weitere Klasse
von Modellsystemen vor, in der die Spektren der Perron-Frobenius-Operatoren ex-
plizit berechnet werden können. Insbesondere stellt sich heraus, daß die Relaxati-
onszeit auf verhältnismäßig komplizierte und nicht unmittelbar abzulesende Weise
mit den Bestimmungsstücken eines Systems verknüpft ist. Dies steht im Gegen-
satz zum Fall der einfacher gebauten affınen Kreisabbildungen. Ein erkennbarer
Zusammenhang zwischen Relaxationszeit, Ljapunov-Exponent und Kolmogorov-
Sinai-Entropie besteht im allgemeinen nicht.

3,3.1 Die Klasse der Modelle

Permutationen eines bestimmten Typs beschreiben das wesentliche Charakteristi-
kum der vorgestellten Klasse von Modellsystemen.

Definition 3.14 Eine Permutation a, : {l,...,n} — {1,...,m} der ersten n
natürlichen Zahlen heißt g-Permutation, wenn ihre Wırkung beschrieben ist durch:

o,(i) := gt (mod n), g EN. (3.73)
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Ist eine Permutation ou, : {1,...,n} — {1,...,n} darzustellen als Komposi-
tion einer g-Permutation und einer Potenz x* der zyklischen Permutation = :

{1,...,n} > {1,...,n}:
Chg = nroo, (3.74)

so nennen wir sie eine zulässige Permutation.

Lemma 3.15 Für die eingeführten Permutationen gelten folgende Aussagen:

1. ggT(n,g)= 1.

2. 7700, = 0,07.

9. Okg 9 On = Tgitkgh> kl,g,heN.

Beweis Zu 1: Permutationen sind bijektiv. Daher muß o,(5) durch eine vorgege-
bene Zahl i € {1,...,n} eindeutig bestimmt sein aufgrund von o,(t) = gi
(mod n). Diese Kongruenz ist jedoch aufgrund eines bekannten Satzes der
elementaren Zahlentheorie genau dann eindeutig auflösbar, wenn n und g
teilerfremd sind.

Zu 2: Offenbar gilt: #°(i) =i+g (mod n). Somit ist: (o,or)(i) = g(i+1)
(mod n)=gi+g (mod n). Anderseits: (x? 00,)({)=gi+g (mod n).

Zu 3: Aufgrund bekannter Identitäten zwischen Kongruenzen gilt: (#* o

o,0 m
n oon)(t) = (nt oog)(hi +!) (mod n)) = ghi+gl+k (modn) =

(nett oon)li) = ogt4egn(t)- ©

Durch seine Einschränkungen auf die Elemente der äquidistanten Zerlegung (0,1)
= Uh, J; des Einheitsintervalles:

i= (44) isl,...jn (3.7
5)

s..— n 'n)’ ww Rye ey Th
y

.

ist eine Transformation 7’ definiert:

Definition 3.16 Durch die stuckwetse hneare Intervall- Transformation:

T : {0,1} — [0,1],

2 T\;(2) = Nat or‘) - Ni) (mod 1), (3.76)

N€Z, |N|>1,

wird ein dynamisches System ((0,1],8,T) induziert, das aus aus Gründen, die
noch deutlich werden, ein Modell zirkulanter Struktur heißt.
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k
- di;

Ooi 1

n

Bild 3.2: Eine spezielle zirkulante Transformation

Die hier untersuchten Beispielsysteme sind also durch vier natürlichen Zahlen
n,k,g und N charakterisiert. Ein Beispiel soll die eingeführten Begriffe beleuch-
ten. Es sein = 11, g = 3, k = 2. Damit lauten die Permutationen o3 und
02,3:

_f123456 7 8 9 10 11m=(jos1e70388n): (3.77)

._ {12345 678 9 10 11

m= (sigrmosens of (3.78)

Wird fiir N die Zahl 7 eingesetzt, so ist eine zirkulante Intervall-Transformation
festgelegt, die durch ihr Schaubild (Abbildung 3.2) dargestellt wird.

Die Eigenschaften zulässiger Permutationen, die in die Konstruktion der Transfor-
mation T eingehen, haben zur Folge, daß die Sonderfalle g = N+Mn, MEZ,
für jede ganze Zahl M auf folgende Vereinfachung führen:

k
z+T(z)=MNz+ 5 (mod 1). (3.79)

Affine Kreis-Transformationen gehen demnach durch Spezialisierung aus der dis-
kutierten Klasse von Modellsystemen hervor.
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Liegt diese besondere Situation nicht vor, so bilden die Intervalle J; die Elemente
einer charakterisierenden Zerlegung:

Grin „m (2). i=1,...,n, (3.80)n 'n

die sogar minimal ist, da TAC™™ C äcir und die Bilder:
t 1

-)=- 1)
, t=1,... 31T(-) rs): t 1, ‚n, (3 )

paarweise verschieden sind.

Der Perron-Frobenius-Operator £y einer derartigen Transformation T', formuliert
bezüglich der Zerlegung C™™, besitzt aufgrund der zuvor erzielten Ergebnisse das
Spektrum:

specL"® = {\EC: A =sgnN N"u,neN, nespecM©”*}. (3.82)

Den Eigenwerten der Matrix MC™", die entscheidend die spektralen Eigenschaften
des Perron-Frobenius-Operator bestimmen, gelten die Überlegungen des folgenden
Abschnittes.

3.3.2 Das Spektum zirkulanter Adjazenzmatrizen

Den eingeführten Modellen wohnt eine Symmetrie-Eigenschaft inne, die den Adja-
zenzmatrizen der Graphen Gr(C""") eine besondere Struktur verleiht.

Ohne die Allgemeingültigkeit einzuschränken, wenden wir uns zunächst dem Fall
N > 1 zu. Die Bilder der Intervalle C7" = (4,2), ¢

= },...,n, unter der
Wirkung von T sind dargestellt durch die Mengen:

Tom (poral! ~1), 508) falls ong(i
- 1) < ori)

i (Aox9,1) U (0, Zar,(i)) sonst .

wobei die Zahl i € {1,...,2} modulo n gerechnet wird und durch das Symbol
(0, 1)|jaj angedeutet wird, daß TC7" den gesamten Phasenraum genau [X |-mal
überdeckt.

Die Elemente der zugehörigen Adjazenzmatrix M©”'* können aufgrund der Defi-
nition einer g-Permutation unmittelbar abgelesen werden. Als erste Spalte erhält
man:

94,,(1)=k+N (mod 1) -teStelle
. t

Men") =({2

+ 14,..., (2,42, t2],...,
( 1

) (ty J ln Ln op
,

g(nJ=k (mod 1) -teStelle (3.84)
t

{Ry (241... [2 41)".
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Die übrigen Spalten der Matrix gehen aufgrund der Definition der Permutation
Ong aus (M&”") hervor vermöge der Rekursion:

Moi = ME" (alle Indizes modulo n). (3.85)

Matrizen, deren Spalten zueinander in diesem Verhältnis stehen, führen in der ma-

thematischen Literatur den Namen g-zirkulante Matrizen [55]. Sie sind festgelegt
durch die Vorgabe einer einzigen Spalte.

Definition 3.17 Eine Matric A = (a;;) der Dimension n heißt g-Zirkulant:

A= g-carca,...,an) a; =a), t=1,...,7, (3.86)

wenn die Relation a;341 = aitgs (alle Indizes modulo n) für thre Elemente erfüllt
ist.

Der Aussage des Lemmas 3.15, das erlaubten Permutationen die Symmetrierelation
79 00%9 = 04,07 zuschreibt, entspricht bei zirkulanten Matrizen die Eigenschaft:

Lemma 3.18 A ıst ein g-Zırkulant genau dann, wenn gilt:

PSA=AP, (3.87)

wobei P die der zyklischen Permutation m zugeordnete Permutattonsmatriz dar-
stellt.

Durch einen Rickgriff auf die Definition von Permutationsmatrizen folgt der Be-
weis unmittelbar.

Die Symmetrieeigenschaft 3.83 hat eine wichtige Konsequenz: Die Spektren g-
zirkulanter Matrizen können durch explizite Formeln aus den Elementen einer ihrer
Spalten berechnet werden. Zur Formulierung dieses Zusammenhanges benötigen
wir den Begriff des reprasentierenden Polynoms:

Pılz) = ay +a22 +... +02”! (3.88)

einer g-zirkulanten Matrix A = g-circ(aı,...,an) [55]. Ferner sei a: {1,...,n} +

{1,...,n} eine Permutation mit der Eigenschaft 1900 = oor. Sie habe m Zyklen
der Lange pj, 1 =1,...,m; durch A, sei ein beliebiges Element des i-ten Zyklus
bezeichnet. Das Symbol w stelle die n-te Einheitswurzel, w = em, dar.

In einer unseren Bedürfnissen angepaßten Formulierung zitieren wir ein bekanntes
Theorem über zirkulante Matrizen [56]:

Satz 3.19 (Ablov,Brenner,1963) Ein g-Zirkulant besitzt höchstens m ıhrem
Absolutbetrage nach verschiedene Eigenwerte, die gegeben sind durch:

. . i eeAi, 3) = TI Aw DI, (3.89)
k=l

i= l,...,m, j= 1,..., Di.



58 KAPITEL 3. EINFACH RELAXIERENDE SYSTEME EINER DIMENSION

Wir fassen die bisher erzielten Ergebnisse in einem Satz zusammen:

Satz 3.20 Der Graph Gr(C™™) der minimalen charakterisierenden Zerlegung eı-

ner Intervall-Abbildung T zirkulanter Struktur, gekennzeichnet durch die vier na-
türlichen Zahlen N,g,n und k, besıtzt die g-zirkulante Adjazenzmatniz:

k+n (mod n)-teStelle

J

Me™ = card [FE
] +1,..., (2) 41, [¥],...,

4 Abn! Ln! ed (mod n)-teStelle (3.90)
t

Ley LEP +4,.. 12) +2).

Uber die interessanten Eigenschaften von Graphen mit g-zirkulanten Adjazenzma-
trizen unterrichten die Referenzen [57,58].

Die Matrix M©””" kann aufgefaßt werden als die Summe:

Me™" = gärcl,...,1,0,...,0,1,...,1) + BA
R,

(3.91)

mit Jj
;

=1 fir allei,j =1,...,n,
= K+(241 (3.92)

Offenbar sind die Spaltensummen der Matrix K, 5; Ki; = N (mod n) für alle
j=1,...,n gleich. Da o,, eine Permutation ist oder äquivalent hierzu die Zahl g
bezüglich n prim ist, gilt auch für ihre Zeilensummen )°; K;; = N (mod n) für alle
i=1,...,n. Damit ist (N (mod n))"!K zeilen- und spaltenstochastisch und der
Vektor e = (1,...,1), N-Komponenten, Rechts- und Linkseigenvektor der Matrix
K:

e’"K =e™N (modn), Ke=N (mod n)e. (3.93)

Folglich ist auch MC" zeilen- und spaltenstochastisch mit dem Spektralradius
e(M®””) = N. Aufgrund von 3.92 kommutieren die Matrizen K und J; sie sind
also simultan diagonalisierbar. Die Matrix J besitzt nur einen einzigen von Null
verschiedenen Eigenwert A = |]. Somit ist o(M°”") Eigenwert zum Eigenvektor
e der Adjazenzmatrix MC”; das übrige Spektrum ist allein von der Matrix K
bestimmt.
Das repräsentierende Polynom an der Stelle w* der Matrix K lautet:

N-1
Pr(w*) = > wktik N= N (mod n), (3.94)

;=0
N-1 R-ı

= D> cos(2#(k+jh)) +3), sin(2#(k + jh)) (3.95)
j=0 j=0

_
cos(Z(k(N — 1) + 2k))sin(Z Nh)

u
sin(Zh)

4 5inlzChLN
=

1) +2k))sin(gNh) (3.96)
sin(=h)
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aufgrund der Identitaten:

= cos(z + 82) sin(#tly)
cos(r + ky) = —~—4-2 3.97» ( ) ain(¥) (3.97)

a sin(z + 2) sin(2$#y)
sin(z + ky) = — 42 4.7, 3.98% ( ) sine) (3.98)

In Polardarstellung hat Px(w*) die Gestalt:

M_ sin(ZNh) Inn _

Px(w") pean exp( n (N +2k-1)h) (3.99)

unter Verwendung elementarer trigonometrischer Umformungen.

Gestützt auf Satz 3.19 kann nun das Spektrum der Matrix MC” explizit darge-
stellt werden.

Satz 3.21 Die AdjazenzmatrizMC” einer Intervall- Abbildung zirkulanter Struk-
tur ist eine stochastische Matrix mit dem Spektralradius eg

.

MC””) = |N]|. Die von
IN] verschiedenen Eigenwerte sind gegeben durch:

Mar) = re), gel,...‚mir=1,...,p (3.100)

Pl lgin(EN kg)
: = aes .

mit r(q) I |

sin( hai
) |

(3.101)

Ll

~ g’—1
und ¢(q,r) = 2er +(N +2k - hy (3.102)u _

Hierbei ist h, #n ein beliebig, aber fest gewähltes Element des g-ten Zyklus der
Permutation ox,-

Einige Charakteristika der erzielten Ergebnisse seien betont:

e Die Stochastizität der Matrix MC” bedingt, daß das Lebesgue-Maß das
absolut stetige invariante Maß,

dmr(z) = dz, (3.103)

dynamischer Systeme zirkulanter Struktur ist.

« Die Resultate können sinngemäß auch auf negative ganze Zahlen N mit
N < —1 übertragen werden.

e Wie aus Abschnitt 3.1 hervorgeht, ist der Logarithmus des Spektralradius
e(M°””) = |N| mit der Kolmogorov-Sinai-Entropie hxs = log|N| des zu-
grundeliegenden Systems identisch.
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e Alle übrigen Eigenwerte sind betragsmäßig kleiner als |N| und liegen in der
komplexen Zahlenebene auf Kreisen, deren Radien unabhangig sind von der
Wahl der natürlichen Zahl k, die eine der Bestimmungsstücke zirkulanter
Intervall-Abbildungen ist.

e Als eindeutig bestimmte, von der konkret getroffenen Wahl eines Raumes
natürlicher Observablen unabhängige Relaxationszeit + ergibt sich der Aus-

druck: (i)r(i

1/r = max{ -log(,_max_, in
t

), log ||}. (3.104)

Offenbar hangt die Relaxationszeit in der Regel auf recht komplizierte Weise
von den Größen N, n, und g ab, die ein zirkulantes dynamisches System
definieren. Ein erkennbarer Zusammenhang mit der Kolmogorov-Sinai-En-
tropie des Systems besteht im allgemeinen nicht.

e Es wird auf drei vereinfachende Spezialisierungen hingewiesen:

l.g=1: og=7" is
t

hier also eine zyklische Permutation.
Es gilt: spec MC” = {|N],r(z)e*}, 7 =1,...,n —1, mit:

.
sin(ZN5)

= | An
r(G)

|

sin( 3) j (3.105)

2. N =g”",meZ,mZ#0: Hier gilt: 1/7 = log|N| und damit zugleich
auch die Relation: rhxs = 1.

3. N=g+nm: Der Fall affiner Kreisabbildungen.

3.3.3 Einige Beispiele

Dieser Abschnitt behandelt einige Beispiele dynamischer Systeme mit zirkulanter
Struktur; sie illustrieren die zuvor dargelegte allgemeine Situation.

Beispiel 1: Wir wählen das Tupel (n = 6,k = 0,9 = 5). Die diesen Zahlen
korrespondierende Permutation 04, = 05 lautet:

_{[91ı14345

Offenbar besteht os aus den vier Zyklen:

mg): (0) > (0), 2) :(1,5) + (5,1),
= (2,4) > (4,2), und 2: (3) — (3). (3.107)
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1

1/3 /
0 1/6 1

Bild 3.3: (n= 6,k = 0,g =5) und N =4

Durch die Setzung N = 4 ist unter Verwendung von os eine Intervall-
Transformation T festgelegt.

Die Intervalle (a 3)
,

i=1,...,n, bilden die Elemente der minimalen cha-
rakterisierenden Zerlegung C™" des dynamischen Systems ((0,1],8,T). Die
Adjazenzmatrix M°™"" des Graphen G7(C™") hat in diesem Beispiel die
Gestalt:

110000
100001

cn {00001 1

M =lo00110)}? (3.108)

001100
011000

die dem Schaubild der Intervall-Transformation entnommen werden kann
(Abbildung 3.3). Die Zyklen 7) und »(® führen aufgrund des Satzes 3.21
auf die Eigenwerte \; = 2 und X, = 0 der Matrix MC”. Die beiden verblei-
benden Zyklen tragen wie folgt zum Spektrum bei:

0) sin(Z)sin(3)|* znnm): Noy = Be) ef = 4V3, 5 =0,1, (3.109)
sin(Z)sin(%)

a9: Ayo = 4/4 cos(¥) cos(2#
)}

= +1. (3.110)
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5

0 t 1
Bild 3.4: (n

= 5,k =2,g=1) und N =3

Damit ist das Spektrum der Matrix M©”'* gegeben durch:

specMe™™”
= {2, +V3, £1, 0}. (3.111)

Insbesondere ist auch die Relaxationszeit r des diskutierten Beispiels bekannt
und dargestellt durch:

1/r = -log V3/2. (3.112)

Offenbar liegt hier ein einfacher Zusammenhang zwischen Relaxationszeit
und Kolmogorov-Sinai-Entropie hxs des Systems von der Art rhxs = 1

nicht vor.

Beispiel 2: Für die spezielle Wahl (n =5, k = 2, g = 1) der Bestimmungsstücke
einer zirkulanten Intervallabbildung ist die Permutation oz, = 7 zyklisch:

12345=(5 451 2)
:

(3.113)

Die Adjazenzmatrix der minimalen charakterisierenden Zerlegung des Mo-
dells ist in diesem Falle (Abbildung 3.4) gegeben durch:

01110
; 00111

Mmenvm 1100114. (3.114)
11001
11101
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0 1/9 1

Bild 3.5: (n=9,k = 0,9 = 4) und N =2

MC™" ist eine zirkulante Matrix im üblichen Sinne. Ihr Spektrum ergibt
sich mit Hilfe des Satzes 3.21. Das Produkt über die Zyklen von oz, in der
Gleichung 3.101 reduziert sich auf einen einzigen Faktor. Man erhält:

specMo""” = {3, 5(
l

+ V5)e%?, vs R
®
,

ad Ve, z(
t

- Se) (3.115)

Die Relaxationszeit dieses Beispielsystems kann demnach durch das Verhält-
nis des goldenen Schnittes x = }{1 + 5) ausgedrückt werden:

1/r = —logx/3. (3.116)

Beispiel 3: Im letzten Beispiel ist die Zahl g eine Potenz von N. Wir wählen den
Fall(n=9,9=4,k=0)und N =2. Die Permutation:

1258296 4 7a=(j 582 962 4 1) (3.117)

féhrt auf eine Transformation, die in Abbildung 3.5 dargestellt ist. Wie aus
dem Schaubild abzulesen ist, lautet die Adjazenzmatrix MC” des Graphen
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Gyr(C™*) der minimalen charakterisierenden Zerlegung C™™ des Systems:

101000000
100000010

0060000101 0
; 600101000

Mr" =(0101000004f. (3.118)
010000001
000000101
000010100
001010000

Offenbar sind nach Gleichung 3.101 die von Ag = 2 verschiedenen Eigenwerte
der Matrix MC” ihrem Absolutbetrage nach gleich eins. Das Spektrum von
ME" ergibt sich als die Menge:

specMC" = {2, 13, -1, eS 2, e#1, } (3.119)

mit den angegebenen Entartungsgraden. In dieser speziellen Situation gilt
die Relation thks = 1.



°Kapitel 4
eMehrfach relaxierende Systeme,

oe oePhasenübergänge

Werden die strengen Bedingungen gelockert, denen die Modellsysteme unterworfen
waren, die im letzten Kapitel untersucht wurden, so eröffnet das Studium der Re-
laxationseigenschaften dynamischer Systeme neuartige Perspektiven. Anhand von
Beispielen werden typische Züge faßbar, die nach unserer Auffassung die generische
Situation umfassenderer Klassen dynamischer Systeme kennzeichnen:

© Die Relaxationszeit hängt ab von der jeweils konkret getroffenen Wahl an
sich gleichberechtigter Räume natürlicher Observablen. Damit erfährt die
Bedeutung der Rolle der Relaxationszeit als eine ein System wesentlich cha-
rakterisierende Größe eine gewisse Einschränkung.

e In Familien dynamischer Systeme, die in glatter Weise von Kontrollparame-
teren abhängig sind, können Relaxationszeiten Singularitäten in ihrer funk-
tionalen Abhängigkeit von den externen Parametern aufweisen, die analog
zu den Begriffsbildungen der Thermodynamik als ‘Phasenübergänge’ inter-
pretiert werden können.

o Ihre Gültigkeit verliert die Aussage, daß einem System auf natürliche Weise
ein Graph zugeordnet werden kann, der alle wesentlichen Informationen über
die Spektren der Perron-Frobenius-Operatoren enthält.

Das Relaxationsverhalten bei Familien dynamischer Systeme hat in der Literatur
bereits mehrfach Interesse gefunden [59,60,61]. Die Besonderheit der hier unter-
suchten Modelle besteht darin, daß sie für jeden Parameterwert endliche charak-
terisierende Zerlegungen besitzen.

65
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4.1 Eine einparametrige Familie dynamischer
Systeme

Eine spezielle einparametrige Familie von Intervalltransformationen bildet den
Ausgangspunkt der nachfolgenden Überlegungen. Das unterscheidende Merkmal,
das die im folgenden behandelten Systeme von der im Kapitel 3 geschilderten Si-
tuation abhebt, ist die nur noch lokal vorliegende Konstanz der Ableitung der
zugrundeliegenden Intervall-Abbildungen.

Als Glied der Familie erscheint bei einem speziellen Parameterwert die sogenannte
Zelt- Abbildung, die zusammen mit der zu ihr konjugierten Chebysheff-Transforma-
tton x ++ 22? — ] ein prominentes Standardbeispiel der Ergodentheorie darstellt
[62].

Für drei verschiedene, speziell herausgegriffene Räume von Observablen werden
die Relaxationszeiten als Funktionen des Kontrollparameters berechnet. Wie sich
zeigt, sind diese funktionalen Zusammenhänge für jede Klasse von Observablen
von unterschiedlicher Natur.

4.1.1 Das Modell und seine Eigenschaften

Eine einparametrige Familie von Intervall-Abbildungen sei definiert durch:

T,:[,1)— [0,1],
£ für z € (0

, »)
z>T,(2)=f *, . 41„(2

) rn für ze [1,1]. (4.1)

Der reelle Parameter u kann dabei in stetig differenzierbarer Weise im Intervall
(0,1) variiert werden. Bei dem Parameterwert u =} tritt die Zeltabbildung auf.

Wir berechnen den Absolutbetrag des zweithöchsten Eigenwertes des Perron-Fro-
benius-Operators L, des Modells, dem zunächst die minimale charakterisierende
Zerlegung C™” des Systems, sodann zwei spezielle Verfeinerungen von C"* zu-
grundegelegt werden.

Offenbar ist C”'r für die obige Familie trivial und unabhängig von der Wahl des
Parameters z gegeben durch: C™" = (0,1). Ein Fixpunkt:

Tiss) = 35 (4.2)

und eine periodische Bahn der Periode 2:

Tata) = race Tata) = mfg (4.3)
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IN
0 ira # A tte!

Bild 4.1: Die Transformation T, fir a = 1/3

generieren zwei weitere charakterisierende Zerlegungen des Systems:

C' = {(0, 545), (a UD}, (4.4)

C? = {(0, Aa): he ar) ed} (4.5)

Wie man sich vergewissert, gilt für alle Parameterwerte u € (0,1):

0< am <4 < ten <!- (4.6)

Der Perron-Frobenius-Operator des beschriebenen Modells, wirkend in den ver-
schiedenen, den Zerlegungen C™", C' und C? zugeordneten Räumen lokal analy-
tischer Funktionen, kann nun nach der allgemeinen Konstruktionsvorschrift des
Kapitels 2 dargestellt werden als:

£2: B(D)- BD), an(NE) = uf) + -Wfla- De +0),
ci : B(la,D) — Bes, D),

(UNE) = wf(az) + (1-2) f(2,(4-Iz+1) (48)
(CLP(2, 2) = uf(, ee) + (1 - #) fC. - Verl),

Li : B(la,D) ~ B(lIe,D),
(EINE) = ufllun) HH Cu N+) (49)(EN) = after) + (1 - 2)f(2,(# - Iz +1)
(NE = uf) + (1 — 2)f(2, (4 — Det).
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Offenbar ist die konstante Funktion Eigenfunktion von £2 zum Eigenwert X = 1.
Demnach ist das Lebesgue-Maß das absolut stetige invariante Maß der Familie T,,.
Die Kolmogorov-Sinai-Entropie des Modells ist bekannt [13] und wurde berechnet
zu:

~ hxs(T,) = (1 — p)log(l - #) + wlog yp
.

(4.10)

4.1.2 Relaxationszeiten und Wahl der Observablen

Raume polynomialer Funktionen bleiben invariant unter derWirkung des Perron-
Frobenius-Operators des betrachteten Systems in seinen verschiedenen Darstel-
lungen. Daher ist es möglich, die Operatoren £9, CL

)

und £? durch Matrizen zu
beschreiben.

Wählen wir völlig analog zur Vorgehensweise des Abschnittes 3.1.1 eine geeignete
Basis im Vektorraum polynomialer Funktionen, so erscheinen die Operatoren Li,
i = 0,1,2, als blocktrianguläre Matrizen. Ihre t-dimensionalen Diagonalblöcke
M&") können aus den Darstellungen (4.7)-(4.9) unmittelbar abgelesen werden:

.
Min) = et! + (-1)"0 ~ byt, (4.11)

Qn). unt (-1)"(1 — utM;

(

pot + (-1"1 — pnt 0 ’ (4.12)

pet} 0 (-1)"(1 - ut
MOY = fart (-1)" ay 0 (4.13)

0 Hr ut 0

mit n = 0,1,2,.... Das Spektrum des Perron-Frobenius-Operators £i
,

ist demnach
darzustellen durch: &

specLi = (J specMi"). (4.14)
n=O

Die Eigenwerte des Perron-Frobenius-Operators, formuliert bezüglich einer charak-
terisierenden Zerlegung, sind also im Unterschied zu der Situation bei Intervall-
Abbildungen konstanter Ableitung nicht mehr durch eine einzige Matrix, die Adja-
zenzmatrix des Graphen Gr(C), festgelegt. Im allgemeinen gehen die ein System
kennzeichnenden Größen und die Eigenschaften der charakterisierenden Zerlegun-
gen auf verhältnismäßig komplizierteWeise in die Gestalt der Spektren der Perron-
Frobenius-Operatoren ein.

Die niedrige Dimension der Matrizen M{'"} erlaubt, ihre Eigenwerte explizit zu
berechnen. Man erhält die charakteristischen Polynome sogar in faktorisierter
Form:

charyam(A) = (A- u - (11-2)
A+-N’A-) (4.15)
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charyam() = (A
- wur)

+), (4.16)

da aufgrund von Lemma 2.8 die Menge:

spec? = {pt Hut Jeg (4.17)

in den Spektren der Operatoren £} und £2 enthalten sein muß.

Die Absolutbeträge der zweitgrößten Eigenwerte der Perron-Frobenius-Operato-
ren £1, ihre subdominanten Spektralradien £(£%), können nun in geschlossenen
analytischen Formeln dargestellt werden, die durch die Abbildungen 4.2-4.4 ver-
anschaulicht werden. Man erhält die Funktionen:

EL) = max{|2 — 1, 3? _ Sp + 1}, (4.18)

1/7" = — log €(L2),

1/7 = ~log E(L
h),

EC) = max{|2u
— 1, Yu(l ~ #)}, (4.20)

1/7 = — log (£2).
Der Charakter des untersuchten Modells als eines dynamischen Systems mehrfa-
chen Relaxationsverhaltens ist unmittelbar einsichtig. Offenbar weisen die Rela-
xationszeiten in ihrer funktionalen Abhängigkeit von dem Kontrollparameter p
Singularitäten auf. Ihrer Diskussion widmet sich der anschließende Abschnitt.

4.2 Phasenübergänge in einer zweiparametrigen
Familie

Es wird eine zweiparametrige Familie von Intervall-Abbildungen vorgestellt. Sie
enthält die im vorangehenden Abschnitt betrachteten Transformationen als einpa-
rametrige Teilfamilie. Eine einparametrige Familie von Intervall-Abbildungen, die
in einem anderen Zusammenhang in der Referenz [63] eingeführt wurde, ist mit
dem hier untersuchten Modell verwandt.

Anhand der Diskussion dieses Beispiels wird deutlich, daß Relaxationszeiten bei
dynamischen Systemen, die auf glatte Weise von externen Parametern abhängen,
keineswegs auch glatte Funktionen der Kontrollparameter sein müssen; vielmehr
können Singularitäten auftreten, unstetige Ableitungen 1.Ordnung nach den Sy-
stemparametern, die wir in Analogie zur Thermodynamik als Phasenübergänge
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1
5

1/2

0 1/2 Hoy

Bild 4.2: Die Größe £(£3)

1
5

1/2

0 112 al
Bild 4.3: Die Größe £(£})
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l

§

12

0 H2 pl
Bild 4.4: Die Größe £(£2)

1.Ordnung interpretieren. Erneut zeigt sich, daß Relaxationszeiten auf sehr kom-
plexe und keineswegs unmittelbar zu durchschauende Weisemit den Bestimmungs-
stücken des zugrundeliegenden Systems verknüpft sind.

Das Modell erlaubt ferner die explizite Berechnung von topologischer und Kolmo-
gorov-Sinai-Entropie sowie des Ljapunov-Exponenten. Diese die Dynamik eines
Systems kennzeichnenden Größen erweisen sich als unabhängig von der Relaxati-
onszeit.

4.2.1 Das Modell und sein Phasendiagramm

Ein von zwei reellen externen Parametern abhängiges dynamisches System ist de-
finiert durch die stückweise lineare Intervallabbildung:

Tu»: [0,1] > [0,1],

we fir0<r<ptev
vp er “ < 1

eT (eyed Weert tine Brat PSESY ta (aan)
Hyer + 1+ ee fürv+4sze<v-pHrl
tr firv-p+il<c<l.

Die Parameter ys und v des Systems entstammen dabei dern Parameterraum:
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0 v-uH+tl 1

Bild 4.5: Die Transformation T,,, für u = 1/3, v = —1/6

P= {(u,v): ve (-3,0),w
e

[2+ 5, 4H}. (4.22)

Für alle Elemente aus P stellt T,,, eine expansive, den Bedingungen des Kapitels
2 genügende Transformation des Einheitsintervalles dar.

Läßt man py gegen } gehen und setzt für den verbleibenden Parameter v = u" —

},
so erhält man die Familie T,+ des vorangegangenen Abschnittes.

Wie man der Abbildung 4.5 entnimmt, ist die minimale charakterisierende Zerle-
gung des Models für jedes Element (u,v) des Parameterraumes gegeben durch:

cr" = ((0,v-u+1l),(w-a+11)}. (4.23)

Der Perron-Frobenius-Operator £9. des Systems, der dieser Zerlegung entspricht,
besitzt die Darstellung:

LF: BUemin, D) > B(Iemin, D),

(LE) = (e+ v)f(1(u+v)z) + (u— v)f(2,(v - wz -
AS)

(LEA22) = (Mtv) fe rd) YEA), Se ~

1

- m)
+ fa, Metz -

1

- Heed)
+ (u—v)f(2,(v - u) - sy).
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1
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4>
-ı vo
3

Bild 4.6: Der Parameterraum P

Man verifiziert, daß die stückweise konstante Funktion:

ay fürze(0,v-u+l)=

4 ie) ’
Our(z)

{

z ante für r € (v _ A + 1, 1) (4.24)

eine Figenfunktion des Perron-Frobenius-Operators zum Bigenwert A = 1 dar-
stellt. Aufgrund der Überlegungen des zweiten Kapitels ist ¢,, auch in allen weite-
ren Räumen natürlicher Observablen, die der Konstruktion des Perron-Frobenius-
Operators zugrundegelegt werden können, die eindeutig bestimmte Eigenfunktion
zum Eigenwert \ = 1. Damit ist:

dmy(z) = Eu,(E) dz (4.25)

das bezüglich des Lebesgue-Maßes absolut stetige invariante Maß des Systems
([0,1],8,7,.,).
Der Gestalt des Perron-Frobenius-Operatos CL

} ist abzulesen, daß sein Spektrum
durch die Gesamtheit der Eigenwerte aller Matrizen:

(atu) HartMN) = untl , (4.26
. ay

(

(a+v)tt +((-1)" +1) (Haze)" (-1)"(u - vet! ( )

n=0,1,2...., dargestellt ist. Explizit findet man für das Spektrum der Matrizen
M{r) den Ausdruck:

spec LY = {At = 1/2((u + vJrtt + ((-1)" + NCB)
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1 =>
1
d

-1 vi 0

Bild 4.7: Das Phasendiagramm

£y1/4((w + vt? + (+ 1) 2BSE) + (-1)e + ICE 2.
Den Absolutbetrag des zweithöchsten Eigenwertes des Operators C4

. stellen wir
als Funktion der Parameter & und v im Parameterraum P durch ein ‘Phasendia-
gramm’ dar (Abbildung 4.7).

In den durch römische Ziffern bezeichneten Gebieten ist der subdominante Spek-
tralradius €(L}.) bzw. die Relaxationszeit + durch folgende Funktionen der Kon-
trollparameter gegeben:

I: €(C%) = 4p (4.27)
1/r! = -log4uv

II: EI) =1-2u (4.28)
1/77! = - log(1 —

24)

TIT: €M(LS) = p(y? +30?) + Yarla? + 302)? + 21/2 - pw) (4.29)

1/1! = — log €(L
3).

Die Trennlinie zwischen den Bereichen I und II ist durch die Funktion:

(u,v) €"(u,v)=0 & nv) = (4 42)" (4.30)

beschrieben. Die übrigen Grenzlinien 4? und 7? wurden numerisch als Nullstellen
der Funktionen €!(y,v) — €!"(y,v) und €/(p,v) — EI (u,v) bestimmt und und
in das Diagramm eingetragen.
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Durch £(u,v) bzw. r(p,v) ist eine stetige Fläche beschrieben, die jedoch längs der
Kurven n!, n? und n? Singularitäten aufweist: Variiert man die Systemparameter
des Modells längs einer generischen Kurve im Parameterraum, so stößt man ty-
pischerweise auf einen kritischen Parameterwert, bei dem die erste Ableitung der
Relaxationszeit nach dem Kurvenparameter eine Unstetigkeit zeigt.

In Analogie zur Terminologie der Thermodynamik sprechen wir von einem Pha-
senübergang 1.Ordnung, indem wir der Relaxationszeit formal die Rolle eines ther-
modynamischen Potentials zuweisen. Unter einer ‘Phase’ verstehen wir dabei einen
Bereich des Phasenraumes, in dem die Relaxationszeit eine bestimmte funktio-
nale Abhängigkeit von den Kontrollparametern zeigt: In verschiedenen Phasen ist
+(y,v) durch verschiedene Funktionen gegeben. In dieser Sprechweise könnte man
sagen, längs der Linien n!, 7? und n° befänden sich zwei Phasen im Gleichgewicht;
der Punkt (p:,v.) bezeichnete dann einen ‘Trippelpunkt’ des Systems. Der innere
Mechanismus, der die Unstetigkeiten in der ersten Ableitung der Relaxationszeit
erzeugt, ist als ‘crossing-over’ von Eigenwerten bekannt.

Werden dem Perron-Frobenius-Operator weitere charakterisierende Zerlegungen
zugrundegelegt, so ist nach den Resultaten des Abschnittes 4.1 zu erwarten, daß
noch weitere funktionale Abhängigkeiten für die Relaxationszeiten sowie zusätzli-
che kritische Linien im Phasendiagramm sichtbar werden.

Das Studium der Relaxationszeit eines verhältnismäßig einfach gebauten dyna-
mischen Systems, das einer analytischen Behandlung zugänglich ist, offenbart
demnach ein recht komplexes Verhalten. Man muß damit rechnen, daß derartige
Phänomene für Familien dynamischer Systeme generisch sind.

4.2.2 Kolmogorov-Sinai-Entropie und Ljapunov-Exponent

Die stückweise Linearität des diskutierten Modells erlaubt die explizite Berech-
nung der Kolmogorov-Sinai-Entropie hxs und der topologischen Entropie hip.
Auch für den Ljapunov-Exponenten AF läßt sich ein geschlossener Ausdruck ge-
winnen. Während diese Größen in den meisten Fällen, in denen sie überhaupt
analytisch zugänglich sind, auf triviale Weise mit den Bestimmungsstücken des
Systems verknüpft sind, liegt hier ein verhältnismäßig komplizierter Zusammen-
hang mit den Systemparametern vor.

Indem im Sinne des thermodynamischen Formalismus dynamischer Systeme [51]

in den Perron-Frobenius-Operator eine inverse ‘Temperatur’ 8 eingeführt wird,
tritt der Operator Lg : B(Icmin,D) > B(Igmin,D) in Erscheinung:

Ly : BUemin, D
)

_ B(Iemin, D),

(L8/Q,2) = (e+ vf, (H
+ v)z) + (uv Pf(2,(v - le - 5)
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(LIE) = (ut vf, (H
e

+y)z) + ap sa, SB - 1-55)
+ fa, Miele

—

1

- ee),
+ Wa le - Ay)

in Erscheinung. Das Spektum dieses Operators besteht aus den Eigenwerten aller
Matrizen:

(u + ver (ra - vet"
M)(B) = - , (431”

|

(ue ver g(r +EPH ae >

ES
D

n= 0,1,2,.... Man erhalt als den höchsten Eigenwert des Operators Cg im Punkte
8 = 0 und in einer hinreichend kleinen Umgebung von f = 1 folgende Funktion
der ‘Temperatur’ f:

MB) = Auto) +0) = la + + PP HE BP.

Der topologische Druck P(ß)) des Systems, definiert als:

P(B) := log do(8), (4.32)

trägt alle formalen Eigenschaften eines thermodynamischen Potentials: Viele Grö-
Ben, die das dynamische Verhalten des zugrundeliegenden Systems charakterisie-
ren, können durch Differentiation aus P(ß) berechnet werden. So erhält man für
die topologische Entropie den Ausdruck:

_ _ oy _ fleg2 fir p=}
heop(Tyv) — P($=0) -

{

log(1 + 3) sonst. (4.33)

Man beobachtet eine Unstetigkeit, die als ein ‘Phasenübergang 0-ter Ordnung?’ in
der topologischen Entropie als Funktion der externen Parameter aufgefaßt werden
könnte. Die physikalische Interpretation dieses Phänomens bleibt für uns jedoch
eine oflene Frage.

Für die Kolmogorov-Sinai-Entropie gilt die Relation:
d

hrs = — ap
r

Pleat
.

(4.34)

Unter Verwendung der Funktion A(ß) kann nach einigen Umformungen für hxs
die Beziehung:

—hxs(Tyv) = 1/ Au -1)) la + V)loglatv)+(a-v)loglu-v)
+2(1/2 — p)log(1/2—)} (4.35)

aufgestellt werden. Der Ljapunov-Exponent kann aufgrund der Ergodizitat des
vorl iegenden Modells mit Hilfe der Identität,

AUT.)=| dm,„(z) log Ar (z) (4.36)
u fo) dr ” ’
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berechnet werden. Unter Verwendung des absolut stetigen invarianten Maßes
dm,.(z) = o„,(z)dx aus Gleichung 4.24 erhält man wie erwartet:

ab = hxs(Tys)- (4.37)

Es wird anhand der Diskussion des untersuchten Modellsystems ([0,1],8,7,,)
besonders deutlich sichtbar, daß die Relaxationszeit 7 anscheinend eine völlig
eigenständige Rolle in der Charakterisierung dynamischer Systeme spielt. Of-
fensichtlich besteht zwischen den Begriffen ‘topologische Entropie’, ‘Komolgorov-
Sinai-Entropie’ und ‘Ljapunov-Exponent’ auf der einen und der Relaxationszeit
auf der anderen Seite kein erkennbarer Zusammenhang.
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eKapitel 5
e eExpansive Transformationen des

d-'Torus

Der Ubergang zur Untersuchung mehrdimensionaler Beispiele dynamischer Sy-

steme führt auf Probleme einer bisher noch nicht betrachteten Kategorie: Endliche
charakterisierende Zerlegungen generischer Modelle besitzen Berandungen frak-
taler Natur. Möchte man den Formalismus der Methode des Perron-Frobenius-
Operators, wie er in den zuvor diskutierten Beispielen angewendet wurde, auf
derartige Situationen übertragen, so ist man gezwungen, Räume von Observablen
einzuführen, die Sprungstellen längs einer fraktalen Kurve besitzen.

Wir scheuen davor zurück, diesem Weg zu folgen; vielmehr werden nach der Dis-
kussion der genannten Komplikation speziell beschaffene Klassen von Beispielen
eingeführt, die dennoch eine explizite Untersuchung ihres Relaxationsverhaltens
durch die Methode des Perron-Frobenius-Operators zulassen.

Die im folgenden diskutierten Modelle legen Evidenz für die Behauptung nahe,
ein bestimmtes Strukturmerkmal einer Transformation, nämlich die Konstanz sei-
ner Jakobi-Matrix, impliziere einfaches Relaxationsverhalten für das korrespon-
dierende dynamische System. Damit findet das entsprechende Resultat aus dem
dritten Kapitel eine Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen.

5.1 Das Problem charakterisierender Zerle-
gungen

Durch eine Klasse affiner, expansiver Transformationen des d-dimensionalen Torus:

T : Tor’ + Tor?, tr +q (mod }), (5.1)

79
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t€GI(d,Z), ge Q,
min{]A| : A € spect} > 1,

sind mehrdimensionale dynamische Systeme (Tor?,B,T) definiert, die auf natiirli-
che Weise die in dem Abschnitt 3.2 diskutierten affinen Kreisabbildungen verall-
gemeinern. Anhand dieser Modelle soll ein Einblick in die grundsätzliche Proble-
matik mehrdimensionaler dynamischer Systeme gegeben werden.

Im zweiten Kapitel wurde der Begriff einer erzeugenden Zerlegung € = NVC
eingeführt, der es erlaubte, ein System durch die begrifflichen Hilfsmittel der
symbolischen Dynamik zu beschreiben: Das zugrundeliegende dynamische System
(X,A,T) konnte unter Vermittlung der erzeugenden Partition &¢ mit einem sym-
bolischen System (2},,c) in Verbindung gebracht werden.
Wie im Fortgang noch deutlich wird, bereitet die Konstruktion natürlicher Zerle-
gungen N für die untersuchte Klasse von Torus-Endomorphismen keine Schwie-
rigkeiten. Die Existenz endlicher charakterisierender Zerlegungen mit stückweise
glatten Rändern kann dagegen nur unter sehr speziellen Voraussetzungen bewie-
sen werden. Um den Problemkreis der charakterisierenden Zerlegungen deutlicher
sichtbar werden zu lassen, referieren wir an dieser Stelle über die in diesem Zu-
sammenhang wichtigen Resultate der Artikels [27] von T.Bedford.
Schon länger ist bekannt, daß erzeugende Zerlegungen dynamischer Systeme, die
mehr als eine Dimension besitzen, fraktale Berandungen aufweisen können. Für
die Klasse expansiver Torus-Transformationen T : x + tr (mod 1) kennzeichnet
dieses Phänomen die typische Situation, wie durch Arbeiten von Urbanski [25] und
Mané [26] (zitiert in [27]) gezeigt wurde. Unter Verwendung eines Verfahrens zur
rekursiven Definition fraktaler geometrischer Objekte sind durch Bedford spezielle
erzeugende Zerlegungen expansiver 2-Torus-Transformationen explizit konstruiert
und graphisch dargestellt worden. Das uns in diesem Zusammenhang betreffende
Theorem lautet in einer unserer Terminologie angepaßten Formulierung:

Satz 5.1 (Bedford,1986) Es seit € Gl(2,Z) eine Matrız mit min{|A| : A €
spect} > 1. Das durch T : Tor? + Tor?, x + tr (mod 1) induzierte dynamische
System besitzt erzeugende Zerlegungen E mit fraktalen Berandungen OE derart, daß
(Tor?,B,T) einem symbolischen System (E},,o) korrespondiert mit |E| = |dett].

Ein Maß für die fraktalen Eigenschaften einer Kurve C gibt die ihr zugeordnete
Kapazität. Bezeichnet N(e) die kleinste Anzahl von Kugeln mit Radius e, die
benötigt wird, um C ganz zu überdecken, so ist:

— | log N(e)
capC = limsup

—
loge (5.2)

und: lo
g N(c)

_ 1.
, log N

(e

capC
=
liminf =loge” (5.3)
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Bei Gleichheit, €apC = ca
p C

,, spricht man von der Kapazität einer Kurve C.
Ein Resultat von Urbanski impliziert, daß die Kapazität der Berandung 0€ der
erzeugenden Zerlegung € eines expansiven Torus-Endomorphismus nach unten be-

schränkt ist durch: lo
g [alOg |A

a

cap0E > 2-——, 5.4
? log]Aıl (64)

wobei 1 < [Aa| < [Ai] Eigenwerte der Matrix t mit reellem Spektrum darstellen.
Durch Bedford wurde die obere Schranke:

log [Aıl — log fAal|capdE 14+ — 5.5
? log Pal ©)

bewiesen. Hierbei ist A der dem Betrage nach größte Eigenwert der Matrix it. Für
den Fall, daß t komplexe Eigenwerte besitzt, existieren erzeugende Zerlegungen,
deren Berandungen Kapazitäten besitzen, die dem Wert cap 0& = 1 beliebig nahe
kommen können.

Die beiden dem Artikel von Bedford entnommenen Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen
zwei erzeugende Zerlegungen €, und & der Transformation T mit:

d a 5 1

T:Tor* —Tor®, sr 24 xz (mod 1). (5.6)

Die Kapazitäten beider Zerlegungen sind voneinander verschieden: cap0& <
capd&, . Das Beispiel verdeutlicht ebenfalls, daß zu einem vorgegebenen dy-
namischen System im allgemeinen viele verschiedene, untereinander grundsätzlich
gleichberechtigte erzeugende und damit auch charakterisierende Zerlegungen mit
fraktalen Berandungen existieren.

5.2 Direkte Produkte eindimensionaler Transfor-
mationen

Sehr einfache Beispiele mehrdimensionaler Tranformationen des Torus, bei denen
die Existenz endlicher charakterisierender Zerlegungenmit stückweise glatten Rän-
dern von vornherein garantiert ist, gehen aus der Bildung direkter Produkte ent-
sprechender Kreis-Abbildungen hervor.

Wie man anhand der Diskussion dieser Modelle erkennt, liegt die Problematik bei
dem Übergang von der Betrachtung eindimensionalerModelle zu Systemen höherer
Dimension allein im Nachweis der Existenz geeigneter charakterisierender Zerle-
gungen. Ist diese gesichert, so kann die Methode des Perron-Frobenius-Operators
analog zum eindimensionalen Fall angewendet werden. Ein erfolgreiches und detai-
liertes Studium der spektralen Eigenschaften des Perron-Frobenius-Operators ist
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jedoch auch in der vorliegenden Situation vornehmlich bei Modellen möglich, die
aufgrund der ihnen innewohnenden stückweisen Linearität Methoden der linearen
Algebra zur Anwendung gelangen lassen.

Definition 5.2 Sei T,:X;— X; eine maBerhaltende Transformation eines Maß-
raumes (X;,B;,m;) füri= 1,2. Das direkte Produkt T, 973 tst die maßerhaltende
Transformation von (X1 x X2,Bı x Ba,mı X ma) gegeben durch (T, 8 Tr)(zı,22) :=

(Ta), Ta(za))
.

Im folgenden seien T; : [0,1] — [0,1] und 73 : [0,1] — [0,1] zwei Intervall-
Abbildungen konstanter Ableitung mit endlichen charakterisierenden Zerlegungen
Ct = (Chien, C? = {C}ier, und natürlichen Zerlegungen N! = {Miliezas
N? = {N?ier,.. Das Einheitsquadrat J? = [0,1]? sei durch die Rechtecke:

c! ac} = {z= (21,22) E17: 2, EC}, xy ech, ieEla,jela} (5.7)

parkettiert. Offenbar ist C := C' @C? = {C} 8 Cf}ier ‚er, eine paarweise dis-
junkte, endliche Zerlegung von J? mit stückweise glatten Rändern. Die Bilder
ihrer Elemente unter der Wirkung von T = Tı ® Ta lauten:

T (C} @C}) := {(t1,22)€ 1? : 2 € TC}, 22 € TC} }. (5.8)

C ist also eine charakterisierende Zerlegung des Systems (I?,B,T). Die minimale
charakterisierende Zerlegung C"i* ist das Produkt Crir = Clmin @ C?™"_ Analog
werden die natürliche Zerlegung N := N! @ N? und die erzeugende Zerlegung
E=NVC des Systems eingeführt.

Aufgrund der Definition der Graphen Gr(€,C) und Gr(C) gehen die korrespon-
dierenden Adjazenzmatrizen L und M, wie aus der Beziehung 5.8 abzulesen ist,
durch die Bildung des Kronecker- Produktes [64] aus den Matrizen L’ und M“,
i=1,2, hervor: L = L'@ L? und M = M* SM.
Der Perron-Frobenius-Operator der Abbildung T lautet damit:

Lr : BUe, D) oa B(Ile,D),
. a TL bi 23 -b

(Lrf\(9521,22) = lavaal? YO Luft, a) (59)
i€le 1 a3

mit 1" : Tel derart, da8 & €Cy
u : Ie ign derart, daBE& €M,
iy : Ilm derart, daB & €Ni.

Aufgrund der Linearitat der Schnitte:

bi, y— biS(z,y) = 1, 2a Pi y™ (5.10)
a ag
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läßt Cr den Raum polynomialer Funktionen Pym(lce,X) mit den Elementen:

n m

PE Pam(lc,D), pGiz,y) = YY r.60) ey, (5.11)
k=01=0
pei) € C, JE te,

invariant. Angewandt auf monomiale Funktionen:

7 € Pam(Ie,D), a(532,y) = ai) 2*y', (5.12)
qG)EC, 7 Ele,

bewirkt der Operator Lr:
(Lrayisziy) = sen(arar) aa SY Li a(s")(z — biMy — bia)!

tél,
= egn(ayaz) ap Nast) D

I
Lis q(e")zty! + p(z,y) (513)

iEle

= egn(ajaz) a az) 57 ME q(i)zty' + pfz,y), (514)
i€le

wobei p’(z,y) € Pam(Jc,D) eine polynomiale Funktion geringeren Grades be-
zeichnet. Analog zu Schlußweise des Abschnittes 3.1 erhält man als Spektrum des
Operators Lr :

spec£r = {1 €C: A\=sgn(a,aq)ay"ay"p, n,m EN, » € specM*}. (5.15)

Das Spektrum des Kronecker-Produktes zweier Matrizen ist durch die Eigenwerte
ihrer Faktoren bestimmt vermöge der Relation : spec(Mi @ Mz) = {A : A=
Ada, Ar € specMı, Az € specMj}. Insbesondere gilt für den Absolutbetrag
seiner zweithöchsten Eigenwerte: €(M, ® Ma) = €(M1)€(M2). Der subdominante
Spektralradius £(£r) des Perron-Frobenius-Operators der Transformation T =

Tı @ T ist damit gegeben durch:

(Lr) = max &(Ln). (5.16)

Wir verallgemeinern die beschriebene Situation in naheliegender Weise auf belie-
bige Dimensionen und gelangen zu der Aussage:

Satz 5.3 D-dimensionale dynamische Systeme (Tor?,B,T), induziert durch di-
rekte Produkte von Intervall-Abbildungen T; : [0,1) — [0,1) mit konstanter Ables-
tung, T = @4., 7; , zeigen einfaches Relaxationsverhalten. Ihre Relazationszeit r
tst das Minimum:

T= ‚min, Ti (5.17)

aller Relazationszeiten 7; der den Transformationen T; entsprechenden eindimen-
stonalen dynamischen Systeme.
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Legt man der Konstruktion speziell affine Kreistransformationen T; : 24 Njxz +
qi (mod 1) zugrunde, so gilt aufgrund der Ergebnisse des Abschnittes 3.2: 1/7 =

minj=i,...¢ log [Nif.

Die Kolmogorov-Sinai-Entropie eines direkten Produktes von Abbildungen stellt
sich als Summe der Entropien seiner Faktoren dar [36]: hks(Tı @ 72) = hxs(Th)+
kks(T3). Für Produkte affiner Kreistransformationen gilt demnach: hxs(@%, Ti)
= log(TL, IND):

5.3 Eine spezielle Klasse affiner Torus-Transfor-
mationen

Unter bestimmten, jedoch recht einschrankenden Voraussetzungen können affine,
expansive Torus-Transformationen:

T : Tor! + Tor’, r+ tz+q (mod 1), (5.18)

te Gi(d,R), ¢€ R4,

min{JAl:A € spect} > 1,

endliche charakterisierende Zerlegungen mit stiickweise glatten Randern besitzen.
Damit sind derartige Beispielsysteme auf besonders einfache Weise dem Formalis-
mus der Methode des Perron-Frobenius-Operators zugänglich.

Die untersuchten Modelle tragen das Merkmal, eine konstante Jakobi-Matrix zu
besitzen, und erweisen sich als einfach relaxierend; ihre für alle natürlichen Ob-
servablen identische Relaxationszeit 7 ist mit der Kolmogorov-Sinai-Entropie hxs
und der Dimension d der Systeme verknüpft über die Beziehung: rhxs = d.

5.3.1 Eigenschaften, charakterisierende Zerlegungen

Eine affine Torus-Transformation in d Dimensionen, T : Tort + Tort, sr tr+
q (mod 1), habe folgende Eigenschaften:

(E1) Rationahtät: q € Q?.

(E2) Integralität: te Gi(d,Z).

(E3) Expansivitat: min{|\| € C: A € spect} > 1.

(E4) Potenzproportionalitat: t™+! = Jt für geeignete Zahlen m
e N,v € Z.
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Die Forderung (E2) bedingt, daß das eindeutige invariante Maß der betrachteten
Klasse von Transformationen durch das Lebesgue-Maß gegeben ist [36]. Die Po-
stulate (El) und (EA) garantieren die Existenz endlicher charakterisierender Zerle-
gungen mit stückweise glatten Rändern. Eine Bedingung an ganzzahlige Matrizen,
welche die Eigenschaft der Potenzproportionalität als Spezialfall enthält, tritt be-
merkenswerterweise in der Kombinatorik bei anders gearteten Fragestellungen auf
(vergleiche Referenz [65)).

Das nachfolgende Lemma formuliert ein Kriterium, das potenzproportionale Ma-
trizen mit ihren spektralen Eigenschaften in Verbindung bringt.

Lemma 5.4 Pür Matrizen t € Gl(d,Z) sind folgende Aussagen gültig:

1.1" =81 > List diagonalisierbar.

2.17=91 > [8
]

= |dett]|?.

I. = & spect C [AEC:A"T=H} und t ıst dragonalisterbar.

Die Behauptung 3 impliziert, daß alle Eigenwerte einer potenzproportionalen Ma-
trix betragsmäßig gleich sind. Die Abschätzungen (5.4) und (5.5) für die Kapazität
der Berandung von erzeugenden Zerlegungen E ergeben unter den hier diskutierten
speziellen Verhältnissen: capd£ = 1. Damit stehen die nachfolgenden Uberlegun-
gen zur Konstruktion stückweise glatter charakterisierender Zerlegungen nicht im
Widerspruch zu den Ergebnissen von T.Bedford.

Beweis Zu 1: Durch eine Ähnlichkeitstransformation $JS-! = t ist die Matrix t
mit seiner Jordanschen Normalform J verknüpft. Aus {™ = 91 folgt J™ =

91. Es sei J(A) = Al + Ni der t-te Jordan-Block der Matrix J. Für die
nilpotenten Matrizen N; gilt N?" =

0 für alle d’ > d. Somit ist:

?V)= + (7
)

MEO, (5.19)
k=m-i+1

Die Relation J™ = #1 kann aber nur dann erfüllt sein, wenn die Matrizen
N; für alle i identisch verschwinden, woraus die Diagonalisierbarkeit von t
folgt.

Zu 2: Aus t™ = 91 folgt det?” = 34. Somit gilt: [9
]

= |dett]|?.
Zu 3: Es gelte 1” = 91. Aus Behauptung 1 folgt: diag(A™,...,AT) = 91.
Die Umkehrung ist trivial. °

Zur Konstruktion der natürlichen Zerlegungen N der zu untersuchenden Systeme
betrachten wir die Schar der Hyperebenen E! in R? mit Normalenvektor:

i~teStelle=(0,....1,..., 0) (5.20)
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3

2
zr t-'(x —q)

1 N 1

| | ==
0 !

Bild 5.3: Zur Konstruktion der Zerlegung N

durch den Punkt: = (üı,... ,i) € Z*. Die Bilder dieser Ebenen unter derWirkung
der linearen Abbildung RE > R®, 2 + t"!(z — g) parkettieren den ganzen Raum
R® durch Parallelepipede. Insbesondere wird auch der Einheitskubus [0

,
1]? in eine

endliche Anzahl von Zellen Nj, i € Iy, zerlegt, die durch endlich viele Stücke von
Ebenen begrenzt sind. Wie man erkennt, gilt für die Einschränkungen T[y,z =

iz +q— z; mit einem ganzzahligen Vektor z; = [tr +g
]

€ Zi, ze Ni, der
davon abhängt, welche der Ebenen t"!(E} —g) bzw. E}, j = 1,...,d, die Zelle
N; jeweils umgrenzen. Durch dieses Verfahren kann für jede beliebige Matrix t €
Gi(d, R) stets die natürliche Zerlegung der korrespondierenden Torus-Abbildung
aufgefunden werden.

Wir beleuchten die vorgeschlagene Konstruktionsmethode durch ein Beispiel:

Beispiel: Man betrachte die Transformation:

T : Tor? > Tor’,
12\(n 1/2(40)

Das in der Abbildung 5.3 dargestellte Parallelogramm wird unter der Wir-
kung der linearen Transformation z ++ t7'(x —

{1,1}7") auf das Einheits-
quadrat [0,1]? abgebildet. Die natürliche Zerlegung N des Beispiels kann
dem Bild unmittelbar entnommen werden. Da spect = {2,3}, ist die zu-
grundegelegte Matrix nicht potenzproportional. Wie in dem Abschnitt 5.1
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dargelegt, können wir nicht erwarten, daß das hierdurch definierte dynami-
sche System endliche charakterisierende Zerlegungen mit stückweise glatten
Rändern besitzt.

Im folgenden weisen wir die Existenz charakterisierender, d.h. unter der Wirkung
von T invarianter, mit der natürlichen Zerlegung N verträglicher Zerlegungen C
für die betrachtete Klasse von Modellen nach.

Die triviale Zerlegung, C = {(0,1)*}, besitzt diese Eigenschaften offenbar nur
dann, wenn die zugrundeliegende Matrix t diagonal und der Translationsvektor
q gleich Null ist. Um eine Verfeinerung von (0,1)? zu konstruieren, welche die
gewünschten Eigenschaften besitzt, betrachten wir die Mengen:

TIE, := {ze [0,1]: 2 =y (mod 1), (Te,y- T)), y € R*} (5.21)

woe . i-teStelle . unmitjeN, wobei; = (0,...,1,..., 0), 1 = 1,...,d, und (z,y) das euklidische
Skalarprodukt in R® bezeichnet. Insbesondere ist:

T"Ei := {ze [0,1 : 2=y (mod 1), (e,y-b)}, (5.22)
m-1

wobei T™z = z+ tg (mod 1)

i=0

= Jr+6 (mod 1), ¥=Z, bE Q.

Folglich gilt:
T™(0) = b (mod 1). (5.23)

Die Potenz T™ läßt sich demnach als direktes Produkt zweier affiner Kreis-Ab-
bildungen auffassen. Da der Vektor Te; rationale Komponenten besitzt, sind
durch T’E; geschlossene Flächen auf dem Torus Tor? = q[0, 1]? beschrieben. Man
betrachte nun die Mengen:

T°" EB
,

:= {ze [0,1: z=y(mod 1), y-7”b), 6) }. (5.24)

Da jede rationale Zahl unter der Wirkung einer affinen Kreistransformation auf
eine periodische Bahn gelangt (Lemma 3.9), existieren Zahlen m = 0,1,2,... und
p € N so beschaffen, daß gilt: T”*+r(b) = T”(b). Damit ist die Invarianz der
Menge:

mtp-l d
U UTE; (5.25)
j=0 i=0

unter der Wirkung von T erwiesen. Als Konsequenz ergibt sich, daß die Ränder
der natürlichen Zerlegung beschrieben sind durch:

d

ON = U T"!E. (5.26)
i=1
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Diesen Überlegungen zufolge besitzen die hier in Betracht gezogenen Modelle cha-
rakterisierende Zerlegungen C

, die durch die Angabe ihrer Berandungen

mtp-l d .

ac = U UTE; (5.27)
j=l ie

festgelegt sind. Wie man sich vergewissert, sind die auf diese Weise konstruierten
Zerlegungen sogar minimal.

Die nachfolgenden Beispiele illustrieren das beschriebene Verfahren und legen dar,
wie Verfeinerungen minimaler charakterisierender Zerlegungen konstruiert werden
können.

5.3.2 Beispiele in zwei Dimensionen

Im Falle zweier Dimensionen können die Bedingungen für die Eigenschaft der Po-
tenzproportionalität einer Matrix durch algebraische Relationen zwischen ihrer
Spur und ihrer Determinante formuliert werden.

Das charakteristische Polynom einer Matrix t € GI(2,Z) lautet: char(A) = A? ~

spurt + dett, woraus sich für ihre Eigenwerte ergibt:

Ap = s(epu
rt
+ spur?t — 4dett). (5.28)

Die Beziehung A, = A; ist genau dann erfüllt, wenn spur?f = 4dett.
Es sei im folgenden Aı # Aa; t sei also diagonalisierbar. Mit Hilfe der Gleichung
5.28 kann die Bedingung:

Apt! = pt meN (5.29)

wie folgt umgeschrieben werden:

> (7
)

spur” 1(spur? t

~ 4 det t)4/? =&=0

> ( r )

spur™—* t(spur?t — Adet 1)*72(-1)* (5.30)
k=0

a! m 2 d k n-2k-1 t 0 5.31
»

2 (41 )

(epu
ett—

4

et t)* spur = 0.
(5.31)

Fir die ersten möglichen Werte von m erhält man die Relationen:

l.m=2: spurt =0
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Bild 5.4: Die Zerlegung C!™*"

2.m=3: spur?t=dett
3. m=4: spur?t=2dett
4. m=5: spurtt —

3spur?t det? + det?¢ = 0

5. m=6: spurtt = dett.

Die affine Transformation:

Ty, : Tor? — Tor?,
ı 1 1/3

re

(

1-1

)

2+ (7) (mod 1)

mit 4? = 21 besitzt als minimale charakterisierende Zerlegung C'™™ (Abbildung
5.4). Eine andere mögliche charakterisierende Zerlegung C!, die C!"r verfeinert,
C! < c!"in, zeigt die Abbildung 5.5. Für die definierende Matrix t2 der homogenen
Torus-Transformation:

Ti, : Tor — Tor?,

rh 13 z (mod 1)-1 1

gilt die Relation: 43 = —81. Die entsprechende Zerlegung C?"™ ist in Abbildung
5.6 dargestellt. Schließlich erscheint für die potenzproportionale Matrix ts der
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Bild 5.7: Die ZerlegungC?r'r

Abbildung:

Ti, : Tor? — Tor’,
35

re

(

1-1

)

z (mod 1) (5.32)

mit t{ = ~41 die minimale charakterisierende Zerlegung C2" bereits in einer
verhältnismäßig komplizierten Gestalt (Bild 5.7). Mit wachsender Zahl m nimmt
offenbar auch die Komplexität der Berandungen OC charakterisierender Zerlegun-
gen zu.

5.3.3 Die Relaxationszeit

Bezüglich einer beliebig ausgewählten charakterisierenden Zerlegung C lautet der
Perron-Frobenius-Operator der Torus-Transformation T : 2 ++ tz +q (mod 1):

Lr : B(le,D) - B(le,D),
(Lr fG,z) = |dett |? ME SQ, Spz), 7 € Ie, (5.33)

f€le

unter Verwendung der Schnitte:

S:RI>R, zet'(z+ [tyta]), yeM, (5.34)
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und der Adjazenzmatrix M© des Graphen Gy(C). Diese spezielle Gestalt des
Operators ist eine Konsequenz der Beziehung =NVC=C,dagilt: CXN, und
der einer Eigenschaft der Schnitte S;:

detD,S; = dett”! fir alle i € Ly. (5.35)

Aufgrund der Linearität der Schnitte bleiben Räume P(Ic, D) polynomialer Funk-
tionen in d Variablen invariant unter der Wirkung von Lr. Die Relation 5.35
enspricht der Bedingung der konstanten Ableitung aus Kapitel 3. Wie sich zei-
gen wird, ist auch der hier betrachtete Fall einer mehrdimensionalen, stückweise
linearen Transformation, die eine konstante Jakobi-Matrix besitzt, mit einfachem
Relaxationsverhalten verknüpft.

Eine erste Einsicht in die Struktur des Spektrums von Lr vermittelt die Aussage
des nachfolgende Satzes:

Satz 5.5 Das Spektrum des Perron-Frobentus-OperatorsCr der hier untersuchten
Klasse von Torus-TransformationenT : Tor! + Tort, 2+ tz +q (mod 1) lautet:

specLr = {X
L EC: X= sgn(dett)Az*,...,Azi#u, Aj € spect, RE spec M*},

wobei t; E N undj = 1,...,d.

Die Spektren beider Matrizen t und M°, die einerseits die Torue-Abbildung T
und anderseits die jeweils zugrundegelegte charakterisierende Zerlegung C kenn-
zeichnen, gehen demnach als die wesentlichen Komponenten in die Gestalt des
Spektrums von Lr ein.

Beweis Aufgrund von Lemma 5.4 ist die Matrix ¢ stets diagonalisierbar:

UUU = diag(Ay,..., 44) = 8. (5.36)

Man untersuche das Spektrum des Operators:

(Lrg)G.y) = Pr... Aad? I MG ot, Oy + UU ye +9])) (5,37
t€le

wirkend auf Funktionen g € P(Ic, D) mit g(r) = f(U7'z). Ist g daher eine
Eigenlösung von C7, so ist die korrespondierende Funktion f Eigenfunktion
zum gleichen Eigenwert des Operators Cr. Völlig analog zur Vorgehensweise
des 3.Kapitels kann nun aus der Darstellung 5.37 die Behauptung des Satzes
abgelesen werden. ©

Jede weitere Kenntnis des Spekrums von Lr und insbesondere Informationen über
seinen subdominanten Spektralradius £(£Lr), des Absolutbetrages seiner zweithöch-
sten Eigenwerte, hängen davon ab, inwieweit die spektralen Eigenschaften der
Matrix M® aufgeklärt werden können.
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Zunächst halten wir fest, daß aufgrund der Invarianz des Lebesgue-Maßes der Vek-
tor e =(1,...,1), d Komponenten, Eigenvektor von M© zum Eigenwert g(M°) =

|dett| sein muß. o(M°) ist damit zugleich Spektralradius von M° und o-!M®
eine stochastische Matrix für alle zugrundegelegten charakterisierenden Zerlegun-
gen. Der subdominante Spektralradius £(M) ist nach Satz (5.5) entscheidend für
die korrespondierende Größe £(Lr). Gelingt es, die Gültigkeit der Ungleichung
E(M®) < |dett (#7 nachzuweisen, so folgt, daß £(£r) durch den Spektralradius
e(t) = max{]A] : A € spect} der Matrix t bestimmt wird, welche die Torus-
Abbildung kennzeichnet:

E(L:) = o(t) = [det¢ (4
.

(5.38)

Der Translationsvektor q der Transformation z ++ tz + ¢ (mod 1) und vor allem
die jeweils konkret betrachtete charakterisierende Zerlegung C gingen demnach in
die Größe E(Lr) nicht ein.
Die Gültigkeit dieser Abschätzung gewährleistet das nachfolgende Lemma.

Lemma 5.6 Der subdominante Spektralradius €(M°) der Adjazenzmatriz M© des
Graphen Gr(C) ist für jede charakteristerende Zerlegung C der Abbildung T nach
oben beschränkt durch: _

EMS) < |dett|*. (5.39)

Diese Aussage ist konsistent zu den Resultaten des Abschnittes 3.2, da fir d = 1

folgt: E(M°) = 1.

Der Beweis des Lemmas stützt sich auf eine von Haviv u.a. [66] eingeführte Me-
thode zur sukzessiven Approximation der subdominanten Spektralradien nichtne-
gativer Matrizen. Als Adjazenzmatrix eines Graphen fällt M© in diese Kategorie.
Für derartige Matrizen, die zudem auch stochastisch sind, lautet das zentrale
Theorem der Referenz [66]:

Lemma 5.7 (Haviv u.a.,1987) Es sei |dett|"IM eine stochastische und nicht-
negative n-dimensionale Matriz. Für den subdominanten Spektralradius €(M) der
Mairiz M gilt:

&(M) < n(M*) fir jedesk EN (5.40)

mit n(M*) := |det¢| — min ME
. (5.41)

j=1 ‘

Darüber hinaus konvergiert die Folge {n(M*)}&, für k — 00 gegen den Grenzwert:

&M) = JimYa). (5.42)

Beweis des Lemmas 5.6
Die Matrix ¢ der Torus-Transformationen T : Tor? 3 Tor?, r++ tz +g
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(mod 1) genüge der Bedingung t” = #1. Aufgrund von Lemma 5.4 gilt:
[9
]

= {det z¢{/¢, Man betrachte nun die konvergente Teilfolge {n(M"*)}..
Wird der Einheitskubus J4 = [0,1]¢ den linearen Transformationen:

a mk .

T™ 2 cr i™rt SY tig = [dett [to +
Be (5.43)

i=0
mk

mit A= > tig € Q* (5.44)
i=0

unterworfen, so stellt sein Bild 7™*J¢ den um den Vektor ß verschobenen
Kubus [0

, |dett]”#]? dar.
Da die Matrix t aus ganzzahligen Elementen besteht, sind die Abbildungen
T™* und T”* verknüpft durch die Relation:

j T™2 = T™*z (mod 1). (5.45)

Aufgrund seiner Definition beschreibt das Element Mp der mk-ten Potenz
der Adjazenzmatriz des Graphen Gr(C), wie oft das Element C

; € C einer
charakterisierenden Zerlegung C auf das Element C

;
€ C abgebildet wird.

Wir suchen Abschätzungen für diese Größen zu gewinnen.

Es sei R® durch die Hyperebenen Ei, i € {1,...,d},ı € Z%, in Einheitszellen

é, zerlegt. Man betrachte nun das Bild von C
; unter der Wirkung von Trk,

T™cC, c TI, „und bezeichne die Anzahl derjenigen Einheitszellen ¢,, die
vollständig in T™*C; liegen, mit:

og = Here CTC }. (5.46)

Offenbar gilt für diese Zahlen stets:

ci < min{Mf*:jek} (5.47)

und folglich auch:
n(M™) > Idett]”* - S> cj. (5.48)

sElc

Die Summe über die Größen c; kann alternativ auch als Differenz zweier
weiterer Zahlen dargestellt werden:

Yig = te: MTs? £0} - Ma: nT ac £0}. (5.49)
t€le

Der erste der beiden Terme ist nach unten beschrankt durch das Volumen
des Kubus T™*J4;

ie,: enT™ le£0} > [det t|™. (5.50)

Als Konsequenz ergibt sich unmittelbar:

n(M™) > He, :e. TAC #0). (5.51)
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Der Flächeninhalt |OC| aller (d —
1)-dimensionalen Flächenstücke, welche

die Elemente der charakterisierenden Zerlegung begrenzen, wächst unter der
Wirkung von T”* nach dem Potenzgesetz:

ITr+äc] = JöC| der: [Tr (5.52)

Asymptotisch für k — oo muß auch die Anzahl der Elementarzellen e,, die
Tr*öC umschließen, dem Wachstumagesetz 5.52 genügen:

j

Ha:enTrtöc £0} = clk)|dettj"r* (5.53)

mit Jim ck)=cER.

Mit diesen Resultaten ergibt sich :

€(M°) > lim Ve(k)| det t jam
= |dete|@, (5.54)

wodurch die Behauptung des Lemmas 5.6 bewiesen ist. ©

Mit den bereitgestellten Hilfsmitteln sind wir nun imstande, die zentrale Aussage
über das Relaxationsverhalten der in diesem Abschnitt betrachteten Klasse mehr-
dimensionaler Abbildungen zu formulieren.

Satz 5.8 Ezistieren für affine, erpanswe Torus-Transformationen T : Tor! —

Tort, c+ tz + q (mod 1) endliche charakterısıerende Zerlegungen mit stückweise
glatten Randern, so gelten folgende Aussagen:

1. Die durch T definterten dynamtschen Systeme sind einfach relaxierend.

2. Ihre Relaxationszest r ıst gegeben durch die Relation:

1/r = log|dett]?. (5.55)

8. Die Relazationszeit r, die Kolmogorov-Sınar-Entropie hxs und die Dimen-
ston d der betrachteten Systeme sind miteinander verknüpft durch die Bezte-
hung:

thks = d. (5.56)
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5.4 Mehrdimensionale affine 3-Transformationen

Am Schluß dieses Kapitels werden Beispiele untersucht, in denen die Matrix t
einer affinenen, expansiven Torus-Transformation auch nichtganzzahliger, sogar
irrationaler Elemente fähig ist:

T : Tort = Tor’, 2 Br+a (mod 1) (5.57)
B¢GId,Z), ag Q?.

Inbesondere tritt das Verhältnis des goldenen Schnittes x = 1(/5 + 1) in Erschei-
nung. Bei derartigen Systemen sind also die Eigenschaften der Integralitat und
Rationalität des vorangegegangenen Abschnittes aufgegeben.

Unter Umständen können diese Systeme dennoch endliche charakterisierende Zer-
legungen mit stückweise glatten Rändern besitzen. Damit stellen sie eine mehr-
dimensionale Verallgemeinerung der Renyischen $-Transformation dar [28], die
definiert ist durch:

Ta: Tor! > Tor!, c++ Br (mod 1), (5.58)

BER, |S} >1.

Tp besitzt endliche charakterisierende Zerlegungen genau dann, wenn ß eine ‘B-
Zahl’ ist, was der Forderung gleichkommt, daß der Punkt z = 1 auf eine periodi-
sche Bahn des durch Tg definierten Systems gelangt. Ein entsprechendes Resultat
von B.Gratza [67] besagt in unserer Interpretation, daß das Spektrum des Perron-
Frobenius-Operators bezüglich der minimalen charakterisierenden Zerlegung des
Systems mit zahlentheoretischen Eigenschaften von 8 in Verbindung gebracht wer-
den kann.

Etwas allgemeiner gesprochen existieren für affine ß-Transformationen einer Di-
mension:

Tas: Tor! + Tor', zo fr+te, (5.59)

a, BER, |ßl>1,

nach den Ergebnissen des Kapitels 3 endliche charakterisierende Zerlegungen genau
dann, wenn die Randpunkte des Intervalles (0

, 1] nach endlich vielen Iterationen der
Abbildung T,,g auf periodische Bahnen gelangen. Dieser Forderung entspricht eine
zahlentheoretische Bedingung an a und ß. Als Intervall-Abbildungen konstanter
Steigung sind affine $-Transformationen einfach relaxierend.

Das entsprechende Kriterium für mehrdimensionale affine B-Transformationen T
lautet analog:

T besitzt wenigstens eine endliche charakterisierende Zerlegung C mit
stückweise glatten Rändern, wenn eine natürliche Zahln € N existiert,
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derart, daB die Menge:

ac := (J Tilo, 1)
? (5.60)

i=o

unter der Wirkung von T invariant bleibt.

Es ist uns nicht gelungen, diese für konkret vorgegebene Vektoren a € R¢ und Ma-
trizen 8 € Gl(d,R) nicht leicht zu verifizierende Bedingung durch ein kompakteres
und leichter zu handhabendes Postulat zahlentheoretischer Natur zu ersetzen.

Wir stellen zwei Beispiele vor:

Beispiel 1: Man betrachte die eindimensionale affine $-Transformation Ta, :

{0,1) — [0,1), 2 + Bx+ (mod 1), in der 8 diejenige reelle Lösung des Po-
lynoms 2? — x?—-r—1 = 0 ist, für die gilt: 8 > 1. Elementare Umformungen
liefern fiir 8 den Ausdruck:

p= [vis +,297 + 19 -
var} = 1,839286755....

Die Transformation Tg ist in der Abbildung 5.8 dargestellt.

Die Bahn des Punktes z = 0: | Die Bahn des Punktes r = 1:

c, =0 cs=1
Cz = 0.839286755 cs = 0.678573510
c3 = 0.382975767 cr = 0.087378024
cq = 0.543689011

Die Zahlen {c;}!_, = OC™™ bilden die Ränder der minimalen charakterisie-
renden Zerlegung C”" des korrespondierenden dynamischen Systems.
Für das Spektrum des Perron-Frobenius-Operators £™", formuliert bezüg-
lich der minimalen charakterisierenden Zerlegung, gilt aufgrund des Satzes
3.2 des dritten Kapitels:

specL”" = {\EC: A= B"u, nEspecM“”",neN} (5.61)

unter Verwendung der dem Graphen G7(C™*) zu entnehmenden Adjazenz-
matrix:

110001
001100

min 000011

cm
in

_M=lioooool: (5.62)
011000
000010

Auf numerischem Wege mit Hilfe eines modifizierten QR-Algorithmus [68]

findet man als Eigenwerte dieser Matrix:
specM©”" =

{ 8, Be, 1, eee? } (5.63)
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ch = 1

C3

roy

(2)

cs

Cr

ci 0 7

Bild 5.8: Die Transformation 73,6

wobei durch die Relation:

Bs =

5( et 19 + 297 + er Yı9 - 297 +1) (5.64)

die beiden übrigen Wurzeln des die Zahl $ definierenden Polynoms darge-
stellt sind. Die Elemente des Spektrums wurden mit einer Rechengenauig-
keit von e < 102° bestimmt. Die Relaxationszeit des diskutierten einfach
relaxierenden Beispielsystems ergibt sich demnach zu:

1/r = log 8. (5.65)

Für dieses Beispiel gilt also rhxs = 1. Jedoch zeigt ein Gegenbeipiel, das in
der in der Referenz [67] angeführt wird, daß diese Relation im allgemeinen
nicht gültig sein kann.

Beispiel 2: Eine expansive Transformation des 2-Torus sei gegeben durch:

T : Tor? + Tor?,

FAR

( } S )

z (mod 1), (5.66)

wobei die Determinante der definierenden Matrix durch das Verhältnis des
goldenen Schnittes gegeben ist:

au 4) = tt = Kr). (5.67)
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0 B I

Bild 5.9: Die ZerlegungC”**

Wie man nachprüft, ist die in Abbildung (5.9) dargestellte Zerlegung die
minimale charakterisierende Zerlegung C™'" des vorliegenden dynamischen
Systems. Das Quadrat [0

,
1]? wird nämlich durch die lineare Transformation:

RR or

(
1 4): (5.68)

auf ein Parallelogramm abgebildet, das in der Abbildung 5.10 darstellt ist.
Der Satz 5.5 führt im vorliegenden Fall zu der Aussage:

speclp™ = {AEC: A=(-1)"(B+ 1) Vu, ne specMO” },
n,m € N, mit der aus den Abbildungen 5.9 und 5.10 abzulesenden, dünn
besetzten Adjazenzmatrix MC""", die in der Abbildung 5.11 dargestellt ist.
Man findet numerisch als Spektum dieser Matrix die Menge:

spec M”" = {6 41, 4/641, +iVp, —B, zil2, Ole } (5.69)

mit der oben angegebenen Genauigkeit. Die Relaxationszeit bezüglich der
minimalen charakterisierenden Zerlegung ist damit bekannt und lautet:

1/70" = log JB +1; (5.70)

sie ist also durch die Quadratwurzel der Determinante derjenigen Matrix
gegeben, welche die Transformation definiert. In dieser speziellen Situa-
tion gilt demnach der Zusammenhang thes = 2 = d; jedoch darf nicht
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|

NEA
Bild 5.10: Das Bild von [0

,
1]?

1100000000000000
0011000000000000
0000110000000000
0000001000000000
0000000000010000
0000000000001100

100000000 0000000
ume] 9900000001100000"10000000000010000

0000000000001000
0010010000000000
0100000000000000
0000000000000001
0000000011100010
0000001000000000
0000000100000000

Bild 5.11: Die Adjazenzmatrix MC”
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erwartet werden, daß diese Beziehung allgemein bei mehrdimensionalen f-
Transformationen Gültigkeit hat.
Mit Hilfe des Eigenvektors p = (p;) zu dem Eigenwert g(M®”"*) der Adja-
zenzmatrix M©”"” kann das invariante Maß des untersuchten Modells aus-

gedrückt werden:

dmr(z) = p(z,y) drdy (5.71)

mit p(z,y) = > Pi Xcpin(Z,Y)-
{El omin

Wie man den besprochenen Beispielen entnehmen kann, steht das Spektrum der
Adjazenzmatrix MC” offenbar in einem engen Zusammenhang mit der definie-
renden Matrix der Torus-Abbildung T. Es ist uns jedoch nicht gelungen, dieses
Verhältnis näher zu kennzeichnen.

Ferner konnte keine Aussage bewiesen werden über die Modifikationen, die das
Spektrum des Perron-Frobenius-Operators erfährt, wenn seiner Definition Ver-
feinerungen der minimalen charakterisierenden Zerlegung zugrundegelegt werden;
die im vorangegangenen Abschnitt angewandten Methoden sind für die hier dis-
kutierte Situation nicht praktikabel. Wir weisen jedoch auf das auch den mehr-
dimensionalen affinen $-Transformationen innewohnende Strukturmerkmal einer
konstanten Jakobi-Matrix hin. Aufgrund des entsprechenden Resultates in einer
Dimension und der Ergebnisse bei den im Abschnitt 5.3 behandelten speziellen
Torus-Transformationen wagen wir folgende Hypothesen aufzustellen:

Hypothese 5.9 Besitzt eine mehrdimenstonale affine B-Transformation T : 24
Bu +q (mod 1) endliche charakterisierende Zerlegungen mit stückweise glatten
Rändern, so ist ste einfach relaxierend. Für die Relarationszeit r gilt:

1/r = max{ —log({(M°""")/| det |), log | det 8}
.

(5.72)

Hypothese 5.10 Der in obiger Hypothese formulierte Sachverhalt gilt allgemeın
für Transformationen mit konstanter Jakobi-Matrız, sofern sie den Postulaten des
Kapitels 2 genügen.



eKapitel 6
e eChebysheff-Systeme in zwei

e eDimensionen

Den bisher diskutierten Beispielen dynamischer Systeme lagen ausschließlich stück-
weise lineare Transformationen des Phasenraumes zugrunde. Eine Klasse mehr-
dimensionaler Transformationen, die diese Eigenschaft nicht besitzen, steht im
Mittelpunkt des abschließenden Kapitels dieser Arbeit.

Eindimensionale Chebysheff-Abbildungen des Intervalls [-1, 1]
:

T, :{-1,1] > [-1, 1], 2 T(z), (6.1)

worin Tn(z) das n-te Chebysheff-Polynom bezeichnet, bilden häufig untersuchte
Standard-Beispiele der Ergodentheorie dynamischer Systeme. Ihre Mischungsei-
genschaften sind ausführlich untersucht in der Referenz [62]. Der einfache Ko-
ordinatenwechsel y = cosrz erweist 7, als zu der stückweise linearen Intervall-
Abbildung [23]:

T,:[0,1] > [0,1],

ze (-1)1([nz] —nz—-4)4+4 (6.2)

konjugiert. T, genügt den Postulaten des Kapitels 2; inbesondere korrespondiert

Ta der in Abschnitt 4.1 untersuchten Zelt-Abbildung.

Auch speziell beschaffene Klassen zweidimensionaler Verallgemeinerungen derar-
tiger Systeme können mit stückweise linearen Modellen in Verbindung gebracht
werden, auf welche die Methode des Perron-Frobenius-Operators in besonders ein-
facher Weise zur Anwendung gebracht werden kann. Dadurch werden invariante
Maße der Berechnung zugänglich; ferner sind Aussagen über das Relaxationsver-
halten möglich.

Einer Eigenfunktion & zu dem Eigenwert A eines Perron-Frobenius-Operators £,

der einem derartigen stiickweise linearen Modell zugeordnet ist, entspricht eine

103
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Eigenfunktion e zu demselben Eigenwert des korrespondierenden, bezüglich ei-
nes geeigneten Funktionenraumes formulierten PF-Operators £ eines Chebysheff-
Systems. Wir treffen im Rahmen dieser Arbeit keine Aussage darüber, ob das
Spektrum von £ nicht darüber hinaus noch weitere Elemente umfaßt, welche durch
die folgende Untersuchung nicht erschlossen werden können.

Nach der Besprechung einiger Beispiele schließt ein Hinweis auf die Anwendung
mehrdimensionaler Chebysheff-Modelle zur Beschreibung einfacher mechanischer
Systeme das Kapitel ab.

6.1 Invariante Maße und Relaxationseigen-
schaften

Vorgegeben sei eine expansive 2 x 2-Matrix mit ganzzahligen Elementen:

ab
t=

(

cd

)

€ Gi(2, 2)
,

min{A € C:\ € spect} > 1. (6.3)

Ferner mögen T,(z) und U„(z) die Chebysheff-Polynome erster bzw. zweiter Art
bezeichnen [50]. Chebysheff-Polynome negativer Ordnung seien eingeführt durch
die Relationen T_„(z) := Tn(z) und U_,(x) := —U,(z). Schließlich seien die Funk-
tionen S,„ definiert durch S,(z) := v1 ~ 2? U,(z).

Definition 6.1 Die nicht invertierbare Transformation des Kubus |-1, 1]:
T : {-1,1)? — [-1, 1),

2\ , (Ta(z)Ts(y) — Se(z)S0(y) 6.4(3
)

” (en re) (64)

heißt zweidimensionale Chebysheff-Transformation.

Liegt der Abbildung T eine Diagonalmatrix t zugrunde, so erweist sich T als di-
rektes Produkt zweier eindimensionaler Chebysheff-Transformationen (vergleiche
Abschnitt 5.2). Analog zu dem Fall einer Dimension entsprechen zweidimensio-
nalen Chebyshefl-Abbildungen spezielle, stückweise lineare Transformationen des
Einheitskubus. Das nachfolgende Lemma formuliert diesen Zusammenhang und
erschließt damit die Klasse zweidimensionaler Chebysheff-Systeme einer eingehen-
den Untersuchung durch die Methode des Perron-Frobenius-Operators.

Lemma 6.2 Durch die Vermittlung der Koordinatentransformation x : [0,1]? >

{-1,2]*, (z1,22) > (24,23) = (cosmzı,cosazz) ıst die Abbildung T : [-1,1]? —
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{[—1,1]? konjugiert zu der Transformation des Kubus (0
,

1]?:

T : {0,17 — (0,1),
zo diag(-1)H

l,

(—1)l*))¢z (mod 1)
. (6.5)

Hierbei bezeichnet diag(a,b) eine 2 x 2-Diagonalmatrız mit den Elementen a und

b; die Größe |(tx);], i

= 1,2, stellt den ganzzahligen Anteil der i-ten Komponente
des Vektors tz dar.

Offenbar besitzt T eine nur lokal konstante Jakobi-Matrix. Einfaches Relaxa-
tionsverhalten kann also nach den im Abschnitt 5.4 geäußerten Hypothesen im
allgemeinen nicht erwartet werden.

Beweis Die Funktionen T, : [-1,1] — [-1,1] und 5, : [-1,1] — [-1,1] besitzen
die Darstellungen:

Tn(z) = cos(n arecos x) bzw. S„(x) = sin(n arccosz). (6.6)

Offenbar gilt:

_ cos Taz, cosnbzz — sin rar, sinnbzz
Toxizum) =

(

cos Tex, cosadız3 — sin rer, sinmdrz

)

(6.7)

_ cosn(arı + br2)
~

(

cos m(cxr
,
+ dx2)

)

(6.8)

aufgrund der bekannten Additionstheoreme. Die Kosinus-Funktion ist peri-
odisch und antisymmetrisch:

cosr(£e+2n)=cosme, cosa(z +2n —1) = —-cosnz (6.9)

mit n € N und z € [0,1]. Daher gilt:

(T 0 x)(21, 22) = (x 0 T2454), (6.10)

was behauptet wurde. ©

Der Struktur der Transformation 7 kann unmittelbar entnommen werden, daß ihre
natürliche Zerlegung M mit der entsprechenden Zerlegung der durch die Matrix
t induzierten Torus-Transformation T! : Tor? — Tor?, z > tx (mod 1) überein-
stimmen muß.

Analog genügt es zur Konstruktion charakterisierender Zerlegungen, die entspre-
chenden Zerlegungen der Transformationen T! und T? : Tor? — Tor?,z
diag(1,—1)2z (mod 1) zu betrachten. Aufgrund der Ergebnisse des 5.Kapitels
ist eine charakterisierende Zerlegung C

*

von T‘,i = 1,2, zugleich auch charakte-
risierende Zerlegung von —T*. Wir sind damit imstande, ein Kriterium für die
Existenz charakterisierender Zerlegungen der Abbildung T anzugeben.
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Lemma 6.3 Die Transformation T : [0,1]? — [0,1]? besitzt endliche charakteri-
sterende ZerlegungenC mit stückweise glatten Rändern, wenn für die Matrixt mit
Zahlenn,m EN und k,le Z gilt:

= kt (6.11)
(diag1,—1)t)” = Idtag(1,—1)t. (6.12)

Die Zerlegungen sind gegeben durch die Verfeinerungen C = C! VC?; ınsbesondere
gilt cin = Cimin Vv Cimin

Mit den Schnitten $;, i € Iy, den linearen Funktionen:

Sis z > (diag((-1lhl,(—
1)Merl)

(x + [diag((—1)ltvs!(1) lta) taf), (6.13)

y EN, |det D,S;| = |det tl, (6.14)

lautet der Perron-Frobenius-Operator Lp : B(Ic,D) -+ B(Ic, D) der zu der Che-
bysheff-Transformation T konjugierten Abbildung T:

(Lp f)G,2) = |dett |? D
I

ME SG, Siz), 7 € Te. (6.15)
1€le

Hierin bezeichnet M die Adjazenzmatrix des Graphen G7(C) und ı’ € Iy dasje-
nige Element aus /y, für das gilt: C

;
C Ny.

Die Matrizen t und s = diag(1,—1)t sind aufgrund des Lemmas 5.4 diagonalisier-
bar unter Verwendung zweier Matrizen U} und U3:

Vtlr! = diag(Aı, As) (6.16)
UgsU;! = diag(p1, p12). (6.17)

Ferner gilt für die Eigenwerte der Matrizen s und t:

Rıl = al = al = [nel (6.18)

Man betrachte nun die Wirkung des Perron-Frobenius-Operators Lp auf Funktio-
nen g, die definiert sind durch die Relation:

90,2) = £0, Viz), Jede, (6.19)

mit i=

1 falls D.Sj = (+1)t
~ | 2 falls D,S» = (+1)s.

Durch einen Rückgriff auf die gleiche Vorgehensweise wie im Kapitel 5 kann Lo,
auf den Raum P(Ic¢, D) polynomialer Funktionen, als blocktrianguläre Matrix mit
den Diagonalblöcken:

Mer) = |dett |"! MC Dem), m,n =0,1,2,... (6.20)

aufgefaßt werden. Hierbei stellt DI") eine Diagonalmatrix dar mit Elementen
aus der Menge:

Dir” €{d€C:d=(ta) "(+f)", o,f € spect Uspec s}. (6.21)
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Lemma 6.4 Die Spekralradien g(M{"")) der Matrizen Mm") genügen der Un-
gleschung:

em) < [dett[-7. (6.22)

Beweis Der Absolutbetrag einer Matrix A = (a;;) ist definiert durch [A] := ({a;;}).
Nach einem bekannten Theorem über Spektralradien gilt die Ungleichung:
e(A) < o(]Al). Damit ergibt sich:

o(Mi™")) = |dettj!elM* Dr") (6.23)

< |detzjto M
e

Dmel) (6.24)

= |dett|-*|de
t

t[- 72
"

o(M°) (6.25)

=> Mm) < Idetil”, (6.26)

da die Größe |det?i}"!o(M°) als Spektralradius des Perron-Frobenius-Ope-
rators gleich 1 sein muß. ©

Die Dichtefunktion p(z) des invarianten Maßes drn(z) = p(x)dr der Transfor-
mation T ist eine stückweise konstante Funktion: p(z) = Tier. PiXc;(z), deren
Koeffizienten pi, 3 € Ic, die Komponenten des Eigenvektors p zum Eigenwert
o(M°) = |dett| der Matrix M“ darstellen. Die Theorie nichtnegativer Matri-
zen garantiert die Eindeutigkeit und Nicht-Negativität dieses Vektors. Das invari-
ante Maß der korrespondierenden Chebysheff-Abbildung ist damit der Berechnung
zugänglich:

Satz 6.5 Das bezüglich des Lebesgue-Maßes absolut stetige invariante Maß der
Chebysheff- Transformation T : [-1,1]? > |-1,1]? mit wenigstens einer endlichen
charakterisierenden Zerlegung C mit stückweise glatten Rändern ist gegeben durch:

dmi(z,y) = plz,y)dedy_ya — 2?)(1 — y?)

plz,y) = I pixe,(z,y), (6.27)
i€le

mit Konstanten p; > 0, die bestimmt sind durch die Matrizgleichung M°p =

Idett]p, p = (pi). Hierbei bezeichnet M© die Adjazenzmatriz des Graphen Gr(C)
der zugrundeliegenden charakterısierenden Zerlegung des Systems.

Beweis Man betrachte das Integral (Gcp,ıp dedyp(z,y). Eine einfache Substitu-
tion: ”

(z,y) =x (2, y'
)

= 1/m(arccosz’, arccosy’) (6.28)
führt auf die Relation:

plz’, y’)
drd y= dr'dy! ; 6.29A zdyp(z,y) Sean ed Pat) (6.29)

was behauptet wurde. °
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Aufgrund der Beziehung 6.20 und des Lemmas 6.4 hangt der subdominante Spek-
tralradius €(£7) des Perron-Frobenius-Operators von der Natur der entsprechen-
den Größe £(M©) ab. Gilt die Ungleichung €(M°) > {dett(!/?, so ist &(Lr) =

&(M°)/|dett|. Ist diese Abschätzung nicht erfüllt, so erhält man die Aussage:
E(Lr) < |dett'”?.
Es ist uns im Falle der Chebysheff-Systeme nicht gelungen, die Größe &(M°) für
alle möglicherweise auftretenden charakterisierenden Zerlegungen C zu berechnen
oder die Ungleichung:

E(M°) < /Idett]| (6.30)

zu beweisen. Das Studium von Beispielen und die numerische Berechnung der
Adjazenzmatrizen verschiedener charakterisierender Zerlegungen legen jedoch Evi-
denz für die Vermutung nahe, daß die Ungleichung 6.30 für jede Chebysheff-
Transformation in zwei Dimensionen und alle charakterisierenden Zerlegungen
erfüllt ist.

Hypothese 6.6 Fur die Relarationszeit r zwetdimenstonaler Chebysheff-Systeme
gilt in allen, den Systemen auf natürliche Weise zugeordneten Räumen von Ob-
servablen die Abschätzung:

rlog|dett| < 2. (6.31)

Wie man nachprüft, lautet die Kolmogorov-Sinai-Entropie hxs der betrachteten
Klasse dynamischer Systeme: hxs = log|dett|. Die Beziehung:

thks < 2 (6.32)

steht, vorausgesetzt sie trifft zu, in enger Verwandtschaft zu der Relation rhxs =

d, die für die im Abschnitt 5.3 untersuchten Torus-Transformationen bewiesen
wurde. Aufgrund der Überlegungen des 4.Kapitels kann jedoch nicht erwartet wer-
den, daß bei den hier studierten zweidimensionalen Chebysheff-Systemen die Glei-
chung thxs = 2 für alle natürlichen Observablen Gültigkeit besitzt. Dort wurde
nämlich für die Zelt-Abbildung T,=1/2, die zu der eindimensionalen Chebysheff-
Transformation TJ

,
: x ++ 2x? —

1 konjugiert ist, mehrfaches Relaxationsverhalten
nachgewiesen.

Es ist demnach anzunehmen, daß auch mehrdimensionale Chebysheff-Systeme im
allgemeinen mehrfaches Relaxationsverhalten aufweisen. Die hypothetische Un-
gleichung 6.30 erlaubt es jedoch trotzdem, die Größe:

v= 2/log| det t| = 2/hxs (6.33)

als ein quantitatives Maß für die Relaxationsgeschwindigkeit der untersuchten Sy-
steme anzusehen.
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6.2 Beispiele, Verallgemeinerungen

Die zuvor beschriebenen Verhältnisse bei zweidimensionalen Chebysheff- Transfor-

mationen werden im folgenden durch zwei Beispiele beleuchtet. Ferner deuten wir
an, auf welche Weise Chebysheff-Transformationen in drei oder mehr Dimensionen
eingeführt werden können.

Wesentlich neue Erkenntnisse werden bei dem Übergang zu noch höheren Dimen-
sionen jedoch nicht gewonnen; die Diskussion dieser Modelle kann analog zu dem
zweidimensionalen Fall durchgeführt werden. Weil die Transformationsgleichun-
gen jedoch auf verhältnismäßig komplizierteWeise von den Chebysheff-Polynomen
erster und zweiter Art abhängig sind, verzichten wir auf ein ausführliches Studium
dieser Systeme.

Beispiel 1: Ein sehr einfaches Beispiel einer zweidimensionalen Chebysheff-Ab-
bildung ist gegeben durch Vorschrift:

T: -1, 1? ~ [-1, 1°,

(;) ER
(

Tılz)Tıly) - Ui(z)Ui(y)

)

y Ti(z)T-1(y)
—
Ui(z)U-1(y)

-
{ ty- (271 - yr?

=

(

zy+ (1 _ ctyacy Fu
n y?)? ’ (6.34)

Die Koordinatentransformationx:z = cosaz’, y = cos my’ bildet T auf eine
stückweise lineare Tranformation des Einheitsquadrates ab:

T : (0
,

1]
?

— [0
,

17,

rr T = > l;(z) x (2), (6.35)
iely

bei der die charakteristischen Funktionen yy, der natürlichen Zerlegung N
{Abbildung 6.1) auftreten und durch I;, i=1,2,3,4, die linearen Abbildun-
gen:

I(z) = tz, (x) = diag(-1,1)t + (2,0)7”,
h(x) = -t+(2,0)7 und 4 = diag(1,—1)t (6.36)

bezeichnet sind. Offenbar ist nicht der gesamte Phasenraum [0,1]? für das
Langzeitverhalten des Systems relevant, da unter der Wirkung von 7 gilt:

F (0,1)? © MUM. (6.37)

Man vergewissert sich, daB N im vorliegenden Fall zugleich die minimale
charakterisierende Zerlegung C™ des Systems darstellt und findet für den
entsprechenden Perron-Frobenius-Operator LR" die Darstellung:

LANE) = VASE) + f(2,4"2))
(CF) = 1/2( f0L,G'2) + £(2,G"2)). (6.38)
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Bild 6.1: Die Zerlegung N = C"* des Beispiels 1
Sein Spektrum ergibt sich aufgrund der Relation 6.21 als die Menge:

“|” 1 ı\ ((-1)"Vv2-" 0iIT re)
da spect = {+./2} und spec(diag(—1,1)t) = {-V2etit}. Als Relaxations-
zeit beziiglich der minimalen charakterisierenden Zerlegung erhalt man:

1/r = logV2 = log y[det ¢. (6.39)

Die Matrix M¢™" des Graphen G(C™") der Zerlegung Ci" = N besitzt
konstante Zeilensummen. Damit ist (1,1) Eigenvektor zu dem Eigenwert
e(M©"”") =

| dett] = 2, und das Maß:

dm(z,y) = umlzv)dedy (6.40)
1-2) — y?)

stellt das absolut stetige invariante MaB der untersuchten Chebysheff-Trans-
formation T dar.

Die bezüglich C”'® verfeinerte charakterisierende Zerlegung C', die in Ab-
bildung (6.2) dargestellt ist, führt in dem gewählten Beispiel auf die gleiche
Relaxationszeit:

ifr = log V2. (6.41)
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0 1

Bild 6.2: Die charakterisierende Zerlegung C! des Beispiels 1

Beispiel 2: Ein weiteres Chebysheff-System ist definiert durch die Transforma-
tion:

T: -1,1 - [-1, if,

(:) u

(

T,(2)Ti(y) - i(z)0(¥)y Ta(z)T-1(y)
—
Us(z)U-1(y)

~ Jy — 22122
_ 2y- Yai -¥) 6)

(42°
—
3z)y + YA

- 221 — Pd? -1)
Die minimale charakterisierende Zerlegung C™" des Systems umfaßt 18 Ele-
mente. Ihre geometrische Gestalt ist in der Abbildung 6.3 dargestellt und
wird durch verhältnismäßig kompliziert berandete Gebiete des Einheitsqua-
drates beschrieben.
Das Spektrum der korrespondierenden (18 x 18)-Adjazenzmatrix M°”” wur-
de auf numerischem Wege mit einer Genauigkeit e < 10~?> bestimmt. Man
findet: specM©””= {4,1,0|16}. Der Eigenwert Null ist offenbar sehr hoch
entartet. Für die Relaxationszeit erhält man mit diesem Resultat, wie nach
Hypothese 6.6 erwartet:

l/r = log4 = log|dett| < log Yldett]. (6.43)

Um dreidimensionale Chebysheff-Transformationen zu erhalten, wählen wir eine
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0 I

Bild 6.3: Die charakterisierende Zerlegung C”*'* des Beispiels 2

(3 x 3)-Matrix t € GI(3,Z) und setzen:

T :(-1,1fP+ [-1, 18, 24 Ta, (6.44)

wobei die t-te Komponente des Vektors Tz, i=1, 2, 3, definiert ist durch folgende
Relation:

(Tz) = (Te(21)Tra(22)
-
S..(21)54.(22) )

Ths (23)

—
(Sei (21)Tea(22) + Tes (21 )Stia(22) )

Sta
g (23). (6.45)

Hierbei bezeichnen T, und S, die im letzten Abschnitt eingeführten Funktionen.
Mit Hilfe bekannter trigonometrischer Identitäten ist es aufgrund der Darstel-
lungen 6.6 möglich, eine zu T konjugierte stückweise lineare Transformation des
Einheitskubus [0,1]? zu konstruieren, deren Relaxationsverhalten mit Hilfe der
Methode des Perron-Frobenius-Operators untersucht werden kann. Die Vorge-
hensweise entspricht dabei völlig der Situation des zweidimensionalen Falles. Eine
zu der Aussage des Lemmas 6.6 analoge Bedingung, die die Existenz endlicher
charakterisierender Zerlegungen mit stückweise glatten Rändern garantiert, kann
ohne grundsätzliche Schwierigkeiten formuliert werden.
Es wird aufgrund dieser Skizze deutlich, welchen Weg man im Prinzip einzuschla-
gen hat, um allgemein d-dimensionale Chebysheff-Tranformationen einzuführen.
Diese Gedanken sollen jedoch hier nicht ausgeführt werden, da die charakteristi-
schen Züge mehrdimensionaler Chebysheff-Transformationen bereits in zwei Di-
mensionen hinreichend deutlich diskutiert werden können.
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6.3 Chebysheff-Systeme und harmonischer Os-
zillator

Als Inbegriff einer regulären, völlig unchaotischen Bewegungsform ist die periodi-
sche Bewegung eines Teilchens in einem harmonischen Oszillator-Potential anzu-
sehen. Ein derartiges mechanisches Modell sei etwa gegeben durch die Hamilton-
Funktion:

H = Im(2? + 3?) + Im{w}z? + wy?) (6.46)

mit wı = 3 und w = 1. Aufgrund des rationalen Frequenzverhältnisses wı :

w3 = 3:1 führt die Lösung der zugehörigen Bewegungsgleichungen für geeignete
Startwerte auf die Lissajoussche Figur:

z(t) = cosrät, y(t) = cosrt. (6.47)

Diese sehr reguläre Trajektorie eines wohlbekannten Systems der klassischen Me-
chanik kann mit der Bahn eines exponentiell mischenden dynamischen Systems,
das als Generator für Zufallszahlen fungieren könnte, in überraschende Verbin-
dung gebracht werden. Es sei T die soeben ausführlich untersuchte Chebysheff-
Transformation:

T: -1, ip > [-1, 1),
x Ti(z)Ta(y)

—
Si(x)Sa(y)

. 6.48EEE SE a 18)

Der Vektor (3,1)? ist ein Eigenvektor der Matrix t zum Eigenwert A = 2. Auf-
grund der Eigenschaften der Funktionen T, und 5, gilt die Relation:

t) 2(2"t)
rm (2

)

=

( )

6.49(3
5

y(2"t) (6.49)

Wir interpretieren dieses Resultat wie folgt (man ziehe zum Vergleich die in diesem
Zusammenhang relevanten Aussagen der Referenz [69] heran):

Unterwirft man die periodische Bewegung eines zweidimensionalen har-
monischen Oszillators einer stroboskopischen, also zeitlich disketen Be-
obachtung, der eine exponentiell voranschreitende Zeitskala zugrunde-
liegt, so erhält man Meßdaten, die graphisch aufgetragen völlig irre-
gulär verteilt erscheinen.
Umgekehrt kann man die chaotisch den Phasenraum durchwandernde
Bahn eines Startpunktes unter der Wirkung einer Chebysheff-Trans-
formation durch den Übergang zu einer logarithmischen Zeitskala mit
einer außerordentlich einfach gearteten periodischen Trajektoriein Ver-
bindung bringen.
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Aus dem besprochenen Beispiel läßt sich nach unserer Auffassung die prinzipielle
Feststellung ableiten, daß nicht immer, wenn Computerexperimente oder reale
Messungen eine chaotisch erscheinende Serie von Datenpunkten produzieren, der
Dynamik des zugrundeliegenden physikalischen Prozesses ‘Chaotizitat’ als reale
Eigenschaft innewohnen muß. Ein einfacher Wechsel der Zeitskala, also allein
der subjektiven Beobachtungsweise, könnte möglicherweise die dynamischen Ei-
genschaften eines derartig einfach strukturierten dynamischen Systems wie des
harmonischen Oszillators enthüllen.

Die irregulären Eigenschaften der Bahn eines Chebysheff-Systems können diesen
Überlegungen zufolge als ein Beispiel für ‘subjektives Chaos’ angesehen werden,
das gewissermaßen künstlich erzeugt wird, allein durch eine der konkret vorliegen-
den Problematik unangepaßte Beobachtungsmethode bei der Untersuchung eines
durchaus regulären physikalischen Systems.

Mit der Einführung exponentieller und logarithmischer Zeitskalen ziehen wir all-
gemeinere Zeitskalen-Transformationen in Betracht als die üblicherweise in der
Physik des Meßprozesses diskutierten affinen Umskalierungen t ++ at + to. Wir
schlagen vor, auch jene nichtlinearen Skalenänderungen als physikalisch legitim
anzusehen.



eKapitel 7
oe oe e eAnsätze künftiger Entwicklung

Die in dieser Arbeit vorgestellten Überlegungen vermitteln die Einsicht, daß sich
hinter dem Terminus ‘Relaxation’ ein sehr vielschichtiger Komplex physikalischer
Phänomene und mathematischer Problematik verbirgt:

e Es wurde eine Klasse exakter dynamischer Systeme vorgestellt, bei der Rela-
xationsvorgänge in stationäre Gleichgewichtszustände mit Hilfe der Methode
des Perron-Frobenius-Operators untersucht werden können.

e Der Anwendungsbereich dieser Methode ist an technische Voraussetzungen
gebunden, die nicht immer erfüllt sind.

e Es besteht eine Wahlfreiheit unter verschiedenen, grundsätzlich gleichberech-
tigten Räumen natürlicher Observablen eines Systems.

o An Beispielen wird sichtbar, daß im allgemeinen verschiedene Klassen natür-
licher Observablen zu unterschiedlichen Relaxationszeiten desselben Systems
führen; das invariante Maß ist jedoch für alle Observablen identisch.

e Relaxationszeiten sind in der Regel auf verhältnismäßig komplizierte Weise
mit den Bestimmungsstücken eines Systems verknüpft.

e Anscheinend besteht im allgemeinen kein einfach gearteter Zusammenhang
der Relaxationszeit mit dem Ljapunov-Exponenten und der Kolmogorov-
Sinai-Entropie.

e Unter sehr speziellen Umständen können dynamische Systeme einfach rela-
xierend sein. Ihnen ist damit eine einzige für alle natürlichen Observablen
des Systems gleiche Relaxationszeit zugeordnet.

Die künftige Entwicklung in diesem Forschungsbereich hängt entscheidend davon
ab, ob es in Zukunft gelingen wird, mathematische Methoden zu entwickeln, die
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eine erfolgreiche und explizite Behandlung des Perron-Frobenius-Operators auch in
allgemeineren als den im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Fällen ermöglichen.
Abstrakt gesprochen wird eine umfassende Theorie sogenannter Kompositionsope-
ratoren benötigt. Ansätze hierzu finden sich in den Referenzen [70,71].

Ferner ist es eine drängende Aufgabe, das konzeptionelle Problem zu klären, auf
welche Weise die Methode des Perron-Frobenius-Operators auch in solchen Situa-
tionen eine explizite Anwendung finden kann, die durch erzeugende Zerlegungen
mit fraktalen Berandungen gekennzeichnet wird.

In diesem Zusammenhang ergibt sich die vielleicht noch auf längere Sicht unbe-
antwortet bleibende Frage, welchen Ort die Relaxationszeiten im Rahmen einer
vollständigen begrifflichen Charakterisierung dynamischer Systeme einnehmen.
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