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Kurzfassung

Der Entwicklungsprozess eines strukturmechanischen Bauteils ist gewohnlich iterativ aufgebaut.
Als Startpunkt bietet die Vorauslegung eine erste Abschitzung von Material, Dimension und
Topologie. Sie erfordert jedoch aufgrund der geringen Informationsdichte eine Idealisierung von
Geometrien und Belastungen, was zu ungenauen Abschitzungen fiihren kann. Eine verbesserte,
gewichtsoptimierte Vorauslegung hat das Potential, Iterationsschritte zu reduzieren und somit
Zeit, Kosten und Ressourcen einzusparen. Eine verbesserte, gewichtsoptimierte Vorauslegung
kann aber nur durch ein tieferes Verstindnis tiber die Auswirkungen und Abhédngigkeiten der
idealisierten Geometrien und Belastungen entwickelt werden.

Fiir diese Thematik werden in dieser Arbeit zwei Hypothesen formuliert. Mit der ersten Hypothe-
se wird behauptet, dass allgemeine Belastungen auf einzelne Grundlastfille vereinfacht werden
konnen, wohingegen mit der zweiten Hypothese ausgesagt wird, dass optimiert ausgelegte
Grundgeometrien Riickschliisse auf die finalen komplexen Geometrieformen liefern konnen. Die
zwel Hypothesen werden mit Ergebnissen eines fiir diese Arbeit entwickelten Optimierungsalgo-
rithmus belegt. Der Optimierungsalgorithmus nutzt eine Kombination aus dem Strukturkennwert
mit einer Evolutionsstrategie als metaheuristischen Ansatz, um beliebige komplexe Geometrien
und Belastungszustinde unter einer allgemeinen Betrachtung verarbeiten zu konnen. Mit dem
Optimierungsalgorithmus werden Vierkantprofile sowohl unter den Grundlastféllen als auch
unter kombinierten Lastfillen optimiert. Abschlieend werden komplexe Profilformen als poly-
gonisierte Profile ebenfalls mit dem Optimierungsalgorithmus optimiert. Mit den in dieser Arbeit
gefundenen Ergebnissen werden die beiden Hypothesen unter Einschrinkungen verifiziert.

Fiir die erste Hypothese kann gezeigt werden, dass Druckbelastungen bei einer Kombination mit
Biege- beziehungsweise Torsionsbelastungen vernachlissigt werden konnen, solange der Struk-
turkennwert der Druckbelastung nicht grofer als der Strukturkennwert der anderen Belastung
ist. Bei einer Kombination aus Biege- und Torsionsbelastungen kann die geringere Belastung
vernachlissigt werden, solange das Verhiltnis der Strukturkennwerte 1/10 nicht tibersteigt. Die
zweite Hypothese kann nur unter starken Einschrinkungen verifiziert werden. Bei Druck- und
Torsionsbelastungen und der Bedingung, dass das finale Bauteil ein Rechteck sein soll, entspre-
chen die idealisierten Geometrien dem gewichtsoptimalen komplexen Bauteil. Bei komplexeren
Formen ist fiir die Druck- und Torsionsbelastung immer der Kreisring das gewichtsoptimale
idealisierte Bauteil. Fiir diesen werden analytische gewichtsoptimierte Zusammenhénge angege-
ben. Bei der Biegebelastung konnen keine Zusammenhinge zwischen den optimalen komplexen
Profilformen und dem gewichtsoptimierten Vierkantprofil festgestellt werden. Fiir weitergehende
komplexe Formen mit Designeinschrinkungen liefern die gewichtsoptimierten Idealisierungen
wenigstens eine Orientierung, wie grof3 das Einsparungspotential der Masse durch eine weitere
Optimierung dieser Profile noch ist.






Abstract

Structural-mechanical components are usually designed via iterative development processes.
Initial estimates of material, dimensions, and topology are provided in a preliminary design,
followed by iterative adaptations leading to the final product. Unfortunately, due to a lack of
apriori information, the preliminary phases often rely on inaccurately idealized geometries and
loads, resulting in poor estimations. A weight-optimized preliminary design has the potential
to eliminate several iteration steps, reducing costs, resources, and design time. Achieving an
efficiently optimal design in the preliminary phase requires a deeper understanding of correlations
between idealized geometry and acting loads.

To address this issue, this work formulates and verifies two hypotheses. The first posits that
general load scenarios can be simplified into basic load cases, while the second suggests that
optimally designed basic geometries offer insights into the final complex shape.

Verification of these hypotheses is accomplished by making use of a purposefully developed
optimization algorithm based on the structural index, allowing a problem generalization. The
algorithm employs a metaheuristic approach with an evolutionary strategy, capable of handling
diverse geometries and load conditions. The optimization process includes square profiles for
basic and combined load cases, as well as more intricate shapes like polygonal profiles. While
the results support both hypotheses, certain restrictions are identified.

For the first hypothesis, it is demonstrated that compressive loads in combination with either
bending or torsional loads can be neglected, as long as the structural index of the compressive
load does not exceed the structural index of the other load. In cases of combined bending and
torsional loads, the lower load can be ignored if the ratio of structural indices does not exceed
1/10. The second hypothesis is verified with limitations. Meaningful results are obtained for
compressive and torsional loads, specifically when the final component should have a rectangular
shape. In this scenario, the weight-optimized square profile proves to be the optimal solution.
However, for more complex shapes, the circular ring consistently emerges as the weight-optimal
solution. Analytical weight-optimised correlations are specified for this. In the case of bending
loads, no correlations can be identified between the optimum complex profile shapes and the
weight-optimised square profile. For other complex profiles that are subject to additional design
restrictions the weight-optimised profiles at least indicate how much mass can be saved by further
optimising these complex profiles.
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1 Einleitung

Eine Neu- oder Weiterentwicklung von strukturmechanischen Bauteilen beginnt gewthnlich
mit einer Vorauslegung, bei der eine erste Abschitzung des Materials, der Dimension und
der Topologie erfolgt. Da die Vorauslegung zu Beginn des Entwicklungsprozesses stattfindet,
existieren zwangslidufig noch nicht alle nétigen Informationen iiber genaue Belastung, finalen
Bauraum und Verbindungsstellen zu anderen Bauelementen. Aus diesem Grund wird eine
Idealisierung von Bauteil und Belastung vorgenommen (siehe Abbildung 1.1).

Inwieweit auf Basis dieser Idealisierungen schon eine gewichtsoptimierte Vorauslegung zur
Verkiirzung des Entwicklungsprozesses von Bauteilen erfolgen kann, ist das Thema dieser Arbeit.
Dafiir wird ein Optimierungsalgorithmus entwickelt, mit dessen Ergebnissen ein Vergleich
zwischen unter idealisierten Annahmen fiir Geometrie und Belastung erstellten Profilen und frei
optimierten Profilen durchgefiihrt wird. Auf diese Weise konnen tiefere Erkenntnisse gewonnen
werden, in welchem Maf3e eine Optimierung von idealisierten Profilen schon hinreichend genaue
Ergebnisse fiir Materialwahl, Profilform und Dimensionierung fiir das spitere reale Bauteil liefert.
Wenn dies zuldssig ist, konnen Kosten und Zeit in der Entwicklung neuer Bauteile eingespart
werden.

-

Idealisierung

Abb. 1.1: Ein typisches Vorgehen bei der Vorauslegung: Das spitere reale Bauteil (links) wird zu
Beginn als Grundprofil idealisiert [2].

1.1 Motivation

Der Verkehrssektor ist derzeit einem erheblichen Wandel unterworfen, den es so vermutlich
zum letzten Mal zur Zeit der industriellen Revolution gab. Damals wurde der Wechsel von
menschlicher und tierischer auf mechanische Antriebskraft vollzogen, wohingegen heutzutage
der Verkehrssektor aufgrund des Klimawandels auf einen emissionsfreien Betrieb umgestellt
werden muss. Dies soll vor allem durch eine Umstellung der Mobilitéts- und Antriebskonzepte
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erfolgen [3]. Mit einem Anteil von ungefihr 32 % an den gesamten CO;-Emissionen in der
Europdischen Union im Jahr 2018 ist der Verkehrssektor einer der grofften Verursacher der
schidlichen Klimaerwédrmung. Er birgt bei einer ziigigen Umsetzung aber auch ein grof3es
Potential, das Erreichen der von der Europédischen Union beschlossenen Klimaneutralitét bis zur
Mitte dieses Jahrhunderts zu beschleunigen. [4, 5]

Fiir den Automobilsektor gilt eine Umstellung auf CO,-freie beziehungsweise CO,-neutrale
Antriebskonzepte zum Erreichen der Klimaneutralitit daher als absolute Notwendigkeit [3].
Konventionell angetriebene Fahrzeuge konnten mit der Verwendung von synthetischen, CO;-
neutral hergestellten Kraftstoffen auf einen CO;-neutralen Betrieb umgestellt werden. Alternativ
bietet sich die Benutzung von Brennstoffzellen unter der Verwendung von CO;-frei hergestelltem
Wasserstoff an [6]. Beide Energietriger weisen aber den erheblichen Nachteil einer ineffizienten
Herstellung auf, da weniger als 30 % der eingesetzten Primérenergie an den Riddern ankommt [7].
Da auch die Stromproduktion auf einen klimaneutralen Betrieb umgestellt werden muss und die
vollstindige Elektrifizierung beispielsweise des privaten Automobilverkehrs mit mehr als 15 %
des heutzutage jidhrlich erzeugten Stroms zusitzlich erhebliche Energiemengen benotigen wird,
scheint ein groBflichiger Wechsel auf ein wenig effizientes Antriebskonzept unplausibel [8, 9].
Aus diesem Grund haben alle groBen Automobilhersteller den Wechsel auf batterieelektrische
Antriebe angekiindigt beziehungsweise befinden sich zur Zeit mitten in der Umstellung [10].

Bei einem batterieelektrischen Antrieb gelangt mit iiber 70 % der mit Abstand grof3te Teil der
produzierten Primirenergie an die Réder [6, 7, 11], sodass diese Antriebsart im Vergleich zu
den anderen Alternativen hochst effizient ist. Allerdings muss die vergleichsweise schwere
Batterie im Fahrzeug mitgefiihrt werden, wodurch Elektroautos im Schnitt 20 % schwerer sind
als ihre konventionell angetriebenen Pendants [12, 13]. Aus diesem Grund nimmt der Leichtbau
im Verkehrssektor eine immer wichtigere Rolle ein. Neben dem Ausgleich der zusitzlichen
Masse durch das veridnderte Antriebskonzept ist die Ressourcenschonung aktuell eine weitere
wichtige Thematik. Nicht nur der Klimawandel bedroht die Lebensgrundlage der Menschheit,
sondern auch die rapide schwindende Verfiigbarkeit von Ressourcen [14]. Mit der konsequenten
Verwendung von Leichtbaukonzepten konnen somit nicht nur der Weg zur Klimaneutralitét
im Verkehrssektor, sondern auch die Reduktion des Ressourcenverbrauchs unterstiitzt werden
[15].

Batterieelektrische Fahrzeuge unterscheiden sich in der Masseverteilung erheblich von konven-
tionellen Fahrzeugen, da die Batterie in der Regel im Unterboden des Fahrzeugs mitgefiihrt wird
[12]. Neben einem verdnderten Fahrzeugverhalten bei einem Unfall und dem nétigen Schutz
der leicht entziindlichen Batteriezellen wirken auf viele Abschnitte der Karosserie aufgrund der
verdnderten Masseverteilung andere Lasten ein, als dies bei konventionellen Fahrzeugen der
Fall ist. Zusitzlich entsteht durch die Verwendung von Elektromotoren frei werdender Bauraum
im Fahrzeug, da Elektromotoren deutlich kompakter sind als Verbrennungskraftmaschinen und
auch beispielsweise in die Ridder der Fahrzeuge verbaut werden konnen [12]. Der sich ergebende
Freiraum erlaubt eine komplette Umgestaltung der Fahrzeugform. Neue Mobilitdtskonzepte,
welche zum Beispiel durch die fortschreitende Automatisierung von Fahrzeugen moglich werden,
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gewihren eine noch weitergehende Umgestaltung der Fahrzeuge. So konnen zukiinftig Fahrzeu-
ge entwickelt werden, die im AuBeren nur noch wenig mit ihren konventionell angetriebenen
Vorgingern gemein haben.

Eine Verringerung von Zeit und Kosten bei der Neuentwicklung von Fahrzeugstrukturen wird
durch eine effiziente Vorauslegung moglich. Zu Beginn einer Auslegungsaufgabe stehen in der
Regel nur die groben, maximal zuldssigen Dimensionen und eine erste Lastabschidtzung zur
Verfiigung [16]. Wenn mit diesen wenigen Informationen zu Beginn schon eine Materialwahl
getroffen und die Form und Dimensionierung ausreichend genau festgelegt werden konnen, kann
dies den iterativen Auslegungsprozess verkiirzen. Das Ziel dieser Arbeit ist daher, bestehende
effiziente Vorauslegungsmethoden zu verbessern und zu erweitern sowie insbesondere Emp-
fehlungen fiir komplexe Vorbedingungen und Einschriankungen von Form oder einwirkenden
Lastkombinationen abzuleiten.

1.2 Problemstellung

Die Wahl einer effizienten Methode fiir die Vorauslegung ist demnach ein entscheidender Bau-
stein fiir eine zeit- und kostensparenden Entwicklung eines strukturmechanischen Bauteils. Eine
solche Vorauslegungsmethode ist die gewichtsoptimierte Auslegung nach PRECHTL [2], welche
von ihm fiir einen grundlegenden Vergleich von verschiedenen Bauweisen und Materialkombina-
tionen entwickelt wurde. Mit seiner Methode konnte PRECHTL iiber einen allgemeinen Ansatz
die absoluten Vorteile von hybriden Metallbauteilen zeigen. Dafiir hat er einen geschlossen-
analytischen Ansatz entwickelt, um fiir giingige Profilgrundformen (sieche Abbildung 1.2) die
gewichtsoptimalen Breiten-Hohenverhiltnisse b/ i, relativen Profilhohen £/ und relativen Profil-
dicken  / h zu bestimmen. Den Ansatz hat PRECHTL sowohl fiir isotrope Materialien als auch fiir
hybride Bauteile aufgestellt. Als ersten Schritt in seiner Auslegung hat er eine Idealisierung real
eingesetzter Bauteile vorgenommen (vergleiche mit Abbildung 1.1). Anschlieend wurde von
ihm fiir reine Druck- und reine Biegebelastung die gewichtsoptimierte Auslegung durchgefiihrt.
Die Frage, inwiefern die Idealisierung der komplexen Geometrie auf die Grundprofile zuldssig ist,
war fiir PRECHTL zum Belegen seiner Forschungshypothese nur von geringer Relevanz. Denn
seine Erkenntnisse iiber die Gewichtsvorteile von hybriden Metallbauteilen konnen von den
idealisierten Bauteilen qualitativ auch auf komplexe Bauteilgeometrien iibertragen werden.

Die von PRECHTL erstellte Methode ist indes im Kontext einer effizienten Vorauslegung inter-
essant. Denn moglicherweise konnen die von ihm gewonnen Erkenntnisse aus der gewichts-
optimierten Auslegung auf reale Bauteile anwendbar sein. Wiren die durch die Idealisierung
gewonnenen Erkenntnisse auf das reale Bauteil tibertragbar, konnten mit nur wenigen Informa-
tionen zu Beginn der Auslegung die Gewichtsvorteile von verschiedenen Materialen verglichen
und bewertet sowie schon friihzeitig gewichtsoptimierte Dimensionen des Bauteils ermittelt
werden. Dies wiirde die Vorauslegung umfassend vereinfachen und beschleunigen. Im Kontext
der Idealisierung stellt sich zudem die Frage, inwieweit die Ergebnisse von PRECHTL auch fiir



4 1 FEinleitung

v

> < -l F,

Abb. 1.2: Die von PRECHTL [2] betrachteten Grundprofilformen: Vierkant-, Doppel-T-, T-, U- und
C-Profil (von links nach rechts) mit den von ihm optimierten Grof3en Breite b, Profildicke ¢
und Hohe £.

komplexere, kombinierte Belastungen verwendet werden konnen. Kann also neben der Idealisie-
rung der Geometrie auch eine Idealisierung der Belastung fiir die Vorauslegung angenommen
werden?

Auf dieser Grundlage wird in dieser Arbeit folgende Forschungshypothese behandelt:

Mit einem hinsichtlich der Belastung und Geometrie idealisierten Bauteil konnen in
der Vorauslegung hinreichend genaue Aussagen iiber das finale, reale Bauteil getrof-
fen werden.

Davon leiten sich zwei Unterhypothesen ab:

1. Kombinierte Lastfille konnen auf die einzelnen Grundlastfille Druck-, Biege- und Torsi-
onsbelastung reduziert werden.

2. Die in der Vorauslegung ermittelten reduzierten Geometrien liefern hinreichend genaue
Ergebnisse fiir komplexere Profilformen.

Um die Forschungshypothese belegen zu kdnnen, wird in dieser Arbeit der Ansatz von PRECHTL
um kombinierte Lastfille erweitert. Die Erweiterung wird iiber den Einsatz eines effizienten
Optimierungsalgorithmus umgesetzt, welcher aus einer Kombination einer Metaheuristik und
einer Finite-Platten-Methode aufgebaut ist. Dieser Ansatz wird gewéhlt, um nicht nur die oben
genannten Grundprofile, sondern auch beliebige aus Polygonen aufgebaute Profilgeometrien
optimieren zu konnen.

1.3 Stand der Forschung

Die Auslegung eines Bauteils ist ein komplexer Vorgang, bei dem verschiedenste gestalterische
Parameter festgelegt werden miissen. Dies erfordert zahlreiche Iterationen, bei denen von einer
zunichst groben Losung immer mehr Details ausgearbeitet werden. Ein Merkmal ist dabei, dass
bereits gestaltete Bereiche durch Anderungen an anderen Stellen des Bauteils unter Umstinden
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ebenfalls wieder gedndert werden miissen. Entscheidend ist ebenfalls, dass «manche Arbeits-
schritte (...) mehrfach zu durchlaufen (sind), wenn ein hoherer Informationsstand erreicht ist»
[17,S. 159]. Zu Beginn dieses Iterationsprozesses steht die Vorauslegung, bei der aufgrund der
nur geringen Informationsdichte zunéchst nur eine grobe Abschitzung durchgefiihrt werden
kann. Eine gewichtsoptimierte Auslegung findet erst zum Ende des Iterationsprozesses statt,
fiir die standardmifBig Form- und Topologieoptimierungsprogramme verwendet werden, deren
Grundlage in der Regel die Finite-Elemente-Methode ist. [17]

Mit der Forschungshypothese dieser Arbeit wird behauptet, dass schon in der Vorauslegung, also
am Startpunkt des Iterationsprozesses, eine gewichtsoptimierte Auslegung vorgenommen werden
kann. Fiir dieses Vorgehen eignet sich die Finite-Elemente-Methode allerdings nur bedingt.
Denn zum einen liegen in der Regel zu wenige Informationen tiber das zu optimierende Bauteil
vor, zum anderen ist die Finite-Elemente-Methode aufgrund der praktisch beliebig moglichen
Detailtiefe vergleichsweise zeitintensiv. Zusitzlich konnen bei der Finite-Elemente-Methode die
elementaren Zusammenhinge im Verhalten des Bauteils nur schwer verstanden werden. Sie kann
daher fiir eine effiziente gewichtsoptimierte Vorauslegung nicht verwendet werden. [18, 19]

Bei einer analytischen Betrachtung des Problems konnen die Zusammenhénge und Einflussgro-
Ben hingegen direkt erkannt werden. Aus diesem Grund bietet sich die Verwendung analytischer
Berechnungen in der Vorauslegung an. Wenn in der Vorauslegung nun auch eine gewichtsop-
timierte Auslegung durchgefiihrt werden soll, ist die allgemeine Betrachtung von Strukturen
sinnvoll. So kann unvoreingenommen die bestmogliche Losung fiir das vorhandene Problem
gesucht werden. Fiir eine allgemeine Betrachtung von Strukturen existiert der Strukturkenn-
wert, welcher vergleichbar zu den Ahnlichkeitskennzahlen aus der Stromungsmechanik eine
Transformation zwischen unterschiedlichen Geometrien und Belastungszustinden zuldsst. Im
Gegensatz zu den Ahnlichkeitskennzahlen ist der Strukturkennwert nicht dimensionslos, sondern
fiihrt die Einheit einer Spannung. Der Strukturkennwert verkniipft eine charakteristische Lange
des betrachteten Bauteils mit der einwirkenden Belastung. Unterschiedlich lange Bauteile, die
den gleichen Strukturkennwert aufweisen, verhalten sich aufgrund der Definition des Struktur-
kennwerts grundsitzlich gleich. Zum Beispiel verhalten sich zwei Druckstibe identisch, wenn
einer der beiden Druckstibe doppelt so lang wie der andere ist, dafiir aber auch mit einer viermal
hoheren Druckkraft belastet wird. Wenn fiir beide Druckstiibe die relativen Profilgro3en von
PRECHTL verwendet werden, haben sie die gleichen Schnittgroen und versagen auf identische
Weise. Mithilfe des Strukturkennwerts konnen so verallgemeinerte Aussagen iiber das Verhalten
von Bauteilen getroffen werden.

Zum Verifizieren der Forschungshypothese wird die Vorauslegungsmethode nach PRECHTL
[2] weiterentwickelt. Die Moglichkeit der Vorauslegung unter kombinierter Belastung ist dabei
ein Ziel der Weiterentwicklung. Dies kann nicht mehr mit dem von PRECHTL entwickelten
geschlossen-analytischen Ansatz erfolgen, sondern benotigt eine numerische Umsetzung. Fiir den
numerischen Ansatz wird der sogenannte Wittrick-Williams-Algorithmus verwendet, da er eine
wenig rechenintensive numerische Methode darstellt, was fiir die Zielerreichung dieser Arbeit
vorteilhaft ist. Zum Belegen der aufgestellten Forschungshypothese ist daher die Verkniipfung
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der gewichtsoptimierten Auslegung nach PRECHTL mit dem Strukturkennwert als Basis und des
Wittrick-Williams-Algorithmus entscheidend. Im Folgenden werden beide kurz vorgestellt:

1.3.1 Strukturkennwert

Erstmals aufgestellt wurde der Strukturkennwert von WAGNER [20] fiir die Verwendung bei
Knickstiben und Biegetrigern unter dem Begriff «<Kennwert» beziehungsweise auf Englisch
«Index Value». WAGNER setzt den «Kennwert» zur Bewertung unterschiedlicher Materialien und
fiir die Dimensionierung von Bauteilen ein und gibt den Hinweis, dass fiir sinnvolle Vergleiche
nur gewichtsbezogene Kenngréfen verwendbar seien. Darauf aufbauend verwenden verschiedene
Autoren den Strukturkennwert in der Luftfahrtforschung, erweitern teilweise das Konzept durch
Lasteinleitungsfaktoren, um verschiedene Materialien und unterschiedliche Versteifungen an
Bauteilen vergleichen zu kénnen [21-23].

In der jiingeren englischsprachigen Literatur wird der Strukturkennwert von ASHBY [24] auf-
gegriffen. ASHBY verwendet fiir den Strukturkennwert den Begriff «Structural Index» , wobei
er anmerkt, dass auch die Begriffe «Structural Loading Coefficient», «Strain Number» oder
«Strain Index» verwendet werden. Die Uneindeutigkeit der Benennung deutet auf eine geringe
Verbreitung im englischen Sprachraum hin. ASHBY nutzt den Strukturkennwert im Rahmen
von Optimierungen von Tragwerken, wobei die Zielfunktion neben der Masse auch das Vo-
lumen oder die Kosten beinhaltet und maximiert oder minimiert werden kann. Er teilt seine
Auslegungsaufgabe neben der Geometrie auch auf Materialeigenschaften und auf funktionale
Anforderungen als Einflussfaktoren auf. Zur Beschreibung der drei voneinander unabhingigen
Einflussfaktoren verwendet ASHBY [24] neben gewichtsbezogenen Materialkenngroen und
sogenannten Gestaltfaktoren auch den Strukturkennwert. Fiir ihn ist der Strukturkennwert eine
GroBe fiir die Intensitidt der Last, wird im Gegensatz zu den anderen beiden Einflussfaktoren
allerdings nur kurz von ihm besprochen. In vorangegangenen Arbeiten befassten sich ASHBY
und CEBON [25] sowie WEAVER und ASHBY [26] schon im Rahmen von homogenen Bie-
gebalken mit dem Strukturkennwert. WEAVER [27] hat sich zudem noch mit der Bewertung
von Zylinderschalen beschiftigt, wobei er die Versagensmoglichkeiten in Abhédngigkeit vom
Strukturkennwert aufzeigt. Fiir die Optimierung von Druckstiben und Biegebalken verwendet
REES [28] den Strukturkennwert. Er betrachtet neben Vollprofilen auch diinnwandige Profile in
der Ausfiihrung als Vierkant-, Doppel-T- und T-Profil.

In der deutschsprachigen Literatur wurde der Strukturkennwert im Wesentlichen von WIE-
DEMANN [29] weiterentwickelt. WIEDEMANN verwendet den Strukturkennwert fiir die Opti-
mierung von verschiedenen Voll- und diinnwandigen Profilen unter Druck-, Zug-, Biege- und
Schubbelastung. Als Restriktionen werden neben den zulédssigen Materialgrenzen die Stabilitits-
grenzen nur teilweise integriert. Zusitzlich verwendet WIEDEMANN den Strukturkennwert fiir
die optimierte Auslegung von versteiften Platten, bei denen er die Rechnungen neben homogenen
Bauweisen auch fiir Materialien aus Faserkunststoffverbund aufzeigt. Neben WIEDEMANN hat
auch KLEIN [30] eine optimierte Auslegung von Bauteilen unter Druck- und Biegebelastung in
Abhingigkeit des Strukturkennwerts diskutiert, wobei fiir ihn der Strukturkennwert ein niitzliches
Werkzeug fiir die Optimierung von Einzelzweckstrukturen darstellt.
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SchlieBlich fiihrt PRECHTL [2] die verschiedenen vorstehend beschriebenen Verwendungen des
Strukturkennwerts in seiner Dissertationsschrift zusammen. Er stellt erstmals einen umfassenden
geschlossen-analytischen Ansatz fiir die gewichtsoptimierte Auslegung von druck- und biegebe-
lasteten diinnwandigen Profilen in der Ausfithrung als Vierkant-, Doppel-T-, T-, U- und C-Profil
auf. Seine Ausfithrungen liefern Ergebnisse fiir gewichtsoptimale Breiten-Hohenverhiltnisse
b/ h, relative Profilhdhen //1 und relative Profildicken z/h, wobei er sowohl Festigkeits- als
auch Stabilititsrestriktionen beachtet. Neben homogenen Bauteilen bespricht PRECHTL auch
hybride Bauteile.

1.3.2 Wittrick-Williams-Algorithmus

Der Wittrick-Williams-Algorithmus ist eine Berechnungsmethode auf Basis eines Finite-Platten-
Ansatzes zur Bestimmung der kritischen Beulspannung von aus Platten zusammengesetzten
Strukturen unter kombinierter Belastung [31-33]. Entwickelt wurde diese Methode vor dem
Hintergrund der geringen Rechenleistung von Computern in den 1960er-Jahren, mit welchen
die Berechnung von komplexen Strukturen mit alternativen Methoden wie der Finite-Elemente-
Methode noch nicht durchfiihrbar war. Durch den Aufbau mit Platten als Grundelemente wird
beispielsweise eine im Vergleich zur Finite-Elemente-Methode deutlich kleinere Steifigkeitsma-
trix gebildet, was in einem erheblichen Geschwindigkeitsvorteil und einem deutlich geringeren
Speicherbedarf bei der Berechnung resultiert.

Der Wittrick-Williams-Algorithmus verwendet einen allgemeinen Ansatz aus der nichtlinearen
Plattentheorie nach NOVOZHILOV [34], dessen Grundlage die Annahme bildet, dass jede beliebi-
ge Beulmode von aus einzelnen Platten zusammengesetzten Strukturen in einer in Lingsrichtung
sinusformigen Verformung des Profils auftritt. Dadurch treten an allen Verbindungsstellen zwi-
schen den einzelnen Plattenelementen sinusformige Verteilungen von Kriften und Momenten
mit einer fiir alle Platten gleichen Wellenldnge A auf. Der Algorithmus bildet die passende
Steifigkeitsmatrix, die die Amplituden der Randkrifte und Randmomente mit den Amplituden
der Verschiebungen und Rotationen derselben Rénder verbindet. Aufgrund der sinusférmigen
Verformung werden die Eintriage der Steifigkeitsmatrix mit trigonometrischen Funktionen und
Hyperbelfunktionen gebildet, sodass die Steifigkeitsmatrix transzendent ist. Das bedeutet, dass
fiir jede gewihlte Wellenlidnge A unendlich viele Spannungen o existieren, die diese sinusformi-
gen Verformungen hervorrufen konnen und somit passende Losungen darstellen wiirden. Ein
klassisches Invertieren der Steifigkeitsmatrix zum Finden der Eigenwerte wie bei der Finite-
Elemente-Methode ist daher nicht méglich [31]. WILLIAMS und WITTRICK [33] haben ein nu-
merisches Verfahren entwickelt, mit dem trotz der transzendenten Steifigkeitsmatrix die gesuchte
Beulmode gefunden werden kann, wobei die Geschwindigkeits- und Speicherbedarfsvorteile
gegeniiber der Finite-Elemente-Methode bestehen bleiben.

WITTRICK [31] hat 1968 die grundlegende Idee und die mathematische Herleitung fiir Profile
aus isotropen Materialien unter einer konstanten Druckbelastung veroffentlicht. In den folgenden
Jahren haben WILLIAMS und WITTRICK den Algorithmus auf anisotropes Material, konstante
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Schub- und Quer- und variable Druckbelastung sowie kombinierte Druck- und Torsionsbelas-
tungen erweitert. Die Methode ist neben offenen und geschlossenen Profilen auch auf versteifte
Platten anwendbar [35-37].

In neuerer Zeit werden der Wittrick-Williams-Algorithmus und Adaptionen sowie Erweiterungen
davon fiir Vibrations- [38, 39] und Eigenwertberechnungen [40] sowie fiir Spezialanwendungen
wie beispielsweise zur Berechnung von Wellenausbreitungen in Strukturen [41] genutzt.

1.4 Zielsetzung und Vorgehensweise

Um die in Kapitel 1.2 aufgestellte Forschungshypothese und die beiden Unterhypothesen verifi-
zieren beziehungsweise falsifizieren zu konnen, werden in dieser Arbeit drei Ziele verfolgt. Die
Grundlage bilden Ergebnisse der gewichtsoptimierten Auslegung fiir die drei einzelnen Grund-
lastfille, angelehnt an die Auslegungsmethode von PRECHTL [2]. Um die erste Unterhypothese
zu den Lastfillen belegen zu konnen, wird in einem zweiten Schritt die gewichtsoptimierte Ausle-
gung um kombinierte Lastfille erweitert, wobei die Profile in den Grundprofilformen verbleiben.
Die Auslegung erfolgt dann nicht mehr geschlossen-analytisch, sondern wird iiber eine Optimie-
rung mit dem Wittrick-Williams-Algorithmus als Grundlage durchgefiihrt. Eine Optimierung
ist notig, da der Algorithmus die gewichtsoptimalen Profile finden muss. Als abschlieBender
Schritt wird der Algorithmus so verdndert, dass polygonisierte Profile gewichtsoptimal ausgelegt
werden, wodurch die Profilform ebenfalls optimiert wird. Diese Ergebnisse konnen dann mit
den Ergebnissen der Grundprofile verglichen werden, um die zweite Unterhypothese belegen zu
konnen. Die Erkenntnisse aus allen Ergebnissen ermoglichen abschlieBend, die Forschungshypo-
these zu belegen. Um das beschriebene Vorgehen in dieser Arbeit umsetzen zu konnen, werden
demnach folgende Arbeitsschritte durchgefiihrt:

* Anpassung und Erweiterung der gewichtsoptimierten Auslegung nach PRECHTL auf die
drei Grundlastfille Druck-, Biege- und Torsionsbelastung.

e Anpassung des Wittrick-Williams-Algorithmus mit dem Strukturkennwert als Belastungs-
system und eine Erweiterung auf die Moglichkeit der Verarbeitung der drei Grundlastfille.

* Auswahl und Umsetzung einer geeigneten Optimierungsmethode, um sowohl Grundprofil-
formen als auch polygonisierte Profilformen optimieren zu kénnen.

Fiir die Umsetzung der Optimierungsmethode bietet sich ein sogenannter Evolutiondrer Al-
gorithmus an. Mit einem solchen Algorithmus kann sehr flexibel auf eine Verdnderung und
Erhohung der Anzahl der Optimierungsparameter reagiert werden. Bei den Grundprofilen muss
lediglich zwischen drei GroBen (Breite, Hohe und Profildicke) optimiert werden. Bei polygo-
nisierten Strukturen erhoht sich die Anzahl der verinderlichen Groflen deutlich, wenn, wie in
dieser Arbeit angewendet, die Koordinaten der einzelnen Plattenrinder in der Profilquerschnitts-
Ebene beliebig veridnderbar und optimierbar sind. Ein Evolutionirer Algorithmus hat aufgrund
seines stochastischen Vorgehens im zweiten Fall deutliche Vorteile gegeniiber deterministischen
Opimierungsalogrithmen, ohne dass bei den Grundprofilen mit den wenigen Parametern zu viele
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Nachteile hingenommen werden miissen. Zusitzlich bietet sich eine Integration des Wittrick-
Williams-Algorithmus aufgrund seiner kurzen Rechendauer in einen Evolutioniren Algorithmus
an, da bei Evolutiondren Algorithmen in der Regel eine hohe Anzahl an sich wiederholenden
Rechendurchgiingen durchgefiihrt werden miissen. Die Geschwindigkeitsvorteile des Wittrick-
Williams-Algorithmus kommen dann besonders zur Geltung.

Vor diesem Hintergrund ergibt sich fiir diese Arbeit folgende Struktur: In Kapitel 2 werden
das Koordinatensystem fiir diese Arbeit definiert und die in den Rechnungen verwendeten
Materialparameter genannt. Kapitel 3 liefert die theoretischen Grundlagen, um alle Methoden
und Herleitungen vollstindig nachvollziehen zu konnen. In Kapitel 4 werden der Aufbau und
die Herleitung des Wittrick-Williams-Algorithmus nachvollzogen sowie um die Anwendung
des Biegelastfalls erweitert. Kapitel 5 befasst sich mit der gewichtsoptimierten Auslegung
nach PRECHTL [2]. Zunichst wird die Herleitung von PRECHTL nachvollzogen, wobei auf
unsachgemife Herleitungsschritte aufmerksam gemacht wird und Korrekturen an diesen Stellen
stattfinden. Anschliefend wird die Methodik verwendet, um auch fiir eine reine Torsionsbelas-
tung eine gewichtsoptimierte Auslegung vornehmen zu konnen. In Kapitel 6 werden jeweils die
Ergebnisse zur gewichtsoptimierten Auslegung fiir die Grundprofile unter den Grundlastféllen
vorgestellt. Dabei findet ein Vergleich zwischen den Ergebnissen der in dieser Arbeit entwickelten
Methode mit den Ergebnissen von PRECHTL und den Ergebnissen des Optimierungsalgorithmus
statt. Dieser Schritt wird unter anderem auch fiir die Validierung des entwickelten Optimie-
rungsalgorithmus genutzt. In Kapitel 7 werden die Ergebnisse des Optimierungsalgorithmus
von Grundprofilen unter kombinierten Belastungen vorgestellt. Mit diesen Ergebnissen kann
die erste Unterhypothese belegt werden. In Kapitel 8 werden die Ergebnisse fiir polygonisierte
Profile vorgestellt, womit die zweite Unterhypothese belegt wird. Im letzten Kapitel 9 werden
die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst, womit die Forschungshypothese abschlieBend
belegt wird. Die Arbeit schlie3t mit dem Ausblick ab, in dem Empfehlungen fiir eine effizien-
tere Vorauslegung gegeben und mogliche Erweiterungen fiir den in dieser Arbeit entwickelten
Optimierungsalgorithmus genannt werden.






2 Koordinatensystem und Materialdaten

Alle Berechnungen, Herleitungen und Ergebnisse in dieser Arbeit werden anhand des in Abbil-
dung 2.1 gezeigten Koordinatensystems aufgestellt, wenn an der jeweiligen Stelle nicht etwas
anderes angegeben ist. Die x1-Achse des Koordinatensystems zeigt immer in die Langsrichtung
des Profils beziehungsweise der Platte. Die anderen beiden Achsen sind entsprechend angeordnet.
Der Koordinatenursprung befindet sich dabei, wenn nicht anderweitig angegeben, immer im
Schwerpunkt des Profils.

\ B%
Abb. 2.1: Das Koordinatensystem, wie es fiir diese Arbeit definiert ist.

Zum Vergleich der verschiedenen Auslegungsmethoden werden quantitative Werte benotigt.
Alle in dieser Arbeit verwendeten Auslegungsmethoden sind prinzipiell fiir beliebige isotrope
Materialien anwendbar. Da die Arbeiten von PRECHTL eine Grundlage dieser Arbeit ist und
Ergebnisse untereinander verglichen werden, wird in dieser Arbeit das von PRECHTL verwen-
dete Material genommen. Das von ihm verwendete Material «Stahl» weist die in Tabelle 2.1
aufgelisteten Materialparameter auf.

Tab. 2.1: Die in dieser Arbeit verwendeten Materialparameter nach PRECHTL [2]

Bezeichnung Symbol Wert
Elastizitdtsmodul E 210000 MPa
Dehngrenze Rp0,2/0zu1 430 MPa
Querkontraktionszahl \Y% 0,3

Dichte P 7860 kg /m>







3 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen vorgestellt, die benotigt werden, um den
in dieser Arbeit entwickelten Optimierungsalgorithmus verstehen und nachvollziehen zu konnen.
Der Wittrick-Williams-Algorithmus und die gewichtsoptimierte Auslegung nach PRECHTL [2]
sind zentrale Themen dieser Arbeit und werden gesondert in den separaten Kapiteln 4 und 5
besprochen. Da der in dieser Arbeit entwickelte Optimierungsalgorithmus den Strukturkennwert
als Grundlage hat, wird zunéchst auf die Optimierung mithilfe des Strukturkennwerts eingegan-
gen. AnschlieBend folgen die notigen analytischen Zusammenhinge fiir diinnwandige Profilstibe
unter den drei Grundlastféllen, um die geschlossen-analytischen Herleitung in Kapitel 5 nachvoll-
ziehen zu konnen. Das Kapitel schlie3t mit der Vorstellung von Evolutiondren Algorithmen ab,
die als metaheuristisches Verfahren im fiir diese Arbeit entwickelten Optimierungsalgorithmus
verwendet werden.

3.1 Optimierung iiber den Strukturkennwert

Nach BAIER, SEESSELBERG und SPECHT [42] bezeichnet die Optimierung in der Strukturme-
chanik eine Auswahl an Entwurfsvariabeln fiir eine mechanische Struktur, fiir die eine oder
mehrere Zielfunktionen unter Beachtung von verschiedenen Restriktionen bestmoglich erfiillt
werden. Die Optimierung kann dabei unter Beriicksichtigung verschiedener Gestaltungsvariablen
erfolgen, die nach SCHUMACHER [43] in fiinf unterschiedliche Klassifizierungen eingeteilt
werden konnen. Die Klassifizierungen sind in Abbildung 3.1 am Beispiel eines Stabprofils
gezeigt. Die fiinf Klassifizierungen sind:

+ Uber die Wahl der Bauweise beispielsweise mit Verstirkungen oder Fiillungen kann das
Profil optimiert werden.

e Uber die Wahl der Materialeigenschaften kann mit verschiedenen isotropen Materialen,
wie beispielsweise Stahl oder Aluminium, Faserkunststoffverbunden, wie ein Carbonfaser-
kunststoffverbund, oder auch Keramiken oder beliebig andere Materialien das Verhalten
des Bauteils verindert werden.

* Mit der Topologieoptimierung kann der Querschnitt des Stabprofils gewihlt werden. Dies
konnen beispielsweise ein Voll-, ein Vierkant- oder ein Doppel-T-Profil sein. Allgemeiner
nach BAIER, SEESSELBERG und SPECHT [42] bezeichnet die freie Verteilung der Materie
im Raum die Verdnderung der Topologie.

* Mit der Formoptimierung kann eine Optimierung iiber strukturmechanische Einflussgro-
Ben wie dem Flachentriagheitsmoment erfolgen. Im Unterschied zur Topologieoptimierung
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ist nach BAIER, SEESSELBERG und SPECHT [42] die Verdnderung der Gestalt bei unver-
dnderter Topologie die Abgrenzung der Form- von der Topologieoptimierung.

 SchlieBlich erlaubt die Dimensionierung eine lokale Optimierung iiber beispielsweise die
Einstellung der Wandstirken des Profils. Diese kann fiir das gesamte Profil einheitlich aber
auch fiir jede Profilflache unterschiedlich gewihlt werden.

Bauweise Material

AT

"

e
i D
v &
e y
.-

= <

Topologie Form

Dimensionierung

A Zd

Abb. 3.1: Einteilung von Strukturoptimierungsproblemen am Beispiel eines Stabprofils [2].

Typischerweise erfolgt in der Strukturmechanik die Topologie- und Formoptimierung iiber nu-
merische Verfahren wie die Methode der Finite-Elemente. Diese Arbeit vertieft die Arbeiten
von PRECHTL [2], der in seiner Arbeit eine geschlossen-analytische Losung mit dem Struk-
turkennwert als Grundlage entwickelt hat. Aus diesem Grund wird auch in dieser Arbeit auf
den Strukturkennwert zurtickgegriffen, um die Arbeiten von PRECHTL [2] zu erweitern und auf
tiberlagerte Lastfélle zu tibertragen.

Nach ASHBY [24] ist das Funktionsvermdgen eines Strukturbauteils iiber drei Eigenschaften
definiert: Geometrische Parameter, Materieleigenschaften und funktionelle Anforderungen, die je
nach Einsatzzweck des Bauteils auf verschiedenste Art ausgefiihrt werden kdnnen wie beispiels-
weise eine spezifische Festigkeit fiir ein Verbindungselement, eine bestimmte Riickstellkraft fiir
eine Feder oder ein bestimmter Wirmeiibertrag fiir einen Wirmetauscher. Allgemein kann das
Funktionsvermogen V mit

V = [(antordeningen F) » (Gavameier G) - (cigenschatien )]

beziehungsweise mit
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V = f(F.G,M) (3.1.1)

beschrieben werden. [24]

Die drei Eigenschaften sind unabhingig voneinander wenn Gleichung 3.1.1 folgendermal3en
geschrieben werden kann

V= fi(F)£2(G)f3(M). (3.1.2)

Vor diesem Hintergrund ist die Auswahl des optimalen Materials unabhingig von der optimalen
Geometrie G und dem Funktionszweck F. ASHBY [24] nennt die Funktion f3(M) Materialkenn-
wert (beziehungsweise auf Englisch «material index»). Der andere Term fi(F) - f2(G) kann
als Strukturkennwert K zusammengefasst werden. Wenn das Ziel der Optimierung beziehungs-
weise der Auslegung die Reduktion der Masse ist, kann die Berechnung der Masse m fiir einen
Profilstab

m = Alp (3.1.3)

als Startpunkt fiir die Herleitung des Strukturkennwerts genutzt werden. A bezeichnet dabei die
Querschnittsfliche des Profils, / die Linge des Profilstabs und p die Dichte des Materials. Bei
feststehender Linge / und unabhéngig vom Material kann die Masse m nur durch eine Reduktion
der Querschnittsflache A verringert werden. Nun wird eine funktionelle Randbedingung benotigt.
Wenn zum Beispiel ein Profilstab unter einer Kraft P belastet wird, kann die Querschnittsflache
A nicht beliebig reduziert werden, da eine definierte Spannung G, nicht iiberschritten werden
darf. [24]

Daher muss gelten:

P
Ozul Z Z

beziehungsweise eingesetzt in Gleichung 3.1.3

p
Ozul

m > Pl (3.1.4)

Gleichung 3.1.4 ist nun @hnlich aufgebaut wie Gleichung 3.1.2, da die Kraft P fiir die funk-
tionellen Anforderungen, die Linge [ fiir die Geometrieparameter und der Term p /G,y fiir
die Materialeigenschaften stehen. Nach ASHBY [24] kann die Effizienz eines Designs mit der
Volumendichte /I3 bestimmt werden. Wenn Gleichung 3.1.4 nun durch [3 geteilt wird, ergibt
sich
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Wie zu Beginn erwihnt, bilden alle Terme, abgesehen von den Materialeigenschaften, den
Strukturkennwert K. In dem Beispiel eines Profilstabs unter einer Einzellast ist dies P/%. Der
Strukturkennwert K weist demnach die Einheit einer Spannung auf. ASHBY [24] nennt noch
weitere Beispiele fiir die Herleitung wie eine versteifte Platte oder ein versteifter Balken, wobei
auch hier der Strukturkennwert K immer die Einheit einer Spannung aufweist. Der Strukturkenn-
wert K beschreibt somit die Intensitét der Belastung. Mit ihm kann die Einordnung der Belastung
erfolgen, da bei einem kleinen Strukturkennwert ein Stabilitdtsproblem und bei einem grof3en
Strukturkennwert ein Festigkeitsproblem vorherrschen. Durch die Verkniipfung von Belastung
und Geometrie verhalten sich Bauteile, die iiber den gleichen Strukturkennwert K verfiigen,
grundsitzlich gleich. Wie von ASHBY [24] gezeigt, ist die Definition des Strukturkennwerts von
der aufgebrachten Last und der Geometrie des betrachteten Bauteils abhédngig (vergleiche mit
Abbildung 3.2.

K=7 K=} K=} K=p
p p p p
I ey e = w
A, =
le——»|
k=% 4 k=4 M k=% T
—ah 5 g

Abb. 3.2: Die Definition des Strukturkennwerts ist von der Belastung (punkt-, linien- oder flachenfor-
mig) und von der charakteristischen Linge abhingig. Angelehnt an PRECHTL [2].

Wenn ein Tragwerk iiber eine Einzellast P belastet wird, so geht, wie oben gezeigt, die Linge
des Tragwerks quadratisch mit der Formel K = P/[? ein. Erfolgt die Belastung iiber eine
Linienlast p, geht die charakteristische Linge linear iiber K = p/[ ein. Wenn die Belastung
tiber eine Flachenlast auftritt, gilt fiir den Strukturkennwert K = p. Wenn die Belastung iiber ein
Moment M erfolgt, ist der Strukturkennwert mit K = M /I3 definiert. Das gleiche gilt bei einem
Torsionsmoment 7. Die charakteristische Linge ist vom Anwendungsfall abhingig und kann
beispielsweise auch die Breite b des Profils bezeichnen.
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Die an dieser Stelle aufgestellten allgemeinen Beziehungen fiir den Strukturkennwert werden
in Kapitel 5 verwendet, um eine optimierte Auslegung verschiedener Standardquerschnitte
durchfiihren zu kénnen. PRECHTL [2] muss dafiir weitere Wirkungsfaktoren einfiihren und
Erweiterungen definieren, da nach WIEDEMANN [29] zur Stabilititsbetrachtung die statische
Verformung und die Knick- sowie Beulstabilitit gehdren, wohingegen die Festigkeit von Span-
nungsverteilungen und -spitzen abhiingig ist.

3.2 Das Verhalten diinnwandiger gerader Stabtragwerke unter Druck
und Biegung

Stibe und Biegebalken sind aufgrund hoher Biege- und Knicksteifigkeiten typische Leichtbau-
elemente und gehdren zur Gruppe der geraden Stabtragwerke. Zusammen mit gekriimmten
Elementen wie Ringe, Bogen und Seile gehoren sie zur Untergruppe der eindimensionalen
Tragwerkselemente. Stibe und Balken miissen fiir die hier angewendete Theorien eine gewisse
Schlankheit im Verhiltnis von Lénge / zu Hohe /4 und Breite » und von der Hohe 4 beziehungs-
weise der Breite b zur Blechdicke ¢ von wenigstens 1/ 10 aufweisen. [44]

3.2.1 Steifigkeiten und Spannungszustand

Die Reaktion von Stabtragwerken «unter Querkraftbiegung, Torsion, Knickbeanspruchung
oder Schwingung wird durch die Profilsteifigkeiten des Stabes bestimmt. Diese sind aus den
Dehnungs- und Spannungsverteilungen im Querschnitt zu ermitteln und verkniipfen die resultie-
renden Schnittlasten mit den Verformungen des Stabelements» [29, S. 86]. Die Verformung wird
nach der elementaren Stabtheorie iiber vier Freiheitsgrade definiert. Grundvoraussetzung ist, dass
die Querschnitte bei Querkraftbiegung eben bleiben. Die Freiheitsgrade sind die Lingsdehnung
€1, die Krimmungskomponenten » und Y3 sowie die Drillung Y. Aus den vier Verschiebun-
gen bilden sich Spannungsverteilungen im Querschnitt des Profils, woraus vier Schnittlasten
resultieren. Diese sind die Lingskraft P, die Komponenten des Biegemoments M, und M3 sowie
das Torsionsmoment 7". [29]

Die in dieser Arbeit betrachteten Grundprofilformen sind entweder einfach oder doppelt achsen-
symmetrisch, wodurch die Haupttrigheitsachsen mit den Symmetrieachsen des Profils identisch
sind. Zusitzlich kann nach WIEDEMANN [29] zur Vereinfachung angenommen werden, dass
bei diinnwandigen Profilen die Normalspannung iiber die Blechdicke ¢ konstant ist. Auf diese
Weise ergibt sich im homogenen, rein elastisch beanspruchten Querschnitt die linear verteilte
Normalspannung 611 mit

s n M> M;
1H=—-+tx3——x2—.
A J2n J33
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Wobei P eine in x1-Richtung wirkende Einzellast darstellt. Die Momente M> und M3 wirken um
die jeweils angegeben Achse. A bezeichnet die Querschnittsfliche des Profils und J2; sowie J33
stehen fiir die Flachentrigheitsmomente bezogen auf die angegebene Achse.

Falls die Belastung nur in eine der beiden Hauptrichtung wirkt, konnen die maximalen Spannun-
gen mit

P M

N P M
max_A sz’

o —_ —
| | max A+W33

o]

berechnet werden. Die Widerstandsmomenten W», und W33 lassen sich mit

Wz = 122/ %3 i » W33 = J33/ %2 ax

bestimmen. [29]

Wenn Profilstibe als Druckstibe oder Biegetriger eingesetzt werden, muss nicht immer ein Ver-
sagen hinsichtlich des Materials eintreten. Das Bauteil kann auch durch Instabilwerden versagen.
Das sogenannte Stabilitdtsversagen tritt in diesem Fall vor einem moglichen Material- bezie-
hungsweise dem sogenannten Festigkeitsversagen ein. Solche Zustinde, die als Knicken und
lokales Beulen bezeichnet werden, sind «als Grenzfille nichtlinearen Verhaltens zu verstehen,
bei denen ein geringer Lastzuwachs undefinierbar grofe Verformungen hervorruft» [29, S. 127].
Knicken und Beulen werden daher nachfolgend néher beschrieben, wobei alle Versagensarten,
die durch Torsion hervorgerufen werden in Kapitel 3.3 besprochen werden. Neben einem Stabi-
litdtsversagen kann ein Bauteil auch durch eine maximal zuldssige Durchbiegung beschrinkt
werden. Dies stellt nicht direkt ein Versagen im Sinne des Verlusts der Einsatzfihigkeit dar, kann
aber trotzdem unerwiinscht sein. Eine zu grofle Verformung muss zum Beispiel unterbunden
werden, wenn dadurch der zulédssige Bauraum {iiberschritten oder die gewollte Krafteinleitung
nicht mehr gewihrleistet wird. Daneben spielen auch optische Uberlegungen eine Rolle, da zu
gro3e Durchbiegungen bei Profilen durch Laien als Unsicherheit eingestuft werden. [45]

3.2.2 Knicken

Wenn Stibe unter zentrischer Liangsdruckbelastung stehen, kénnen sie durch verschiedene For-
men des Knickes versagen. Die auftretende Knickform héngt von der Profilform und -symmetrien
ab und kann sich als Biegeknicken in einer der Haupttrigheitsrichtungen, als Drillknicken oder
als Biegedrillknicken ausbilden. Bei den in dieser Arbeit verwendeten doppelt- oder punktsym-
metrischen Grundprofilen, also bei identischer Neutral- und Schubmittelpunktachse, existieren
um jede Profilachse voneinander unabhingige Knickformen und Knicklasten. [29]

Diese sind das Biegeknicken um die x;- beziehungsweise die x3-Achse sowie das Drillknicken
um die x;-Achse. Die Knicklasten Py, fiir das Biegeknicken lauten nach WIEDEMANN [29]
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EJyw?

Pyit, = cszz Biegeknicken um die x>-Achse,
EJy3n?

Pirie; = STZ Biegeknicken um die x3-Achse.

Wobei E fiir das Elastizitdtsmodul des verwendeten Materials steht, der Einfluss der Lagerung
tiber den Faktor ¢ bestimmt wird und / die Linge des Stabs beschreibt. Einfachsymmetrische
Profile knicken in Richtung der Symmetrieachse aus. Somit knickt ein beziiglich der x,-Achse
symmetrisches Profil bei einer Last Py¢; um die x3-Achse aus.

Das «Drillknicken ist nur bei gedrungenen Stiben zu erwarten, oder bei solchen, deren Biegever-
formung durch seitliche Fesseln, etwa durch Anschlufl an eine Haut behindert ist.» [29, S. 131]
Diese Profile kommen in dieser Arbeit nicht vor, weswegen das Drillknicken um die x1-Achse
nicht weiter behandelt wird.

3.2.3 Beulen

Um ein Stabilitdtsversagen zu verhindern, ist also eine hohe kritische Knicklast Py, beziehungs-
weise eine hohe Knicksteifigkeit notig. Wenn Material und Linge des Bauteils nicht verdnderlich
sind, ist dies nur iiber ein grofes Flichentrigheitsmoment J zu erreichen. Da die Dicke der
Profilflichen fiirs Flichentrigheitsmoment nur eine untergeordnete Rolle spielt, sollten sie zur
Massenredukion moglichst diinnwandig ausgefiihrt werden. Die Breite und die Hohe des Profils
sollten hingegen die maximal moglichen Werte aufweisen. Bei einer Druckbelastung kénnen
die diinnen Profilwénde allerdings ausbeulen. Das zuvor dargestellte Knicken ist ein globales
Phénomen fiir das gesamte Stabbauteil, wohingegen das Beulen ein lokales Phinomen der
Teilflichen des Stabes in Form eines Plattenproblems darstellt. Die Profilflachen des Stabs, die
als Stege und Flansche fungieren, konnen als ebene Plattenstreifen angesehen werden. [29]

Charakteristisch ist, dass die Plattenstreifen eines Profils nicht unabhiingig voneinander betrachtet
werden konnen, da sie sich gegenseitig beeinflussen, indem die jeweiligen Lingskanten gegen
seitliches Verschieben oder Kriimmen vom benachbarten Plattenstreifen gestiitzt werden. Zusitz-
lich beeinflusst die Steifigkeit der Verbindung die Plattenstreifen, da bei einer angenommenen
gelenkigen Verbindung jeder Streifen unabhéngig von seinen Nachbarn ausbeulen wiirde. Durch
die existierende Drehkopplung stiitzen beziehungsweise schwiéchen sich alle Plattenstreifen
gegenseitig. Der schwichste Plattenstreifen bringt das gesamte Profil zum Beulen. [29]

Die analytische Berechnung zur Bestimmung der kritischen Beulspannung Oy, haben T1-
MOSHENKO und GERE [46] umfassend dargelegt. KROLL, FISHER und HEIMERL [47] sowie
BECKER [48] haben numerische Werte von Beulwerten ermittelt. Deren Berechnung basiert auf
von LUNDQUIST, STOWELL und SCHUETTE [49] entwickelten numerischen Methoden. Eine
umfassende Ubersicht iiber das Beulverhalten von isotropen und anisotropen Materialien unter
verschiedensten Lager- und Lastbedingungen gibt das «<Handbuch Strukturberechnung» [50].
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PRECHTL [2] greift in seiner Arbeit auf den analytischen Ansatz zur Bestimmung der kritischen
Beulspannung Gy, nach WIEDEMANN [29] zuriick, da «diese (numerischen) Berechnungen
aufwindiger sind und die daraus resultierenden Ergebnisse die (...) (in seiner Arbeit) entwickelten
Methoden uniiberschaubar bis nicht mehr handhabbar machen.» [2, S. 31] Da diese Arbeit die
Methoden von PRECHTL aufgreift und erweitert, wird fiir die analytische Auslegung ebenfalls
der Ansatz von WIEDEMANN [29] gewihlt.

WIEDEMANN [29] zeigt, dass das Beulverhalten von Plattenstreifen eines Profils zwischen dem
einer gelenkig gelagerten und einer fest eingespannten Platte liegt. Die kritische Beulspannung
Okt €iner Platte ist mit

it = koF <5>2 (3.2.2)

h
definiert. [29] Wobei ¢ fiir die Dicke und /4 fiir die Breite der Platte stehen. Der modifizierte
Beulfaktor kg ist von der Einspannung, dem Lastfall und dem Material abhingig. Unabhéngig
von Einspannung und Lastfall ldsst sich der modifizierte Beulfaktor ks mit

2

m (3.2.3)

kG:KP

beschreiben [50], wobei v die Querkontraktionszahl ist. Der Beulfaktor Kp ist dann nur noch
von der Einspannung und dem Lastfall abhéingig. Einfluss hat, ob die Kanten der Platte gelenkig
oder fest eingespannt sind. Hier betrdgt der Unterschied bei reiner Druckbelastung zwischen
kp = 4 und xp = 6,97. Wenn eine Kante der Platte frei ist, sinkt der Beulfaktor auf xp = 0,425
beziehungsweise kp = 1,25, je nachdem, ob die eingespannte Seite fest oder gelenkig gelagert
ist. Wenn nun nicht reine Druckbelastung vorliegt, sondern die Platte unter einem Lastverlauf
belastet wird und somit ein Wechsel von Druck- zu Zugspannung stattfindet, erhéhen sich die
Werte auf xkp = 23, 88 beziehungsweise kp = 39,52 (siehe Abbildung 3.3). [50]
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Abb. 3.3: Beulfaktoren fiir die Grenzfille von fester (jeweils links) und gelenkiger (jeweils rechts)
Einspannung mit beiden Kanten gelagert (links) sowie beim Freilassen einer Kante (rechts).
Fiir reine Druckbelastung (erste Zeile) und bei einem Kraftverlauf (zweite Zeile) angelehnt
an PRECHTL [2] und Zahlenwerte aus [50].
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Fiir die kritische Beulspannung Gy.i; des Profils kann nun ein zur kritischen Beulspannung der
Platte aus Gleichung 3.2.2 vergleichbarer Zusammenhang aufgestellt werden. Fiir den Steg des
Profils gilt

£\ 2
Okrits = ksE <Z>

mit kg als modifizierten Beulfaktor fiir die Stegfldche, A fiir die Breite des Stegs und ¢ fiir die
Dicke. Der modifizierte Beulfaktor kg liegt, wie von WIEDEMANN [29] gezeigt, zwischen den
Grenzen fiir gelenkige und feste Einspannung. Fiir den Flansch des Profils, der iiber die Breite b
und die Dicke ¢ verfiigt, 1dsst sich ein dhnlicher Zusammenhang aufstellen, wobei fiir die weitere
analytische Rechnung in dieser Arbeit eine Verkniipfung mit der Hohe des Profils sinnvoll ist.
Aus diesem Grund ergibt sich die kritische Beulspannung Gy, des Flansches zu

£\2 1 £\2
owiv = krE (3) =krgE (5)

Wobei & = b/ h gilt. Der modifizierte Beulfaktor kr wird analog zum modifizierten Beulfaktor kg
des Stegs bestimmt und liegt zwischen den modifizierten Beulfaktoren fiir eine gelenkige und eine
feste Einspannung. Die Zahlenwerte fiir die modifizierten Beulfaktoren wurden umfassend von
anderen Autoren ermittelt und konnen fiir reine Druckbelastung und fiir biegebelastete Platten
unter anderem bei PFLUGER [51] oder aus dem «Handbuch Strukturberechnung» entnommen
werden [50].

PRECHTL [2] fiihrt die Gleichungen fiir das Steg- und Flanschbeulen zusammen, sodass sich die
kritische Beulspannung eines Profils mit

£\ 2
Okrit = kp(S)E <E>

ergibt. Der modifizierte Beulfaktor kp ist eine Funktion des Breiten-Hohenverhiltnis & des be-
trachteten Profils. Werden die Grenzen des modifizierten Beulfaktors kp fiir gelenkige Lagerung
und feste Einspannung tiber dem Breiten-Hohenverhiltnis § in einem Diagramm aufgetragen,
liegen die Grenzen des Steges als Horizontale und die Grenzen des Flansches als quadratisch
abfallende Kurven vor. Der tatsidchliche modifizierte Beulfaktor des Profils liegt auf einer Kurve
zwischen diesen beiden Grenzen, was fiir ein Z-Profil unter reiner Druckbelastung in Abbildung
3.4 dargestellt ist. Am tatsidchlichen Verlauf des modifizierten Beulwerts kann gut die gegenseiti-
ge Beeinflussung von Steg und Flansch erkannt werden. Bei einem Breiten-Hohenverhéltnis 0,
was gegen null tendiert, sind die Flansche so klein, dass sie keine stiitzende Wirkung auf den
Steg ausiiben, sodass dieser mit dem unteren Grenzwert einer gelenkig gelagerten Platte beult.
Mit steigendem Breiten-Hohenverhiltnis & erhoht sich die versteifende Wirkung der Flansche
auf den Steg, sodass der tatsdchliche modifizierte Beulwert ungeféhr bei kp,, ~ 4,3 liegt und
bei einem Breiten-Hohenverhiltnis & = 0,2 eintritt. Mit steigendem Breiten-Hohenverhiltnis &
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sinkt der tatsdchliche modifizierte Beulfaktor, durch die sich erhGhende Instabilitit der Flansche.
[29]

— tatséchlicher Verlauf
- -- Grenzwert bei vollstindig gelenkiger Lagerung
------- Grenzwert bei vollstindig festeingespannter Lagerung

Profilbeulwert xp

00 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Breiten-Hohenverhiiltnis &

Abb. 3.4: Grenzen des Beulfaktors «Kp fiir ein Z-Profil unter reiner Druckbelastung und tatsichlicher
Verlauf des Beulfaktors angelehnt an PRECHTL [2] und erweitert um den tatsdchlichen
modifizierten Beulfaktor nach WIEDEMANN [29].

3.2.4 Durchbiegung

Grundvoraussetzung fiir die elementare Biegetheorie diinnwandiger Profilstdbe ist, dass die
Querschnitte eben bleiben und dadurch die Schubverformung vernachlédssigt werden kann.
Zusitzlich muss lokales Beulen der Profilwéinde ausgeschlossen sein. Diese Voraussetzungen
sind fiir schlanke Profilstibe mit «nicht zu diinnen Stegen» giiltig [29, S. 87].

Fiir diese Arbeit und in der Regel auch in der Auslegung ist die maximale Durchbiegung des
Profilstabs unter Biegebelastung von Interesse. Dafiir muss zunéchst die Differentialgleichung
der Biegelinie w(x ) aufgestellt werden, die abhingig von der Belastungsart und den Einspan-
nungsbedingungen ist. Die Ableitungen der Biegelinie stellen iiber die Biegesteifigkeit EJa»
einen Zusammenhang zwischen den Schnittgroen im Balken und der Verformung des Balkens
her. Fiir einen Momentenverlauf M5 (x] ), einen Querkraftverlauf Q3 (x;) oder einer von auRen
aufgetragenen Linienlast g3 (x1) ergibt sich nach MITTELSTEDT [52]:

EJoow" (x1) = q3(x1),  EJoaw" (x1) = 03(x1), EJoow”(x1) = Ma(x1).

Die Biegelinie kann dann durch Integrieren berechnet werden, wobei beachtet werden muss, dass
bei jedem Integrationsschritt Integrationskonstanten C; hinzuaddiert werden miissen. Die Werte
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der Integrationskonstanten miissen je nach Einspannungs- und Belastungsbedingung einzeln be-
rechnet werden. DUBBEL, GROTE und FELDHUSEN [53] geben fiir verschiedenste Einspannungs-
und Belastungszustinde die Losung der Biegelinie inklusive Integrationskonstanten an.

Die maximale Durchbiegung fmnax kann dann berechnet werden, indem zunéchst der Ort der
maximalen Durchbiegung x¢,  bestimmt wird. Dies erfolgt iiber Nullsetzen der ersten Ableitung
der Biegelinie. Mit dem Ort der maximalen Durchbiegung kann dann die maximale Durchbiegung
durch Einsetzen von x¢__in w(x]) berechnet werden. Die allgemeine Form lautet:

1L gt 10° 1MP
CfEJ22 - cf EJ22 - Cf EJ22.

fmax -

Wobei unterschiedliche Einspannungs- und Belastungszustinde iiber den Vorfaktor cf einberech-
net werden. [53]

3.3 Das Verhalten diinnwandiger gerader Stabtragwerke unter Torsion

Die Ermittlung der dquivalenten Spannungen ist bei einer Torsionsbelastung «ungleich schwieri-
ger als bei den tibrigen Schnittgroen» [54, S. 361], da die Querschnitte unter einer Torsionsbe-
lastung nicht eben bleiben. Bei allgemeinen Querschnitten stellt sich aufgrund unterschiedlicher
Gleitwinkel benachbarter Querschnittselemente eine Verwolbung ein (siehe dazu auch Abbildung
A.1). Ausnahmen bilden lediglich Stibe mit Vollkreis- oder Kreisringquerschnitten, die sich
nicht verwolben, die in dieser Arbeit aber nicht analytisch betrachtet werden. Eine Ndherung
liefert die St.-Venantsche Torsion, bei der eine Verwdlbung unter der Annahme der Formhaltung
des Querschnitts erlaubt ist. Dies wird als unbehinderte Querschnittsverwolbung bezeichnet. In
der Praxis ist diese Voraussetzung in der Regel nicht erfiillt, da zum Beispiel die Einspannung die
Verwolbung behindert. Die St.-Venantsche Torsion liefert jedoch fiir diese Fille eine ausreichend
genaue Losung. Weitere Voraussetzungen fiir die St.-Venantsche Torsion sind die Giiltigkeit
des Hookeschen Gesetzes und dass die Verformungen klein gegeniiber den Dimensionen des
Bauteils sind. [54]

Bei der Betrachtung der Torsion von diinnwandigen Querschnitten muss zwischen geschlossenen
und offenen Querschnitten unterschieden werden. Bei Profilen mit geschlossenem Querschnitt
bildet sich ein umlaufender Schubfluss aus, sodass die Profilwand dann als Scheibe oder Membran
wirkt. Bei Profilen mit offenem Querschnitt entsteht eine antimetrisch verteilte Schubspannung.
Aus diesem Grund ist die Drillsteifigkeit bei offenen Profilen um Grof3enordnungen kleiner als
bei geschlossenen Profilen. [29]
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3.3.1 St.-Venantsche Torsion geschlossener diinnwandiger Querschnitte

Abbildung 3.5 zeigt ein Beispiel eines geschlossenen Querschnitts, der mithilfe der St.-Venan-
tschen Torsion berechnet werden kann. Wie zu sehen, kann ein beliebiger einzelliger Querschnitt
untersucht werden, solange nach MITTELSTEDT [52] folgende Annahmen gelten:

* Die Profildicke ¢ ist klein gegeniiber den restlichen Abmessungen des Querschnitts. Die
Profildicke # muss dabei nicht konstant sein.

* Querschnitt und Torsionsmoment 7" sind in Lingsrichtung konstant.

* Die Querschnitte bleiben bei der Verformung in ihrer urspriinglichen Form. Lediglich
unterschiedliche Verschiebungen in Stabrichtung (Verwolbung) sind zuléssig.

* Die Verwolbung des Querschnitts wird nicht behindert, sodass keine Normalspannungen
entstehen.

e Uber die Profildicke ¢ sind die Schubspannungen T konstant.

S

Abb. 3.5: Alle geschlossenen Profile mit nur einer geschlossenen Zelle konnen iiber den hier dar-
gestellten Weg berechnet werden. Die Profildicke ¢ darf veridnderlich sein. Angelehnt an
DANKERT und DANKERT [54].

Ahnlich wie bei der Druck- und Biegebelastung sind bei der Torsionsbelastung die drei Versagens-
arten, Festigkeit, Steifigkeit und lokales Beulen, fiir die Fragestellung dieser Arbeit von Interesse.
Bei einem Torsionslastfall ist die Grenze der zuldssigen Festigkeit die zuldssige Schubspannung
T.ul, fir die Steifigkeit die zuldssige Verdrehung der Endquerschnitte zueinander ¥,y und beim
lokalen Beulen die zuléssige kritische Schubspannung Ty,j;. Das Phanomen des lokalen Beulens
wird in Kapitel 3.3.3 beschrieben. Die detaillierte Herleitung zur Ermittlung der maximalen
Schubspannung Tmax und der Verdrehung ¥ ist in Anhang A.1 gegeben.

Die maximale Schubspannung fiir ein geschlossenes, diinnwandiges Profil ergibt sich dann zu

f T T
S ——— (3.3.1)
tmin 2Atm1n WT

Tmax
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wobei Wr als Torsionswiderstandsmoment bezeichnet wird und A die vom Profil umschlossene
Flache darstellt.

Die Verdrehung der beiden Endquerschnitte zueinander wird mit

Tl
ﬁ_

= —— 3.32
Gir (3.3.2)

berechnet, wobei I als Torsionstrigheitsmoment bezeichnet wird und mit der zweiten Bredtschen
Formel bestimmt wird:

v

4A2

Gl = ——.
%

3.3.2 St.-Venantsche Torsion offener diinnwandiger Querschnitte

Fiir die Bestimmung von maximaler Schubspannung und der Verdrehung der Endquerschnitte
eines Torsionsstabs mit einem offenen Profil gelten ebenfalls die Gleichungen 3.3.1 und 3.3.2.
Das Torsionswiderstandsmoment Wt und das Torsionstragheitsmoment /T dndern sich allerdings.
Die detaillierte Herleitung dazu ist in Anhang A.2 gegeben.

Bei offenen Querschnitten, die aus schmalen Rechteckquerschnitten aufgebaut sind, werden die
Torsionstragheits- und Torsionswiderstandsmomente der schmalen Rechtecke einzeln berechnet
und aufaddiert. Die Summe wird dann um einen Korrekturfaktor 13 erginzt, da durch das
Zusammensetzen die Torsionssteifigkeit «durch die Ausrundungen zwischen Steg und Flansch
und die hiermit verbundene Fliachenkonzentration im Flanschzentrum » [45, S. 139] erhoht
wird. Eine Ubersicht iiber die Korrekturfaktoren fiir verschiedene Profilformen ist in Tabelle 3.1
gegeben.

Tab. 3.1: Verschiedene offene Profilformen und ihr Korrekturfaktor nach PETERSEN [45]

Profilform L U Z T I X

n3 09 1,12 1 1,12 1,30 1,17

Die Torsionstrigheits- und Torsinswiderstandmomente fiir die angegeben Querschnitte ergeben
sich dann zu

1 It 1
Ir = 113§ZSiti3, Wr = =M Siti3’
;

I'max 3fmax i

wobeli s die Hohe und ¢ die Breite der schmalen Rechtecke sind.
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3.3.3 Beulen von Plattenstreifen unter Schubbelastung

Das Beulverhalten von Plattenstreifen und aus Plattenstreifen zusammengesetzten Profilen unter
Schubbelastung ist dhnlich zu dem Beulverhalten von Plattenstreifen unter Druck- oder Biege-
belastung aus Kapitel 3.2.3. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle nur auf die Unterschiede
zwischen dem Beulverhalten eingegangen.

Analog zu Gleichung 3.2.2 ist die kritische Beul-Schubspannung einer Platte mit der Breite b
und der Plattendicke ¢

Tkrit = k¢E (%)2 .

Wobei hier gilt, dass die Breite b der Platte deutlich kleiner ist als die Lange /. Der modifizierte
Beulfaktor k- ist analog zu Gleichung 3.2.3 mit

7'52

ky = Kg—r—v
T 2(1—v?)

definiert. [50]

Wie in Kapitel 3.2.3 ist auch hier der Beulfaktor K; nur noch von der Einspannung abhéngig. Die
Grenzen des Beulfaktors werden durch die feste (k; = 9) und gelenkige (K; = 5, 3) Einspannung
gebildet. Wenn ein Plattenrand frei ist, verringern sich die Beulfaktoren bei fester (k; = 1,59)
und gelenkiger (k; = 0,66) Einspannung deutlich. [50]

Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Einspannungen und die korrespondierenden Beulfaktoren
ist in Abbildung 3.6 gegeben.

_____ ) [

f | k=9 K=35,3 k=1,59 k= 0,66

Abb. 3.6: Beulfaktoren fiir die Grenzfille von fester (jeweils links) und gelenkiger (jeweils rechts)
Einspannung mit beiden Kanten gelagert (links) sowie beim Freilassen einer Kante (rechts)
fiir reine Schubbelastung. Angelehnt an PRECHTL [2] und Zahlenwerte aus [50].

Wie in Kapitel 3.2.3 kann nun auch aus dem Beulverhalten der einzelnen Platte ein vergleichbarer
Zusammenhang fiir das Profil aufgestellt werden. Fiir den Steg des Profils gilt

t 2
Tkeit = kg E <E>
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mit kg als modifizierten Beulfaktor fiir die Stegfliche, A fiir die Breite des Stegs und ¢ fiir
die Profildicke. Der modifizierte Beulfaktor k¢ liegt wie bei der Druck- beziechungsweise der
Biegebelastung zwischen den Grenzen fiir gelenkige und feste Einspannung. Fiir den Flansch
des Profils ldsst sich ein dhnlicher Zusammenhang aufstellen, wobei auch an dieser Stelle fiir die
weitere Berechnung die Verkniipfung mit der Hohe des Profils sinnvoll ist. Daher ergibt sich als
kritische Beul-Schubspannung fiir den Flansch

t\2 1 1\2
W = ko B () =k (5)

Auch hier liegt der Beulfaktor kr, zwischen den Beulfaktoren fiir eine gelenkige und eine feste
Einspannung.

Wie beim Beulen unter einer Druck- beziehungsweise einer Biegebelastung konnen die Glei-
chungen nun auch zusammengefiihrt werden, sodass sich

Tkrit = kT(S)E (%)2

ergibt. Der modifizierte Beulfaktor ik ist eine Funktion des Breiten-Hohenverhiltnis o des
jeweiligen Profils. Wie auch in Kapitel 3.2.3 héingt der genaue Beulfakotr k; nun davon ab, ob
der Flansch den Steg stiitzt oder umgekehrt. Qualitativ ergibt sich ein identischer Verlauf wie er
schon in Abbildung 3.4 aufgezeigt ist.

3.4 Evolutionire Algorithmen

Evolutionédre Algorithmen werden zum Losen von Optimierungsaufgaben eingesetzt. Diese
sind aber nur eine Moglichkeit von einer Vielzahl von Moglichkeiten, um Optimierungspro-
bleme zu l6sen. Ganz allgemein existieren zur Berechnung von Optimierungsproblemen drei
Oberklassen von Algorithmen: Deterministische globale Optimierungen, Metaheuristiken und
deterministische Heuristiken. Die deterministisch globalen Optimierungsmethoden sind den
anderen beiden Methoden iiberlegen, da sie unter Garantie das globale Optimum finden. Jedoch
werden solche Methoden durch die beschrinkte Leistungsfiahigkeit von Computern oder bei
sehr komplexen Problemen durch sehr viele Losungsmoglichkeiten eingeschrinkt und bendtigen
die Gradienteninformationen der Ziel- und Zwangsfunktionen, die nicht immer vorliegen. Sie
konnen daher nicht immer zielfiihrend verwendet werden. [55]

Wie die globalen Optimierungsalgorithmen stiitzen sich die deterministischen Heuristiken in
der Regel ebenfalls auf Gradienteninformationen. Im Gegensatz zu Metaheuristiken nutzen sie
den Kern des Problems, um eine Losung zu finden. Zum Beispiel passen sie den Querschnitt
entsprechend ihres erwarteten Einflusses auf Masse und zuléssige Belastung an. Auch hier ist
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bei einem Fehlen von ausreichenden Informationen iiber das gesuchte Ziel eine Verwendung
nicht zielfiihrend. [56, 57]

Metaheuristiken benutzen stochastische Methoden, um eine Lésung zu finden. Nach STOLPE
[58] wird der iiberwiegende Teil von mechanischen Fachwerk- und Stabgeometrieoptimierungen
in der Mechanik mit Metaheuristiken gelost. Gewohnlich generieren sie zufillige Ergebnisse,
welche dann miteinander verglichen werden. AnschlieBend werden sie in die Richtung der
besseren Losung angepasst. In der Regel werden mit Metaheuristiken existierende natiirliche oder
soziale Prozesse imitiert. Die bekannteste Metaheuristik sind Evolutionédre Algorithmen, welche
die Rekombination und Mutation der Evolution nachahmen [59-62]. Weitere Metaheuristiken
benutzen die Harmonische Suche [63, 64], Ameisenkolonie-Optimierung [65, 66], simuliertes
Ausgliithen [67, 68], Tabu-Suche [69, 70] und neuerdings auch sogenannte auf «Teaching-
Learning» basierte Optimierung [71-73] sowie die sogenannte «Passing Vehicle»-Suche [74,
75].

Die folgende Beschreibung zu Evolutionidren Algorithmen fasst die Arbeit und Recherche von
BLUME und JAKOB [76] zusammen und stellt die fiir diese Arbeit relevanten Themen dar:

Evolutionédre Algorithmen fulen auf der Evolutionstheorie nach DARWIN [77] und bilden
einen Evolutionsprozess nach. Dafiir werden die wichtigsten Bestandteile der Evolutionstheorie
iibernommen, welche Selektion, Rekombination und Mutation sind. Bei der Selektion iiberleben
die besten an die Umweltbedingungen angepassten Individuen und konnen sich in die nédchste
Generation fortpflanzen. Bei der Rekombination werden die Erbgutinformationen von zwei
Eltern in einem Nachkommen zufillig verkniipft. Mutationen sind spontane Verdnderungen
im Erbgut, wodurch eine Variation des kombinierten Erbguts entsteht. Die Rekombination
durchmischt das Erbgut in der Population, wohingegen die Mutation spontan neue Varianten des
bestehenden Erbguts erzeugt. Nur in Kombination kann eine immer erfolgreichere Anpassung
an die Umweltbedingungen gelingen. [78]

Als zusitzlicher Aspekt existiert noch eine Isolation und Migration von verschiedenen Individuen.
Dies fiihrt dazu, dass die Evolution in einzelnen Gruppen isoliert ablaufen kann und ein Austausch
zwischen diesen Gruppen nur beschrénkt stattfindet. Solch eine Evolution, die in der Realitét
aufgrund der Geographie existiert, vermeidet das Hineinlaufen in lokale Optima. [78]

Generell wird ein evolutiondrer Algorithmus in einem Suchraum ausgefiihrt. Dieser Suchraum
kann iiber ein Optimum oder mehrere Optima, Unstetigkeitsstellen und Randbedinungen und
somit verbotene Bereiche verfiigen. In der Regel ist der Suchraum unbekannt, da lediglich die
Ausgangssituation (Anzahl zu optimierender Variablen, Randbedingungen) bekannt ist. [79,
80]

Die ersten Konzepte zu Evolutiondren Algorithmen wurden in den 1960er Jahren entwickelt.
In den Jahrzehnten danach haben sich vier Kategorien herausgebildet, die fiir unterschiedliche
Problemstellungen eingesetzt werden konnen:



3.4 Evolutionire Algorithmen 29

* Evolutionsstrategie von RECHENBERG [81, 82] fiir Parameteroptimierung mit adaptiver
Schrittweitensteuerung.

* Genetische Algorithmen von HOLLAND [83] fiir Aufgaben, die sich aus mehreren Kombi-
nationen zusammensetzen.

* Evolutiondre Programmierung von FOGEL [84], die sich vor allem auf die Mutation
fokussiert.

* Genetische Programmierung von KOZA [85-87], bei der Computerprogramme eine Evolu-
tion durch Baumstrukturen vollziehen.

Aufgrund der Problemstellung in dieser Arbeit wird eine Evolutionsstrategie angewendet, wes-
wegen im folgenden nur noch diese im Detail erldautert wird:

Die Evolutionsstrategie ist, wie oben schon genannt, von RECHENBERG [81] entwickelt worden.
Anschliefend haben verschiedene Autoren die Strategie deutlich erweitert und verbessert [82,
88-90].

Die Evolutionsstrategie verwendet einen reelwertigen Vektor x;, der aus n Parametern besteht.
Besonders bei der Evolutionsstrategie ist, dass die Mutationsschrittweite dynamisch mit dem
Verlauf der Evolution angepasst wird. [91]

Alle evolutiondren Algorithmen verfolgen im Grundsatz die gleiche Abfolge: Zunichst wird
eine Startpopulation Py mit u-Individuen zufillig erzeugt. Diese bildet die erste Elterngeneration.
AnschlieBend werden A-Nachkommen aus jeweils zwei Eltern gezeugt. Mit den Jahren der
Anwendung hat sich aus Effizienzgriinden ergeben, dass A siebenmal groBer als u sein sollte.
[92]

Die Wahl der Eltern zur Erzeugung der Nachkommen kann entweder zufillig erfolgen oder
mit abnehmender Wahrscheinlichkeit von dem Individuum mit dem besten Fitnesswert. Die
Nachkommen setzen sich als Rekombination der Eltern zusammen. Dafiir werden die einzelnen
Variablen der Eltern zufillig auf den Nachkommen verteilt. AnschlieBend werden die Variablen
der Nachkommen mutiert. Die Mutationsrate soll dabei so gewihlt werden, dass kleine Veridnde-
rungen wahrscheinlicher sind als gro3e. Dies wird iiber eine einfache GauB3-Verteilung erreicht,
wobei die Normalverteilung ¢ dynamisch angepasst wird. [91, 93]

AbschlieBend erfolgt die Selektion, indem entweder die besten Nachkommen u die Elternge-
neration vollstéindig ersetzen ((u, A)-Strategie) oder die Eltern und Nachkommen zusammen
selektiert werden ((u + A)-Strategie). Beim vollstindigen Ersetzen der Elterngeneration konnen
optimale Werte wieder verloren gehen, wenn die Nachkommengeneration degeneriert. Bei der
Ubernahme von Eltern und Nachkommen existiert hingegen eine hohere Wahrscheinlichkeit der
Stagnation und dem Hingenbleiben in lokalen Optima. [79, 92]

In dieser Arbeit wird die (u+ A)-Strategie angewendet, wofiir sich die dynamische Anpas-
sung der Normalverteilung ¢ nach BEYER [94] mit der sogenannten 1/5-Regel etabliert hat.
Dabei wird gepriift, wie hoch der Anteil der gerade gezeugten Nachkommen (Ps) in der neu-
en Elterngeneration ist. Liegt der Wert oberhalb von 1/5 wird die Standardabweichung um
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den Faktor o erhoht, um das Mutationsintervall zu vergroBern. Wenn Ps kleiner als 1/5 ist,
wird die Standardabweichung entsprechend um 1/ verkleinert. Zusammengefasst ergibt sich
demnach.

00, wenn P > %
Opeu = % wenn P < % .
G,¢ wenn Py = %

o ist dabei ein rein numerischer Wert, der prinzipiell beliebige Werte iiber eins annehmen kann.
Nach BEYER [94] sollte o aber zwischen 1,1 und 1,5 liegen, wobei sich aus Effizienzgriinden
o = 1,224 als Standard etabliert hat.

Die Evolutionsstrategie ist als Zyklus angelegt, bei dem nach den oben aufgefiihrten Schritten
mit dem Zeugen neuer Nachkommen die nichste Generation beginnt und die Schritte erneut
durchlaufen werden. Der Prozess wird abgebrochen, wenn der Fitnesswert des besten und des
schlechtesten Individuums der Generation innerhalb einer bestimmten Toleranz [ liegt.

Eine Ubersicht iiber den Ablauf eines evolutioniren Algorithmus ist in Abbildung 3.7 gegeben.

Eltern Reproduktion
.—><>—> Eigenschaften sind im Gen-Code Genetische Informationen werden
festgelegt; weisen Fitnesswert auf kopiert, gemischt und mutiert
Generationenschleife
iberleben Selektion Nachkommen
Wer iiberlebt? Neue Eigenschaften durch verdnderte [«
aussterben «survival of the fittest» Gene; weisen neuen Fitnesswert auf

Abb. 3.7: Grundsitzlicher Aufbau eines evolutiondren Algorithmus nach BEYER [94].
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Der Wittrick-Williams-Algorithmus ist eine Berechnungsmethode zur Bestimmung der Beul-
spannung von aus Platten zusammengesetzten Strukturen unter variabler Druck-, konstanter
Querbelastung und konstantem Schub [31, 32]. Im Gegensatz zur Finite-Elemente-Methode
verfolgen WILLIAMS und WITTRICK [33] einen Finite-Platten-Ansatz, bei dem Plattenelemente
die Ausgangsbasis der Berechnung bilden. Entwickelt wurde diese Methode vor dem Hinter-
grund der geringen Rechenleistung von Computern in den 1960er Jahren, womit Berechnungen
von komplexen Strukturen mit der Finite-Elemente-Methode noch nicht durchfiihrbar waren.
Durch den Aufbau mit Platten als Grundelemente wird eine im Vergleich zur Finite-Elemente-
Methode deutlich kleinere Matrix gebildet, was in einem erheblichen Geschwindigkeitsvorteil
resultiert. Zur Berechnung von Kriften, Momenten und Verschiebungen in den Plattenelementen
wird eine nichtlineare Plattentheorie nach NOVOZHILOV [34] verwendet, sodass die aufge-
stellte Steifigkeitsmatrix transzendent ist. Aus diesem Grund ist die von der Finite-Elemente-
Methode bekannte «klassische» Berechnung der Eigenwerte nicht durchfithrbar. WILLIAMS
und WITTRICK [33] haben ein numerisches Verfahren entwickelt, mit dem trotz der transzen-
denten Steifigkeitsmatrix eine beliebige Anzahl an Beulmoden gefunden werden kann, wobei
der Geschwindigkeitsvorteil gegeniiber der Finite-Elemente-Methode bestehen bleibt. Aufgrund
der Verwendung der Plattentheorie sind die berechneten Beulwerte exakt und nicht wie bei der
Finite-Elemente-Methode numerische Approximationen. [31]

Fiir die Finite-Platten-Methode wird angenommen, dass die betrachtete Struktur aus einer Reihe
von Platten zusammengesetzt wird, die an ihren langen Seiten fest miteinander verbunden
sind. Auf diese Weise kann die Beulspannung von beliebig so aufgebauten Strukturen wie
zum Beispiel versteifte Platten aber auch von offenen und geschlossenen Profilen berechnet
werden, solange die Geometrie des Profilquerschnitts in Lingsrichtung unveréindert bleibt. Der
Algorithmus beinhaltet nicht nur Verformung ausserhalb der Ebene sondern auch innerhalb,
sodass wie in Abbildung 4.1 dargestellt alle beliebigen Beulmoden gefunden werden konnen,
wie beispielsweise globale und lokale Moden, aber auch iiberlagerte und gekoppelte Moden wie
Torsionsmoden. [31]

Der Wittrick-Williams-Algorithmus basiert auf einem allgemeinen Ansatz, dessen Grundlage die
Annahme bildet, dass jede beliebige Beulmode von aus einzelnen Platten zusammengesetzten
Strukturen in einer in Langsrichtung sinusformige Verformung des Profils auftritt. Dadurch
treten an allen Verbindungsstellen zwischen den einzelnen Platten sinusformige Verteilungen von
Kriften und Momenten mit einer fiir alle Platten gleichen Wellenlidnge A auf. Die Aufgabe ist nun,
die passende Steifigkeitsmatrix zu bilden, die die Amplituden der Randkréfte und Randmomente
mit den Amplituden der Verschiebungen und Rotationen der selben Rénder verbindet. Die
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Abb. 4.1: Verschiedene Beulmoden, die vom Wittrick-Williams-Algorithmus abgedeckt werden:
a.) Globale Mode, b.) Torsionsmode, c.) Lokale Mode [31].

Steifigkeitsmatrix ist transzendent, sodass fiir jede gewihlte Wellenldnge A unendlich viele
Spannungen G existieren, die eine passende Losung ergeben. Aus diesem Grund wird eine von
WILLIAMS und WITTRICK [36] entwickelte numerische Losungsmethode verwendet, die fiir
jedes A immer die niedrigste kritische Beulspannung Gy, ermittelt. Da aus Platten aufgebaute
Strukturen nur mit Halbwellenldngen A = 1,1/2,1/3, ... beulen kbnnen, miissen nur die Gyj; bis
zu einer gewihlten unteren Grenze von A berechnet werden. Die gesuchte kritische Beulspannung
entspricht dann dem Minimum aus allen Gy.j. [36, 46]

WITTRICK [31] hat 1968 die grundlegende Idee und die mathematische Herleitung fiir Profile
aus isotropen Materialien unter einer konstanten Druckbelastung veroffentlicht. WILLIAMS und
WITTRICK [36] haben im darauf folgenden Jahr das Konzept um die numerische Losungsmetho-
de erweitert und die Logik fiir die Umsetzung des Algorithmus in einem Computerprogramm
préisentiert. In den folgenden Jahren haben die Autoren ihr Konzept erweitert, sodass auch die
Beulmoden von Profilen unter konstantem Schub und konstanter Querbelastung [35] mit einer
variablen Druckbelastung [32], von Profilen aus anisotropem Material [37], polygonale Rohre
unter kombinierter Druck- und Torsionsbelastung [95] oder auch die Stabilitdt zweidimensionaler
Fachwerke [33] berechnet werden konnen.

Aus dem Gesamtwerk von WILLIAMS und WITTRICK werden im folgenden nur die fiir diese
Arbeit wesentlichen Teile vorgestellt. Beginnend mit der mathematischen Herleitung des Grund-
konzepts und nachgefolgt vom grundsitzlichen Programmaufbau zur Berechnung der kritischen
Beulspannung. WITTRICK [32] leitet fiir das Grundkonzept die Steifigkeitsmatrix mit einer
variablen Druckspannung her. Er schliet seine Herleitung aber nur fiir den Spezialfall konstanter
Druckspannung ab, da die Losung fiir einen variablen Verlauf eine numerische Integration
beispielsweise mit dem Runge-Kutta-Verfahren benotigt. Fiir den Spezialfall der konstanten
Druckspannung wird von WITTRICK [32] der Programmaufbau vorgestellt und auch in allen
weiteren Veroffentlichungen des Gesamtwerks von WILLIAMS und WITTRICK arbeiten sie mit
konstanter Druckspannung.

Da fiir die Verarbeitung von Biegung und den iiberlagerten Lastfillen von Biegung und Druck
sowie Biegung und Torsion in dieser Arbeit Spannungsverldufe vorliegen, wird das Konzept
von WILLIAMS und WITTRICK am Ende dieses Kapitels um die Berechnung eines variablen
Spannungsverlaufs erweitert.
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4.1 Mathematische Grundlagen

Betrachtet wird eine lange, diinne Platte mit der Breite b, der Dicke ¢ und der Plattensteifigkeit
D, welche in der x;-x2-Ebene liegt und deren lange Seite in die x;-Richtung weist. Die Platte
wird unter einer variablen Spannung 61 in x;-Richtung, einer konstanten Spannung 6, in x>-
Richtung und einer konstanten Schubspannung T belastet. Dieser allgemeine Spannungszustand
am Plattenelement ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Fiir die Vorzeichenregel wird 617 als positiv
angenommen, wenn sie als Druckspannung vorliegt und T ist bei Wirken in der dargestellten
Richtung positiv. [31, 32]
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T — — — —
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_>_> | Kante 1 4_4_
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—> | «—

Cill ——Pp b 4—— O11
—> X2 4+—
—> ‘ <+—
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— > X1 Kante 2 \4 | «——
> T
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Abb. 4.2: Der allgemeine Spannungszustand am Plattenelement [32].

Der allgemeine Spannungszustand wird mithilfe der dimensionslosen Konstanten K, und H
iber die Gleichung

{Ky;H} = (bzh/TCZD){Gl 13T}

definiert, wobei H konstant ist und Ky, eine Funktion der dimensionslosen Koordinaten X, mit

X, = /b 4.1.1)
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ist. [32]
4.1.1 Steifigkeitsmatrix einer sinusformig beulenden langen diinnen Platte

Wenn eine Platte beult, liegen an den Plattenrédndern Krifte und Momente an, die in Lingsrichtung
einen mit der halben Wellenlidnge A sinusférmigen Verlauf aufweisen. Aus diesem Grund sind
die auf die Strecke bezogenen Krifte und Momenten an den Ridndern die Realteile von

{Mx,; Ok, Nk, : Tk, Mk, ; Ok, Nk, Tk, ye'!
mit
X =mx; /M. 4.1.2)
M reprisentiert das Moment um die Plattenridnder, Q ist die Kraft quer zur Plattenebene, N

die in die Plattenebene wirkende Kraft und 7 der in der Plattenebene wirkende Schub. Die
Vorzeichenkonvention ist aus Abbildung 4.3 zu entnehmen. [32]

Tk, ; U, 1Xi 2mnt i
(Tk,: Uk, )™ cos 2mn (Tk,; Uk, )€1 cos 2mtnt

(Qk,; Wk, )eX1 cos 2mnt
(Nk,:Vk, e cos 2mnt — £ p (Nk,:Vk,)e" cos2nnt

(Mk,; Yk, )e'™! cos2mnt (Ok,; Wk, )eX1 cos 2mtnt

* (Mk,; Wk, )e™ cos2mnt
/ 2 >/

Abb. 4.3: Sinusoidales System von Kriften und Verschiebungen der Plattenridnder. [31].

Die zu den Kriften passenden Verschiebungen der Plattenrénder seien die Realteile von

{Wk, s Wk, Vk,; Uk, s WKy s Wk, s Vi, s Uk, Je' cos 2mnt

mit Y als Rotation um den Plattenrand und U, V, W als Verschiebungen in xi-, x»-, x3-Richtung
und 7 als Frequenz der Vibration, die in dieser Arbeit aufgrund der Suche nach der kritischen
Beulast mit n = 0 festgesetzt ist. Die genannten Krifte, Momente, Rotationen und Verschie-
bungen sind aufgrund von Phasenverschiebungen im allgemeinen komplex und kénnen in zwei
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zueinander entkoppelte Systeme aufgeteilt werden. Das erste System, senkrecht zur Plattenebene,
besteht aus den Kriften und Momenten My, , Qk,, Mk, und Qk,, welche die Rotationen und
Verschiebungen yx,, Wk, Wk, sowie Wk, hervorrufen. Das zweite System wirkt in der Plattene-
bene und besteht aus den Kriften Nk, , Tx,, Nk, und Tk,, die die Verschiebungen Vx,, Uk, Vk,
sowie Uk, erzeugen. [32]

Hieraus ldsst sich der Zusammenhang zwischen Lasten, Verschiebungen und globaler Steifig-
keitsmatrix zu

p=kd (4.1.3)

darstellen [37]. Wobei sich Gleichung 4.1.3 auch in die Platten- und Scheiben-Steifigkeitsmatri-
xen So und sy aufteilen ldsst:

Po = sodo, (4.1.4a)
p1 = sid;. (4.1.4b)

Die Suffixe O und I stehen fiir Plattenverhalten beziehungsweise auf Englisch out-of-plane und
Scheibenverhalten beziehungsweise auf Englisch in-plane. Die Spaltenvektoren po, pr sowie do,
d; bezeichnen die Randschnittgrofien

po = {Mk,,0xk,.Mx,,0x, } do = {wk,, Wk,, VK, Wk, }» (4.1.5a)
pr = {MNk,.iTk,,Nk,,iTk, }, d; = {W,.iUk,, Vk,,iUx, }, (4.1.5b)

wobei i(= v/—1) bei Tx,, Tk,, Uk, und Uk, aufgrund der 90°-Phasenverschiebung zwischen
der Schubkraft 7' zu den anderen Kriften beziehungsweise der Verschiebung U zu den anderen
Verschiebungen eingefiihrt wird. [32]

Ab dieser Stelle konnen die Platten- und die Scheiben-Steifigkeitsmatrizen unabhingig vonein-
ander betrachtet werden. Die Herleitungen fiir die Eintréige der Steifigkeitsmatrizen sind fiir die
Platten-Steifigkeitsmatrix in Anhang B.1 und fiir die Scheiben-Steifigkeitsmatrix in Anhang B.2
dargelegt.

4.2 Ablauf des Wittrick-Williams-Algorithmus

Nach dem Berechnen der Eintrége fiir die Scheiben- und Platten-Steifigkeitsmatrizen, konnen die
Eintridge der Matrizen auf die beiden longitudinalen Kanten aufgeteilt werden, um wieder zu dem
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System von Abbildung 4.3 zuriickkehren zu konnen. Die folgende Herleitung folgt, wenn nicht
anderweitig angegeben, nach WILLIAMS und WITTRICK [36, Abschnitt 3]: Die Spaltenvektoren
der Randschnittgrolen aus Gleichung 4.1.5 werden entsprechend der Kanten auf

pk; = {Mk;, Ok, Ni»iTk; |
dg; = {wk,. Wk, Vk» iUk, }

}(jzloder2)

umgestellt. Die Steifigkeitsmatrizen SK . (j = 1,2; k = 1,2) konnen dann wie folgt definiert
werden:

PK, = Sk, dk, + 8k, dK,

4.2.1)
PK, = SK21dK1 + SKzszz .

Die Eintrdge aus den Scheiben- und Platten-Steifigkeitsmatrizen verteilen sich dann wie folgt,
wobei die Erweiterung iiber die konjugierte Form (Querstrich) nach WITTRICK und WILLIAMS
[37] erfolgt:

SMM ~ —SMQ 0 0 SMM  SMQ 0 0
B —SMQ  SQQ 0 0 _|SMQ  SQQ 0 0
SK,; = SKp, =
0 0 SNN  —SNT 0 0 SNNOSNT
0 0  —snT  STT | 0 0 sNT STT| 422)
MM Mo 0 0
o —gt | /MQ —foo 0 0
Rl 0 0 —hw —fa
0 0 INT ST

Die Nullen in den Matrizen sind die Konsequenz aus der Entkopplung der in der Ebene wirkenden
Krifte und der aus der Ebene heraus entstehenden Verschiebungen und umgekehrt.

Die Steifigkeitsmatrizen miissen noch in das globale Koordinatensystem iibertragen werden, um
aus den Matrizen der einzelnen Platten die globale Steifigkeitsmatrix aufbauen zu konnen. Die
Kraft- und Verschiebungs-Spaltenvektoren pk; und dk; konnen iiber eine Transformationsmatrix
T in die globalen Spaltenvektoren Px; und Dx; tibertragen werden. Dafiir gilt der sehr einfache
Zusammenhang

Pgx;, =Tpk,;, Dk, = Tdk;

mit der Transformationsmatrix
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1 0 0

0 cosu —sinu
0 sinu cosu
0 O 0

- O O O

und dem Drehwinkel p, der wie in Abbildung 4.4 eingezeichnet angenommen ist.

/
Xl,Xl

/
X3

~

SsL_¥Y X3

Abb. 4.4: Rotation der Achsen um den Winkel ¢ vom lokalen ins globale Koordinatensystem [31].

Gleichungen 4.2.1 werden dann transformiert zu

PK] - SKHDKl + SKIZDKZ ’

4.2.3)
Px, = SKZIDKI + SKzzDKz

mit

Sk, = Tsg, IT (j=1,2k=1.2).

Die GroB3- und Kleinschreibung gibt an, ob sich die Steifigkeitsmatrix auf das globale oder das
lokale Koordinatensystem bezieht.

Wenn von allen Platten die jeweilige Steifigkeitsmatrix im globalen Koordinatensystem vorliegt,
kann die globale Steifigkeitsmatrix durch eine Erweiterung von Gleichung 4.2.3 aufgebaut
werden.
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4.2.1 Einbinden von Substrukturen

Die Methode von WILLIAMS und WITTRICK erlaubt das Einbinden von Substrukturen. Bei den
Substrukturen werden zusammenhingende Strukturen zunichst verrechnet und das Ergebnis
in die globale Steifigkeitsmatrix iibernommen. Auf diesem Weg kann die Grof3e der globalen
Steifigkeitsmatrix reduziert werden. Die Idee hinter dieser Methode ist eine Beschleunigung
der Rechengeschwindigkeit und eine Reduktion des Speicherbedarfs. Dies gilt insbesondere
dann, wenn das Profil sich wiederholende Substrukturen aufweist, die dann nur einmal berechnet
werden miissen. Die Substrukturen konnen beliebig aufgebaut werden oder auch beliebig viele
eigene Substrukturen enthalten, welche wiederum aus beliebig vielen Substrukturen aufgebaut
sein konnen. Die folgende Herleitung erfolgt nach WILLIAMS und WITTRICK [36, Abschnitt
4].

Als Beispiel sei im folgenden eine Substruktur aus zwei verbundenen Platten aufgebaut. Aus
der Logik des Beispiels lassen sich beliebige andere Substrukturen ableiten. Betrachtet werden
zwei Platten «a» und «b», die an ihrer gemeinsamen Kante miteinander verbunden sind, wie
es in Abbildung 4.5 dargestellt ist. Die in der Abbildung gezeigten Pfeile zeigen von Kante 1
zu Kante 2 der jeweiligen Platte. Die Kraftvektoren Pg, und P, und die korrespondierenden
Verschiebungsvektoren Dk, und D, liegen an den offenen Kanten der Substruktur an. Die
Verbindung der beiden Platten ist unbelastet und frei verschiebbar mit dem Verschiebungsvektor
Dy, . Die Gleichgewichtsbedingung lautet dann:

PKI = SKnaDKl + SKlzaDK3 >
0= SK2laDK1 + (SK22a + SKllb)DK3 + SKlszKz )
PKz = SKzlbDK3 + SKzszKz .

X1

X2

X3

Abb. 4.5: Zwei miteinander verbundene Platten und die entsprechende Zuordnung von Kanten und
Kontaktstellen [36].

Durch Eliminierung von Dy lassen sich die Gleichungen wie folgt reduzieren:

PKI = SI*(“DKI + SI>(<(12DK2 ’
Py, = SI*<21DK1 + SI*<22DK2

mit
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SI*(II =Sk, — SK]Za(SKZZa + SKub)ilSKz]a )
Sl*(zz = SKyo, —SKap (SK22a + SK11b)7lsKm3 ) 4.2.4)

S?(n = SI*(TZI = _SKl2a(SK22a + SKnb)ilSKub'

Die Substrukturen sind auf diesem Weg fiir die globale Steifigkeitsmatrix auf die gleichen
Eintrdge wie eine einzelne Platte reduziert, da Gleichung 4.2.4 nun den exakt gleichen Aufbau
wie Gleichung 4.2.3 hat. Die Eintrige konnen nun genau so wie bei einer einzelnen Platte in die
globale Steifigkeitsmatrix des Profils eingesetzt werden.

4.2.2 Aufbau der globalen Steifigkeitsmatrix

Die in das globale Koordinatensystem gedrehten Steifigkeitsmatrizen der einzelnen Platten des
Profils beziehungsweise die auf die Eintrdge einer einzelnen Platte reduzierten Steifigkeits-
matrizen von Substrukturen miissen fiir die Durchfithrung der Beulanalyse in einer globalen
Steifigkeitsmatrix zusammengefiihrt werden. Im folgenden wird dies beispielhaft fiir ein Vierkant-
profil und ein Doppel-T-Profil gezeigt, welche in Abbildung 4.6 dargestellt sind. Auf analogem
Weg konnen beliebige Kombinationen aus einzelnen Platten oder Substrukturen zu einer globalen
Steifigkeitsmatrix zusammengesetzt werden.

B A B
———1

A C C
— ]
D D E

Abb. 4.6: Vierkant- und Doppelt-T-Profil und die Zuordnung der einzelnen Platten.

Der Aufbau der globalen Steifigkeitsmatrix erfolgt analog zum Vorgehen beim Einbinden der Sub-
strukturen. Fiir die Verbindungsknoten zwischen den einzelnen Platten werden die Gleichungen
fiir die Verkniipfung zwischen Kriften und Verschiebungen aufgestellt. Das Gleichungssystem
wird anschlieend auf eine Vektor- und Matrixschreibweise umgestellt, wodurch sich automa-
tisch die globale Steifigkeitsmatrix ergibt, in der die Beziehungen der Steifigkeitsmatrizen der
einzelnen Platten zueinander abgebildet sind. Im folgenden sind die globalen Steifigkeitsmatrizen
fiir ein Vierkantprofil und ein Doppel-T-Profil aufgezeigt:
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SK22D + SK] 1A SKle 0 SK21D
K _ SKia SKaoa + 5K SKis 0
Vierkant — s
0 SK21B SK22B + SK11C SK12C

i SKim 0 Skaic Skope + SK11D_
_SKllA SK12A 0 0 0 0 ]
SK21A SKzzA + SK22B + SK11C SKZIB 0 SK12C 0

0 SKIZB SKIIB 0 0 0

KDoppel—T =

0 0 0 SKzzD SKle 0

0 SK21c 0 SK12D SKzzc + SKIID + SK]IE SKle
| 0 0 0 0 SK21E SK22E_

4.2.3 Berechnungsablauf des Wittrick-Williams-Algorithmus

Wie zu Beginn dieses Kapitels geschrieben, ist die aufgestellte globale Steifigkeitsmatrix tran-
szendent, sodass die Eigenwerte nicht durch Invertieren der Matrix gefunden werden konnen.
WITTRICK und WILLIAMS [96] haben ein Vorgehen entwickelt, um die Beulmoden dennoch
bestimmen zu konnen. Die Autoren haben ihren Algorithmus in den Jahren der ersten Verdffentli-
chung mehrfach erweitert, weswegen fiir die nachfolgende Beschreibung des Berechnungsablaufs
die fiir diese Arbeit passendste Variante verwendet wird. Wenn nicht anders angegeben basiert
die Beschreibung auf den Ausfithrungen von WILLIAMS und WRIGHT [97].

Die Basis des Algorithmus zunichst ohne die Integration von Substrukturen bildet folgende
Gleichung:

J=s{K}+Jp. (4.2.5)

J gibt die Anzahl an Beulmoden an, die einen bestimmten Wert der Halbwellenlidnge A iiber-
schreiten. K ist die globale Steifigkeitsmatrix des betrachteten Profils, was entweder ein offenes
oder geschlossenes Balkenprofil, wie in Abbildung 4.6 dargestellt, oder auch eine aus mehreren
einzelnen Platten aufgebaute Struktur, wie beispielsweise eine mit Stringern versteifte grofle
Platte, sein kann. Die Strukturen konnen entweder frei im Raum stehen oder aber an iiberge-
ordnete Strukturen gelagert sein. In diesem Fall wird die globale Steifigkeitsmatrix noch an
den entsprechenden Lagerpunkten um Eintrige mit unendlich steifen Federn erweitert. Falls
die Balkenprofile oder Plattengebilde frei im Raum stehen, findet der Algorithmus auch globale
Beulmoden wie das Knicken nach Euler.

Die kritische Beullast liegt nun bei der Spannung vor, bei der in Gleichung 4.2.5 der Wechsel
zwischen J = 0 und J = 1 stattfindet. Die Bestimmung dieses Punkts erfolgt mit einem einfachen
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Bisektionsverfahren. Dabei kann nicht nur die kritische Beullast sondern jede beliebige hohere
Beulmode errechnet werden. r sei daher die gesuchte Nummer der Beulmode. Falls die kritische
Beullast gesucht ist, wird r = 1 gesetzt. Fiir die Berechnung kann das Verfahren entweder nach
WILLIAMS und WRIGHT [97] iiber eine aufgeprigte Verschiebung € oder nach WILLIAMS und
HowsoON [98] iiber eine aufgebrachte Last Q durchgefiihrt werden.

Im folgenden wird das Vorgehen mit einer aufgebrachten Last Q beschrieben: Zunichst miissen
die obere und untere Schranke fiir das Bisektionsverfahren gefunden werden. Dafiir wird die
untere Grenze Q, als 0 gesetzt. Die obere Grenze Q, beginnt mit dem Wert 50 N und wird
solange verdoppelt, bis J gleich oder groler r ist. Nun beginnt die eigentliche Bisektion, indem
in jedem Schritt Q = (Qy + Qo) /2 gesetzt wird und J erneut bestimmt wird. Falls J < r ist,
wird Q, = Q gesetzt und falls J > r ist, wird Q, = Q genommen. AnschlieBend wird ein neues
Q bestimmt. Die Bisektion wird bis zu einer vorher festgelegten Genauigkeit (Q — Q,)/Q
wiederholt.

J setzt sich immer aus der Summe von Jy + s{K} zusammen. s{K} ist gleich der Anzahl an
negativen Eintriigen auf der Diagonale der oberen Dreiecksform K2 der globalen Steifigkeits-
matrix K des betrachteten Profils. Nach WITTRICK und WILLIAMS [96] geben die negativen
Eigenwerte einer Steifigkeitsmatrix unter einer Halbwellenldnge A die Anzahl an Beulmoden
unterhalb dieser Wellenldnge an. Die Vorzeichen der Eigenwerte finden sich aber auch in der
Anzahl an Vorzeichenwechseln in der sturmschen Kette derselben Matrix wieder, was weniger
Rechenaufwand bedeutet, als die Bestimmung der Eigenwerte. WITTRICK und WILLIAMS [96]
stellen eine Methode vor, die Anzahl an Vorzeichenwechsel moglichst effizient bestimmen zu
konnen. Dafiir wird die obere Dreicksmatrix K mit dem gauBschen Eliminationsverfahren ohne
Pivotisierung gebildet. Als Hinweis sei hier gegeben, dass das Vorgehen nur ohne Pivotisierung
also ohne Reihen- und Spaltenvertauschung funktioniert. Falls auf der Diagonale der Eingangs-
matrix ein Nulleintrag existiert, kann das gauBBsche Eliminationsverfahren ohne Pivotisierung
nicht durchgefiihrt werden. Fiir die in dieser Arbeit verwendeten Steifigkeitsmatrizen ist dies
aufgrund des Aufbaus des Wittrick-Williams-Algorithmus aber ausgeschlossen. Die Anzahl an
negativen Eintriigen auf der Diagonalen der oberen Dreiecksmatrix K* entspricht dann exakt
den Vorzeichenwechseln in der sturmschen Kette und somit den negativen Eigenwerten der
Eingangsmatrix bei einer bestimmten Halbwellenldnge A

Jo ist die Summe an Platten- und Scheiben-Beulmoden, die bei einem gegeben Wert von A in

den einzelnen Platten der Struktur auftreten, unter der Annahme, dass die Riander der Platten in
Langsrichtung fest eingespannt sind. Jy setzt sich daher wie folgt zusammen:

Jo=Y (Jeo+ i) - (4.2.6)

Die Indizes «co» und «ci» stehen fiir Plattenverhalten respektive Scheibenverhalten. Die Be-
rechnung von J,, und J; ist aufwendig und wird im Detail im folgenden Kapitel 4.3 erldutert.
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Falls die betrachtete Struktur Substrukturen enthélt, wird Gleichung 4.2.6 auf der rechten Seite
durch Addition von ) Jog erweitert. Jos wird dann bestimmt mit

Jos = S{K,‘l’} +J..

s{K;;} ist die Anzahl an negativen Vorzeichen in der Steifigkeitsmatrix der Substruktur, wobei die
Eintrdge an den Verbindungspunkten zur iibergeordneten Struktur aus der Matrix weggelassen
werden. Zusiétzlich existiert hier der Sonderfall, wenn die Substruktur wie in 4.2.1 nur aus zwel
Platten zusammengesetzt ist. Dann wird nach WILLIAMS und WITTRICK [36] die Anzahl der
negativen Eintrige auf der Diagonale der oberen Dreiecksmatrix der Matrix (Sk,,, + Sk, ;)
verwendet.

J. 1st dann dquivalent zu Gleichung 4.2.6 und gibt die Anzahl an Beulmoden der einzelnen
Platten der Substruktur an, unter der Voraussetzung, dass diese Platten in Léngsrichtung fest
eingespannt sind. Falls die Substruktur ebenfalls aus weiteren Substrukturen besteht, wird zu
J. analog zu Jy das Jys der weiteren Substruktur addiert. Auf diese Weise konnen beliebig tiefe
Ebenen an Substrukturen in den Algorithmus implementiert werden.

4.3 Der Einfluss einer einzelnen Platte auf das Stabilitiitsverhalten einer
Struktur

Wie im vorherigen Kapitel dargestellt, muss fiir die Berechnung des kritischen Beulwerts neben
dem Verhalten der Struktur im globalen auch das Verhalten der einzelnen Platten betrachtet
werden.

Die folgende Herleitung bezieht sich, wenn nicht anders angegeben, auf WITTRICK und WIL-
LIAMS [37, Abschnitt 8]. Der Einfluss der einzelnen Platten wird in Gleichung 4.2.5 durch Jy
eingefiigt. Jy gibt dabei die Anzahl an Beulmoden an, die bei der gegebenen Last Q bei den
einzelnen Platten der Struktur auftreten wiirden, wenn sich diese in einem fest eingespannten
Zustand befianden. Dieser Wert muss fiir jede einzelne Platte separat berechnet werden. Dafiir
wird Gleichung 4.1.3 invertiert, sodass:

d=k'p

ist. Wenn die Platte fest eingespannt ist, gilt d = 0, weswegen nicht triviale Losungen nur moglich
sind, wenn die Determinante von k™! gleich 0 ist. Dies ist nur der Fall, wenn det(k) = oo gilt.
Da k von endlicher Ordnung ist, tritt dies nur ein, wenn Eintrdge in den Steifigkeitsmatrizen
gegen unendlich divergieren. Dies kann in folgenden Fillen auftreten:

* Die Eintrdage in der Platten-Steifigkeitsmatrix divergieren gegen unendlich, wenn die
Funktion im Nenner der Variable Z = 0 ist. Die Variable Z wird in Anhang B.1 hergeleitet.
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* Die Eintrdge in der Scheiben-Steifigkeitsmatrix divergieren gegen unendlich, wenn entwe-
der bei B2 > C die Variablen H, oder Hy; = 0 oder bei B> < C die Variablen J, oder J; = 0
werden. Diese Variablen werden in Anhang B.2 hergeleitet.

Diese Bedingungen definieren demnach, ob Eigenwerte bei einer einzelnen Platte mit fest ein-
gespannten Seitenrdndern auftreten. Da die Ausdriicke von Z, H,, H, J, und Jg = 0 aber eine
gewisse Komplexitit aufweisen, konnen keine expliziten analytischen Zusammenhénge aufge-
stellt werden, bei welchen d@u3eren Belastungen die genannten Ausdriicke zu Null werden. Aus
diesem Grund haben WITTRICK und WILLIAMS [37] ein alternatives Vorgehen entwickelt.

Wie oben schon erklirt, sind die aus der Plattenebene heraus und in der Ebene wirkende
Krifte und Momente sowie die Verschiebungen und Verdrehungen unabhingig voneinander.
Aus diesem Grund kann die Anzahl der vorliegenden Eigenwerte bei einer fest eingespannten
Platte ebenfalls getrennt unter einem Plattenverhalten und einem Scheibenverhalten betrachtet
werden, weswegen auch Gleichung 4.2.6 aufgestellt wurde. Die Herleitung zur Berechnung der
Anzahl der vorliegenden Eigenwerte fiir das Scheibenverhalten ist in Anhang B.3.1 und fiir das
Plattenverhalten in Anhang B.3.2 dargelegt.

4.4 Zusammenfassung des Programmablaufs

Eine Zusammenfassung des Programmablaufs ist in Abbildung 4.7 gegeben. Die Berechnung
beginnt mit dem Festlegen der unteren Schranke Q, fiirs Bisektionsverfahren sowie mit einem
Startwert fiir Q, der in diesem Fall bei 50 N liegt. Als erster Schritt werden mit dem Startwert fiir
0, den Materialwerten, den Dicken und Breiten der einzelnen Platten die Spannung 1 und die
Schubspannung 7 fiir jede Platte bestimmt.

Die Belastungen aus Druck beziehungsweise Zug, Biegung und der Schub aus Torsion miissen
dafiir in einem vorher definierten, festen Verhiltnis stehen. Dieses Verhiltnis ergibt sich direkt
aus dem Verhiltnis der zu priifenden Belastung. Aus diesem Grund werden Vielfache von Q
gebildet, die dieses Verhiltnis darstellen. Wenn eine Druckbelastung iiber einen Strukturkennwert
Kp vorliegt, lautet dieses Verhiltnis:

Op =0,
B Kml
QM - K_D 5
Kyl
Or = Ko

Wenn keine Druckbelastung und nur eine Kombination aus Biegung und Torsion vorliegt, bildet
sich folgendes Verhiltnis aus:
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Plattenkoordinaten Berechnen von 61,7, Jede Platte drehen zu
o> Material _><>'> SKi1>8Ki2» S.K21 »SKa»» SKi1>SK 125Ky SKyy
0 =50 Jeo & J.i fiir jede Platte und Aufstellen von K

[Berechnen von Jy = yalle Platen y = JCJ

J<r i
=0 J>r Berechnen von Bilden von K2,
= J=s{K}+Jy ermitteln von s{K}

B < Q’QQ“ Berechnen von 61,7, Jede Platte drehen zu
SKi1>SKj2> 5Ky 5 5Ky SK11’SK12’SK21’SK22
Jeoo & J fiir jede Platte und Aufstellen von K

[Berechnen von Jo = yalle Platen ;5 =4 JCJ

J<r Berechnen von 0‘ Bilden von K2,
7, /=5 Ki+h ' ermitteln von s{K}

Abb. 4.7: Programmablauf fiir einen A-Wert ohne Substrukturen.

Op =0,
Om =0,
QT—Q@-

Falls nur mit einer Belastung gerechnet wird, wird keine Aufteilung bendtigt und die Berechnung
erfolgt fiir diese Belastung lediglich mit Q. Mit den Lasten konnen die Eintrdge der Platten-
und Scheiben-Steifigkeitsmatrizen der einzelnen Platten aufgestellt werden. Aus den Eintrdgen
werden dann die lokalen Steifkeitsmatrizen der einzelnen Platten gebildet. Parallel werden an
dieser Stelle auch die Beulmoden J, und J;; der einzelnen Platten bestimmt, die an spiterer
Stelle benotigt werden.

Die lokalen Steifigkeitsmatrizen werden nun in das globale Koordinatensystem gedreht. Die
globale Steifigkeitsmatrix K kann anschlieBend unter Beriicksichtigung der Verbindungspunkte
der einzelnen Platten zueinander aufgestellt werden. Von K wird nun die obere Dreiecksmatrix
K2 ohne Pivotisierung gebildet. Mit K kann nun die Anzahl an negativen Eintriigen auf der
Diagonalen s{K} bestimmt werden. s{K} wird mit den in den vorderen Schritten bestimmten
Jeo und Jj zu J aufsummiert. Falls J < r wird Q verdoppelt und die Rechnung beginnt mit der
Berechnung neuer Spannungen 611 und Schubspannung 7 fiir die einzelnen Platten erneut. Falls
J >=r kann in das Bisektionsverfahren gewechselt werden.
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Dafiir wird Q, = Q gesetzt und Q = (Qy + Qo) /2 bestimmt. Mit diesem Q wird die gleiche
Rechnung wie im vorherigen Abschnitt durchgefiihrt, indem zunichst die Spannungen Gy
und die Schubspannung T der einzelnen Platten berechnet werden, wodurch tiber die lokalen
Steifigkeitsmatrizen die globale Steifigkeitsmatrix K aufgestellt werden kann. Mit K kann nun
wieder s{K} bestimmt werden, was dann mit J;, und J;; der einzelnen Platten zu J aufaddiert
wird. Ist J < r wird Q, = Q gesetzt, andernfalls gilt O, = Q. Nun beginnt die Rechnung mit
der Berechnung eines neuen Q = (Qy + Qo) /2 von neuem. An dieser Stelle wird auch gepriift,
ob (Q — Qy)/Q eine vorher definierte Genauigkeit  unterschreitet. Ist dies der Fall, endet die
Berechnung und der kritische Beulwert Q ist gefunden. Anderenfalls werden neue Spannungen
o611 und die Schubspannung <t fiir die einzelnen Platten berechnet und die Rechnung wird
weitergefiihrt.

Nachdem Q gefunden ist, wird die gesamte Rechnung mit einem neuem Wert fiir A wiederholt,
wobei AmitA=1/1,1/2,1,3, ...1/n gebildet wird. [ ist die Lange des Plattengebildes. Gesucht
ist der minimale Wert Q;, fiir alle A aus der vorher genannten Reihe.

4.5 Erweiterung um den Biegelastfall

WITTRICK [32] hat in seiner Arbeit das Verhalten einer Platte beziehungsweise einer aus Platten
zusammengesetzten Struktur unter kombinierten Lasten hergeleitet. Dies inkludiert auch eine
variable Druck- beziehungsweise Zugbelastung 611 in Plattenlédngsrichtung (siehe Abbildung
4.2). Daher kann grundsitzlich auch eine Biegebelastung auf eine Platte beziehungsweise - fiir
diese Arbeit relevanter - auf einem aus Plattenstreifen aufgebautes Profil berechnet werden.
Allerdings gibt WITTRICK [32] in seiner Arbeit an, dass eine exakte Losung fiir die Eintrdge der
Steifigkeitsmatrix nur in den Féllen einer konstanten Zug- oder Druckspannung oder bei einer
symmetrischen Verteilung von 61 (also ein reiner Biegelastfall) moglich ist. Da in dieser Arbeit
aber kombinierte Lastfélle aus Druck und Biegung berechnet werden sollen, liegt im allgemeinen
keine symmetrische Verteilung von 61 vor.

Aus diesem Grund wurde der Wittrick-Williams-Algorithmus adaptiert, um fiir diese Arbeit
zufriedenstellende Losungen generieren zu konnen.

Die Grundlage der Adaption bildet das Umwandeln der stetigen Biegespannung 611 in eine
Treppenfunktion. Die Platte, die einen veridnderlichen Spannungsverlauf erfihrt, wird in Platten-
streifen aufgeteilt, welche wiederum mit einer konstanten Spannung als Mittelwert der Anfangs-
und Endspannung des Plattenstreifens belastet werden. Auf diese Weise konnen fiir die einzelnen
Plattenstreifen die Eintridge der Steifigkeitsmatrix mit den oben dargestellten Herleitungen von
WITTRICK und WILLIAMS aufgestellt werden. Die Plattenstreifen werden allerdings nicht direkt
in die globale Steifigkeitsmatrix eingesetzt, sondern als Substrukturen behandelt (siehe Kapitel
4.2.1) und zunichst separat zusammengesetzt und anschlieBend als eine Platte in die Gesamt-
steifigkeitsmatrix eingesetzt. Der Grund liegt in einem einfacheren Aufbau des Algorithmus
insbesondere bei Profilen mit beliebigen Querschnitten wie in Kapitel 8.
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Da die Treppenfunktion nur eine Nidherung darstellt, muss ein Fehler in Kauf genommen werden.
Dieser wird abnehmen, je grofer die Anzahl an Abschnitten ist, also je genauer der Verlauf
der Biegespannung nachgebildet werden kann. Eine hohere Anzahl an Abschnitten bedeutet
aber einen hohereren Rechenaufwand. Aus diesem Grund muss ein Kompromiss zwischen
Genauigkeit und Rechenzeit gefunden werden. Fiir diese Uberpriifung wurden die optimalen
Profile fiir die einzelnen Lastfille (Druck, Biegung, Torsion) aus Kapitel 5 verwendet, da sie die
Randwerte aller weiteren Rechnungen darstellen.

In Abbildung 4.8 sind sowohl die durchschnittliche Rechenzeit zur Berechnung eines Profils
und die durchschnittliche Abweichung zu den Ergebnissen der Finite-Elemente-Methode in
Abhingigkeit der Anzahl der Abschnitte dargestellt. Zu sehen ist, dass die Rechenzeit linear mit
der Erhohung der Anzahl an Abschnitten zunimmt. Die Abweichung zu den Ergebnissen der
Finite-Elemente-Methode fillt zu Beginn sehr stark ab und verédndert sich ab fiinf Abschnitten
nicht mehr signifikant und verbleibt bei einem Fehler von 15 %. Eine wie hier positiv vorliegende
Abweichung bedeutet, dass die absoluten Werte des Wittrick-Williams-Algorithmus geringer
sind als die der Finite-Elemente-Methode.

4 . 25
— Rechenzeit
- -- Abweichung zu den Ergebnissen der FEM 20
- 3 } ‘I‘ §
g ' .8
- e 15 e
R 5l 5
E ’ 10 §
1+ <
s
0 1 1 1 1 1 1 1 0

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Anzahl an Abschnitte

Abb. 4.8: Verianderung der Rechenzeit und des Fehlers zur Finite-Elemente-Methode (FEM) bei
einer unterschiedlichen Anzahl an Abschnitten in den biegebelasteten Plattenelementen bei
einem Vierkantprofil.

Die Abweichungen konnen mit unterschiedlichen Einspannungsbedingungen des Profils beim
Wittrick-Williams-Algorithmus und der Finite-Elemente-Methode erkldrt werden. Dies wird
bei einer lingenabhédngigen Betrachtung ersichtlich. In Abbildung 4.9 sind die Abweichungen
zwischen den Ergebnissen des Wittrick-Williams-Algorithmus und der Finite-Elemente-Methode
abhiingig von der Lédnge des Profils fiir die reine Druck-, Torsions- und Biegebelastung gezeigt.

Zu erkennen ist, dass die Abweichung der Ergebnisse zu den Ergebnissen der Finite-Elemente-
Methode mit der Erhohung der Linge deutlich abnimmt. Die ersten Stabilitdtsmoden dieser
Profile sind lokale Moden, weswegen die Einspannungsbedingungen an den Ende des Profils
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25 1

—_ NS
%) S

Abweichung in %
>

—— Druckbelastung
- - - Torsionsbelastung
------- Biegebelastung

1.000

2.000  3.000 4.000 5.000 6.000 7.000
Linge des Profils in mm

Abb. 4.9: Verinderung des Fehlers zur Finite-Elemente-Methode (FEM) abhiingig von der Linge des
Profils fiir reine Druck-, Torsions- und Biegebelastung.

beziehungsweise den kurzen Plattenréinder der einzelnen Platten einen starken Einfluss auf das
Stabilitdtsverhalten haben. Dies ist an den Kurvenverldufen eindeutig zu erkennen. Deutlicher
wird es noch, wenn die absoluten Zahlen betrachtet werden. Hierfiir wurde ein quadratisches
Profil mit der Kantenlinge 372,34 mm und der Profildicke 5,81 mm gewdhlt, dessen prozentuale
Abweichung ungefidhr dem Verlauf von Abbildung 4.9 entspricht.

In Abbildung 4.10 ist die kritische Beulspannung berechnet durch die Finite-Elemente-Methode
und durch den Wittrick-Williams-Algorithmus aufgezeichnet.

Kritische Beulspannung in MPa

300

. — Wittrick-Williams-Algorithmus
N - - - Finite-Elemente-Methode

200

100 +

0

2.500 5.000 7.500 10.000 12.500 15.000

Lénge des Profils in mm

Abb. 4.10: Kritische Beulspannung eines Vierkantprofils mit quadratischem Querschnitt und einer
Hohe von 372,34mm und einer Profildicke von 5,81 mm in Abhéngigkeit der Linge
berechnet mit der Finite-Elemente-Methode und dem Wittrick-Williams-Algorithmus.



48 4 Wittrick-Williams-Algorithmus

Zu erkennen ist, dass die Werte des Wittrick-Williams-Algorithmus nahezu konstant sind, wohin-
gegen sich die Werte berechnet durch die Finite-Elemente-Methode asymptotisch den Werten des
Wittrick-Williams-Algorithmus anndhern. Daher erscheint es plausibel, dass die Einspannung
beim Wittrick-Williams-Algorithmus keine versteifenden Eigenschaften aufweist. WITTRICK
und WILLIAMS [96] verwenden als Grundlage fiir alle ihre Berechnungen eine sinusférmi-
ge Auslenkung der Platte unter Last. Eine reine sinusformige Auslenkung kann aber nur bei
vollstindig gelenkiger Lagerung erzielt werden. Aus diesem Grund bilden die Werte des Wit-
trick-Williams-Algorithmus in Abbildung 4.10 die Grundlinie, an die sich die Werte der Finite-
Elemente-Methode annidhern. Fiir die weiteren Berechnungen kann daher mit dem Wittrick-
Williams-Algorithmus gerechnet werden, da dessen Werte somit immer die «sichere Seite» der
Berechnung darstellen. Denn in der Realitéit wirkt jede Einspannung in gewisser Weise immer
versteifend.

Fiir die weitere Berechnung wird eine Unterteilung der mit einem Spannungsverlauf belaste-
ten Platten in vier Abschnitte vorgenommen. Dies stellt einen Kompromiss zwischen hoher
Rechengeschwindigkeit und ausreichender Genauigkeit der Ergebnisse dar.
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In diesem Kapitel werden die von PRECHTL [2] entwickelten Methoden zur Bestimmung des
Leichtbaupotenzials von profilférmigen Tragwerken vorgestellt. Diese werden zunéchst fiir
druck- und biegebelastete Tragwerke nachvollzogen und erweitert sowie anschlieBend analog zu
der von PRECHTL entwickelten Methode ebenfalls fiir einen Torsionsstab aufgestellt. Das Ziel
der Optimierungsaufgabe ist die Minimierung der Masse m des Tragwerks. Zum Bilden einer
geschlossenen-analytischen Losung werden dazu noch die Spannung ¢ und die Volumendichte
V /13 benétigt. Fiir die Optimierung werden neben den Systemgleichungen auch die Funktion
des Tragwerks und der Strukturkennwert K benotigt, wobei sich die Systemgleichungen aus
ZielgroBe, Entwurfsvariablen und Restriktionen zusammensetzen.

Die Herleitungen fiir den Profil-Druckstab (siehe folgendes Kapitel 5.1) und fiir den Profil-
Biegetriger (siehe Kapitel 5.2) orientieren sich am Vorgehen von PRECHTL, weichen aber an
einigen Stellen von seinen Ausfiihrungen ab. Neben kleinerer unterschiedlicher Auffassungen, die
entsprechend gekennzeichnet sind, behauptet PRECHTL, eine geschlossene-analytische Losung
vorzustellen. Dies ist allerdings nicht der Fall, da er in seiner Losung empirisch-numerische
Verfahren verwendet.

Aus diesem Grund werden zunéchst geschlossen-analytische Losungen vorgestellt, die «schlech-
ter» (also schwerer) sind, als die Losungen von PRECHTL. Die Abweichungen zu der Herleitung
zu PRECHTL sind entsprechend kenntlich gemacht. AnschlieBend wird kurz die Losung von
PRECHTL vorgestellt, welche aufgrund des empirisch-numerischen Ansatzes fiir die jeweiligen
Profile die optimale Bauform darstellt. Die Losungen von PRECHTL erméglichen, die Ergeb-
nisse des Wittrick-Williams-Algorithmus kombiniert mit dem evolutiondren Algorithmus zu
validieren.

Fiir den Profil-Torsionsstab (sieche Kapitel 5.3) werden ebenfalls zunéchst die geschlossene-
analytische Losung aufgestellt und anschlieend auch die verbesserte Losung mit dem Vorgehen
nach PRECHTL aufgestellt.

Im Folgenden liegt der Fokus auf den wesentlichen Punkten der Herleitung, der Ergebnisse fiir
die relativen Profilgroen und der verschiedenen Methodiken zur Bestimmung dieser relativen
ProfilgroBen. Die detaillierte Herleitung der gewichtsoptimierten Auslegung fiir alle drei Grund-
lastfille, die sich nahe an der Ausfiihrung von PRECHTL hiilt, ist in Anhang C zu finden, worauf
an den entsprechenden Stellen im einzelnen nochmals verwiesen wird.
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5.1 Gewichtsoptimierte Auslegung fiir Profil-Druckstibe

In diesem Abschnitt wird die Herleitung fiir eine gewichtsoptimierte Auslegung fiir Profil-Druck-
stabe nach PRECHTL [2, Kapitel 4.3] vorgestellt und erweitert. Wenn nicht anders angegeben,
beziehen sich die folgenden Abschnitte auf die Ausfithrungen von PRECHTL.

Fiir die Auslegungsaufgabe wird ein in Abbildung 5.1 gezeigtes Profil mit der Last P auf Druck
belastet. Der Querschnitt weist die Hohe /4 und die Breite b sowie die im Querschnitt konstante
Profildicke ¢ auf. Die Linge [ ist gegeben. Voraussetzung ist, dass die klassischen Hypothesen
fiir schlanke Stibe und das lineare Elastizititsgesetz gelten. Dies bedeutet, dass h, b < [ und
t < h, b gilt. Der Strukturkennwert ist fiir diese Aufgabe mit K = P/[? definiert.

X2

X3

Abb. 5.1: Homogen und als Vierkantprofil ausgefiihrter Profil-Druckstab nach PRECHTL [2].

Das Ziel der Auslegungsaufgabe ist die Bestimmung der minimalen Masse m. Die ZielgroBe wird
zur Vereinfachung auf die Maximierung der Spannung ¢ umgestellt, da sich beim Druckstab die
Spannung G proportional zur Masse m verhélt und so ein zusitzlicher Rechenschritt weggelassen
werden kann. Die Restriktionen sind zum einen die gegebene Linge [ und die funktionalen
Restriktionen fiir das Festigkeits- und Stabilitidtsversagen. Freie Variablen sind die relative
Profilhohe £ /1, die relative Profildicke ¢ /h und das Breiten-Hohenverhiltnis 6 = b/h. Eine
Zusammenfassung der Auslegungsaufgabe ist in Abbildung 5.2 gegeben.

Neben dem in Abbildung 5.1 gezeigten Vierkantprofil wird die gewichtsoptimierte Auslegung fiir
Doppelt-T-, T- und U-Profile vorgestellt. PRECHTL gibt an, dass Vollprofile und Kreisring-Profile
bereits von WIEDEMANN [29] behandelt wurden. WIEDEMANN und auch REES [28] haben
dazu auch schon teilweise eine gewichtsoptimierte Auslegung fiir die genannten Profilformen
vorgenommen. Diese wurden aber nicht allgemeingiiltig formuliert und auch die Breite » und
die Hohe £ des Profils wurden nicht optimiert. Dies hat PRECHTL in seiner Arbeit getan.

5.1.1 Profilwerte

Fiir die in Abbildung 5.3 dargestellten Profile werden im Folgenden die Querschnittsflaiche A und
die Fliachentriagheitsmomente J>, und J33 in allgemeiner Form hergeleitet. Da die Profile einfach
beziehungsweise doppelt achsensymmetrisch sind, sind die Haupttrigheitsmomente identisch zu
den Eigentriagheitsmomenten. Die Querschnittsfliche in allgemeiner Form ist
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Funktion: Profiltragwerk unter Druckbelastung (h, b < [und t < h, b)
Strukturkennwert: K = 15;

ZielgroBe: Masse m — Min; bzw. Spannung ¢ — Max

Restriktionen: geometrisch: Linge [

funktional: ~ Festigkeit: FlieBgrenze |G| < G,y
Stabilitdt:  Knicken P < Py
Beulen |6] < Gy
freie Variablen: relative Profilhohe %
relative Profildicke

Breiten-Hohenverhiiltnis 0 = %

Abb. 5.2: Zusammenfassung der Auslegungsaufgabe fiir den Profil-Druckstab nach PRECHTL [2].

A= CAl‘l’lfA(6> .

b b b
<L> > P> D E—
. ) X2 : X2 )
X2 1 X2 1 <& - -t - $HfF----
h‘----:-- h| & --4 - h : h :
4 ! t
nat > vy e U
| I 1 | 1 X3
X3 | 2% X3

Abb. 5.3: Querschnitte der betrachteten Profilformen: Vierkantprofil, Doppel-T-Profil, T-Profil, U-
Profil (von links nach rechts) nach PRECHTL [2].

Die Haupttrigheitsmomente um die x»- und die x3-Achse lauten

Jon = CJzzth3fJ22(8) )
J33 = CJ33th3fJ33 (8) .

Die fiir die einzelnen Profile notigen Profilwertfaktoren ca, cy,, , ¢y, und die Profilwertfunktionen
fa(8), f1,,(8) und fi,, () sind in der Tabelle 5.1 gegeben.
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Tab. 5.1: Profilwertfaktoren und Profilwertfunktionen fiir Querschnittsfliche und Flachentrigheitsmo-
mente der angegebenen Profilformen beim Druckstab nach PRECHTL [2]

Profilform CA CJy, CJ3 fA (8) fJ22 (8) fJ33 (8)

Vierkantprofil 2 % % 1+8 1438 & <1 + %)

Doppel-T-Profil 1 1—12 % 1428 1+66 &

T-Profil 1 5 &5 148 P &

U-Profil R - A )
3

5.1.2 Zielfunktion und Restriktionen

Wie zu Beginn dieses Kapitels schon erwihnt, ist beim Druckstab die Spannung konstant und
indirekt proportional zur Masse des Stabes. Daher wird als Zielfunktion die Spannung im Stab
verwendet. Diese lautet

P 1 (1\’h

Die Spannung muss fiir den optimalen Profilquerschnitt maximiert werden. Die Restriktionen
liegen zum einen beim Festigkeitsversagen mit

G < Ozl (5.1.3)

und zum anderen beim Stabilitdtsversagen, welches sich durch Knicken um die jeweilige Achse
mit

G < Olsity,, = Ky, nzlffz = CKZCZACJ” n J;ZQ((SS)) (?) 2E, (5.1.4a)
G < Oaing,, = ks nzlff - CKfA% n J;ﬁ: ((;) (?) ‘g (5.1.4b)

und durch lokales Beulen mit
G < Gy, = kp(8)E (%)2 (5.1.5)

aufert.
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Die Faktoren ck,, und ck,; aus Gleichung 5.1.4 geben den Einspannungszustand an, wodurch
der Eulerfall festgelegt wird. Um die Ergebnisse mit den Berechnungen des Wittrick-Williams-
Algorithmus vergleichen zu konnen, miissen die beiden Faktoren ck,,, ck;; = 1 gesetzt wer-
den, was dem Eulerfall 2 entspricht. PRECHTL merkt an, «dass fiir die doppeltsymmetrischen
Profilformen wie das (Vierkant- und das Doppel-T-Profil) ein zusitzliches Drillknicken um die
x1-Achse des Stabs zu beriicksichtigen ist». Teil der Voraussetzung ist aber, dass die Stibe nicht
durch seitliche Fesseln behindert werden beziehungsweise dass sie nicht gedrungen sind. In
diesen Fillen ist daher nach WIEDEMANN [29] kein Drillknicken zu erwarten. Fiir das T- und das
U-Profil, die einfachsymmetrisch sind, wird auf jeden Fall das Phdnomen des Biegedrillknickens
auftreten. PRECHTL schlédgt daher vor, dass die Ergebnisse dieser Profile zusitzlich noch gegen
Biegedrillknicken gepriift werden miissen.

Die Funktion kp(9) in Gleichung 5.1.5 ist die sogenannte Profilbeulwertfunktion. Wie zu Beginn
schon angemerkt, tritt an dieser Stelle eine Abweichung zum Vorgehen von PRECHTL auf.
Fiir eine geschlossen-analytische Losung muss mit den Grenzbeulwerten kpGren, fiir Steg- und
Flanschbeulen gerechnet werden (Vergleich Kapitel 3.2.3). In Tabelle 5.2 sind die jeweiligen
Grenzbeulwerte fiir die verschiedenen Querschnitte angegeben. Der tatsdchliche Beulwert liegt
zwischen diesen Grenzen, was aber nur numerisch oder experimentell ermittelt werden kann.
Fiir die geschlossen-analytische Losung werden daher die jeweils unteren Grenzbeulwerte des
Stegs und Flansches verwendet. Aus diesem Grund miissen im Folgenden die beiden Bereiche
(der Steg beult zuerst oder der Flansch beult zuerst) immer separat gepriift werden.

Tab. 5.2: Untere und obere Grenze der Beulwerte Kgen, fiir die betrachteten Querschnitte

Profilform Ks, Ks, Kr, X,
Vierkant-Profil 4 697 & &
Doppel-T-Profil 4 6,97 18_27 5%
T-Profil 0425 125 ¥ 3
U-Profil 0425 125 & &7

PRECHTL verwendet an dieser Stelle einen numerischen Ansatz, indem er mit aufwendigen Finite-
Elemente-Methode-Rechnungen die realen Beulwerte des Profils fiir unterschiedliche Breiten-
Hohenverhiltnisse § ermittelt. Dieses Vorgehen wird im Detail im Nachgang der geschlossen-
analytischen Losung besprochen (siehe Kapitel 5.1.4).

5.1.3 Optimierte Auslegung

Die genaue Herleitung der gewichtsoptimierten Auslegung ist in Anhang C.1 dargelegt. Sie folgt
groftenteils den Ausfithrungen von PRECHTL, wobei Abweichungen entsprechend gekennzeich-
net sind. Fiir einen kleinen Strukturkennwerte K < K ergeben sich dann die gewichtsoptimalen
Geometrieverhiltnisse //1 und ¢ / h mit
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h 1 Tlo K 3
<7)minkzc<};)’k(l—vz> (E) ’ (5.1.6a)
2 (K %
<%>minkzc(ltz)’k(1_\/2)5 <E) (5-1.6b)

mit

1

o ( 1 CA fA(SOpt)K(SOpt)> o ,

)’ ko 1274 C3K22C?22 ﬁzz (SOpt)3

1
c = (2) 2 K Cl szz (SOPt) i
(l%) k T 62A fA(Sopt)zK(BOPt)2 ‘

Die notigen optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse O, werden ebenfalls in Anhang C.1 hergeleitet
und sind in Tabelle 5.3 aufgelistet.

9
—~
—=

Tab. 5.3: Optimales Breiten-Hohenverhiltnis Bopt und der dazugehorige Profilbeulwert K(Sopt) des
Druckstabs der angegebenen Profilformen

Profilform Sopt  K(Bopt)
Vierkantprofil 1 4

Doppel-T-Profil 1,81 0,519
T-Profil 1,4 0,425
U-Profil 0,73 0,425

Fiir einen groBen Strukturkennwert K > K liegt ein Versagen nach Festigkeit vor. Da eine zweite
Restriktion nicht benétigt wird, existieren beliebig viele Losungen. PRECHTL wihlt eine dieser
Losungen ohne weitere Begriindung aus, indem er einfach den Zusammenhang fiir die relative
Profildicke ¢/ h bei einem kleinen Strukturkennwert auch fiir den grofen Strukturkennwert nutzt.
Zielfiihrender ist die Einfithrung einer geometrischen Restriktion. Die Grenzen der Losungsmen-
ge bilden ein optimal kleines und optimal grofles Profil. Diese liegen vor, wenn entweder Knicken
und Festigkeitsversagen oder lokales Beulen und Festigkeitsversagen gleichzeitig eintreten. Die
Herleitung der optimalen relativen Geometriebeziehungen //[ und ¢/ h ist ebenfalls in Anhang
C.1 gegeben. Fiir ein optimal kleines Profil ergibt sich dann
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h Ozul
n _ iy 5.1.8
(l >0pt, Zmin “(1)-emn \ °E 15

d EK
h ~ (0 e 2 5.1.8b
< h ) opt, min C( 7 ) > Zmin Ggu] ( )

mit

crn _ i CA fA(Sopt)
(7)’ Emin TCZ CK22CJ22 f]zz(sopt) >

e/ _ 2CKnCln iz (Bopt)
(E)’gmin szk fA(Sopt)z.

Fiir einen groBen Strukturkennwert und der Bedingung, dass das Profil optimal grof3 sein soll
ergibt sich

1

h 1 \*[(EK*\®
h e , 5.1.10
(l)opt,gmax C('z)’gmaX(l—vz) <c3 ) (1.0

zul

N

1
l Ozul 2
’ = (a1 ) () 5.1.10b
(h>0pt,gmax c(ﬁ)’gmax( v ) E ( )

mit

(%1 g V!
(1) =\ 1262 fa(Bop)?)

(121
“()oemn — \ 2 x(Bop) )

Werte fiir die Faktoren c(j,/1) x> C(1/n), ks C(h/1), gmin® €t /1), gmin® €(0/1), gmax 909D €(1 /1), gy TUT daS
optimale Breiten-Hohenverhiltnis 8, der jeweiligen Profile sind in Tabelle 5.4 angegeben.

Wenn nun die gewichtsoptimalen Geometrieverhilnisse aus Gleichungen 5.1.6 und 5.1.8 bezie-
hungsweise 5.1.10 in Gleichung 5.1.2 eingesetzt werden, ergeben sich die maximalen Spannun-
gen fiir kleine und grof3e Strukturkennwerte, wie folgt
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Tab. 5.4: Die Faktoren ¢ (/1) x, C(1/h), k> C(h/1), gmin> C(t/h). gmin> C(1/1), gmax 90D C(1/h), gnae TUT das oOpti-
male Breiten-Hohenverhiltnis 8, der angegebenen Profilformen

n)

Profiform  C(h)k “()k (D).zwn ()ewn “(H)tms (5. tm

Vierkantprofil 0,735 0,520 0,780 0,411 0,673 0,551
Doppel-T-Profil 0,54 1,20 0,689 0,457 0,376 1,53

T-Profil 0,769 1,26 1,03 0,393 0,496 1,69
U-Profil 0,72 1,27 0,960 0,398 0,465 1,69
1
UV 3yt . o
Omax =P (=03 ) (K2 fir K<R, (5.1.12a)
Gmax = Gyl fir K>FK (5.1.12b)

mit der Geometriefunktion

1
b= n_éc%zzc%zz Ji (Sopt)zKp(Sopt) >
12 ¢k Salon)?

fiir welche in Tabelle 5.5 berechnete Werte angegeben sind.

Tab. 5.5: Fiir die Geometriefunktion ® berechnete Werte der angegebenen Profilformen fiir das
jeweilige optimale Breiten-Hohenverhiltnis 8, (siehe Tabelle 5.3) und die dazugehdrigen
kritischen Strukturkennwerte K

Profilform D K

Vierkantprofil 0,889 0,051 MPa
Doppel-T-Profil 0,617 0,127 MPa
T-Profil 0,558 0,164 MPa
U-Profil 0,560 0,162 MPa

Der kritische Strukturkennwert K und somit der Wechsel von einem kleinen zu einem groen
Strukturkennwert liegt dann vor, wenn die maximalen Spannungen aus Gleichung 5.1.12 gleich
groB sind. Zur Bestimmung von K werden diese daher gleichgesetzt. Es ergibt sich folgender
Zusammenhang, von dem die Zahlenwerte in Tabelle 5.5 angegeben sind:
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_ 1 o>
K: 5(1—\/2)%

5.1.4 Numerischer Ansatz fiir den Druckstab nach PRECHTL

Wie oben schon angesprochen, hat PRECHTL einen numerischen Ansatz verfolgt, um den exakten
Profilbeulwert fiir das jeweilige Breiten-Hohenverhiltnis 8 verwenden zu konnen. Insofern
weichen die Werte in den Tabellen 5.4 und 5.5 von den von PRECHTL ermittelten und genannten
Werten ab. Der Vollstindigkeit halber ist im Folgenden der numerische Ansatz nach PRECHTL
kurz zusammengefasst.

Das im vorherigen Kapitel 5.1.3 beziehungsweise in Anhang C.1 vorgestellte Vorgehen zum
Ermitteln der optimierten Profilgeometrien ist mit dem numerischen Ansatz nach PRECHTL
identisch. Auch die optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse dop in Tabelle 5.3 sind gleich. Die
aufgestellten Gleichungen sind ebenso identisch, abgesehen davon, dass PRECHTL bei groflen
Strukturkennwerten ohne weitere Begriindung die Annahme (¢/h) ;o = (t/1) 5, trifft. Das
gewichtsoptimale Geometrieverhiltnis /! fiir einen groBen Strukturkennwert K > K ist nach

PRECHTL
2
(h> ( : )
— =C/n PR
7 ) &Prechtl _ 2
! OPL, Eprechtl ( ! ) et 1 v

|
VR
q‘k
NAA
E |
~

3l

mit

1
s = () Gt )
(7),gprechtl 12 C3ACK1C122 fA(Sopt)3fJ22(80Pt)

Zur Berechnung der c-Faktoren wird ab dieser Stelle der numerische Ansatz verwendet, indem
der exakte Profilbeulwert fiir das optimale Breiten-Hohenverhiltnis 6, berechnet wird. Die Pro-
filbeulwertfunktionen fiir die besprochenen Querschnittsformen, aus denen die Profilbeulwerte
fiir die weitere Berechnung entnommen wurden, sind in Abbildung 5.4 dargestellt.

Fiir die in Tabelle 5.3 genannten optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse 8,p¢ konnen in Tabelle 5.6
die numerisch ermittelten exakten K-Werte entnommen werden. Fiir einen besseren Vergleich
sind ebenso die analytisch berechneten Werte genannt.

Mit diesen k-Werten konnen nun die numerisch-optimalen c-Faktoren berechnet werden, welche
in Tabelle 5.7 aufgelistet sind. Als Hinweis sei gegeben, dass die c-Faktoren fiir einen kleinen
Strukturkennwert K < K von PRECHTL und aus dieser Arbeit identisch sind. Aus diesem Grund
findet keine Unterscheidung statt. Deswegen wird lediglich die relative Profilhche £ /1 fiir einen
groBen Strukturkennwert entsprechend mit «Prechtl» markiert.
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Abb. 5.4: Numerisch berechnete Profilbeulwertfunktionen kp fiir die besprochenen Querschnittsfor-
men. Die unteren und oberen Grenzprofilbeulwertfunktionen kpgren, sind in der gleichen
Linienfarbe und in einer aufgeweiteten Ausfithrung dargestellt. Die Darstellung orientiert
sich an der Ausarbeitung von PRECHTL [2].

Tab. 5.6: Analytische und numerische k-Werte fiir die optimalen Breiten-Hohenverhéltnis S,p; des
Druckstabs der angegeben Profilformen

PrOﬁlfOI'm 80pt K ( Sopt ) anal K ( Sopt ) num
Vierkantprofil 1 4 4
Doppel-T-Profil 1,81 0,519 0,934
T-Profil 1,4 0,425 0,613
U-Profil 0,73 0,425 0,932

Mit den verédnderten c-Faktoren ergeben sich auch bessere Werte fiir die Geometriefunktion &
sowie verinderte kritische Strukturkennwerte K, welche in Tabelle 5.8 angegeben sind.
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Tab. 5.7: Die mit dem numerisch optimalen k-Wert berechneten Faktoren c‘(‘;l"/“l) K2 c‘(‘t“/”}‘l) 2 c’(‘zr/“l) g’
num num num num 1] 3 s _ =2 - .
Cl/h), gmin® CORID), gmac® /), Emas und iy fiir das optimale Breiten-Hohenverhiltnis

dopt der behandelten Profilformen

Profilform cr(‘”%rsl . cr&“;; . cr(‘%‘ o cr(“%n)l o c'(lu%“)1 - cr&‘%“; - C?‘%‘ .
Vierkantpr. 0,735 0,520 0,707 0,500 0,673 0,551 0,693
Doppel-T-Pr. 0,573 0,950 0,507 0,841 0,436 1,141 0,477
T-Profil 0,797 1,091 0,673 0,920 0,544 1,408 0,618
U-Profil 0,777 0,925 0,675 0,804 0,566 1,142 0,629

Tab. 5.8: Fiir die Geometriefunktion @ mit dem numerisch exakten k-Wert berechnete Werte der
besprochenen Profilformen fiir das jeweilige optimale Breiten-Hohenverhéltnis

Profilform Pnum Knum

Vierkantprofil 0,889 0,051 MPa
Doppel-T-Profil 0,693 0,095 MPa
T-Profil 0,600 0,136 MPa
U-Profil 0,656 0,109 MPa

5.2 Gewichtsoptimierte Auslegung fiir Profil-Biegetriger

In diesem Abschnitt wird die gewichtsoptimierte Auslegung fiir Profil-Biegetrdger nach PRECHTL
[2, Kapitel 4.4] vorgestellt. Wenn nicht anders angegeben, bezieht sich alles weitere auf die
Ausfithrungen von PRECHTL.

Fiir die Auslegungsaufgabe wird ein in Abbildung 5.5 gezeigtes Profil mit dem Moment M auf
Biegung belastet. Der Querschnitt weist die Hohe 4 und die Breite b sowie die im Querschnitt
konstante Profildicke ¢ auf. Die Linge [ ist gegeben. Voraussetzung ist, dass die klassischen
Hypothesen fiir schlanke Stibe und das lineare Elastizitdtsgesetz gelten. Dies bedeutet, dass
h, b < lund t < h, b sind. Der Strukturkennwert ist fiir diese Aufgabe mit K = M/ I3 definiert.
In der Herleitung von PRECHTL kann die Belastung auch durch eine Querkraft P oder eine
Streckenlast p hervorgerufen werden. Dadurch ergibt sich der korrespondierende Strukturkenn-
wert K = P/I?> = p/I. Da die Einbindung des Wittrick-Williams-Algorithmus ein Ziel dieser
Arbeit ist, miissen die Rand- und Einspannungsbedingungen, die der Algorithmus verarbeiten
kann, beachtet werden. Aus diesem Grund wird im weiteren Verlauf nur mit einem Moment M
gerechnet. Zusitzlich gelten die Anforderungen der elementaren Stabtheorie, welche die Vernach-
lassigung der Schubverformung der Profilwénde, die Nichtbehinderung von Querkontraktion
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und Querkriimmung und die Formhaltung des Profils insbesondere am Punkt der Lasteinleitung
beinhalten.

t

Z

X3
/ /

Abb. 5.5: Homogen und als Vierkantprofil ausgefiihrter Profil-Biegetriiger, der mit einem Moment M
belastet wird, nach PRECHTL [2].

Auch in diesem Abschnitt ist weiterhin eine minimale Masse m das Ziel. Die ZielgroBe ist
allerdings die dimensionslose Zielfunktion Z, die als Volumendichte interpretiert wird. Die
Restriktionen sind zum einen die gegebene Linge / und die funktionalen Restriktionen fiir
das Festigkeits- und Stabilitdtsversagen. Fiir die Steifigkeit ist die Verformung f entscheidend,
die kleiner als die erlaubte Verformung f,, sein muss. Ein allgemeiner Wert fiir f ist nicht
definiert, sondern immer von der Anwendung und dem Einzelfall abhéngig. PETERSEN [45] gibt
an, dass mit einem Wert von f,,/] = 1/300 gerechnet werden kann. Dies wird in dieser Arbeit
dementsprechend angewendet.

Freie Variablen sind wie beim Profil-Druckstab die relative Profilhohe £/ [, die relative Profildicke
t/h und das Breiten-Hohenverhiltnis & = b/ h. Eine Zusammenfassung der Problemstellung ist
in Abbildung 5.6 gegeben.

Funktion: Profiltragwerk unter Biegebelastung (h, b < [ und t < h, b)
Strukturkennwert: K = Jl‘—g

ZielgroBe: Masse m — Min; bzw. Volumendichte 1K3 — Min
Restriktionen: geometrisch: Linge [

funktional: ~ Festigkeit: FlieBgrenze |G| < G,y
Stabilitdt:  Verformung f < f,u
Beulen |6| < Oy
freie Variablen: relative Profilhohe %
relative Profildicke

Breiten-Hohenverhiltnis & = %

Abb. 5.6: Zusammenfassung der Auslegungsaufgabe fiir den Profil-Biegetrdger nach PRECHTL [2].



5.2 Gewichtsoptimierte Auslegung fiir Profil-Biegetriager 61

Neben dem in Abbildung 5.5 gezeigten Vierkantprofil wird auch die gewichtsoptimierte Aus-
legung fiir Doppelt-T-, T-, U- und C-Profile vorgestellt. PRECHTL gibt auch hier an, dass
WIEDEMANN [29] und auch REES [28] teilweise eine gewichtsoptimierte Auslegung fiir die
genannten Profilformen vorgenommen haben. Aber auch fiir den Biegetriger hat PRECHTL
erstmals eine allgemein giiltige Formulierung mit zusétzlichen Restriktionen aufgestellt.

Im Gegensatz zum Profil-Druckstab sind die Auswirkungen auf die Herleitung der geschlossen-
analytischen Losung der gewichtsoptimierten Auslegung fiir den Profil-Biegetrdger durch das
numerische Vorgehen von PRECHTL erheblich groer. Die Methode der Herleitung ist aber wei-
testgehend identisch und eine Abweichung ist entsprechend kenntlich gemacht. Auch in diesem
Abschnitt werden zunéchst die geschlossen-analytische Losung vorgestellt und anschlieBend die
numerische Losung zusammengefasst.

5.2.1 Profilwerte

Fiir die in Abbildung 5.7 dargestellten Profile des Biegetragers miissen die Querschnittsflache
A, das axiale Flidchentriagheitsmoment J;, und das axiale Widerstandsmoment W>, hergeleitet
werden. Da beim Biegetriger die Richtung der Biegung relevant ist, wird neben dem U-Profil
auch das C-Profil betrachtet. Die allgemeine Form der Fldche und des Flichentrigheitsmoments
sind unverdndert zum Druckstab, werden aber aus Griinden der Vollstindigkeit an dieser Stelle
noch einmal wiederholt. Sie lauten

A= CAt/’lfA(8> ,

Jn = chzth3fJ22 (8> .

Die allgemeine Form fiir das Widerstandsmoment lautet

Wy = Cwl‘hsz(ﬁ) .

b b b b
<« —p <> <> <> «——>
] ) X2 : X2 1 !
X2 1 X2 1 C'--':" <4Hr--'-- X2 <l_
ndft---- || | 4--fp- n ' h ! h| | -1- -
t 1
- i R B | | :
I [ ] | 1 *XS | B —
'X3 'x3 X3 'X3

Abb. 5.7: Querschnitte der betrachteten Profilformen: Vierkantprofil, Doppel-T-Profil, T-Profil, U-
Profil und C-Profil (von links nach rechts) nach PRECHTL [2].
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In Tabelle 5.9 sind fiir die jeweiligen Profile des Biegetrigers die Werte fiir die Profilwertfaktoren
A, C1,, und cw sowie die dazu gehdrenden Profilwertfunktionen fa(8), f1,,(8) und fw(9)
angegeben.

Tab. 5.9: Profilwertfaktoren und Profilwertfunktionen fiir Querschnittsfliche, Flichentrigheitsmo-
ment und Widerstandsmoment der angegebenen Profilformen beim Biegetriager nach
PRECHTL [2]

Profilform cA €y cw  fAa(0)  fin(8)  fw(d)

Vierkantprofil 2 ¢ 4 1+8 1+35 1+33
Doppel-T-Profil 1 ﬁ % 1+26 1468 1468
1 1 1-+43 1+48
1 1 ) 1426 1+24
U-Proﬁl 2 6 3 1 —|— 2 l+g 1o
C-Profil 1 & & 1428 1463 1+63

5.2.2 Zielfunktion und Restriktionen

Das Ziel dieser Auslegungsaufgabe ist die Minimierung der Masse. Die Zielfunktion ist da-
her die Masse des Balkens. Die Zielfunktion Z wird in die dimensionslose Darstellung der
Volumendichte gebracht und muss minimiert werden. Sie lautet

Al A
ﬂ:'y—:——>Min.

VA
v oy 12

Die minimal mogliche Masse des Balkens wird durch die Spannung im Balkentridger bestimmt,
welche je nach Belastung durch Restriktionen in Festigkeit und Stabilitét eine maximale Grenze
aufweist. Die Spannung im Biegetriger lautet

1M 11 IN\?n
6=——=——-|-] K. 5.2.1
cs Wao Co waw(S) (h) t ( )

Die Restriktion beim Versagen nach Festigkeit wird durch die maximal zulidssige Spannung im
Bauteil definiert. Diese lautet

O < Oyyl-

Beim Stabilitdtsversagen existieren zwei Begrenzungen, welche entweder durch die Steifigkeit
mit
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1 Mi 1 IN*hK
Sl M (_> hE _ Jfm (5.2.2)
[ ceEJy» CfCJzszn(S) h t E l
oder durch Beulen mit
t 2
G < Oisity = kp(3)E <Z> (5.2.3)

ausgedriickt wird. Die Faktoren cs und cf in den Gleichungen 5.2.1 und 5.2.2 stellen unterschied-
liche Lastfélle und Randbedingungen dar. PRECHTL gibt auf Basis von DUBBEL, GROTE und
FELDHUSEN [53] fiir verschiedenste Einspannungs- und Belastungszustidnde entsprechende
Werte an. Wie schon beim Druckstab ist die Berechnung auf die Einspannungsbedingungen beim
Wittrick-Williams-Algorithmus angewiesen, weswegen nur ein Wertepaar verwendet werden
kann und sichcg =1 und ¢f =9 V3 ergeben.

Wie beim Druckstab tritt durch die Profilbeulwertfunktion kp(98) in Gleichung 5.2.3 die Abwei-
chung zum Vorgehen von PRECHTL auf. Fiir eine geschlossen-analytische Losung muss auch
hier mit den Grenzbeulwerten kpGren;, fiir die Stege und Flansche unter Biegebelastung gerechnet
werden (Vergleich Kapitel 3.2.3). In Tabelle 5.10 sind die jeweiligen Grenzbeulwerte fiir die
verschiedenen Querschnitte angegeben. Der tatsidchliche Beulwert liegt auch hier zwischen
diesen Grenzen, was aber nur numerisch oder experimentell ermittelt werden kann.

Fiir die geschlossen-analytische Losung werden daher die jeweils unteren Grenzbeulwerte des
Stegs und Flanschs verwendet. Aus diesem Grund miissen auch beim Biegetriger im Folgenden
die jeweiligen Bereiche (der Steg beult zuerst oder der Flansch beult zuerst) immer separat
gepriift werden.

Tab. 5.10: Untere und obere Grenze der Beulwerte Kgen; bei einer Biegebelastung fiir die betrachteten

Querschnitte
Profilform Ks, Ks, Kg, K,
Vierkant-Profil 2388 39,52 & &
Doppel-T-Profil 2388 39,52 LI 3
T-Profil 2388 3952 A3
U-Profil 2388 3952 & &
C-Profil 2388 3952 240 135

Wie schon erwihnt, verwendet PRECHTL an dieser Stelle einen numerischen Ansatz, indem er
mit aufwendigen Finite-Elemente-Methode-Rechnungen die realen Beulwerte des Profils fiir
unterschiedliche Breiten-Hohenverhiltnisse & ermittelt. Aufgrund dieses Vorgehens kann er in
seiner Arbeit seiner eigenen Herleitungslogik im Grunde nicht folgen. Das tatsidchliche Vorgehen
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von PRECHTL wird im Nachgang zur geschlossen-analytischen Losung kurz vorgestellt (siehe
Kapitel 5.2.5).

5.2.3 Gewichtsoptimierte Auslegung

Wie beim Druckstab basiert die Herleitung fiir den Profil-Biegetriger trotz des Wechsels auf
das numerische Vorgehen groftenteils auf den Ausfithrungen von PRECHTL. Die detaillierte
Herleitung der Geometriezusammenhinge ist in Anhang C.2 dargelegt. Dort sind auch die
Abweichungen zum Vorgehen von PRECHTL entsprechend gekennzeichnet. Als Ergebnis konnen
folgende relativen Zusammenhinge fiir einen groen und kleinen Strukturkennwert ermittelt
werden:

t Ozl

- - t 1— 2 2 .2.4
(h)opt,g C(ﬁ)’g ( v ) E "’ (5 a)

h | KE: :

2

h _ . - , 5.2.4b

(Z)opt,g (%),g vl—V2 Gz%ul ( )
1

t () k)

- =c/, -7 | | 524
(h)optk c(ﬁ)’k ( v ) E ( C)

1
9

h) 1 K?

h el (5.2.4d)
(l opt.k (Z)’k 1_V2E2 <leul>3
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1
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Berechnete Werte fiir die c-Faktoren der optimalen Profilgeometrien sind in Tabelle 5.11, fiir
die optimalen Breiten-Hohenverhéltnisse 8p; und die dazugehdrigen Profilbeulwerte K(5opt) in
Tabelle 5.12 zu finden. Wie zu sehen, existieren bei manchen Profilformen fiir einen kleinen und
groBen Strukturkennwert unterschiedliche optimale Breiten-Hohenverhéltnisse 80ptk’g.

Tab. 5.11: Die Faktoren ¢(;/5) x> C(n/1),x> C(¢/n).g» €(h/1), ¢ SOWIe die kritischen Strukturkennwerte
Ky und K, fiir die kleinen und groBen optimale Breiten-Hohenverhiltnis Sy x/, der
betrachteten Profilformen beim Biegetriger

Profilform C(%),k C(%),k C(L)g C(h)g Kk Kg

h)°

)

Vierkantprofil 0,546 0,750 0,226 1,814 0,00152MPa 0,00152 MPa
Doppel-T-Profil 0,582 0,852 0,226 2,170 0,00085 MPa 0,00089 MPa

T-Profil 0,652 0980 0,226 2,880 0,00031 MPa 0,00032 MPa
U-Profil 0,604 0,841 0,226 2,285 0,00061 MPa 0,00064 MPa
C-Profil 0,604 0,920 0,226 2,463 0,00061 MPa 0,00061 MPa

Tab. 5.12: Optimales Breiten-Hohenverhiltnis dop fiir groe und kleine Strukturkennwerte und ent-
sprechende Profilbeulwert k der angegebenen Profilformen beim Biegetriger

Vierkantprofil 0,409 23,88 0,409 23,88
Doppel-T-Profil 0,250 23,88 0,267 23,85

T-Profil 0,103 23,88 0,064 23,88
U-Profil 0,203 23,88 0,129 23,88
C-Profil 0,130 23,63 0,130 23,63

Die optimalen Profilgeometrien konnen in Gleichung 5.2.1 zur Ermittlung der Spannung im
Biegetriger eingesetzt werden. Dadurch ergeben sich die maximalen Spannungen bei gro3em
und kleinem Strukturkennwert. Diese lauten

Omax = Ozul fir K> K, (5.2.6a)
1
2 0.0 6 6\ 9
T chJ22 szz(Sopt) 1 7 12 qul .. >
== K(Oopt) ——=E'K fi K<K. (5.2.6b
Omax (12 C?;C%V fw(SOpt)S ( opt) 1—v2 / ur < ( )

Der kritische Strukturkennwert K und somit der Wechsel zwischen kleinem zu groBem Struk-
turkennwert liegt dann vor, wenn die maximalen Spannungen aus Gleichungen 5.2.6 gleich
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groB sind. Zur Bestimmung von K werden diese daher gleichgesetzt. Es ergibt sich folgender
Zusammenhang

V1 9

% (0}

K= Cch fw(d opt) : /1 —v2 ;1116 . (5.2.7)
T Cchzz flzz( Opt)3‘<(50pt)j E7 (J%)

Zum Berechnen von Zahlenwerten (siehe Tabelle 5.11) fiir den kritischen Strukturkennwert
K konnen nun entweder die Zusammenhiinge bei einem kleinen Strukturkennwert oder bei
einem groflen Strukturkennwert eingesetzt werden, wodurch unterschiedliche kritische Struk-
turkennwerte existieren. In diesem Ubergangsbereich wechselt das jeweilige Profil von den
Profilzusammenhéngen bei einem kleinen Strukturkennwert zu den Zusammenhingen bei einem
groBen Strukturkennwert. Dieser Ubergangsbereich wird im folgenden besprochen.

5.2.4 Ubergangsbereich beim Wechsel vom kleinen zum grofen Strukturkennwert

Bei einigen Profilformen existieren fiir kleine und groBe Strukturkennwerte unterschiedliche Brei-
ten-Hohenverhiltnisse op¢. Dies wird durch die numerische Berechnung des Profilbeulwertes
kp im nachfolgenden Kapitel 5.2.5 fiir alle Profilformen zutreffen. Durch die unterschiedlichen
Breiten-Hohenverhiltnisse 8 /o muss an einer Stelle der Wechsel von einem Breiten-Hohen-
verhiltnis zum anderen stattfinden. Da nun auch zwei kritische Strukturkennwerte Ky und K,
aufgrund der jeweiligen Breiten-Hohenverhiltnisse existieren, ergibt sich zwischen diesen beiden
kritischen Strukturkennwerten ein Ubergangsbereich, in dem das Breiten-Hohenverhiltnis von
Boptk zu Soptg wechselt. Die Berechnung des Breiten-Hohenverhiltnisses und der Profilgeometrien
im Ubergangsbereich orientiert sich an den Ausfiihrungen von PRECHTL, wobei auch an dieser
Stelle wenig ausgearbeitete Passagen entsprechend erweitert werden.

Die Methodik zur Ermittlung der Profilgeometrien im Ubergangsbereich muss umgedreht wer-
den, da das Breiten-Hohenverhiltnisse 8y im Ubergangsbereich nun nicht mehr konstant sein
kann. Die Bedingung ist, dass die beiden Zielfunktionen Zy und Z, (siehe Anhang C.2.3) im
Ubergangsbereich gleich sein miissen. Es gilt daher:

Zi =7, (5.2.8)

Nun wird Gleichung 5.2.8 so umgestellt, dass auf einer Seite alle von dy abhingigen Werte
stehen, sodass sich

6 8 .8 9
kP(SU)fJD(SU) _ CGCW qul i (529)

RO ™ ), o (1R
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ergibt. Mit dieser Funktion kann nun fiir jeden beliebigen Strukturkennwert Ky im Ubergangs-
bereich ein dy gefunden werden, wodurch Gleichung 5.2.9 erfiillt ist. Das passende dy kann
aufgrund der numerisch ermittelten Profilbeulwerte kp nicht berechnet werden, sondern muss
fiir jeden verwendeten Strukturkennwert Ky einzeln aus einem eigens aufgestellten Diagramm
abgelesen werden. In Abbildung 5.8 ist dies exemplarisch fiir ein Doppel-T-Profil mit dem
Strukturkennwert Ky = 0,00088 dargestellt. Der Wert 6 = 0,263 abgelesen auf der Abszisse
beim Schnittpunkt zwischen der Funktion und der horizontalen Linie, welche die rechte Seite
von Gleichung 5.2.9 darstellt, ist das gesuchte Breiten-Hohenverhiltnis Sopy; -

10
—— linke Seite von Gleichung 5.2.9

8 | - - - rechte Seite von Gleichung 5.2.9
5
Z 6|
=
2
Z 4]
= S N
A

2 is

0

02 04 06 08 1 12 14

Breiten-Hohenverhiltnis &

Abb. 5.8: Linke und rechte Seite von Gleichung 5.2.9 zur Ermittlung des optimalen Breiten-
Hohenverhiltnisses Oqp; = 0,263 eines Doppel-T-Profils bei einem Strukturkennwert
Ky = 0,00088 MPa. Der Ubergangsbereich liegt beim geschlossen-analytisch berechne-
ten Doppel-T-Profil zwischen den Strukturkennwerten Ky = 0,000873 MPa und K, =
0,000890 MPa.

Die relative Profilhohe und die relative Profildicke fiir das ermittelte optimale Breiten-Hohenver-
hiltnis 80th und den gegebenen Strukturkennwert Ky konnen nun mit den vorher aufgestellten
Gleichungen 5.2.4 berechnet werden, wobei frei gewéhlt werden kann, ob die Gleichungen des
kleinen oder grofen Strukturkennwerts genommen werden, da die Ergebnisse identisch sind.

5.2.5 Numerischer Ansatz fiir den Biegetriger nach PRECHTL

Wie oben schon angesprochen, hat PRECHTL auch beim Biegetriger einen numerischen Ansatz
verfolgt, um den exakten Profilbeulwert fiir das jeweilige Breiten-Hohenverhéltnis der verschie-
denen Querschnitte verwenden zu konnen. Insofern weichen die Werte in den Tabellen C.2 und
C.3 von den von PRECHTL ermittelten und genannten Werten ab. Der Vollstindigkeit halber
werden im Folgenden der Ansatz nach PRECHTL kurz zusammengefasst und die von PRECHTL
hergeleiteten Profilgeometrien vorgestellt.

Das im vorherigen Kapitel 5.2.3 und im Anhang C.2.2 vorgestellte Vorgehen zum Ermitteln
der optimierten Breiten-Hohenverhéltnisse und Profilgeometrien ist mit dem numerischen An-
satz nach PRECHTL identisch. Die aufgestellten Gleichungen sind daher vollstindig identisch.
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Aufgrund des numerischen Vorgehens von PRECHTL kann er die in seiner Herleitungslogik
geforderten Ableitungen, welche ein kp(3) beziehungsweise ein K(8) enthalten (beispielsweise
d¥/dd = 0), allerdings nicht durchfiihren. Aus den numerisch ermittelten Profilbeulwerte eine
ableitungsfiahige Funktion zu bilden, stellt sich als duBerst schwierig dar und PRECHTL deu-
tet auch an keiner Stelle an, dass dieser Weg gewihlt wurde. Daher wird davon ausgegangen,
dass die Profilbeulwerte mit geniigend Stiitzstellen ermittelt wurden, sodass die (reduzierten)
Geometriefunktionen (§(8, k), ¥ (8) sowie ®(8)) entsprechend mit den numerisch ermittelten
Profilbeulwerten gebildet werden konnten. Die Maximalwerte wurden anschlieend einfach
abgelesen, um die optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse und die Maximalwerte der (reduzierten)
Gewichtsfunktionen ermitteln zu kdnnen.

Fiir den numerischen Ansatz werden wie beim Druckstab zunichst die exakten Profilbeulwerte
der besprochenen Querschnittsformen benétigt. Diese sind in Abbildung 5.9 dargestellt.
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Abb. 5.9: Numerisch berechnete Profilbeulwertfunktionen kp fiir den Biegelastfall fiir die besproche-
nen Querschnittsformen. Die unteren und oberen Grenzprofilbeulwertfunktionen kpGren;
sind in der gleichen Linienfarbe und in einer aufgeweiteten Ausfiihrung dargestellt. Die
Darstellung orientiert sich an der Ausarbeitung von PRECHTL [2].
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Mithilfe der Profilbeulwerte konnen nun Graphen fiir die Funktionen aus den Gleichungen
C.2.4c, C.2.6 und C.2.8 gebildet werden. Folgend wird dies exemplarisch fiir den Doppel-T-
Trager durchgefiihrt. In Abbildung 5.10 sind die Graphen der oben genannten Gleichungen
aufgetragen. Als kp beziehungsweise k(8) wurden numerisch ermittelte Werte verwendet. Fiir
den Doppel-T-Triager kann so nun ein optimales Breiten-Hohenverhiltnis ngth = 0,196 mit

einem Maximalwert O™ (805, ) = 3,05 fiir die Restriktion des Beulens ermittelt werden werden.

Fiir die anderen Werte und die weiteren Profilformen kann analog vorgegangen werden. Alle
numerisch ermittelten Werte sind in Tabelle 5.13 zu finden.

3| e — W™ aus Gleichung C.2.6
o - --- @™ gus von Gleichung C.2.8

'§ ------ ¢ aus Gleichung C.2.4c
22|
g
=
s | T
o
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Abb. 5.10: Graphen fiir die Funktionen aus den Gleichungen C.2.4¢c, C.2.6 und C.2.8. Die optimalen
Breiten-Hohenverhiltnisse konnen an den Maxima der Graphen abgelesen werden.

Tab. 5.13: Numerisch berechnete optimierte Breiten-Hohenverhiltnisse fiir die Restriktion des Beu-
lens und entsprechendes Maximum der reduzierten Gewichtsfunktionen aus Gleichung
C.2.4 sowie fiir kleinen und groflen Strukturkennwert und entsprechender Profilbeulert Kk
sowie Maxima der Gewichtsfunktionen aus Gleichungen C.2.6 und C.2.8 der angegebenen
Profilformen beim Biegetriger nach PRECHTL [2]

num num snum num num num num num num
Profilform Sopin KB e (Sopts ) Sy K Ppum Soptg Ky poum

Vierkantprofil 0,14 383 2,55 026 296 048 035 29,6 048
Doppel-T-Profil 0,20 26,7 3,05 0,26 26,8 0,65 0,19 250 0,60

T-Profil 0,18 36,8 3,10 0,18 36,8 0,63 0,15 357 053
U-Profil 0,17 36,6 2,50 0,24 36,6 047 0,16 36,5 043
C-Profil 0,09 25,6 2,8 0,15 22,7 062 0,15 22,7 0,58

Auf Basis der numerisch optimierten Breiten-Hohenverhiltnisse und den numerisch ermittelten
Profilbeulwerten konnen die c-Faktoren aus Gleichung 5.2.5 und neue kritische Strukturkennwer-
te aus Gleichung 5.2.7 berechnet werden, welche in Tabelle 5.14 aufgelistet sind. Mithilfe dieser
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verbesserten c-Faktoren konnen nun verbesserte relative Profilhohen und relative Profildicken
aus Gleichung 5.2.4 ermittelt werden.

Tab. 5.14: Numerisch berechnete Faktoren C?;I}T;l),k’ c‘(“;l"/"l)’k, c‘(‘t“/mh)’g, C?Z?l),g sowie die kritischen

Strukturkennwerte K™ und Kg“m fuir die kleinen und groB3en optimale Breiten-Hohenver-

hiltnis 83;3( /e der betrachteten Profilformen beim Biegetriager

Profilform

cnum Cnum cnum Cnum Knum Knum
(i)k “(1)k "(i)e (%) K i

Vierkantprofil 0,51 0,81 0,21 1,90 0,00109 MPa 0,00132 MPa

Doppel-T-Profil 0,55 0,86 0,22 2,33 0,00083 MPa 0,00071 MPa

T-Profil 0,54 0,99 0,18 2,08 0,00023 MPa 0,00024 MPa
U-Profil 0,50 0,87 0,18 2,44 0,00049 MPa 0,00051 MPa
C-Profil 0,61 0,90 0,23 0,58 0,00067 MPa 0,00067 MPa

5.3 Gewichtsoptimierte Auslegung fiir Profil-Torsionsstibe

In diesem Abschnitt wird die gewichtsoptimierte Auslegung fiir Profil-Torsionsstébe vorgestellt.
PRECHTL [2] hat diesen Lastfall in seiner Arbeit nicht untersucht. Das Vorgehen orientiert
sich sehr eng an der Methodik fiir die Auslegung des Profil-Biegetrigers, die im Kapitel 5.2
dargestellt ist.

Fiir die Auslegungsaufgabe wird ein in Abbildung 5.11 gezeigtes Profil mit dem Moment 7" auf
Torsion belastet. Der Querschnitt weist die Hohe 4 und die Breite b sowie die im Querschnitt
konstante Profildicke ¢ auf. Die Linge [ ist gegeben. Voraussetzung ist, dass die klassischen
Hypothesen fiir schlanke Stibe und das lineare Elastizititsgesetz gelten. Dies bedeutet, dass
h, b < lund t < h, b sind. Der Strukturkennwert ist fiir diese Aufgabe mit K = 7'/ 3 definiert.
Zusitzlich gelten die Anforderungen fiir die St.-Venantsche Torsion (siehe Kapitel 3.3), also
die Formhaltung des Profils abgesehen von der Verwolbung, die Annahme einer konstanten
Schubspannung iiber die Profildicke und eine Nichtbehinderung der Verwolbung.

Auch in diesem Abschnitt ist weiterhin das Ziel, eine minimale Masse m zu erhalten. Die
ZielgroBe ist wie beim Profil-Biegetriger die dimensionslose Zielfunktion Z, die eine Volumen-
dichte darstellt. Die Restriktionen sind weiterhin die gegebene Léinge / und die funktionalen
Restriktionen fiir das Festigkeits- und Stabilitdtsversagen. Fiir die Steifigkeit ist die Verdrehung
U entscheidend, die kleiner als die erlaubte Verdrehung ¥, sein muss. Ein allgemeiner Wert
fiir 9, konnte auch mit sorgfiltigster Recherche nicht ermittelt werden. Es erscheint logisch,
dass das Vorgehen analog zur erlaubten Verformung bei einer Biegebelastung ist und der Wert
somit je nach Einzelfall gewihlt werden kann. Um das Stabilitdtsverhalten in einem @hnlichen
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i T ;/

A3

Abb. 5.11: Homogen und als Vierkantprofil ausgefiihrter Profil-Torsionsstab, der mit einem Moment
T belastet wird.

Strukturkennwertbereich wie bei der Druck- und Biegebelastung zu halten, wird mit 8, = 1°/m
gerechnet.

Freie Variablen sind wie bei den anderen beiden Lastfillen die relative Profilhdhe 4/, die
relative Profildicke 7 /h und das Breiten-Hohenverhiltnis 8 = b/ h. Eine Zusammenfassung der
Problemstellung ist in Abbildung 5.12 gegeben.

Funktion: Profiltragwerk unter Torsionsbelastung (h, b < [ und t < h, b)
Strukturkennwert: K = 113

ZielgroBe: Masse m — Min; bzw. Volumendichte 1K3 — Min
Restriktionen: geometrisch: Lénge [

funktional: ~ Festigkeit: FlieBgrenze |t| < T,y
Stabilitdt:  Verdrehung O < U,y
Beulen |T| < Ty
freie Variablen: relative Profilhohe %
relative Profildicke

Breiten-Hohenverhiltnis & = %

Abb. 5.12: Zusammenfassung der Auslegungsaufgabe fiir den Profil-Torsionsstab angelehnt an
PRECHTL [2].

Neben dem in Abbildung 5.11 gezeigten Vierkantprofil, wird auch die gewichtsoptimierte
Auslegung fiir Doppelt-T-, T- und U-Profile hergeleitet. Weder PRECHTL noch WIEDEMANN
[29] haben sich mit der Torsion in Kombination mit dem Strukturkennwert befasst. REES [28] hat
auch fiir die Torsion teilweise eine gewichtsoptimierte Auslegung fiir offene und geschlossene
Profilformen vorgenommen. Aber auch wie beim Profil-Biegetriger hat REES keine allgemein
giiltige Formulierung mit umfassenden Restriktionen hergeleitet, was nachfolgend durchgefiihrt
wird.
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Wie bei den beiden vorangegangenen Abschnitten wird zunéchst die geschlossen-analytische
Losung und anschlieend die numerisch berechnete Verbesserung vorgestellt. Die Methodik der
Herleitung entspricht derselben wir beim Profil-Biegetridger. Bei der Torsion muss allerdings
zwischen geschlossenen (Vierkantprofil) und offenen Profilformen (die anderen betrachteten
Querschnitte) unterschieden werden. Beim Druckstab und Biegetrdger unterscheidet sich die
allgemeine Form des Flachentrigheits- und Widerstandsmoments nur in den Profilwertfaktoren
und -funktionen. Das dquivalenten Torsionsflichen- und Torsionswiderstandsmoment beim
Torsionsstab unterscheiden sich hingegeben aber zusitzlich noch im Zusammenspiel von Hohe
h und Profildicke #. Daher muss die Aufstellung der Ziel- und Gewichtsfunktionen und die
Optimierung des Breiten-Hohenverhiltnisses 0 separat fiir geschlossene und offene Profile
durchgefiihrt werden. Da die Drillsteifigkeit bei offenen Profilen um Gréenordnungen kleiner
als bei geschlossenen Profilen ist, fithrt nur die Betrachtung von geschlossenen Profilen zu
technisch sinnvollen Losungen. Daher wird nach der Vorstellung der Grundzusammenhinge
die restliche Herleitung fiir offene Profilformen in Anhang C.3.4 dargelegt. Zusammenhinge
beim offenen Profil, die sich von den geschlossenen Profilen unterscheiden sind mit einem *
gekennzeichnet.

5.3.1 Profilwerte

Beim Torsionsstab werden die gleichen Profile wie beim Druckstab untersucht, welche in
Abbildung 5.3 dargestellt sind. Fiir diese Profile miissen die Querschnittsflache A, das Torsions-
flaichenmoment Jt und das Torsionswiderstandsmoment Wr hergeleitet werden. Die allgemeine
Form zur Berechnung der Flédche ist unverdndert zum Druckstab und zum Biegetriger, wird aber
aus Griinden der Vollstidndigkeit an dieser Stelle noch einmal wiederholt. Sie lautet

A= CAlth(S) .

Die allgemeine Form fiir das Torsionsflichenmoment und der Torsionswiderstandsmoment
unterscheiden sich grundsitzlich, ob das Profil offen oder geschlossen ist. Fiir die geschlossene
Form lauten sie:

Jr = CJTth3fJT (8) ,
Wr = Cle/’lszT(S) .
Fiir die offene Form lauten sie hingegen:

Ji = e, 2, (8),
erf = Cthzl’lfwT(S) .
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In Tabelle 5.15 sind fiir die jeweiligen Profile des Torsionsstabs die Werte fiir die Profilwertfak-
toren ca, ¢, und cw, und die dazu gehdrenden Profilwertfunktionen fa (), f1,(8) und fw,(d)
angegeben. Bei den angegebenen Profilen ist lediglich das Vierkantprofil ein geschlossenes Profil.
Alle anderen genannten Profile haben offene Profilformen.

Tab. 5.15: Profilwertfaktoren und Profilwertfunktionen fiir Querschnittsfliche, Torsionsflichenmo-
ment und Torsionswiderstandsmoment der angegebenen Profilformen beim Torsionsstab

Profilform ca  cp oewp  fa(®)  fi,(8)  fwg(9)
Vierkantprofil 2 2 2 149 % )

Doppel-T-Profil 1 IT 17 1+26 1420 1+26
T-Profil B2 L2148 148 2+3
U-Profil 2 L2 L2y 48 48 48

5.3.2 Zielfunktion und Restriktionen

Unabhingig von der Profilform ist das Ziel dieser Auslegungsaufgabe weiterhin die Minimierung
der Masse. Die Zielfunktion ist daher die Masse des Torsionsstabs. Die Zielfunktion Z wird wie
beim Biegetrédger in eine dimensionslose Darstellung gebracht und muss minimiert werden. Sie
lautet:

m YAl

'Yl3 —W:l—z—)Mln

Z

Die minimal mégliche Masse des Torsionsstabs wird durch die Schubspannung bestimmt, welche
je nach Belastung durch Restriktionen in Festigkeit und Stabilitidt eine maximale Grenze aufweist.
Die Schubspannung im Torsionsstab fiir ein geschlossenes Profil lautet

17 1 1 IN? h
e (-) °K. (5.3.3)
ctWr Cz CWwaT(S) h t

beziehungsweise fiir ein offenes Profil:

3 2
1 T 1 1 [ h
e — (—) (-) K. (5.3.4)
ctWr Cz CWTfWT (5) h t
Die Restriktion beim Versagen nach Festigkeit wird durch die maximal zulidssige Spannung im
Bauteil definiert. Diese lautet

T < Tl - (535)
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Beim Stabilititsversagen existieren zwei Begrenzungen, welche entweder durch die maximal
erlaubte Verdrehung bei einem geschlossenen Profil

1 TI 1 IN*hK
s L _ L < 5.3.6
co GJr  cocrpfip(8) (h) ! o

b

beziehungsweise bei einem offenen Profil

1 Tl 1 INY /RN K
) — ) (L) 2 < 5.3.7
co GJr - cocipfir(9) (h> ( ) G= ™ 637

oder durch Beulen mit

£\ 2
T < Tritge = ke(8)E (Z) (53.8)

ausgedriickt wird. Die Faktoren c; und cy in den Gleichungen 5.3.3 beziehungsweise 5.3.4 und
5.3.6 beziehungsweise 5.3.7 stellen unterschiedliche Lastfille und Randbedingungen dar. Wie
bei den anderen beiden Lastféllen ist die Berechnung auf die Einspannungsbedingungen beim
Wittrick-Williams-Algorithmus angewiesen, weswegen nur ein Wertepaar verwendet werden
kann und sich ¢c; = 1 und ¢y = 1 ergeben

Wie bei den anderen beiden Lastfillen findet durch die Profilbeulwertfunktion k(&) in Gleichung
5.3.8 die Abgrenzung zwischen der geschlossen-analytischen und der numerischen Losung statt.
Fiir eine geschlossen-analytische Losung muss auch hier mit den Grenzbeulwerten kr Gen, fiir
die Stege und Flansche unter Schub gerechnet werden (Vergleich Kapitel 3.3.3). In Tabelle
5.16 sind die jeweiligen Grenzbeulwerte fiir die verschiedenen Querschnitte angegeben. Der
tatsdachliche Beulwert liegt auch hier zwischen diesen Grenzen, was aber nur numerisch oder
experimentell ermittelt werden kann.

Tab. 5.16: Untere und obere Grenze der Beulwerte Kgen, bei einer Torsionsbelastung und somit eine
Schubbelastung in den Profilflichen fiir die betrachteten Querschnitte

Profilform Kes, Kis, Kep, KiF,
Vierkant-Profil 5,3 9 55—23 59—2
Doppel-T-Profil 5,3 9 2%% %
T-Profil 066 159 28 o6
U-Profil 066 159 % &
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Fiir die geschlossen-analytische Losung werden daher die jeweils unteren Grenzbeulwerte des
Stegs und Flanschs verwendet. Aus diesem Grund miissen auch beim Torsionsstab im Folgenden
die jeweiligen Bereiche (der Steg beult zuerst oder der Flansch beult zuerst) immer separat
gepriift werden.

5.3.3 Gewichtsoptimierte Auslegung fiir den Torsionsstab fiir geschlossene Profilformen

Bei der Herleitung fiir den Profil-Torsionsstab existieren praktisch keine Unterschiede zur
Herleitung des Profil-Biegetridgers. Um auch an dieser Stelle den Fokus auf die wesentlichen
Punkte dieser Arbeit zu belassen, ist die detaillierte Herleitung der Geometriezusammenhénge in
Anhang C.3 dargelegt. Dort sind auch die Unterschiede zwischen offenen und geschlossenen
Profilformen entsprechend dargestellt. Als Ergebnis fiir eine geschlossene Profilform konnen
folgende relativen Zusammenhiinge fiir einen groen und kleinen Strukturkennwert ermittelt
werden:

E _ oy Tl
<h>optg C(lt?)’g (1 v ) E ’ (5393)

h | KE: :
(j)opt,g — (4 V1—v2 T%1 ’ (5.3.9b)

1

! — (1 — V2)4 ﬁgulK ’
<E>opt,k —C(lt?) k( (1+V)3 E ’ (5.3.9¢)

1

h _ (1+v)3 K2\’
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Berechnete Werte fiir das Vierkantprofil fiir die c-Faktoren der optimalen Profilgeometrien
sind in Tabelle 5.17, fiir die optimalen Breiten-Hohenverhéltnisse 8., und die dazugehorigen
Profilbeulwerte ¥(8qp¢) in Tabelle 5.18 zu finden. Fiir die offenen Profilformen befinden sich die
gewichtsoptimalen relativen Zusammenhénge in Anhang C.3.4.

Tab. 5.17: Die Faktoren ¢(; /) k> C(n/1),k> C(1/h). g> €(h/1), g Und der kritische Strukturkennwert K fiir
das optimale Breiten-Hohenverhiltnis 8, der geschlossenen Profilform des Vierkantprofils
beim Torsionsstab

Profilform C(%),k C(ﬁ)k C(%),g C(/l)g K

L) L)

Vierkantprofil 0,303 1,603 0,479 1,01 0,0423 MPa

Tab. 5.18: Optimales Breiten-Hohenverhiltnis fiir groe und kleine Strukturkennwerte und entspre-
chende Maxima der Gewichtsfunktionen aus den Gleichungen C.3.9 und C.3.11 der
geschlossenen Profilform des Vierkantprofils beim Torsionsstab

PrOﬁlfOfm 60ptk KT,k ¢T’max Soptg Kfc’g lI"T’rnax

Vierkantprofil 1 5,3 0,321 1 5,3 0,507

Die optimalen Profilgeometrien konnen in Gleichung 5.3.3 zur Ermittlung der Spannung im
Torsionsstab eingesetzt werden. Dadurch ergeben sich die maximalen Spannungen bei grolem
und kleinem Strukturkennwert. Diese lauten fiir das geschlossene Profil

Tmax = Tzul fir K> K, (5.3.11a)

w2 3D fir (Sop)° (1-v)° ’ .
Tonax = Ke(Son() 2 - ETK29° fir K<K. (5.3.11b
max (16\/§C§C§NT fWT(Sopt)S T( Opt) (1 —V2)7 zul ( )

Der kritische Strukturkennwert K und somit der Wechsel zwischen kleinem zu groem Struktur-
kennwert liegt dann vor, wenn die maximalen Spannungen aus Gleichungen 5.3.11 gleich grof3
sind. Zur Bestimmung von K werden diese daher gleichgesetzt. Fiir geschlossene Profile ergibt
sich folgender Zusammenhang, dessen Zahlenwert fiir ein Vierkantprofil in Tabelle 5.17 gegeben
1st
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5.3.4 Numerischer Ansatz fiir das Vierkantprofil unter Torsionsbelastung

Aufgrund der symmetrischen Torsionsbelastung ist zu erwarten, dass die numerische Losung
beim Vierkantprofil nicht weit von der geschlossen-analytischen Losung abweicht. Der Vollstin-
digkeit halber wird sie im nachfolgenden aber trotzdem kurz vorgestellt. Durch den numerischen
Ansatz weichen alle Werte aus den Tabellen 5.18 und C.5, welche in der Berechnung ein k- ()
oder ein k(8) enthalten, von den analytischen Berechnungen ab. Auch an dieser Stelle kann
der numerische Ansatz nach PRECHTL befolgt werden. Die aufgestellten Gleichungen sind
weiterhin identisch. In Abbildung 5.13 sind die exakten Profilbeulwerte des Vierkantprofils fiir
unterschiedliche Breiten-Hohenverhiltnisse 6 dargestellt.

10 4

— Vierkantprofil

Profilbeulwert kp

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Breiten-Hohenverhiltnis o

Abb. 5.13: Numerisch berechnete Profilbeulwertfunktionen kp fiir den Torsionslastfall fiir das Vier-
kantprofil. Die unteren und oberen Grenzprofilbeulwertfunktionen kp Gren, sind jeweils
gestrichelt dargestellt. Die Darstellung orientiert sich an der Ausarbeitung von PRECHTL
[2].

Das im vorherigen Kapitel 5.3.3 und in Anhang C.3.2 vorgestellte Vorgehen zum Ermitteln der
optimierten Breiten-Hohenverhiltnisse und Profilgeometrien ist auch fiir den Torsionsstab mit
dem numerischen Ansatz nach PRECHTL identisch. Die aufgestellten Gleichungen sind daher
vollstindig gleich. Anstatt die geforderten Ableitungen durchzufiihren, miissen hier ebenfalls
die Maximalwerte aus den Graphen abgelesen werden. Alle numerisch ermittelten Werte sind in
Tabelle 5.19 zu finden.

Auf Basis der numerisch optimierten Breiten-Hohenverhéltnisse 65" und der numerisch ermit-
telten Profilbeulwerten konnen die c-Faktoren aus Gleichung 5.3.10 berechnet werden, welche
in Tabelle 5.20 aufgelistet sind. Mithilfe dieser verbesserten c-Faktoren konnen nun verbesserte
relative Profilhohen und relative Profildicken aus Gleichung 5.3.9 berechnet werden. Zusitzlich
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andern sich der kritische Strukturkennwert K leicht. Der aktualisierte Wert ist ebenfalls in Tabelle
5.20 genannt.

Tab. 5.19: Numerisch berechnete optimierte Breiten-Hohenverhiltnisse fiir die Restriktion des Beu-
lens und entsprechendes Maximum der reduzierten Gewichtsfunktionen aus Gleichung
C.3.7 sowie fiir kleinen und groBen Strukturkennwert und entsprechende Maxima der
Gewichtsfunktionen aus Gleichungen C.3.9 und C.3.11 fiir das Vierkantprofil unter Torsi-

onsbelastung
Profilform Sgg?];s Kfcl,lg% (T)%lrglax (SOPtBS) 823&1 Kztl,lf(m (b%tlrﬁlax Sggggl Kftl}lgm lP%lnrilax
Vierkantprofil 0,75 6,3 1,197 1 5,33 0,32 1 5,33 0,51
Tab. 5.20: Numerisch berechnete Faktoren ¢?"/ num nm num

° (/h) e S,k Sy, e ChID), o und der kritische Struk-
turkennwert K™ fiir das optimale Breiten-Hohenverhiltnis 855" der geschlossenen Profil-
form des Vierkantprofils beim Torsionsstab

Profilform

T W T e F

Vierkantprofil 0,302 1,603 0,478 1,015 0,1907 MPa




6 Optimierung von einzelbelasteten Profilstiben

Wie in Kapitel 5 dargestellt, basiert die Methode der gewichtsoptimierten Auslegung nach
PRECHTL [2] auf einem geschlossen-analytischen Ansatz, bei dem zum Losen der Gleichungen
Vereinfachungen hingenommen werden miissen. Die Vereinfachungen miissen dabei beim Stabi-
litditsversagen und insbesondere beim lokalen Beulen vorgenommen werden. Aus diesem Grund
ist die geschlossen-analytische gewichtsoptimierte Auslegung nicht vollstindig gewichtsoptimal
und wichtige GréBen wie das optimale Breiten-Hohenverhiltnis Oop¢ oder der kritische Struktur-
kennwert K konnen bei einer besseren Optimierung andere GroBen annehmen. Die vorgestellte
numerische Erweiterung von PRECHTL 16st das Problem, indem die Vereinfachungen beim
lokalen Beulen aufgelost werden. PRECHTL liefert fiir den Druck- und Biegelastfall optimale
Losungen.

Als Erweiterung der gewichtsoptimierten Auslegung werden in dieser Arbeit kombinierte Last-
fille betrachtet. Eine Berechnung der einzelbelasteten Profile erlaubt, die Methodik des mit
einem Evolutioniren Algorithmus verkniipften Wittrick-Williams-Algorithmus zu validieren.
Zunichst wird der Aufbau des Optimierungsalgorithmus fiir Profilstiibe in allgemeiner Form
unabhingig vom Lastfall vorgestellt. AnschlieBend erfolgt die jeweilige Teilbeschreibung fiir die
einzelnen Lastfille. In den jeweiligen Unterkapiteln findet auch ein Ergebnisvergleich mit der
analytischen gewichtsopimierten Auslegung nach PRECHTL [2] und der Erweiterung aus dieser
Arbeit statt. Die Betrachtung bei den einzelnen Lastfillen und bei den kombinierten Lastfillen
wird ausschlieBlich fiir ein Vierkantprofil durchgefiihrt. Auch die polygonisierte Version stellt
ein geschlossenes Profil dar und tendiert somit zu einem Vierkantprofil. PRECHTL hat fiir den
Biegelastfall ermittelt, dass das Doppel-T-Profil leichter als ein Vierkantprofil ist. Dies trifft
aber nur unter der Voraussetzung zu, dass das Doppel-T-Profil nicht seitlich auskippen darf. Der
Wittrick-Williams-Algorithmus beriicksichtigt allerdings das seitliche Auskippen als Instabilitit,
sodass bei einem Optimierungsalgorithmus auf Basis des Wittrick-Williams-Algorithmus das
Vierkantprofil deutlich leichter ist. Zusitzlich verfiigt das Doppel-T-Profil aufgrund der offenen
Profilform {iber eine sehr geringe Torsionssteifigkeit. Kombinierte Lastfille, die die Torsion bein-
halten, wiirden daher zu sehr schweren Ergebnissen fithren, um die mangelnde Torsionssteifigkeit
zu kompensieren. Ein Vergleich ist dann so nicht mehr wirklich durchzufiihren. Aus diesem
Grund werden alle folgenden Rechnungen ausschlielich mit einem Vierkant- beziehungsweise
einem geschlossenen Profil durchgefiihrt.
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6.1 Aufbau des Optimierungsalgorithmus fiir Profilstibe

Der Aufbau des Optimierungsalgorithmus hilt sich eng an die Vorgaben, die in Kapitel 3.4
dargestellt werden. Ein Ablaufschema fiir den Programmablauf ist in Abbildung 6.1 gegeben. Als
erstes beginnt jede Rechnung mit der Vorgabe des Strukturkennwerts, der Materialdaten und der
Profilform. Die Profilform wird als Koordinaten der Plattenrinder in der x;-x3-Ebene verarbeitet.
Mit dem Algorithmus kdnnen beliebige aus unterschiedlich dicken Plattenstreifen aufgebaute
offene oder geschlossene Profile verarbeitet werden, solange die Plattenstreifen die Bedingun-
gen der Plattentheorie einhalten. Fiir den Vergleich mit der analytischen gewichtsoptimierten
Auslegung verfiigen allerdings alle Plattenstreifen iiber dieselbe Dicke 7.
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Abb. 6.1: Allgemeiner Ablauf des Evolutiondren Algorithmus, um ein optimales Profil unter einem
bestimmten Strukturkennwert zu finden.

Zum Beginn der Berechnung wird zunéchst die Startgeneration erstellt. Der Algorithmus ist
dabei so aufgebaut, dass «Multiprocessing» beherrscht wird und somit die Berechnung zur
Erhohung der Rechengeschwindigkeit auf mehreren Prozessoren parallel durchgefiihrt werden
kann. Daher wird auf jedem verwendeten Prozessor per Zufall ein Individuum erstellt, welches
aus seinen Koordinaten und der Profildicke besteht. Das erstellte Individuum wird dann auf die
Einhaltung von Randbedingungen gepriift. Dies beinhaltet die Einhaltung von geometrischen
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Randbedingungen und die Festigkeits- und Stabilitdtsvorgaben. Bei Priifung der Stabilitdtsvor-
gabe kommt der Wittrick-Williams-Algorithmus zum Einsatz, mit dem die kritische Knick-
und Beulspannung des Profils berechnet wird. Die kritischen Restriktionen vergleicht der Al-
gorithmus mit den tatsdchlich im Profil vorliegenden Werten, die durch die Profilform und den
gegebenen Strukturkennwert berechnet werden konnen. Liegen die tatsdchlichen Werte oberhalb
der Restriktionen, erhilt das Individuum einen Malus auf seinen Fitnesswert. In der Literatur
wird dieses Vorgehen aus Effizienzgriinden gegeniiber dem Loschen und Neuerstellen eines
Individuums priferiert [99].

Der Malus auf den Fitnesswert wird abhédngig davon berechnet, wie weit die Restriktion iiber-
schritten wird. Dazu wird die relative Abweichung mit

Xtat — Xrest
, =48 A8 6.1.1
B XI'CSt ( )

gebildet, wobei B fiir den Faktor der relativen Abweichung und Y, fiir den durch die Belastung
hervorgerufenen Wert beziehungsweise X e fiir den Wert der Restriktion stehen. So wird der
Empfehlung gefolgt, dass geringe Abweichungen von der Restriktion weniger stark als grof3e
Abweichungen bestraft werden [99]. Zusétzlich wird, wie von SCHUTTE und GROENWOLD [63]
empfohlen, mit fortschreitender Evolution der Malus dynamisch erhoht. Dies hat den Vorteil,
dass zunichst das Suchfenster nicht zu stark eingeschrinkt wird, mit fortlaufender Berechnung
aber praktisch nur noch Individuen gute Fitnesswerte erreichen kdnnen, die keine Restriktionen
reien. Nach dem Priifen aller Restriktionen wird der Fitnesswert des Individuums entsprechend
angepasst und das Individuum wird der vorldufigen Start-Elterngeneration hinzugefiigt.

Die oben beschriebene Berechnung wird auf jedem zugewiesenen Prozessor durchgefiihrt, bis
jeder Prozessor eine vorher festgelegte Anzahl an Individuen erstellt hat. Beispielsweise reicht es
aus, dass bei einer hohen Anzahl an zur Verfiigung stehenden Prozessoren jeder Prozessor nur ein
Individuum erstellt, um die Rechengeschwindigkeit maximieren zu konnen. Die vorldufige Start-
Elterngeneration wird aufsteigend zur Masse der Profile sortiert. Wie in Kapitel 3.4 vorgeschlagen
wird aus der Liste nur das obere Siebtel in die eigentliche Start-Elterngeneration tibernommen.
Dies ist Generation «0» und die eigentliche Evolution beginnt.

Die folgende Berechnung findet wiederum parallel auf allen verwendeten Prozessoren statt. Aus
der Elterngeneration werden per Zufall zwei Individuen gewihlt. Es ist nicht ausgeschlossen,
dass beides mal dasselbe Individuum gewihlt wird. AnschlieBend wird ein Nachkommen er-
zeugt, wobel jeder einzelne Parameter mit einer 50 %-igen Wahrscheinlichkeit von einem der
beiden Elternteile gewidhlt wird. Falls zufillig alle Parameter von einem Elternteil genommen
werden, wird der letzte Parameter vom bisher nicht beriicksichtigten Elternteil gewihlt, um einen
minimalen Austausch zu gewihrleisten. Beim Vierkantprofil sind die Parameter beispielsweise
nur die Breite b, Hohe 4 und die Dicke ¢t der Platten, sodass diese Ausnahme mit einer relativ
hohen Wahrscheinlichkeit greift. Bei einem komplett polygonisierten Profil, welches aus einer
hohen Anzahl an Plattenstreifen aufgebaut ist, sind die Parameter beispielsweise die Koordinaten
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der Rinder der Plattenstreifen. Das so gebildete Individuum erfihrt anschlieBend eine Mutati-
on. Die Mutation erfolgt fiir die einzelnen Parameter nacheinander in einer zufillig gewihlten
Reihenfolge. Die Wahrscheinlichkeit der Mutation eines Parameter erfolgt, wie in Kapitel 3.4
vorgestellt, anhand eines Binirvektors, welcher mit folgender Formel gebildet wird:

P=1-—-
k

Wobei P die Wahrscheinlichkeit und k die Anzahl an mutierbaren Parametern angibt. Die
Mutation erfolgt, wie ebenfalls in Kapitel 3.4 dargestellt, mithilfe der Standardabweichung und
einer dynamischen Varianz.

Nachdem die Mutation des neuen Individuums abgeschlossen ist, erfolgen die gleichen Priifun-
gen wie bei der Startgeneration. Zunéchst wird auf allgemeine Lebensfihigkeit gepriift, womit
die geometrischen Randbedingungen gemeint sind. Zu grof3e oder zu kleine Profile werden
ausgeschlossen, da der Wittrick-Williams-Algorithmus sonst Fehler produzieren kann. Bei einem
vollstidndig polygonisierten Profil wird auch gepriift, ob die Polygone sich schneiden. Anschlie-
Bend wird uiberpriift, inwieweit die strukturmechanischen Restriktionen eingehalten werden.
Scheitert eine Priifung, wird wie bei der Startgeneration dem Fitnesswert ein Malus angerechnet.
Sind alle Priifungen abgeschlossen, wird das Individuum mit seinem angepassten Fitnesswert in
der Liste der nachfolgenden Generation gespeichert. Nachdem alle Prozessoren ihre Berechnun-
gen abgeschlossen haben, wird auch die vorhergegangene Elterngeneration der Liste der neuen
Individuen hinzugefiigt, da ansonsten der Fall eintreten kann, dass alle neugebildeten Individuen
einen schlechteren Fitnesswert als das beste Elternindividuum aufweisen. Die Evolution wiirde
sich so vom Optimum wegbewegen.

Diese vollstindige Liste wird nun wieder aufsteigend zur Masse der Profile sortiert und nach
dem obersten Siebtel abgeschnitten. Wichtig ist hier zudem, dass doppelte Individuen nicht
akzeptiert werden. Mit fortschreitender Evolution steigt die Wahrscheinlichkeit, dass nicht
mutierte Individuen mit zwei identischen Eltern entstehen. Dies schreitet so weit voran, dass
alle Individuen der Elterngeneration aus einem oder zwei identischen Individuen bestehen. Um
diesen genetischen Verlust zu verhindern, werden bei dem Auswéhlen des besten Siebtels aus
der Generationsliste mehrfache identische Individuen tibergangen. Gewihlt wird dabei immer
das élteste der identischen Individuen.

Die neue Elterngeneration ist nun gefunden. Uber einen Abgleich, wie viele in dieser Generation
neugebildete Individuen in die neue Elterngeneration iibernommen wurden, wird die Varianz der
Standardabweichung eingestellt. Analog zur Vorstellung in Kapitel 3.4 wird bei dem Fall, dass
weniger als 1/5 der Individuen der neuen Elterngeneration in der aktuellen Generation gebildet
wurden, die Standardabweichung um den Faktor 1/ verkleinert. Falls mehr Individuen aus
der aktuellen Generation iibernommen wurden, wird die Standardabweichung um den Faktor o
vergrofert.
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Der Generationendurchlauf ist nun abgeschlossen. Nun wird gepriift, ob die Optimierung kon-
vergiert ist, indem die Fitnesswerte des besten Individuums und des schlechtesten Individuums
der Elterngeneration miteinander ins Verhéltnis gesetzt werden. Liegt das Verhiltnis unter einer
bestimmten Genauigkeit B, ist die Evolution abgeschlossen und wird beendet. Der Wert wurde
iiber eine Parameterstudie auf Bg = 0,0075 % festgesetzt.

Falls keine Konvergenz festgestellt wurde, beginnt der Prozess mit der neugebildeten Elternge-
neration mit der Erstellung von Nachkommen auf jedem Prozessor von neuem. Bei Eintritt der
Konvergenz ist die Berechnung abgeschlossen. Da der Evolutionédre Algorithmus das optimierte
Profil nicht unter Garantie finden kann, wird die gesamte Berechnung erneut gestartet, bis drei
optimale Profile gefunden wurden, deren Fitness sich nicht mehr als 0, 1 % und deren Geome-
trieparameter sich nicht mehr als 0,25 % unterscheiden. Wobei mindestens zehn Profile erstellt
werden.

6.2 Analyse des Leichtbaupotenzials von Profil-Druckstiben

Bei einer reinen Druckbelastung miissen die wenigsten Restriktionen gepriift werden. Der Ablauf
der Priifung ist in Abbildung 6.2 gegeben. Zunichst wird gepriift, ob die Spannung die zuldssige
Spannung G, des Materials iiberschreitet. Anschlie3end erfolgt die Stabilititspriifung. Diese
wird tiber den Wittrick-Williams-Algorithmus durchgefiihrt, der sowohl die globalen als auch die
lokalen Moden priift. Bei einer reinen Druckbelastung gibt der Wittrick-Williams-Algorithmus
eine kritische Druckkraft aus, bei welcher Stabilititsversagen einsetzt. Diese kritische Druckkraft
wird in einen kritischen Strukturkennwert Kp k¢ umgerechnet. AnschlieBend kann iiberpriift
werden, ob der tatsidchliche Strukturkennwert iiber dem kritischen Strukturkennwert liegt. Falls
Restriktionen iiberschritten werden, wird mit Gleichung 6.1.1 die relative Abweichung fiir den
Malus berechnet. Am Ende werden alle relativen Abweichungen addiert und mit dem Fitnesswert
multipliziert, um den angepassten Fitnesswert zu bilden.
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Abb. 6.2: Das Vorgehen der Priifungen der Restriktionen bei reiner Druckbelastung.
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In Abbildung 6.3 sind die Ergebnisse fiir das Vierkantprofil der geschlossen-analytischen Losung,
der numerischen Erweiterung durch PRECHTL und des evolutiondren Algorithmus aus dieser
Arbeit aufgezeigt.
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Abb. 6.3: Relative Profilhohe //1 (oben links), Breiten-Hohenverhiltnis b/ h (oben rechts), relative
Profildicke z /h (Mitte links), Spannung (Mitte rechts), umschlossene Fliche (unten links)
sowie das Masseverhiltnis der Stibe im Vergleich zu der geschlossen-analytischen Losung
(unten rechts) fiir die Ergebnisse des Evolutiondren Algorithmus, der numerischen Verbes-
serung durch PRECHTL [2] und der geschlossen-analytischen Losung fiir ein Vierkantprofil
unter Druckbelastung.
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Zu erkennen ist, dass die Ergebnisse bei kleinem Strukturkennwert K < Kyj; bei allen drei
Rechnungen identisch sind. Dies iiberrascht nicht, da bei einem Vierkantprofil ein quadratischer
Querschnitt optimal ist, wodurch die analytische Beulabschitzung mit der numerischen iiberein-
stimmt. Auch der kritische Strukturkennwert K. ist bei allen drei Rechenmethoden identisch
und liegt bei Kyt = 0,051 MPa.

Bei einem groBen Strukturkennwert K > Ky liegen allerdings Abweichungen vor. Wie schon
in Kapitel 5.1.3 angesprochen, wihlt PRECHTL fiir die relative Profildicke 7/h den selben
Zusammenhang wie bei einem kleinen Strukturkennwert. Aus diesem Grund ist im Kurvenver-
lauf auch keine Steigungsverinderung auszumachen. Da die begriindungslose Annahme der
unveridnderten relativen Profildicke 7 /h unplausibel erscheint, wurde vorgeschlagen, als weitere
Restriktion eine geometrische Beschrinkung einzufiihren. Dabei bilden die kleinstmogliche
und die groBtmogliche umschlossene Fliche die Rinder des Losungsraums, in dem es beliebig
viele weitere Losungen gibt, wie die von PRECHTL eine darstellt. Die Diagramme sind mit den
Ergebnissen fiir die kleinste umschlossene Flidche erstellt worden. Zu erkennen ist, dass die
Ergebnisse des Algorithmus exakt mit den Ergebnissen der geschlossen-analytischen Herleitung
tibereinstimmen. Fiir ein Vierkantprofil unter Druckbelastung kann somit auf die analytische
Losung zuriickgegriffen werden, um die gewichtsoptimierte Profilgeometrie zu finden. Zusétzlich
ist am Diagramm der Massenverhiltnisse zu erkennen, dass alle Losungen, also auch die von
PRECHTL fiir einen groBen Strukturkennwert, wie vorstehend schon genannt, die gleiche Masse
aufweisen.

6.3 Analyse des Leichtbaupotenzials von Profil-Biegetrigern

Bei einer reinen Biegebelastung kommt zu den zwei Restriktionspriifungen bei der Druckbe-
lastung noch die Priifung der Durchbiegung hinzu. Der Ablauf der Priifung ist in Abbildung
6.4 gegeben. Die Durchbiegung durch die vom vorgegeben Strukturkennwert ausgeloste Biege-
belastung wird mit der zuldssigen Durchbiegung f,,; = [/300 verglichen. Falls sie grofer ist,
wird der relative Malus auf bekanntem Weg berechnet. Anschlieend folgt der Abgleich mit
der durch das Moment verursachten Spannung und die Stabilitétspriifung mithilfe des Wittrick-
Williams-Algorithmus. Auch hier wird das vom Wittrick-Williams-Algorithmus berechnete
kritische Moment in einen kritischen Strukturkennwert Kg y; umgerechnet und mit dem vorge-
gebenen Strukturkennwert verglichen. AbschlieBend wird dann wie bei der Druckbelastung der
angepasste Fitnesswert berechnet und das Individuum der Generation hinzugefiigt.

In Abbildung 6.5 sind die Ergebnisse fiir das Vierkantprofil der geschlossen-analytischen Losung,
der numerischen Erweiterung durch PRECHTL und des Evolutiondren Algorithmus aus dieser
Arbeit aufgezeigt. Zu erkennen ist, dass die Ergebnisse zwischen der geschlossen-analytischen
Losung und den beiden mit genaueren Profilbeulwerten berechneten Losungen abweichen. Die
geschlossen-analytische Losung ist signifikant schwerer als die anderen beiden Losungen. Dies
liegt im Gegensatz zu den Ergebnissen beim Druckstab an den nun vorliegenden Abweichun-
gen bei den Profilbeulwerten, da nun nicht mehr das Breiten-Hohenverhiltnis 6 = 1 betrigt.
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Abb. 6.4: Das Vorgehen der Priifungen der Restriktionen bei reiner Biegebelastung.

Zwischen der numerischen Erweiterung von PRECHTL und den Ergebnissen des Evolutionidren
Algorithmus sind die Ergebnisse bei kleinem Strukturkennwert und auch im Ubergangsbereich
zum groBen Strukturkennwert praktisch identisch. Fiir den Ubergangsbereich kann festgestellt
werden, dass fiir den gesamten Bereich die relative Profilhhe ¢/ h konstant ist. Dies gilt sowohl
fiir die numerische Erweiterung von PRECHTL als auch fiir die Ergebnisse des evolutioniren
Algorithmus. Der Wechsel vom Stabilitéts- zum Festigkeitsversagen ist dann optimal, wenn nur
die Profilbreite und die Profildicke entsprechend bei konstanter Hohe und steigender Belastung
angepasst werden.

Bei einem grofen Strukturkennwert fillt auf, dass das optimale Breiten-Hohenverhiltnis Oopy.g
beim Algorithmus mit 850, = 0,362 im Gegensatz zu dpury, = 0,35 ist. Dadurch ergibt sich fiir

opt,g opt,g
den groBen Strukturkennwert bei einem Vierkant-Profil ein c-Faktor fiir die relative Profilhhe
h/lmit %%,  =1,89. Das dadurch gebildete Profil ist gut einen halben Prozentpunkt leichter

(h/1), g
als die von PRECHTL ermittelten Profile.



6.3 Analyse des Leichtbaupotenzials von Profil-Biegetriagern 87

— Evo. Algorithmus - -- num. erw. Rechnung ~ ------ ges.-anal. Rechnung
- =
> 03 2
o : 0’4 I T
£ 2T e -
<= o /
z 02 =
g =
Qq: S 0,2+
2 &
= 01 S
g | e D
‘ ‘ > m 0 1 1 1
0,0001 0,001 0,01 0,1 0,0001 0,001 0,01 0.1
03
< g 400 |
% d E 350 |
S o
= =
S =
£ 8 300 |
(5] <
2| 2y
< y e
s 7] 250 . | |
0,0001 0,001 0,01 0,1 0,0001 0,001 0,01 0.1
105 1 e e e
L 15 B R 4
= §= 1
= % 0,95
: ! £ 0ol
= 0,5 g |
. < 0,85
=
: 1 0,8 ‘ ‘
0,0001 0,001 0,01 0,1 0,0001 0,001 0,01 0,1

Strukturkennwert Ky; in MPa Strukturkennwert Ky in MPa

Abb. 6.5: Relative Profilhche 4/ (oben links), Breiten-Hohenverhiltnis b/ h (oben rechts), relative
Profildicke ¢/ h (Mitte links), Spannung (Mitte rechts), umschlossene Fliche (unten links)
sowie das Masseverhiltnis der Stibe im Vergleich zu der geschlossen-analytischen Losung
(unten rechts) fiir die Ergebnisse des Evolutionédren Algorithmus, der numerischen Verbes-
serung durch PRECHTL [2] und der geschlossen-analytischen Losung fiir ein Vierkantprofil
unter Biegebelastung.
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6.4 Analyse des Leichtbaupotenzials von Profil-Torsionsstiben

Das Vorgehen bei einer reinen Torsionsbelastung unterscheidet sich nur geringfiigig zum Vor-
gehen bei reiner Biegebelastung. Anstelle der Durchbiegung wird die Verdrehung gepriift und
anstatt der zuldssigen Spannung wird die zulédssige Schubspannung gepriift. Der Ablauf der
Priifung ist in Abbildung 6.6 aufgezeigt. Die Verdrehung wird mithilfe von Gleichung 3.3.2
bestimmt. Daher ist die Vorgabe, dass die Voraussetzungen der St.-Venantsche Torsion gelten.
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Abb. 6.6: Das Vorgehen der Priifungen der Restriktionen bei reiner Torsionsbelastung.

In Abbildung 6.7 sind die Ergebnisse fiir das Vierkantprofil unter Torsionsbelastung der geschlos-
sen-analytischen Losung, der numerischen Erweiterung durch PRECHTL und des Evolutionédren
Algorithmus aus dieser Arbeit aufgezeigt. Zu erkennen ist, dass die Ergebnisse bei einem
kleinen und groB8en Strukturkennwert bei allen drei Rechenmethoden praktisch identisch sind.
Leichte Abweichungen existieren aufgrund des Unterschieds beim Beulwert. In der Analytik
betrdgt Kuna = 5,37 und numerisch berechnet ist Kyym = 5,34. Aus diesem Grund unterschei-
den sich auch die kritischen Strukturkennwerte leicht. Welche bei Kyyit, anat = 0,0423 MPa und
Kyt num = 0,0424 MPa nur vernachlédssigbar auseinander liegen. Bei reiner Torsionsbelastung
kann bei einem Vierkantprofil somit ohne Probleme mit den analytisch hergeleiteten Zusammen-
hiingen gerechnet werden, um das optimale Profil zu bestimmen.
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Abb. 6.7: Hohen-Lingenverhiltnis //1 (oben links), Breiten-H6henverhiltnis b/ (oben rechts),
Profildicken-Hohenverhiltnis ¢ /h (Mitte links), Spannung (Mitte rechts), umschlossene
Fldche (unten links) sowie das Masseverhéltnis der Stibe im Vergleich zu der geschlossen-
analytischen Losung (unten rechts) fiir die Ergebnisse des Algorithmus, der numerischen
Verbesserung durch PRECHTL [2] und der geschlossen-analytischen Losung fiir ein Vier-
kantprofil unter Torsionsbelastung.






7 Erweiterung der gewichtsoptimierten Auslegung um
kombinierte Lastfille

Fiir kombinierte Lastfélle kann eine gewichtsoptimierte Auslegung nur numerisch aufgestellt
werden. Dies gilt sowohl fiir den Fall des Festigkeits- als auch fiir den Fall des Stabilitidtsversagens.
Wenn ein, wie in Abbildung 7.1 dargestellter Balken, unter kombinierten Lastféllen belastet wird,
ergibt sich nach KRATZIG [100] fiir eine Kombination aus Druck- und Biegebelastung folgender
Zusammenhang fiir die maximale Spannung im Balken:

1 I\*h 11 1\’ h
Omax = m (f_l) ;KD + ;fwc—w(6 (Z) n (KB +KDfmax) (7.0.1)

Wie direkt ersichtlich ist, kann der Zusammenhang nicht nach der relativen Profilhéhe 1/h
umgestellt werden, was der erste Schritt fiir die geschlossen-analytische Losung wére. Bei einer
Kombination von Biege- und Torsionsbelastung wire diese Umformung noch moglich. Allerdings
wiirde die Kombination der Belastung beim Festigkeitsversagen in allen Fillen nach der Theorie
erster Ordnung noch hinreichend genaue Ergebnisse liefern, was bei den Stabilitétskriterien nicht
weiter gilt. Das Erreichen der kritischen Spannung beim Stabilititsversagen zeigt sich durch ein
schlagartiges Anwachsen der Verformung. Durch die Kombination verursacht die Druckbelastung
aufgrund der Durchbiegung und des daraus resultierenden Hebelarms ein zusétzliches Moment,
wodurch die Durchbiegung vergréBert wird. Dieser Effekt kann bei der Auslegung nur geméif
der Theorie zweiter Ordnung am verformten System aufgestellt werden, was in Abbildung 7.1
gezeigt ist. In Gleichung 7.0.1 ist die Theorie zweiter Ordnung iiber den Term Kp fax inkludiert.
Die vergroBerte Durchbiegung durch die Kombination der Lastfélle kann nur durch das Losen
der Differentialgleichung der Biegelinie bestimmt werden. Dies schlieit einen geschlossen-
analytischen Losungsweg aus. [100]

Abb. 7.1: Verformter Balken unter tiberlagerter Biege- und Druckbelastung nach KRATZIG [100].

Auch bei der Kombination von Biege- und Torsionsbelastung tritt ein @hnliches Problem auf.
Durch die von der Torsionsbelastung ausgeldste Verdrehung entsteht eine schiefe Biegung,
da die Biegebelastung bei einem symmetrischen Profil nicht mehr im System der Haupttrag-
heitsachsen angreift. In allen Féllen ist ein iteratives Verfahren notwendig, welches numerisch
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unterstiitzt gelost werden muss. Aus diesem Grund kann so eine Auslegung nur noch durch einen
Optimierungsalgorithmus erfolgen, wie er fiir diese Arbeit entwickelt wurde.

Der Aufbau des Optimierungsalgorithmus und der Ablauf der Optimierung sind annihernd gleich
zum beschriebenen Aufbau aus Kapitel 6.1. Die jeweiligen Priifungen der Restriktionen miissen
an die kombinierten Lastfille entsprechend angepasst werden, was in den folgenden Kapiteln
jeweils fiir die Lastpaare einzeln erldutert wird. Die passende Eingabe fiir den Wittrick-Williams-
Algorithmus ist in Kapitel 4.4 beschrieben, da durch die kombinierte Belastung die Lasteingabe
O entsprechend des Verhiltnisses der Strukturkennwerte der einzelnen Belastungen gewdhlt
werden muss. Auf die gleiche Weise kann das ermittelte Qy,j; entsprechend des Verhiltnisses zu
den kritischen Belastungen Qxir, ,, r der drei Lastfélle zuriickgerechnet werden. Aus den kriti-
schen Belastungen Oy, ,, 1 kOnnen dann die jeweiligen kritischen Strukturkennwerte Ky, y, 1
bestimmt werden, welche dann mit der tatsdchlich vorliegenden Belastungen verglichen wird.
Ist Kp M. 1>Kisitp ¢ 11€gt Stabilitédtsversagen vor. Aufgrund des festen Verhéltnisses zwischen
den Strukturkennwerten, liegen die kritischen Strukturkennwerte im gleichen Verhiltnis. Die
Priifung von einem kritischen Wert geniigt, um den relativen Malus zu bestimmen.

7.1 Kombination von Druck und Biegung

Die Restriktionspriifung bei einer Kombination aus Druck- und Torsionsbelastung unterscheidet
sich nur geringfiigig von dem Vorgehen bei einer Einzelbelastung. Der Ablauf der Priifung ist
in Abbildung 7.2 aufgezeigt. Bei der Berechnung der maximalen Durchbiegung fi.x wird die
Theorie zweiter Ordnung angewendet, sodass auch die durch die Druckkraft zusétzlich verursach-
te Durchbiegung mit einbezogen wird. Dafiir wird ein iteratives Verfahren eingesetzt, bei dem
zunichst die Durchbiegung f alleine durch die Biegebelastung bestimmt wird. Anschlieend
wird ein fpey berechnet, wobei nun die vorher berechnete Durchbiegung f als Hebelarm fiir das
durch die Druckkraft ausgeloste Moment genutzt wird. Die Durchbiegung f wird nun mit der
gerade berechnete Durchbiegung fe, aktualisiert. Die Berechnung wird solange wiederholt bis
eine Abweichung zwischen f und fpe, unter einer vorher definierten Grenze B¢ liegt, welche
fiir diese Arbeit mit 1,/10000 bestimmt wurde. Die Durchbiegung f wird mit der vorgegebenen
zuldssigen Durchbiegung f,, verglichen. Ist die berechnete Durchbiegung hoher, wird, wie
schon bei den Fillen der Einzelbelastung, ein relativer Malus bestimmt.

Anschliefend wird die kombinierte maximale Spannung G, ebenfalls nach Theorie zweiter
Ordnung berechnet, indem durch die im vorherigen Schritt berechnete Durchbiegung f als
Hebelarm fiir die Druckbelastung ein zusitzliches Moment aufgebracht wird. Die berechnete
Spannung Gy« wird mit der zuldssigen Spannung 6, des Materials verglichen. Auch hier wird
beim Uberschreiten der zuldssigen Spannung G, ein relativer Malus bestimmt. Als letztes wird
die Stabilitédtspriifung mithilfe des Wittrick-Williams-Algorithmus vorgenommen. Dafiir muss,
wie in Kapitel 4.4 beschrieben, ein Verhiltnis der Belastungen gebildet werden, da der Wittrick-
Williams-Algorithmus nur mit einer verkniipften Belastung Q rechnen kann. Beispielsweise
wiirde sich bei einem Strukturkennwert durch die Druckbelastung Kp = 0,075 MPa und einem
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Abb. 7.2: Das Vorgehen der Priifungen der Restriktionen bei einer Kombination aus Druck- und
Biegebelastung.

Strukturkennwert durch die Biegebelastung Ky = 0,1 MPa und einer Profillinge / = 2000 mm
das relative Verhiltnis zwischen Druck- und Biegebelastung bei Op = 1 und Qu = 2666,67 mm
ergeben. Dieses Verhiltnis wird zum einen als Input fiir den Wittrick-Williams-Algorithmus,
um so die tatsdchlich vorliegende Aufteilung zwischen Druck- und Biegebelastung einstellen
zu konnen, und zum anderen fiir die Riickrechnung der einzelnen kritischen Strukturkennwerte
Kiit verwendet. Sind diese Uberschritten wird der relativen Malus auf die vorgestellte Weise
berechnet. Die Restriktionspriifung des Individuums ist an dieser Stelle abschlossen und der
Fitnesswert kann iiber den Gesamtmalus angepasst werden. Anschlieend wird das Individuum
der Generation hinzugefiigt.

In Abbildung 7.3 sind die Ergebnisse fiir das Vierkantprofil unter kombinierter Druck- und Bie-
gebelastung dargestellt. Die auffilligste Erkenntnis ist, dass die Biegebelastung einen deutlich
groferen Einfluss auf die gewichtsoptimale Geometrie des Profils als die Druckbelastung hat.
Solange der Strukturkennwert fiir die Druckbelastung nicht grofler als der Strukturkennwert fiir
die Biegebelastung ist, kann die Druckbelastung vernachlissigt werden. Das Profil verhilt sich
wie unter einer reinen Biegebelastung und auch die entsprechenden Formeln fiir reine Biege-
belastung konnen verwendet werden. Sobald der Strukturkennwert durch die Druckbelastung
unterhalb von Kp < 0,001 MPa liegt, kann die Druckbelastung unabhingig der Biegebelastung
vollstiandig vernachlissigt werden. Zusitzlich ist deutlich zu erkennen, dass der Einfluss der
Druckbelastung auf die relative Profilhdhe 4 /1 sehr gering ist. Alle Kurven folgen sehr eng
der relativen Profilhohe unter reiner Biegebelastung. Im Bereich von kleinen Strukturkenn-
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werten Ky < Kyvikrit =~ 0,001 MPa sind die Kurven ein Stiick weit aufgefidchert. Bei groB3en
Strukturkennwerten hingegen liegen die Kurven sehr nah beieinander, sodass im Bereich des
Festigkeitsversagens unabhingig von der Druckbelastung mit den Ergebnissen der reinen Biege-
belastung gerechnet werden kann.
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Abb. 7.3: Breiten-Hohenverhiltnis b/h (erste Zeile), relative Profilhche h/[ (zweite Zeile) und
relative Profildicke ¢/ h (dritte Zeile) fiir ein Vierkantprofil unter kombinierter Druck- und
Biegebelastung. Auf der linken Seite sind Verldufe bei konstantem Strukturkennwert durch
Druckbelastung abhédngig vom Strukturkennwert durch Biegebelastung und auf der rechten
Seite sind die umgekehrten Fille dargestellt.

Sowohl im Breiten-Hohenverhéltnis 6 und bei der relativen Profildicke ¢/ h ist bei den Diagram-
men, die abhiingig vom Strukturkennwert der Biegebelastung Ky aufgetragen sind, existiert ein
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Ubergang abhingig vom Strukturkennwert der Druckbelastung Kp. Wie oben schon geschrieben,
ist das gewichtsoptimale Profil bei Strukturkennwerten der Druckbelastung Kp < 0,001 MPa
praktisch ausschlieflich vom Strukturkennwert der Biegebelastung Ky abhédngig. Bei Erhhung
des Strukturkennwerts der Druckbelastung ergibt sich zunéchst ein Verlauf, welcher sich bei
steigendem Strukturkennwert der Biegebelastung an den Verlauf der reinen Biegebelastung
schnell annéhert. Der kritische Strukturkennwert liegt aber niedriger, sodass frither der Wechsel
auf die Profilgeometrie fiir gro3e Strukturkennwerte gewechselt wird. Die gewichtsoptimale
Profilgeometrie ist dann aber wieder die gleiche wie bei einer reinen Biegebelastung.

Wenn der Strukturkennwert der Druckbelastung mit Kp = 0, 1 MPa sehr gro8 ist, bildet sich auch
bei einem sehr kleinen Strukturkennwert der Biegebelastung keine gewichtsoptimale Profilgeo-
metrie aus, die bei einer reinen Druckbelastung optimal wire. Auch bei einem Strukturkennwert
der Biegebelastung Ky = 0,0001 MPa ist ein Profil gewichtsoptimaler, wenn es um 1/5 hoher
als breit ist. Dies liegt am Knick- und Kippverhalten von Trédgern, die unter einer kombinierten
Last stehen. Durch kleine Biegebelastungen und somit ein Spannungsverlauf in den Stegen des
Profils steigt die kritische Versagensspannung fiir das globale Stabilitdtsverhalten, was bei reiner
Druckbelastung gemeinhin als Knicken bezeichnet wird, deutlich an. Somit gilt auch bei einer
sehr kleinen Biegebelastung nicht mehr der Symmetriezusammenhang aus Gleichung C.1.4. Bei
der relativen Profildicke # /h konnen dieselben Erkenntnisse gewonnen werden. Fiir ein besseres
Verstindnis dieses Ubergangsbereichs sind in Abbildung 7.4 die optimalen Profilzusammenhiinge
fiir Strukturkennwerte der Druckbelastung im Ubergangsbereich aufgetragen.
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Abb. 7.4: Breiten-Hohenverhiltnis b/ h (links) und maximale Spannung (rechts) fiir ein Vierkant-
profil unter kombinierter Druck- und Biegebelastung. Die Verlidufe sind fiir konstante
Strukturkennwerte durch Druckbelastung und abhédngig vom Strukturkennwert durch Bie-
gebelastung aufgetragen.

Bei einer detaillierten Betrachtung des Ubergangsbereichs wird deutlich, dass sich die optimale
Profilform kontinuierlich mit ansteigendem Strukturkennwert der Druckbelastung verédndert. Es
existiert kein Sprung mit einem schlagartigen Wechsel. Zunichst kann nun genauer ermittelt
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werden, dass die Druckbelastung bis zu einem Strukturkennwert Kp < 0,00025 MPa keinen
Einfluss auf die gewichtsoptimale Profilgeometrie aufweist. Bis zu einem Strukturkennwert
der Druckbelastung von Kp < 0,025 MPa existiert ein Ubergangsbereich, bei dem sich bei
groBen Strukturkennwerten Kg > K. (Kp) weiterhin die gewichtsoptimale Profilgeometrie
unabhingig vom Strukturkennwert durch die Druckkraft ergibt. In den Bereichen mit kleinem
Strukturkennwert nihert sich der Verlauf, wie oben schon erwihnt, relativ schnell dem fiir
eine reine Biegebelastung an, wobei die Anndherung mit steigendem Strukturkennwert der
Druckbelastung geringer wird und sich der kritische Strukturkennwert Ky (Kp) mit steigendem
Strukturkennwert der Druckbelastung nach vorne verschiebt. Die Erklidrung ergibt sich durch
die Erkenntnisse aus den einzelbelasteten Profilen. Bei einem kleinen Strukturkennwert liegt
die maximale Spannung im Profil 6, unterhalb der zuldssigen Spannung G,,. Durch die
Kombination mit der Druckbelastung erhoht sich die Spannung im druckbelasteten Flansch,
sodass die zuldssige Spannung G, bei schon niedrigeren Strukturkennwerten der Biegebelastung
erreicht wird. Aus diesem Grund verkleinert sich der kritische Strukturkennwert Ky (Kp) bei
steigendem Strukturkennwert der Druckbelastung. An dieser Stelle stellt sich auch der Wechsel
des optimalen Breiten-Hohenverhiltnis 8,y ein, weswegen sich der Wechsel mit einer Erhéhung
des Strukturkennwerts der Druckbelastung Kp immer weiter nach vorne verschiebt.

Bei einem Strukturkennwert der Druckbelastung Kp > 0,025 MPa liegt nur noch die oben
beschriebene kontinuierliche Anndherung an die gewichtsoptimierte Auslegung im reinen Bie-
gelastfall bei grolen Strukturkennwerten vor. Im rechten Diagramm von Abbildung 7.4 ist
zu erkennen, dass ab diesem Wert des Strukturkennwerts der Druckbelastung die maximale
Spannung immer der zuldssigen Spannung G, entspricht. Diese Profile versagen immer nach
Festigkeitsversagen, sodass auch kein kritischer Strukturkennwert existiert. Mit steigendem
Strukturkennwert der Druckbelastung strebt das Bauteil immer mehr zum Verhalten bei rei-
ner Druckbelastung, ndhert sich mit steigendem Strukturkennwert der Biegebelastung dem
Verhalten bei reiner Biegebelastung kontinuierlich an. Die Anndherung verlduft als Gerade
in der logarithmischen Darstellung, wobei die verschiedenen Geraden bei unterschiedlichen
Strukturkennwerten der Druckbelastung annihernd parallel verlaufen.

Die Verlédufe der optimalen Profilgeometrien in den Diagrammen in Abbildung 7.3, die abhéngig
vom Strukturkennwert der Druckbelastung aufgezeigt sind, also auf der rechten Seite, stiitzen die
oben genannten Erkenntnisse. Horizontale Verldufe in den Diagrammen zeigen an, dass die dort
dargestellte Profilgeometrie unabhédngig vom Strukturkennwert der Druckbelastung ist und einzig
vom Strukturkennwert der Biegebelastung abhiingt. Aus den Diagrammen ist sehr gut abzuleiten,
dass Profile mit zunehmender Biegebelastung eine groflere relative Profilhohe 4/1 und eine
geringere relative Profildicke 7/h aufweisen als rein druckbelastete Profile. In den Verldufen
der relativen Profildicke 7/ / ist auch sehr gut zu erkennen, dass bei einer kombinierten Druck-
und Biegebelastung kein kritischer Strukturkennwert der Druckbelastung existiert. Die stark
ansteigende Kurve nach Uberschreiten des Strukturkennwerts bei reiner Druckbelastung existiert
so bei keinem anderen Verlauf. Die oben genannte These, dass das Versagen nach Stabilitit oder
Festigkeit rein von der Biegebelastung abhéngig ist, wird so weiter gestiitzt.
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7.2 Kombination von Druck und Torsion

Die Restriktionspriifung bei einer Kombination aus Druck- und Torsionsbelastung unterscheidet
sich in zwei Schritten vom Vorgehen bei der Kombination aus Druck- und Biegebelastung. Der
Ablauf der Priifung ist in Abbildung 7.5 aufgezeigt.
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Abb. 7.5: Das Vorgehen der Priifungen der Restriktionen bei einer Kombination aus Druck- und
Torsionsbelastung.

Anstatt der Berechnung der Durchbiegung wird zunichst die Verdrehung berechnet. Da hier
kein Einfluss durch die Druckkraft existiert, erfolgt die Berechnung wie bei einer reinen Tor-
sionsbelastung. Auch hier gilt, wenn die Verdrehung ¥ > U, ist, wird ein Malus aus dem
relativen Verhiltnis von Verdrehung und zuldssiger Verdrehung berechnet. AnschlieBend muss
die maximale Spannung aus Druck- und Torsionsbelastung berechnet werden. Dafiir wird die
Vergleichsspannung nach von Mises verwendet [29].

Oy = /0%, + 372 (7.2.1)

Die maximale Spannung G« und die Schubspannung T werden separat mit der Druck- und
der Torsionsbelastung berechnet. Anschlieend bilden sie zusammen die Vergleichsspannung,
welche mit der zulidssigen Spannung G,y verglichen wird. Liegt die Vergleichsspannung iiber
der zuldssigen Spannung wird nach dem bekannten Schema der relative Malus berechnet. Als
letzter Schritt erfolgt wieder die Durchfiihrung des Wittrick-Williams-Algorithmus. Auch hier
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erfolgt die Bestimmung des Verhiltnisses der Belastungen wie im vorher beschriebenen Kapitel.
Aufgrund des Verhiltnisses reicht es auch hier aus, nur Ky zu priifen und den relativen Malus
zu berechnen. Der Fitnesswert wird abschlielend mithilfe des relativen Malus angepasst und
das Individuum wird der Generation hinzugefiigt. Die Ergebnisse fiir das Vierkantprofil unter
kombinierter Druck- und Torsionsbelastung sind in Abbildung 7.6 sind dargestellt.
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Abb. 7.6: Breiten-Hohenverhiltnis b/h (erste Zeile), relative ProfilhShe h/1 (zweite Zeile) und
relative Profildicke ¢/ h (dritte Zeile) fiir ein Vierkantprofil unter kombinierter Druck- und
Torsionsbelastung. Auf der linken Seite sind Verldaufe bei konstantem Strukturkennwert
durch die Druckbelastung abhéngig vom Strukturkennwert durch die Torsionsbelastung
und auf der rechten Seite sind die umgekehrten Fille dargestellt.
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Da bei beiden Belastungsarten bei einer nicht kombinierten Belastung das optimale Breiten-
Héohenverhiltnis S0 = 1 ist, erscheint es nicht iiberraschend, dass dies auch bei der kombinierten
Belastung der Fall ist.

Wie bei der Biegebelastung iiberwiegt auch bei dieser Kombination der Einfluss des Struktur-
kennwerts der Torsionsbelastung gegeniiber der Druckbelastung. Dies ist gut an den relativen
Profilhohen 4 /1 zu erkennen, die bei den vom Strukturkennwert der Druckbelastung abhin-
gigen Verldufen praktisch horizontale Verldufe bilden und bei den vom Strukturkennwert der
Torsionsbelastung sich an den Verlauf der reinen Torsionsbelastung anschmiegen. Dies zeigt
auch die Wichtigkeit der Profilhohe £ fiir die Torsionssteifigkeit. Denn bei den Verldufen der
relativen Profildicke ¢ /A ist zu erkennen, dass die zusitzliche Druckbelastung mit ansteigendem
Strukturkennwert durch die Druckbelastung iiber eine deutliche Vergroerung der Profildicke
verarbeitet wird. Das Verhalten ist hier dhnlich wie bei der Kombination aus Druck- und Biege-
belastung. Solange der Strukturkennwert der Druckbelastung gleich dem oder kleiner als der
Strukturkennwert der Torsionsbelastung ist, kann die Druckbelastung vernachlissigt werden.
Bis zu einem Strukturkennwert Kp < 0,001 MPa liegt sogar praktisch kein Unterschied zu den
Zusammenhéngen bei reiner Torsionsbelastung vor, weswegen die Druckbelastung dann sogar
unabhiingig von der Torsionsbelastung vernachlissigt werden kann.

Bei groBeren Strukturkennwerten fiir die Druckbelastung steigt die relative Profildicke an,
wobel aber nie die Verhiltnisse aus reiner Druckbelastung erreicht werden. Mit steigendem
Strukturkennwert der Torsionsbelastung schmiegen sich die Verldufe dann wieder denen der
reinen Torsionsbelastung an. Hier wird die Dominanz der Torsionsbelastung deutlich. Bei der
Auslegung auf Torsion verfiigt das Profil iiber eine gewisse «Reserve», die zunéchst auch die
Belastung durch die Druckkraft aufnehmen kann. Erst wenn die Druckbelastung deutlich iiber der
Torsionsbelastung liegt, muss dies durch eine Erhohung der relativen Profildicke 7 / h kompensiert
werden.

7.3 Kombination von Biegung und Torsion

Die Restriktionspriifung bei einer Kombination aus Biege- und Torsionsbelastung weicht etwas
zu den anderen beiden Kombinationen ab. Fiir den Ablauf siehe Abbildung 7.7. Die Abweichung
liegt an der Beeinflussung der Torsionsbelastung auf die Biegebelastung bei der Bestimmung der
Durchbiegung. Da durch die Torsionsbelastung der Querschnitt aus der Biegebelastung aus den
Haupttriagheitsachsen herausgedreht wird, miissen die Berechnungen der Durchbiegung und der
maximalen Spannung bei einer schiefen Biegung berechnet werden.

Als erstes wird wie bei der Kombination aus Druck- und Torsionsbelastung die Verdrehung be-
rechnet. Auch hier wird bei Uberschreiten der zulissigen Verdrehung der relative Malus bestimmit.
AnschlieBend werden auf Basis der berechneten Verdrehung die Flichentragheitsmomente ange-
passt. Mit diesen neuen Flichentrigheitsmomenten konnen dann die maximale Durchbiegung
und anschliefend die maximale Spannung durch die Biegebelastung berechnet werden. Wie bei
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Abb. 7.7: Das Vorgehen der Priifungen der Restriktionen bei einer Kombination aus Biege- und
Torsionsbelastung.

der Kombination aus Druck- und Torsionsbelastung wird auch mit der Schubspannung aufgrund
der Torsionsbelastung die Vergleichsspannung nach Gleichung 7.2.1 bestimmt. Anschlie3end
erfolgt nach gleichem Schema mit dem entsprechenden Lastverhiltnis die Berechnung mit dem
Wittrick-Williams-Algorithmus. Auch hier werden der Fitnesswert abschlieBend mithilfe des
relativen Malus angepasst und das Individuum der Generation hinzugefiigt.

In Abbildung 7.8 sind die Ergebnisse fiir das Vierkantprofil unter kombinierter Druck- und
Torsionsbelastung dargestellt. Im Vergleich zu den anderen beiden Kombinationen, die jeweils
eine Druckbelastung inkludieren, existiert bei der Kombination von Biege- und Torsionsbelastung
keine iiberlegene Belastungsart. Daher ist die primire Erkenntnis, dass bei einem Verhiltnis
der Strukturkennwerte von 1/10 der jeweils groBere Strukturkennwert dominiert und damit die
Zusammenhinge aus den Einzelbelastungen gelten. Dies ist neben den Verldufen beim Breiten-
Hohenverhiltnis 8 auch bei den relativen GroBen /1 und ¢/ h ersichtlich. Dies gilt sowohl fiir
eine Dominanz der Torsion als auch der Biegung.

Beim Breiten-Hohenverhiltnis 0 ist sehr gut zu erkennen, dass dieser Wechsel bei allen Struk-
turkennwertverhéltnissen annihernd gleich stattfindet. Dies gilt sowohl abhéngig vom Struktur-
kennwert durch die Torsionsbelastung (linke Seite) als auch abhingig vom Strukturkennwert
durch die Biegebelastung (rechte Seite). Die optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse dop; wechseln
nach dem Uberschreiten des oben genannten Strukturkennwertverhiltnisses von 1/10 kontinu-



7.3 Kombination von Biegung und Torsion

101

ierlich zu dem optimalen Breiten-Hohenverhiltnis 8,y der jeweils anderen Belastung. Sobald
das umgedrehte Strukturkennwertverhiltnis dann wiederum 1/ 10 unterschreitet, verbleibt das
optimalen Breiten-Hohenverhiltnis op; bei dem der jeweils dominierenden Belastungsart.
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Abb. 7.8: Breiten-Hohenverhiltnis b/h (erste Zeile), relative Profilhohe h/1 (zweite Zeile) und
relative Profildicke ¢ /h (dritte Zeile) fiir ein Vierkantprofil unter kombinierter Biege- und
Torsionsbelastung. Auf der linken Seite sind Verldufe bei konstantem Strukturkennwert
durch die Biegebelastung abhingig vom Strukturkennwert durch die Torsionsbelastung und
auf der rechten Seite sind die umgedrehten Fille dargestellt.

Bei den relativen Profilhohen %/ und Profildicken ¢/ 4 ist der Wechsel bei einem Strukturkenn-
wertverhiltnis von 1/10 ebenfalls gut zu erkennen. Ersichtlich wird dies insbesondere an den
jeweiligen Verldufen bei sehr hohen konstanten Strukturkennwerten Kyt = 0, 1 MPa. Sie weisen
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bis zu einem Strukturkennwert Kt = 0,01 MPa einen horizontalen Verlauf auf und wechseln
dann in einen Ubergangsbereich. In diesem schmiegt sich die Kurve an den Verlauf fiir die reine
Belastung der jeweils anderen Belastungsart an.

7.4 Diskussion zur Idealisierung der Belastung

Die Ergebnisse in diesem Kapitel belegen die erste Unterthese der in dieser Arbeit behandel-
ten Forschungshypothese. Mit der ersten Unterthese wurde behauptet, dass kombinierte und
komplexere Lastfélle auf Grundlastfille reduziert werden konnen.

Die These kann unter Einschriankungen bestitigt werden. Fiir eine Kombination aus Druck- und
Biegebelastung kann die Druckbelastung vernachlédssigt werden, solange der Strukturkennwert
der Druckbelastung nicht grofer als der Strukturkennwert der Biegebelastung ist. Bis zu einem
Strukturkennwert Kp < 0,0025 MPa kann die Druckbelastung unabhéngig vom Strukturkennwert
der Biegebelastung vollstiandig vernachlidssigt werden. Das Profil verhilt sich dann wie ein Tréger
unter reiner Biegebelastung. Dies gilt unabhingig vom Strukturkennwert der Biegung (eine
Mindestbelastung von Ky < 0,0001 MPa wird vorausgesetzt). Fiir die Druckbelastung kann
unter der Kombination mit der Biegebelastung keine solche Aussage getroffen werden. Auch
bei einem deutlichen Uberwiegen des Strukturkennwerts fiir Druck gegeniiber dem fiir Biegung
liegt ein Ubergangsprofil von reiner Druckbelastung zur Biegebelastung vor.

Bei der Kombination von Druck- und Torsionsbelastung konnen @hnliche Aussagen getroffen
werden. Auch hier gilt, solange der Strukturkennwert der Druckbelastung nicht groBer als der
Strukturkennwert der Torsionsbelastung ist, kann die Druckbelastung vernachlissigt werden.
Solange der Strukturkennwert der Druckbelastung Kp < 0,001 MPa ist, kann die Druckbelas-
tung unabhingig von der Torsionsbelastung vernachlidssigt werden und das Profil als reiner
Torsionsstab berechnet werden. Andersherum konnen wie bei der Kombination aus Druck- und
Biegebelastung keine solche Aussagen getroffen werden.

Bei der Kombination von Biege- und Torsionsbelastung kann eine Vernachlédssigung der je-
weils anderen Belastung erfolgen, solange das Verhiltnis der Strukturkennwerte 1/10 nicht
iiberschreitet. In dem Zwischenbereich liegt ein kontinuierlicher Ubergang vor.

Zusammenfassend konnen also bei gewissen Verhiltnissen und einer Dominanz einer Belastung
die anderen vernachlissigt werden. Die Betrachtung iiber den Strukturkennwert gewéhrleistet,
dass diese Beziehung unabhédngig von Dimension der Geometrie und Belastungsart allgemein
giiltig ist.
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Aufgrund der frei einstellbaren Koordinaten der Plattenrinder des Profils existieren zu viele
Freiheitsgrade, um wie bei den Grundprofilen eine geschlossen-analytische Losung aufstellen zu
konnen. Wie bei den kombinierten Lastfidllen kann daher bei einer polygonisierten Profilform
die gewichtsoptimierte Auslegung nur noch numerisch erfolgen. Mit steigender Anzahl an
Plattenelementen in der Profilform erhohen sich die moglichen Kombinationen zum Aufbau
eines Profils erheblich. Ein Priifen all dieser Kombination ist auch mit den besten Computern in
endlicher Zeit nicht durchfiihrbar. An dieser Stelle wird die Stirke des Evolutiondren Algorithmus
mit der metaheuristischen Vorgehensweise deutlich. Mit solch einem Ansatz kdnnen auch mit
vergleichsweise geringem Rechenaufwand zufriedenstellende Ergebnisse ermittelt werden.

Der Optimierungsalgorithmus und der Ablauf der Optimierung sind praktisch gleich zum be-
schriebenen Aufbau aus den vorangegangenen Kapiteln. Die jeweiligen Priifungen der Restrik-
tionen konnen je nach Belastung entweder fiir einen einzigen Lastfall oder fiir eine kombinierte
Belastung durchgefiihrt werden. Das Vorgehen mit dem Malus auf den Fitnesswert ist identisch.
Der einzige Unterschied ist, dass nun nicht mehr die Breite b, die Hohe /& und die Profildicke
t die verdnderlichen GroBen sind. Einzig die Profildicke # verbleibt bei den Variablen. Mit der
Umstellung auf den polygonisierten Ansatz sind fiir jeden Punkt des Polygons die x,- und die
x3-Koordinate verdnderlich. Sie werden also zwischen den Eltern ausgetauscht, um einen neuen
Nachkommen zu zeugen, wobei jede Koordinate nachtriglich mutieren kann.

Die Priifung auf Lebensfihigkeit gelangt so zu einer wichtigen Bedeutung. Bei den Optimierun-
gen der Grundprofile muss nur gepriift werden, ob die Profildicke nicht zu grof3 oder zu klein
im Sinne der Plattentheorie ist. Beim frei-verschieblichen Ansatz der polygonisierten Profile
muss dazu noch gepriift werden, ob sich Platten iiberschneiden, da dies mit der verwendeten
Methode nicht erlaubt ist. Diese Profile konnen nicht mit einem Malus versehen werden, da in
der Regel die Berechnung mit dem Wittrick-Williams-Algorithmus Fehler verursacht und so die
Optimierung abgebrochen wird. Aus diesem Grund werden die fehlerhaften Individuen geloscht
und der Algorithmus erstellt solange neue Individuen, bis alle lebensfdhig sind und die Priifung
der Restriktionen beginnen kann.

Die gewichtsoptimierte Auslegung von polygonisierten Profilen wird getrennt fiir die einzelnen
Grundlastfélle durchgefiihrt. Zunéchst fiir eine reine Druckbelastung, dann fiir eine reine Tor-
sionsbelastung und abschlieBend fiir reine Biegebelastung. Bei allen drei Berechnungen wird
die Anzahl an Koordinaten schrittweise jeweils um vier von vier auf 16 Koordinaten erhoht.
Fiir jeden Grundlastfall werden die Rechnungen einmal mit einem Wert deutlich unterhalb
(K = 0,00025 MPa) und einmal deutlich oberhalb (K = 0,1 MPa) des geschlossen-analytisch
berechneten kritischen Strukturkennwertes K durchgefiihrt. So kann sichergestellt werden, dass
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einmal eine optimierte Form fiir ein stabilitdtsgefdhrdetes und einmal fiir ein festigkeitsgefdhrde-
tes polygonisiertes Bauteil berechnet wird.

Abschlielend sei noch der Hinweis gegeben, dass die Ergebnisse des Evolutiondren Algorithmus
nicht zwangsldufig das Optimum finden, da es eine stochastische Methode ist. Zusitzlich streuen
die Ergebnisse um so stirker, je weniger ausgeprigt das Optimum einer Optimierungsaufgabe ist.
Bei diesen Berechnungen existiert kein ausgeprigtes Optimum, weswegen die Anordnung der
Koordinaten bei unterschiedlichen Berechnungsdurchgingen mit gleicher Koordinatenanzahl
stark streut, wobei die jeweiligen Fitnesswerte nur kleine Abweichungen zueinander aufweisen.
Die ausgewéhlten Profile sind daher reprisentativ fiir die jeweilige Koordinatenanzahl zu betrach-
ten, um Tendenzen und Logiken in der Auslegung beziehungsweise Optimierung abzuleiten. In
jedem Querschnitt ist zum Vergleich auch der Querschnitt des gewichtsoptimalen Vierkantprofils
als zugehoriges Grundprofil eingezeichnet.

8.1 Gewichtsoptimierte Auslegung polygonisierter Profile unter
Druckbelastung

Bei den Berechnungen zu einem kleinen Strukturkennwert Kp < K (siehe Abbildung 8.1) ist zu
erkennen, dass mit einer Erhohung der Koordinatenanzahl das Gewicht des Bauteils signifikant
gesenkt werden kann. Die optimierte polygonisierte Form mit vier Koordinaten entspricht im
Rahmen der Rechengenauigkeit der analytischen Auslegung.

—— polygonisiertes Profil - - - Grundprofil
m = 0,308 kg m = 0,222 kg m=0,187 kg m = 0,169 kg
t =0,201 mm t=0,132mm t =0,104 mm t =0,089 mm
0 40 40 40
= =
g 20 g€ 20
g .8 .
0 0 7
0 20 40 0 20 40 40
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Abb. 8.1: Optimierte polygonisierte Querschnitte mit vier, acht, zwolf und 16 Koordinaten (von links
nach rechts) unter dem Strukturkennwert Kp = 0,00025 MPa. Zum Vergleich ist jeweils
der gewichtsoptimierte Querschnitt mit dem Vierkantprofil als Grundprofil angegeben.
Dieses weist bei einer Profildicke + = 0,201 mm einen Fitnesswert m = 0,308 kg auf. Die
angegebenen Fitnesswerte beziehen sich auf das Gewicht eines Druckstabs aus Stahl und
2000 mm Linge.

Fiir alle vier Profile gilt, dass sich die Koordinaten so anordnen, dass sie ein Kreisprofil annihern.
Dies gilt auch fiir das Profil mit vier Koordinaten, da ein Quadrat die bestmogliche Approximation
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eines Kreises durch ein Rechteck ist. Bei einer hoheren Anzahl an Koordinaten sind die Breiten
der einzelnen Platten des polygonisierten Profils kiirzer. Eine schmalere Platte ist weniger stark
durch lokales Beulen gefdhrdet, weswegen die Plattendicke reduziert werden kann. Die optimale
Geometrie bei einem kleinen Strukturkennwert ist dann erreicht, wenn lokales Beulen und
Knicken gleichzeitig stattfindet, wobei die tatsdchlich vorherrschende Spannung ¢ im Profil
nicht die kritische Beul- und Knickspannung Gy, iiberschreiten darf. Wenn die Profildicke ¢
reduziert werden kann, weil die Breiten der Platten durch die Erh6hung der Polygonanzahl
kleiner wird, steigt die Spannung ¢ im Profil. Der Durchmesser muss daher entsprechend mit
erhoht werden, um das Flachentragheitsmoment des Profils zu vergroern. Auf diese Weise bleibt
die kritische Knickspannung Gy, weiterhin iiber der tatsdchlich vorherrschenden Spannung ¢
im Profil beziehungsweise entspricht bei einer gewichtsoptimierten Auslegung genau dieser.
Aus diesem Grund werden die Profile mit einer Erhohung der Polygonanzahl groer. Da der
Radius kubisch in das Flichentrigheitsmoment eingeht, erhoht sich die kritische Knickspannung
Okrit schneller als die tatsdchlich vorherrschende Spannung ¢ im Profil durch die Reduktion der
Profildicke ¢ ansteigt. Dies bewirkt die Gewichtsreduktion. In Kapitel 5.1 wird der Kreisring nicht
als Grundprofil besprochen. Ein optimaler relativer Radius R/ und eine optimale Profildicke
t/ R konnen aber mit der gleichen Herleitungsmethodik aufgestellt werden und lauten

wobei kp, = 0,2 fiir diinnwandige Kreisprofile anzunehmen ist [29]. Dadurch ergeben sich bei
einer Belastung von Kp = 0,00025 MPa ein Radius R = 21,520 mm mit einer Profildicke ¢ =
0,062 mm. Die Masse so eines Rohres liegt dann bei m = 0, 131 kg. Der Kreisring bildet somit
die Grenze, wohin sich die polygonisierten Profile mit Erhohung der Koordinatenanzahl annéhern.
Veranschaulicht wird dies in Abbildung 8.2, in der die gewichtsoptimierten Profile inklusive des
Kreisrings iibereinander gelegt sind. Der Kreisring stellt somit die gewichtsoptimierte Geometrie
fiir ein Profil unter Druckbelastung dar.

Die Ergebnisse der polygonisierten Profile bei einem groBen Strukturkennwert Kp > K sind
in Abbildung 8.3 aufgezeigt. Der groflte Unterschied zu den Ergebnissen bei einem kleinen
Strukturkennwert ist, dass die Masse unabhiéngig von der Anzahl der Koordinaten ist. Dies
trifft auch fiir das Profil aus der geschlossen-analytischen Losung zu. In Kapitel 5.1.3 konnte
festgestellt werden, dass das Materialversagen die einzige Restriktion fiir die Auslegung der
optimalen Geometrie ist, solange Knicken und Beulen keine niedrigeren kritischen Spannungen
Okrit aufweisen. Daher existieren beliebig viele Losungen. Eine Erhohung der Koordinatenanzahl
verdndert nichts an diesem Zustand, da sie nur wieder andere Losungen des unendlichen grof3en
Losungsraums darstellen. Aus diesem Grund wurde als zusétzliche sinnvolle weitere Restriktion
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Abb. 8.2: Polygonisierte Profile (4, 8, 12, 16 Koordinaten) und der gewichtsoptimierte Kreisring bei
einer Belastung von Kp = 0,00025 MPa (links) beziehungsweise Kp = 0,1 MPa (rechts).
Die Schwerpunkte der Profile liegen iibereinander.

daher eine moglichst kompakte Bauform beziehungsweise eine minimale umschlossene Flidche
gewihlt.

Mit der zusitzlichen Restriktion, ein moglichst kompaktes Profil zu erreichen, bilden sich
ebenfalls Kreisringe als Losung aus. Diese konnen wie bei einem kleinen Strukturkennwert
mit dem gewichtsoptimierten Kreisring verglichen werden. Der relativer Radius R/[ und eine
optimale Profildicke 7 /R lauten analog zum Vorgehen beim kleinen Strukturkennwert

1
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wobei auch hier k, = 0,2 fiir diinnwandige Kreisprofile anzunehmen ist [29]. Dadurch ergibt
sich bei einer Belastung von Kp = 0,1 MPa ein Radius R = 40,740 mm mit einer Profildicke
t = 3,634 mm. Die Masse so eines Rohres liegt dann bei m = 14,623 kg. Damit wiegt der
analytisch optimierte Kreisring exakt so viel wie die polygonisierten Profile. Ein Vergleich des
Kreisrings mit den polygonisierten Profilen ist in Abbildung 8.2 gegeben. Im Unterschied zu den
Ergebnissen bei einem kleinen Strukturkennwert werden die angenidherten Kreise mit steigender
Koordinatenzahl nicht groler, bis sie sich schlieBlich dem Kreisring anschmiegen. Da, wie
oben schon gesagt, beliebig viele Losungen mit gleicher Masse bei einer Druckbelastung unter
grofem Strukturkennwert existieren, wird der Kreisring auch mit wenigen Koordinaten direkt
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Abb. 8.3: Optimierte polygonisierte Querschnitte mit vier, acht , zwolf und 16 Koordinaten (von
links nach rechts) unter dem Strukturkennwert Kp = 0,1 MPa. Zum Vergleich ist jeweils
der gewichtsoptimierte Querschnitt mit dem Vierkantprofil als Grundprofil angegeben.
Dieses weist bei einer Profildicke ¢t = 3,296 mm einen Fitnesswert m = 14,623 kg auf. Die
angegebenen Fitnesswerte beziehen sich auf die Masse eines Druckstabs aus Stahl und
2000 mm Linge.

nachgebildet, da er die kompakteste Losung darstellt. Dadurch, dass das Stabilititsverhalten
nicht mehr kritisch ist, konnen die Profile viel flexibler zwischen Positionierung der Koordinaten
und Einstellen der passenden Profildicke optimiert werden. Daher wird jedes polygonisierte
Profil, so gut wie es die Koordinatenanzahl hergibt, an den Kreisring angenéhert.

8.2 Gewichtsoptimierte Auslegung polygonisierter Profile unter
Torsionsbelastung

Auch bei der Torsionsbelastung gilt der Hinweis aus der Druckbelastung, dass die ausgewéhl-
ten Profile reprisentativ fiir die jeweilige Koordinatenanzahl zu betrachten sind, um auch hier
Tendenzen und Logiken in der Auslegung ableiten zu konnen. Bei jedem Querschnitt ist zum Ver-
gleich auch der Querschnitt des gewichtsoptimalen Vierkantprofils als zugehoriges Grundprofil
eingezeichnet.

Bei den Ergebnissen zu einem kleinen Strukturkennwert Kt < K (siehe Abbildung 8.4) ist zu
erkennen, dass mit einer Erhohung der Koordinatenanzahl, die Masse des Bauteils signifikant
gesenkt werden kann. Die Koordinaten werden so angeordnet, dass ein Kreisprofil angenédhert
wird. Das Verhalten ist identisch wie beim Druckstab. Mit einer Erhdhung der Koordinatenanzahl
strebt das optimale Profil der Losung des Kreisrings entgegen. Der Durchmesser erhoht sich
mit jedem Schritt und die Wandstdrke nimmt entsprechend ab, sodass sich die Masse aber
weiterhin reduziert. Wie auch beim Druckstab kann auch fiir den Kreisring eine analytische
gewichtsoptimierte Auslegung durchgefiihrt werden.
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—— polygonisiertes Profil - - - Grundprofil
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Abb. 8.4: Optimierte polygonisierte Querschnitte mit vier, acht , zwolf und 16 Koordinaten (von links
nach rechts) unter dem Strukturkennwert Kp = 0,00025 MPa. Zum Vergleich ist jeweils
der gewichtsoptimierte Querschnitt mit dem Vierkantprofil als Grundprofil angegeben.
Dieses weist bei einer Profildicke = 0,996 mm einen Fitnesswert m = 7,047 kg auf. Die
angegebenen Fitnesswerte beziehen sich auf die Masse eines Torsionsstabs aus Stahl und
2000 mm Linge.

Die Herleitungsmethodik fiir den Kreisring ist entsprechend zu Kapitel 5.3 und der relative
Radius R/ und die relative Profildicke 7 /R lauten dann
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wobei in diesem Geometriebereich k; = 0,74 fiir diinnwandige Kreisprofile unter Torsionsbelas-
tung anzunehmen ist [29]. Dadurch ergibt sich bei einer Belastung von Kt = 0,00025 MPa ein
Radius R = 68, 147 mm mit einer Profildicke + = 0,713 mm. Die Masse eines solchen Rohres
liegt dann bei m = 4,802 kg. In Abbildung 8.5 sind die gewichtsoptimierten Profile inklusive des
Rohres iibereinander gelegt. Mit steigender Koordinatenanzahl approximieren die Profile den
Kreisring immer stédrker, wobei der Durchmesser im Rahmen der Rechengenauigkeit konstant
bleibt. Dies liegt an der Restriktion der Verdrehung, da ein groBer Durchmesser eine hohere
Torsionssteifigkeit bietet. Um die zuldssige Verdrehung einhalten zu konnen, miissen alle Profile
unabhiingig von der Koordinatenanzahl den gro3tmoglichen Durchmesser aufweisen. Daher ist
dieser fiir alle Profile schon im optimalen Bereich. Durch eine Erhhung der Koordinatenanzahl
kann dann die Profildicke ¢ reduziert werden und nihert sich den Werten des Kreisrings an. Dies
bewirkt die Massereduktion mit steigender Koordinatenanzahl.

Bei einem groBen Strukturkennwert K >> K zeichnet sich fiir den Torsionsstab ein dhnliches Bild
wie bei einem kleinen Strukturkennwert ab (siehe Abbildung 8.6). Die Profilform strebt mit einer
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Abb. 8.5: Polygonisierte Profile (4, 8, 12, 16 Koordinaten) und der gewichtsoptimierte Kreisring bei
einer Belastung von Kt = 0,00025 MPa (links) und Kt = 0,1 MPa (rechts). Die Schwer-
punkte der Profile liegen iibereinander.

Erhohung der Koordinatenanzahl zu einem Kreisringprofil. Im Gegensatz zum Druckstab redu-
ziert sich die Masse auch mit einer Erhohung der Koordinatenanzahl weiter. Dies liegt daran, dass
beim Torsionsstab bei einem grofen Strukturkennwert das Optimum bei einem gleichzeitigen
Einsitzen von Versagen durch lokalem Beulen und dem Erreichen der zuldssigen Spannung G,y
erreicht ist. Mit einer Erhohung der Koordinatenanzahl sinkt die Breite der Polygone, wodurch
die Profildicke reduziert werden kann, ohne dass die kritische Schubspannung Ty, ansteigt. Da
der Radius R beziehungsweise die Hohe & des Profils kubisch und die Profildicke nur einfach in
die Schubspannung eingeht (siehe Gleichung 5.3.3), kann eine Reduktion der Profildicke ¢ durch
eine Erhohung der Hohe /4 des Profils iiberkompensiert werden. Dies erlaubt die Massereduktion.
Bei lediglich vier Koordinaten entspricht das Vierkant-Grundprofil dem frei optimierten Profil.
Auch die Massen konnen im Rahmen der Rechengenauigkeit als gleich angesehen werden. Bei
einer Erhohung der Koordinatenanzahl sinkt die Masse signifikant um gut 20 %. AnschlieBend
kann die Masse aber mit einer Erhohung der Koordinatenanzahl nur noch geringfiigig reduziert
werden.

Wie bei einem kleinen Strukturkennwert, strebt das Ergebnis zur gewichtsoptimalen Auslegung
eines Kreisrings hin. Auch fiir diesen kann analog zu den anderen Grundprofilen ein relativer
Radius R/ und eine relative Profildicke 7 /R wie folgt aufgestellt werden:
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—— polygonisiertes Profil - - - Grundprofil
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Abb. 8.6: Optimierte polygonisierte Querschnitte mit vier, acht, zwolf und 16 Koordinaten (von
links nach rechts) unter dem Strukturkennwert Ky = 0,1 MPa. Zum Vergleich ist jeweils
der gewichtsoptimierte Querschnitt mit dem Vierkantprofil als Grundprofil angegeben.
Dieses weist bei einer Profildicke r = 7,335 mm einen Fitnesswert m = 216, 2 kg auf. Die
angegebenen Fitnesswerte beziehen sich auf die Masse eines Torsionsstabs aus Stahl und
2000 mm Linge.

2

<t> (2T, \ "
R/optg \KCKE®) °

wobei auch in diesem Geometriebereich k; = 0,74 fiir diinnwandige Kreisprofile unter Torsions-
belastung anzunehmen ist [29]. Dadurch ergibt sich bei einer Belastung von Kt = 0,1 MPa ein
Radius R = 353,817 mm mit einer Profildicke ¢t = 4,097 mm. Die Masse eines solchen Rohres
mit 2000 mm Linge liegt dann bei m = 143,171 kg. In Abbildung 8.5 sind die gewichtsopti-
mierten Profile inklusive des Rohres iibereinander gelegt. Wie beim Druckstab nidhern sich die
Geometrien bei jeder Erhohung der Koordinatenanzahl immer weiter dem Rohr an. Dies trifft
zum einen fiir den Radius R als auch fiir die Profildicke ¢ und schlieBlich auch fiir die Masse m
zZu.

8.3 Gewichtsoptimierte Auslegung polygonisierter Profile unter
Biegebelastung

Auch beim Biegetriger gelten die gleichen Einschriankungen wie bei den anderen beiden Belas-
tungen. Die dargestellten Profile stehen représentativ fiir die Koordinatenanzahl und lassen auf
Zusammenhinge und Tendenzen schlieen. Sie stellen daher nicht absolut das beste Profil dar.
Dies kann auch beim Biegetriger der Evolutionédre Algorithmus mit seinem metaheuristischen
Verfahren nicht liefern.

In Abbildung 8.7 sind die optimierten polygonisierten Profile fiir einen kleinen Strukturkennwert
Kum < K aufgezeigt. Als Anmerkung sei gegeben, dass die Biegung, wie in Abbildung 5.5



8.3 Gewichtsoptimierte Auslegung polygonisierter Profile unter Biegebelastung 111

dargestellt, wirkt. Dies bedeutet, dass im unteren Teil des Profils Druck- und im oberen Teil
Zugspannungen vorherrschen. Im Gegensatz zu den Ergebnissen aus der Druck- und Torsions-
belastung, die beide relativ dhnlich waren und sich der optimierten Auslegung des Kreisrings
angenihert haben, unterscheiden sich die Ergebnisse bei der Biegebelastung deutlich.

Zunichst fillt auf, dass in keinem Fall, also auch bei nur vier Koordinaten, ein Ergebnis er-
zielt wird, was anndhernd dem Vierkantprofil als Grundprofil entspricht. Einzig ein Breiten-
Hohenverhiltnis 8 < 1 haben alle Losungen gemeinsam. Der feste Wert fiir das optimale Breiten-
Hohenverhiltnis dop = 0,26 bei einem kleinen Strukturkennwert trifft auch nicht zu. Allgemein
ist zu beobachten, dass beim Algorithmus der Grof3teil der Koordinaten in der unteren Hilfte
also im Druckbereich des Profils angeordnet werden. Der Druckbereich bei einem Biegetriger ist
durch lokales Beulen gefdhrdet. Die Breite der dort liegenden Polygone gibt daher die Profildicke
vor. Mit einer Erhohung der Koordinatenanzahl konnen die Abstidnde und somit die Breiten
der einzelnen Platten reduziert werden, wodurch die Profildicke erheblich verkleinert werden
kann. Bei 16 Koordinaten entspricht sie nur noch knapp einem Dirittel der Profildicke bei der
geschlossen-analytischen Losung.

Die unter Zugspannung stehenden Teile des Profils sind nicht stabilitdtsgefiahrdet, weswegen die
Platten dort vergleichsweise breit sein konnen. Dadurch kann ein noch hoheres Profil gebildet
werden, was zusitzliche Biegesteifigkeit bereitstellt und die Durchbiegung begrenzt. Dies erlaubt
eine deutliche Massereduktion auf fast die Hélfte der Masse im Vergleich zum Profil aus der
geschlossen-analytischen Berechnung. So geartete Profilformen werden heutzutage bei stark
unter Biegung belasteten Bauteilen eingesetzt, wie beispielsweise bei Teleskopkrinen.

Bei dem Ergebnis mit vier Koordinaten ist zusétzlich sehr gut zu sehen, inwieweit eine Verin-
derung der Form eine starke Gewichtsreduktion ermdglicht. Durch die Drehung des Profils um
45° und eine Stauchung der Koordinaten hin zur Druckbelastung konnen knapp 20 % Masse
eingespart werden. Allgemein ist zudem die Tendenz erkennbar, dass mit einer Erh6hung der
Koordinatenanzahl die Profile breiter und hoher werden.

Da die Druckseite mit einer Erhohung der Koordinatenanzahl einen Halbkreis annéhert, konnte
sich auch fiir den Biegetriger die Betrachtung eines gewichtsoptimal ausgelegten Kreisrings
anbieten. Analog zum Druck- beziehungsweise Torsionsstab kann die Herleitung wie in Ka-
pitel 5.2 erfolgen. Der relative Radius R/[ und die relative Profildicke 7 /R fiir einen kleinen
Strukturkennwert lauten:

=
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—— polygonisiertes Profil - - - Grundprofil
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Abb. 8.7: Optimierte polygonisierte Querschnitte mit vier, acht, zwolf und 16 Koordinaten (von links
nach rechts) unter dem Strukturkennwert Ky = 0,00025 MPa. Zum Vergleich ist jeweils
der gewichtsoptimierte Querschnitt mit dem Vierkantprofil als Grundprofil angegeben.
Dieses weist bei einer Profildicke = 0,843 mm einen Fitnesswert m = 3,795 kg auf. Die
angegebenen Fitnesswerte beziehen sich auf die Masse eines Biegetragers aus Stahl und

2000 mm Linge.
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Wobei beim Biegetriger k, = 0,32 fiir diinnwandige Kreisprofile anzunehmen ist [50]. Bei
einer Belastung unter einem Strukturkennwert Ky; = 0,00025 MPa ergeben sich ein Radius
R = 67,842 mm und eine Profildicke t = 0,374 mm. Die Masse so eines Rohres mit 2000 mm
Liénge betrdgt dann m = 2,504 kg. Wie direkt ersichtlich ist, liegt die Masse des gewichtsop-
timierten Kreisrings deutlich iiber den Massen der polygonisierten Profile. In Abbildung 8.8
sind die Profile fiir einen besseren Vergleich iibereinander gelegt. Dort ist zu erkennen, dass
die polygonisierten Profile viel schmaler aber dafiir deutlich hoher als der Kreisring sind. Der
Radius des abgerundeten unter Druckspannung stehenden Bereichs ist dadurch viel kleiner. Auf
diese Weise kann die Profildicke im Vergleich zum Kreisring nochmals deutlich kleiner gewéhlt
werden. Da der unter Zugspannung stehende Bereich nicht lokal stabilitdtsgefihrdet ist, kann
dieser zur Erhohung der Biegesteifigkeit deutlich verlidngert werden. Auf diese Weise konnen
die polygonisierten Profile im Vergleich zum Kreisring die Masse noch einmal reduzieren.

Bei einem groBen Strukturkennwert Ky > K verhalten sich die gewichtsoptimalen polygoni-
sierten Profile dhnlich zu denen bei einem kleinen Strukturkennwert (sieche Abbildung 8.9).
Im Druckspannungsbereich bildet sich zur Erhohung der kritischen lokalen Beulspannung ein
Halbkreis aus, wobei zur Minimierung der Polygonbreite moglichst viele Koordinaten in diesen
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Abb. 8.8: Polygonisierte Profile (4, 8, 12, 16 Koordinaten) und der gewichtsoptimierte Kreisring
bei einer Belastung von Ky = 0,00025 MPa (links) und Ky = 0,1 MPa (rechts). Die
Schwerpunkte der Profile liegen tibereinander.

Bereich gesetzt werden. Im Zugspannungsbereich ist das Profil zur Erhohung der Biegesteifigkeit
lang gestreckt. Wie auch bei den Profilen mit kleinem Strukturkennwert konnen keine Parallelen
zum Vierkantprofil als Grundprofil ausgemacht werden. Dazu kommt, dass anders als bei den
Profilen unter Druck- und Torsionsbelastung eine signifikante Gewichtsreduktion mit einer
Erhohung der Koordinatenanzahl erreicht werden kann. Dies liegt daran, dass bei den Profilen
unter den anderen beiden Belastungsarten die Kreisform moglichst gut angenédhert werden soll.
Dies geniigt schon mit acht Koordinaten, um die Masse entsprechend reduzieren zu konnen.
Dazu ist eine moglichst symmetrische Verteilung der Koordinaten auf dem Kreisring wichtig,
um eine optimale Masse zu erzielen. Beim Biegetriger hingegen erlaubt auch bei einem grof3en
Strukturkennwert eine Erhohung der Koordinatenanzahl eine Verdichtung der Koordinaten im
Druckbereich, wodurch die Profildicke signifikant gesenkt werden kann. Das optimale Breiten-
Hohenverhiltnis dop; entspricht aber ungefihr dem des gewichtsoptimierten Rechtecks. Die
Analytik bietet dadurch eine kleine Orientierung.

Der Vollstandigkeit halber sind im folgenden die Zusammenhinge fiir den relativen Radius R/ [
und die relative Profildicke ¢ /R gegeben:
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Abb. 8.9: Optimierte polygonisierte Querschnitte mit vier, acht, zwolf und 16 Koordinaten (von
links nach rechts) unter dem Strukturkennwert Ky = 0,1 MPa. Zum Vergleich ist jeweils
der gewichtsoptimierte Querschnitt mit dem Vierkantprofil als Grundprofil angegeben.
Dieses weist bei einer Profildicke = 6,07 mm einen Fitnesswert m = 172,6 kg auf. Die
angegebenen Fitnesswerte beziehen sich auf die Masse eines Biegetrigers aus Stahl und
2000 mm Linge.
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Auch beim Biegetriger als diinnwandiges Kreisringprofil mit einem gro3en Strukturkennwert
gilt k, = 0,32 [50]. Bei einer Belastung unter einem Strukturkennwert Ky = 0, 1 MPa ergeben
sich ein Radius R = 452,332 mm und eine Profildicke t = 2,894 mm. Die Masse so eines Rohres
mit 2000 mm Lénge betrigt dann m = 129,314 kg. Eine Orientierung fiir die gewichtsoptimale
Auslegung bei einem groflen Strukturkennwert liefert der Kreisring ebenfalls nicht. In Abbildung
8.8 sind die entsprechenden Profile fiir einen besseren Vergleich iibereinander gelegt. Durch
den viel kleineren Radius im Druckspannungsbereich weisen die polygonisierten Profile eine
deutlich geringe Profildicke auf. Die Biegesteifigkeit wird wiederum durch eine lang gestreckte
Profilform gewihrleistet, die der Kreisring nicht liefern kann.

8.4 Diskussion zur Idealisierung der Geometrie

Die Ergebnisse in diesem Kapitel belegen die zweite Unterthese der in dieser Arbeit behandelten
Forschungshypothese. Mit der zweiten Unterthese wurde behauptet, dass die Ergebnisse der
reduzierten Geometrien hinreichend genau sind und in den GrundmaBen die Ergebnisse fiir
komplexere Profilformen vorwegnehmen konnen.
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Diese These kann mit den hier vorgestellten Ergebnissen nur bedingt verifiziert werden. Fiir
die Druck- und die Torsionsbelastung konnen die reduzierten Geometrien gute Ergebnisse fiir
komplexere Profilformen liefern. Dies gilt insbesondere, wenn bei komplexeren Profilformen
vom Kreisring als Optimum ausgegangen wird. Der Kreisring liefert die bestmoglichen Dimen-
sionen des Profils und gibt als Vergleich an, wie viel Masse ein Bauteil durch eine Optimierung
noch reduzieren kann. Soll das finale Bauteil eine rechteckige Profilform aufweisen, liefert die
gewichtsoptimierte Auslegung sehr gute Anhaltspunkte fiir die gewichtsoptimalen Profildimen-
sionen. Auch bei einem grof3en Strukturkennwert mit einer Druck- und Torsionsbelastung gelten
diese Beziehungen. Hier muss allerdings ergiinzt werden, dass durch die fehlende zweite Restrik-
tion bei der Druckbelastung beliebig viele Profile existieren, die gewichtsoptimal sind. In der
Konstruktion besteht daher eine sehr gro3e Freiheit. Allerdings kann auch hier das Kreisringprofil
als kompakteste Grenze verstanden werden.

Unter einer Biegebelastung wird die Unterthese allerdings durch die hier vorgestellten Ergeb-
nisse falsifiziert. Bei einem kleinen Strukturkennwert weisen die polygonisierten Profile keine
Gemeinsamkeiten mit der reduzierten Geometrie des Vierkantprofils auf. Auch kleinste Zusam-
menhénge, wie sie zum Beispiel beim Breiten-Hohenverhiltnis § vorliegen konnten, existieren
nicht. Auch mit dem Kreisringprofil kann beim Biegetrdager keine Anniherung getroffen werden.
Als Orientierung kann lediglich die Erkenntnis dienen, dass solche Profile im Druckbereich
abgerundet und zur Erhohung der Biegesteifigkeit schlank und lang gezogen sein sollen. Bei
einem groflen Strukturkennwert existiert lediglich die weitere Orientierung, dass das optimale
Breiten-Hohenverhiltnis 8, ~ 0,35 dem der gewichtsoptimierten Vierkantprofile annihernd
entspricht.

Die Idealisierung auf Grundprofilformen ist zusammenfassend somit nur sehr eingeschrinkt
durchfiihrbar. Geringe Erkenntnisse konnen mit dem Kreisring als Startpunkt der Auslegung
gewonnen werden. Liegen allerdings Einschriankungen des Designgebiets vor, weil das auszule-
gende Bauteil gewisse optische Eigenschaften aufweisen soll oder fiir Lasteinleitung oder die
Anbindung an andere Bauteile entsprechende Formen haben muss, bieten die gewichtsoptimier-
ten Auslegungen nur noch eine Orientierung des Massepotentials. Mit einem Massevergleich zu
den gewichtsoptimierten Vierkantprofilen beziehungsweise des gewichtsoptimierten Kreisrings
konnen die moglichen Richtungen der weiteren Entwicklungsiteration gesetzt werden. Auch ist
dann ersichtlich, wie viel Potential beispielsweise eine numerische Optimierung noch liefern
kann und ob der Aufwand fiir diese dann tiberhaupt lohnenswert ist.






9 Zusammenfassung

Diese Arbeit hat die Moglichkeit der gewichtsoptimierten Vorauslegung von idealisierten Bau-
teilen zur Verkiirzung der Auslegungsdauer neuer Bauteile zum Thema. Die aufgestellte For-
schungshypothese sagte aus, dass mit einem hinsichtlich der Belastung und der Geometrie
idealisierten Bauteil in der Vorauslegung hinreichend genaue Aussagen iiber das finale reale
Bauteil getroffen werden konnen. Die These konnte mit den Ergebnissen dieser Arbeit unter
bestimmten Voraussetzungen bei den Belastungen und der Zielgeometrie bestitigt werden. Die
Ergebnisse wurden mit einem entwickelten Optimierungsalgorithmus erzielt, der eine Kombi-
nation aus der gewichtsoptimierten Auslegung nach PRECHTL und dem sogenannten Wittrick-
Williams-Algorithmus ist.

PRECHTL hat die gewichtsoptimierte Auslegung aufgestellt, um iiber relative Profilgroen einen
allgemeinen Vergleich zwischen verschiedenen (hybriden) Bauweisen durchfiihren zu konnen.
Die Grundlage seiner Auslegung bildet der Strukturkennwert, der durch das Verhiltnis von Be-
lastung und einer reprisentativen Linge (in dieser Arbeit wird die Léange / des Profils verwendet)
eine allgemeine Betrachtung von Bauteilen zulidsst. Mit den relativen Grof3en konnte PRECHTL
gewichtsoptimierte Grundprofile unter den Grundlastfillen Druck und Biegung auslegen und
miteinander vergleichen. Reale Bauteile miissen aber nicht den Grundprofilen entsprechen,
sondern konnen iiber weitaus komplexere Formen verfiigen. Zum Verifizieren seiner Hypothese,
dass hybride Bauteile im Allgemeinen leichter sind als konventionelle isotrope Bauteile, war die
vorgenommene Idealisierung ausreichend. Denn die von ihm aufgezeigten allgemeinen Vorteile
hybrider Bauteile gelten auch ohne Idealisierung fiir komplexere Bauteile. Das Vorgehen der
Idealisierung eroffnet die dieser Arbeit zugrunde liegende These, ob mit einer gewichtsopti-
mierten Auslegung eines idealisierten Bauteils schon hinreichend genaue Aussagen iiber das
spitere finale Bauteil getroffen werden konnen. Grundsitzlich eignet sich die Methode der
gewichtsoptimierten Auslegung auf Basis des Strukturkennwerts zum Belegen der These, da
mit dem Strukturkennwert auch komplexere Geometrien und auch kombinierte Belastungen
berechnet werden konnen. Daher wurde die Methode von PRECHTL in dieser Arbeit angepasst
und weiterentwickelt.

Zunichst wurde die Methodik von PRECHTL fiir die Druck- und Biegebelastung nachvollzogen.
Unsachgemife Herleitungsschritte wurden korrigiert. Mit der gleichen Methodik wurde eine
gewichtsoptimierte Auslegung fiir Profile unter Torsionsbelastung aufgestellt. Als weiteren no-
tigen Entwicklungsschritt zur Berechnung komplexer Geometrien und Belastungen wurde der
Wittrick-Williams-Algorithmus mit dem Strukturkennwert verkniipft und in einen Optimierungs-
algorithmus mit einem Evolutiondren Algorithmus als Basis eingebettet. Der Wittrick-Williams-
Algorithmus ist ein sehr schnelles numerisches Verfahren zur Stabilitdtsberechnung von aus
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Plattenelementen zusammengesetzten Profilen und versteiften Platten. Der Wittrick-Williams-
Algorithmus wurde in dem entwickelten Evolutiondren Algorithmus fiir die Berechnung der
kritischen Last beim Stabilitdtsversagen verwendet. Da beim Evolutiondren Algorithmus sehr
viele Rechendurchgédnge durchgefiihrt werden miissen, bis das optimierte Ergebnis erzielt werden
kann, konnen die Vorteile in der Rechengeschwindigkeit beim Wittrick-Williams-Algorithmus
so voll zur Geltung kommen. Der Evolutionidre Algorithmus ist dann durch Strukturkennwert
und Wittrick-Williams-Algorithmus in der Lage, beliebige aus Platten zusammengesetzte Profile
unter verschiedenster Lastkombinationen zu berechnen.

Mit dem Optimierungsalgorithmus konnten optimierte Grundprofile unter den drei Grundlastfal-
len Druck, Biegung und Torsion berechnet werden. Diese wurden mit den Ergebnissen aus der
gewichtsoptimierten Auslegung fiir die drei Grundlastfille verglichen. Der Vergleich diente zur
Validierung des Optimierungsalgorithmus, lieferte aber auch erweiterte Erkenntnisse, wodurch
die Zusammenhinge bei der gewichtsoptimierten Auslegung angepasst werden konnten. Durch
die Anpassung konnen noch leichtere und kompaktere Profile analytisch berechnet werden. Mit
dem validierten Opimierungsalgorithmus konnten abschlieend die zwei Unterthesen der in
dieser Arbeit behandelten Forschungsthese getrennt voneinander belegt werden. Die Betrachtung
erfolgte nur noch fiir das Vierkantprofil, da die anderen offenen Profilformen nicht geniigend
Torsionssteifigkeit bieten und jede Belastungskombination unter Einbezug der Torsion zu tech-
nisch nicht sinnvollen Ergebnissen fiihrt. Fiir die erste Unterthese wurde das Vierkantprofil
mit kombinierten Lastfillen berechnet, womit die gegenseitige Beeinflussung der Belastungen
ermittelt werden konnte. Fiir die zweite Unterthese wurden frei polygonisierbare, geschlossene
Profile unter den einzelnen nicht kombinierten Lastfillen optimiert ausgelegt. Dafiir wurden
die Anzahl der Polygone schrittweise erhoht und die Ergebnisse miteinander verglichen. Die
aufgestellten Hypothesen konnten so mit Einschrinkungen verifiziert werden.

9.1 Schlussfolgerung

Die formulierte Hypothese, dass mit einem hinsichtlich der Belastung und der Geometrie
idealisierten Bauteil in der Vorauslegung hinreichend genaue Aussagen iiber das finale reale
Bauteil getroffen werden konnen, kann unter Einschrinkungen verifiziert werden. Fiir ein
besseres Verstindnis werden zunéchst die beiden abgeleiteten Unterhypothesen besprochen.
Diese lauten:

1. Kombinierte Lastfille konnen auf die einzelnen Grundlastfille Druck-, Biege- und Torsi-
onsbelastung reduziert werden.

2. Die in der Vorauslegung ermittelten reduzierten Geometrien liefern hinreichend genaue
Ergebnisse fiir komplexere Profilformen.

Eine Reduktion von kombinierten Lastfidllen auf Grundlastfille kann unter bestimmten Verhilt-
nissen der Kombination erfolgen. Wenn die Kombination aus Druckbelastung und Biege- oder
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Torsionsbelastungen besteht, liberragt die Biege- beziehungsweise Torsionsbelastung die Druck-
belastung deutlich. Solange der Strukturkennwert der Druckbelastung nicht groBer als der Struk-
turkennwert der anderen Belastung ist, kann die Druckbelastung vernachlissigt werden. Wenn die
Druckbelastung mit einem Strukturkennwert Kp < 0,0025 MPa respektive Kp < 0,0001 MPa
vorliegt, kann sie unabhingig vom Strukturkennwert der anderen Belastung vernachldssigt wer-
den. Andersherum konnen die anderen beiden Belastungen nie vernachlédssigt werden. Eine
Auslegung rein nach der Druckkraft ist daher nicht sinnvoll. Wenn eine hohere Druckbelastung
vorliegt, existieren Ubergangsbereiche, fiir die die Diagramme in Kapitel 7.1 respektive Kapitel
7.2 eine Orientierung fiir die Bestimmung der relativen GroBen des Profils liefern. Bei einer
Kombination von Biege- und Torsionsbelastung kann die jeweils andere Belastung vernachlissigt
werden, wenn die Verhiltnisse der Strukturkennwerte 1/10 betragen. In dem Zwischenbereich
existiert ebenso ein Ubergangsbereich, fiir den die Diagramme in Kapitel 7.3 die entsprechende
Orientierung fiir die relativen Grof3en bieten.

Die zweite Unterthese kann nur mit starken Einschrinkungen bestitigt werden. Bei reinen Druck-
und Torsionsbelastungen liefert das Vierkantprofil eine optimierte Auslegung, solange das Poly-
gon selber nur aus vier Platten aufgebaut ist. Bei einer Erhohung der Plattenzahl nihern sich die
optimalen Profile einem Kreisring an. Dieser liefert die Grenze der Auslegung und kann natiirlich
auch als Grundprofil verwendet werden. Entsprechende analytische Zusammenhénge fiir die
relativen GroBen sind in Kapitel 8.1 respektive Kapitel 8.2 gegeben. Bei der Biegebelastung sind
praktisch keine Zusammenhénge zwischen dem optimierten Grundprofil und den polygonisierten
Varianten ersichtlich. Dies liegt an der Verteilung von Druck- und Zugspannung, weswegen
eine Abrundung des Druckspannungsbereichs und eine Streckung des Zugspannungsbereichs
eine deutliche Massereduktion erlaubt. Bei einem kleinen Strukturkennwert gelten noch nicht
einmal einfache Grundzusammenhinge wie das optimale Breiten-Hohenverhiltnis dop. Bei
einem groBen Strukturkennwert entspricht das optimale Breiten-Hohenverhiltnis op = 0,35
allerdings ungefihr dem des gewichtsoptimierten Vierkantprofils, wodurch eine minimale Orien-
tierung gegeben ist. Auch der gewichtsoptimierte Kreisring liefert im Gegensatz zur Druck- und
Torsionsbelastung keine Anhaltspunkte fiir eine optimale Auslegung biegebelasteter Profile.

Zusammenfassend kann somit gesagt werden, dass mit einer gewichtsoptimierten Auslegung
auf Basis von idealisierten Profilen und Belastungen unter bestimmten Voraussetzungen weiter-
fiihrende Aussagen fiir das spétere reale Bauteil getroffen werden konnen. Dies kann somit die
Anzahl an Iterationen im Auslegungsprozess verkiirzen. Die wichtigsten Erkenntnisse sind, dass
ab den oben stehenden Verhiltnissen bei den Strukturkennwerten lediglich die Belastung durch
den dominierenden Strukturkennwert betrachtet werden muss. Der Fehler durch die Reduktion
auf einen Grundlastfall ist dann vernachldssigbar. Komplizierter sieht dies bei der Idealisierung
der Geometrie aus. Hier lassen sich keine einfachen Regeln ableiten. Allerdings liefern die
Idealisierungen als Kreisring bei reiner Druck- beziehungsweise Torsionsbelastung zumindest
die Masse- und Auslegungsgrenzen des betrachteten Bauteils. Bei reiner Biegebelastung konnen
praktisch keine Anhaltspunkte (ausgenommen das optimale Breiten-Hohenverhiltnis 8qp¢ ~ 0,35
bei einem grofen Strukturkennwert) aus den gewichtsoptimierten Vierkant- beziehungsweise
Kreisringprofilen gewonnen werden. Als Grundregel kann durch die polygonisierten Profile
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allerdings abgeleitet werden, dass die Profile im Druckspannungsbereich abgerundet und zur
Erhohung der Biegesteifigkeit schlank und lang gestreckt sein sollten. Sobald die Geometrie
komplexer wird, weil zum Beispiel Anbindungspunkte an andere Bauteile hergestellt werden
miissen oder andere Designvorgaben existieren, konnen praktisch keine Orientierungen aus
der Idealisierung der Geometrie gewonnen werden. Die Idealisierungen konnen allerdings das
optimale Massepotential aufzeigen, wodurch leicht gepriift werden kann, inwieweit der Aufwand
fiir eine weitere Optimierung lohnenswert ist.

Final gelten aber auch weiterhin die Erkenntnisse aus der Allgemeingiiltigkeit des Strukturkenn-
werts. Uber die Idealisierung von Geometrie und Belastung knnen beispielsweise Materialien
miteinander verglichen werden. Die durch die Idealisierung gewonnenen quantitativen Erkennt-
nisse konnen zumindest qualitativ auf komplexere Bauteile und Belastungen iibertragen werden.
Wenn zum Beispiel fiir das idealisierte Bauteil eine Aluminiumlegierung die gewichtsoptimale
Wahl ist, wird dies auch bei dem realen Bauteil der Fall sein.

9.2 Ausblick

Der fiir diese Arbeit entwickelte Optimierungsalgorithmus bietet verschiedene Moglichkeiten
fiir eine Weiterentwicklung. Der hier verwendete Algorithmus ist mit geringen Anpassungen
in der Lage, versteifte Platten und polygonisierte Profile berechnen zu kénnen. Er kann zum
Beispiel fiir den Einsatz zur Berechnung von Schalen weiterentwickelt werden. Dafiir kann
entweder die Schale durch Plattenelemente approximiert werden oder ein Schalenelement kann
zu dem Plattenelement hinzugefiigt werden. Dafiir miissten mathematisch die Eintrdge der
Scheiben- und Plattensteifigkeitsmatrix hergeleitet werden. Mit so einem Algorithmus kdnnten
anschlieBend beliebige aus Platten- und Teilschalenelementen aufgebaute Gebilde berechnet
werden. Dariiber hinaus kann im jetzigen Optimierungsalgorithmus nur mit isotropen Materialien
gerechnet werden. WITTRICK und WILLIAMS haben den Algorithmus schon erweitert, um auch
mit anisotropem Materialverhalten rechnen zu konnen, solange der Materialverbund symme-
trisch aufgebaut ist. Dies kann ebenso in den Optimierungsalgorithmus implementiert werden,
wie auch die Moglichkeit, nicht symmetrisches anisotropes Material verarbeiten zu konnen.
Zusitzlich miissen die Dimensionen der Profile beziehungsweise Platten in Langsrichtung des
Profils konstant sein. Auch hier wiirde eine Adaption zur Moglichkeit der Berechnung von
sich verjiingenden oder erweiternden Profilen das Einsatzgebiet vergroern. Daneben berechnet
der Algorithmus bisher nur einzellige Profile. Eine Erweiterung auf zwei- beziehungsweise
mehrzellige Profilformen ist iiber die Anpassung der Steifigkeitsmatrix leicht moglich. Mit den
Erweiterungen konnten dann neben Schalen beispielsweise auch Flugzeug- oder Windradfiiigel
berechnet werden.

Die Umsetzung als Evolutiondrer Algorithmus eroffnet zusétzlich die Moglichkeit, grundlegende
Zusammenhinge in der Strukturmechanik gezielt zu betrachten. Beim jetzigen Algorithmus wird
die Anzahl an Polygonen vorher festgelegt. Eine dynamische Anpassung und somit eine Optimie-
rung iiber die Evolution konnte hier Erkenntnisse liefern, in welchem Verhiltnis die Polygone



9.2 Ausblick 121

zueinander optimal sind. Daneben konnte der Algorithmus auch dahingehend erweitert werden,
auch interne Strukturen ausbilden zu lassen. Dies kann fiir die sehr freie Fertigung von Profilen
durch Stangenpressen interessante und gewichtsoptimierte Geometrien liefern. Zusitzlich ist
bisher die Profildicke im gesamten Profil konstant. Auch hier kann durch eine Erweiterung auch
die Profildicke fiir jedes Polygon optimierbar gemacht werden. AbschlieBend kann der gesamte
Algorithmus aus der vergleichsweise langsamen Sprache «Python» in schnellere Sprachen wie
«C» oder «Julia» portiert werden.

Neben den technischen Erweiterungen konnen mit dem Algorithmus auch grundlegende Fragen
geklirt werden. Wie verhilt sich die Optimierung bei gesperrten Bereichen oder festgesetzten
Koordinaten? Wie grof3 ist der Einfluss der Startpositionierung der Polygonkoordinaten auf die
finale Geometrie? Und inwieweit lassen sich neben gewichtsoptimierten Zielsetzungen auch
Fertigungsbedingungen und Kostenfunktionen einbinden? Durch die dynamische Anpassung
der Evolution und der grof3en Flexibilitit von Strukturkennwert sowie Wittrick-Williams-Al-
gorithmus kann mit der in dieser Arbeit geschaffenen technischen Grundlage eine Vielfalt an
strukturmechanischen Fragestellungen von einer neuen Seite betrachtet werden.
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A Anhang zum Verhalten diinnwandiger Stabtragwerke
unter Torsion

A.1 St.-Venantsche Torsion geschlossener diinnwandiger Querschnitte

Die Grundlage fiir die Torsionsberechnungen bildet der Schubfluss #y = #7, der in den Quer-
schnitten eines diinnwandig geschlossenen Querschnitts konstant ist. Das aus dem Schubfluss
resultierende Moment muss iiber den Querschnitt dem Torsionsmoment 7 entsprechen. Dazu
wird ein Kreisintegral gebildet, bei dem der Schubfluss iiber einen infinitesimalen Querschnittsab-
schnitt ds und dem Hebelarm r* beziiglich eines beliebigen Punktes aufsummiert wird, wodurch
das Torsionsmoment

T = ?{tor*ds = t()?{r*ds (A.1.1)

gebildet wird. [54]
Mit der in Gleichung A.1.1 im Integral iibrig gebliebenen Fliche, lisst sich ein infinitesimales

Dreieck dA = r*ds/2 aufspannen, wodurch sich die sogenannten 1. Bredtsche Formel mit

T

fo = —
07 24

ergibt. A steht dabei fiir die vom Querschnitt umschlossene Fliche. [101]

Die Schubspannung T eines Querschnitts ergibt sich aus dem Zusammenhang von Schubfluss 7
und Profildicke #(s) zu

1= (A.12)

Um nun die maximale Schubspannung Tpax des Querschnitts zu ermitteln, die als Festigkeits-
nachweis notig ist, wird die 1. Bredtsche Formel in Gleichung A.1.2 eingesetzt:

to . T o T
tmin 2Iitnnn WT .

Tmax =

Wobei Wr als Torsionswiderstandsmoment bezeichnet wird.
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Neben der maximalen Schubspannung ist die maximal zuldssige Verdrehung als Stabilitdtsnach-
weis fiir die Bauteilintegritit entscheidend. Zur Bestimmung der durch das Torsionsmoment
ausgelosten gegenseitigen Verdrehung der Enden des Torsionsstabs wird zunéchst der Gleitwin-
kel v = 1/ G benotigt. Betrachtet wird eine unendlich diinne Scheibe mit konstanter Dicke, bei
der eine konstante Schubspannung einen konstanten Gleitwinkel hervorruft (siehe Abbildung
A.l). [52]

DDDDD HmjuN
[TTTT v [TIIL]w

Abb. A.1: Bei einem Kreisring unter Schubspannung entsteht bei einer konstanten Dicke eine kon-
stante Verzerrung ohne Verwolbung (links) wohingegen bei einer variablen Dicke neben
der Verzerrung auch eine Verwolbung hervorgerufen wird. Nach DANKERT und DANKERT
[54].

Wird nach DANKERT und DANKERT [54] in den Zusammenhang zum Gleitwinkel Gleichung
A.1.2 eingesetzt, entsteht eine Beziehung zwischen Gleitwinkel und Torsionsmoment:

T l‘()
Y=+

G G 2 T

Yo bezeichnet dabei den Anteil der Verdrehung der einzelnen infinitesimalen Querschnitte und
Yw die Anteile der Verwolbung.

Die beiden Anteile konnen iiber das Bilden des Umlaufintegrals entkoppelt werden, da das
Umlaufintegral der Verwolbung aufgrund des Zusammenfallens von Anfangs- und Endpunkt
null ist. Somit ergibt sich nach DANKERT und DANKERT [54]:

0
T v
F amts= frots+ oo =o' f rias =2k’

Wie bei Gleichung A.1.1 gilt auch hier, dass das Kreisintegral iiber * der doppelten umschlosse-
nen Fliche A entspricht. Auf diese Weise kann die 2. Bredtsche Formel mit

442

Glr = ——
T ng%
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gebildet werden, wobei It als Torsionstrigheitsmoment bezeichnet wird. [52]
Die Verdrillung ergibt sich dann zu
Y = L
Gt

Wenn das Torsionsmoment iiber die Linge des Torsionsstabs konstant ist, kann die Verdrehung
der beiden Endquerschnitte des Torsionsstabs schlielich mit

Tl
| —
Gl

berechnet werden. [101]

A.2 St.-Venantsche Torsion offener diinnwandiger Querschnitte

Fiir die Bestimmung von maximaler Schubspannung und der Verdrehung der Endquerschnitte
eines Torsionsstabs gelten fiir offene Profile ebenfalls die Gleichungen 3.3.1 und 3.3.2. Das
Torsionswiderstandsmoment Wt und das Torsionstragheitsmoment /T dndern sich allerdings.
Dafiir betrachten DANKERT und DANKERT [54] zunichst ein Rechteck mit der Breite ¢t und
der Hohe s, wobei t < s gilt. Fiir die Berechnung der Schubspannung miissen folgende zwei
Voraussetzungen erfiillt sein:

* Die Schubspannungen verlaufen zu den Réndern parallel, sind iiber die Hohe konstant und
werden am oberen und unteren Rand umgelenkt.

* Die Schubspannungen konnen sich iiber die Breite des Rechtecks linear verdndern, wobei
die Maximalwerte Tpy,x in den entgegengesetzten Richtungen gleich grof3 sind.

Bei dem in Abbildung A.2 dargestellten schmalen Rechteck kann der Schubfluss zu

fo = ZTmaxt

bestimmt werden. Dieser Schubfluss wirkt im Abstand von 2/3-¢/2 von der Mittellinie und
wird an den Réndern umgelenkt. [54]

Damit ergibt sich nach DANKERT und DANKERT [54] ein resultierendes Torsionsmoment zu:

T=2(1 t—i—tzts —lr t2
= OS3 032 —3maxs .

Durch Umstellen kann die maximale Schubspannung
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2
t 3t
< 1 > II__I _I__I_l
A ' ] | ‘
iA Tmax : 1 1 T - Ermaxj
. 1
P K
1 I 1
A | - - -t » 5 -— ._i._. -1
1
!
I
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Abb. A.2: Modellannahme, wie der Schubfluss in einem schmalen Rechteck auf ein dquivalentes
diinnwandiges Profil iibertragen werden kann [54].

3T_ T
Sl2_WT

Tmax —

gebildet werden. Durch die Annahme des schmalen Rechtecks entspricht das Torsionswider-
standsmoment einem theoretischen Wert, wodurch analog das Torsionstrigheitsmoment zu

1
IT = §Sl

aufgestellt werden kann. [52]



B Anhang zum Wittrick-Williams-Algorithmus

Im Folgenden werden die Eintrige fiir die Scheiben- und Platten-Steifigkeitsmatrix hergeleitet.
Die Ergebnisse sind so aufbereitet, dass sie direkt in die Programmierung eines Algorithmus
oder Computerprogramms iibernommen werden kénnen.

B.1 Die Platten-Steifigkeitsmatrix bei konstanter Druck- und
Schubspannung

Die folgende Herleitung bezieht sich, wenn nicht anders angegeben, auf WITTRICK [32, Ab-
schnitt 5].

Zunichst werden die Spaltenvektoren po und dg auf den linken und rechten Plattenrand aufge-
teilt, sodass

po = {pPok,.Pok,}, do = {dok,.doxk,}
mit

pok; = {Mx;,Ok,}. dok; = {wk;, Wk;} (j=12)

gilt.

Daraus wird das Gleichungssystem
pok, = Adok, +Bdok,,
pok, = B'dok, +A"dok,

gebildet, wobei A, A*, B und B” jeweils 2 x 2-Matrizen sind und

A B

SO = " N
B A
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gilt.

Die seitliche Auslenkung der Platte w(x},x;) wird mit der Differentialgleichung

(B.1.2)

2 2 2
DV4w+h(cna oW ow )

i +0 + 21
ax% 2 ax% 0x10x2

beschrieben. V# ist der biharmonische Operator in x;- und x;-Richtung und die Annahme gilt,
dass Dampfung vernachldssigt werden kann. Dazu variiert w mit der selben Halbwellenlénge A
wie die Randkrifte entlang jeder Linie mit konstantem x,-Wert sinusodial in x;-Richtung .

Damit gilt

w(xl,xz) = W(Xz)eix1 .

Firt#0ist W (Xz) eine komplexe Funktion. Unter der Annahme, dass 611 konstant und 62> =0
ist, ldsst sich die Differentialgleichung B.1.2 zu

WV —2QW" 4+ 21QHW' +Q?(Q* — K, )W =0 (B.1.3)

mit

Q=>b/A

vereinfachen.

Bei Druckspannung in x;-Richtung ist K, positiv und bei Zugspannung wird K, negativ ange-
nommen. H ist immer positiv. Die Platten-Steifigkeitsmatrix sp kann unter einem allgemeinen
Spannungszustand mit konstantem 611 und 62, = 0 folgendermallen gebildet werden:

SMM SMQ MM fMQ

SMQ  SQQ  SMQ  fQQ

SO _ _
MM fMQ SMM SMQ

/Mo foo smo sQQ

Die Eintridge smm und sqq sind niemals komplex, wohingegen die anderen vier Elemente syq,
SmMm, fmq und foq immer komplex sind, wenn T # 0 ist. Falls T = 0 gilt, sind keine Eintréige
komplex. Das Makron bei den jeweiligen Eintridgen von sg gibt die komplexe Konjugation an.

Die charakteristische Gleichung von Gleichung B.1.3 ist
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(m/Q)* —=2(m/Q)* +2im(m/Q)+1—y=0

mit

E=K,/Q*, m=H/Q?

und der Diskriminante A

4 3
A= <§—§) — 2712 (B.1.4)
mit

I=n?/4+&/3-8/27. (B.1.5)

Bei A = 0 hat die charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln, was fiir § =1 = 0 und fiir

nzz%(8—9§+(4—3§)3> (B.1.6)

eintritt.

Fiir ein besseres Verstindnis zum Finden der passenden Losung ist in Abbildung B.1 die § —n-
Ebene mit der Kurve von Gleichung B.1.6 dargestellt. Die Kurve teilt die § —n-Ebene in zwei
Bereiche I und /7 mit A > 0 beziehungsweise A < 0. Alle Punkte auf der Abzisse (n = 0) und
auf der Kurve selber sind nicht Bestandteil der beiden Bereiche, da sie gesondert betrachtet
werden miissen.

Gleichung B.1.3 hat in Bereich I vier komplexe Wurzeln in der Form m = Q(+o —if}) und
m = Q(£y+ip), wohingegen im Bereich /1 zwei komplexe und zwei imagindre Wurzeln in der
Form m = Q(+o —if) und Q(+£8 + B)i vorliegen. Auf der beide Bereiche trennenden Kurve
gilt y= 8 = 0, wodurch das Paar der mehrfachen Wurzeln Qi ist.

Der Parameter [3 ist in allen Fillen die reale, positive Wurzel der folgenden kubischen Funktion
0 R2
in

16B° + 16B* + 4£B% —m? = 0. (B.1.7)

Fiir alle Werte von & und 1 existiert immer nur ein realer und positiver Wert von B, der die
Gleichung B.1.7 erfiillt.

Fiir die Parameter o, y und 9§ gilt in allen Fillen:
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E=K/Q
A Region 17
1 A<O
n=3%
33
0 4 »n=H/Q
A=0
Region 1
A>0

Abb. B.1: Regionen [ und /I in der § —n-Ebene [31].

2 _ 2, M
o> =1+P +_ZB (B.1.8a)
2 2 M
P=-8=1+p B (B.1.8b)

Die rechte Seite der vorstehenden Gleichung ist in Bereich 7 positiv, sodass yreal ist. In Bereich 17
ist sie negativ, wodurch J real ist. Auf der beide Bereiche trennenden Kurve ist die rechte Seite 0,
womit y= & = 0 gilt.

Die Herleitung der Eintrdge der Platten-Steifigkeitsmatrix kann jetzt in Abhidngigkeit der Berei-
chen und der d@uBleren Belastungen 61 und 7T erfolgen.

B.1.1 Fall1:n#0

B wird im Bereich I (A > 0) nach folgender Gleichung bestimmt:
P
3p% = (4—3&)%cos (;) —1
mit

cosd = 27T (4 — 38) 2
Sind = (27A)2 (4 - 38) 73

} (0<d<m).

In Region /7 (A < 0) kann B mit
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1/3 1/3
1 AN 1 AN 1
2—_ —_—— — —_— —_—— _——
B_z{r+( 27) } +2{F < 27) 3

berechnet werden. A und I" werden iiber Gleichungen B.1.4 und B.1.5 bestimmt. Die Werte von
o und 7 fiir Region 7 und o und 9 fiir Region /7 ergeben sich aus den Gleichungen B.1.8

Mit den nun vorliegenden Losungen fiir die Wurzeln der charakteristischen Gleichung kénnen
explizite Ausdriicke fiir die Eintrdge der Platten-Steifigkeitsmatrix gebildet werden:

mit

und

D
SMM = anRlz,

D
5QQ = —TC3Q3R22,

b3
D _, » :
s (B.1.9)
D . :
fao = 3™ (A(Rs+ils) +C(Rs +1l5)) Z,
D
fug = _ﬁnZQZ(R6 +ils)Z

Z=((A+PB)pip3+205—q143— 1)_1 ,
R1 = B1q1p3 +b3q3p1 —4Bp2qo.
Ry = 4ABp2g> + (C—AB1)q1p3 + (C—AB3)q3p1
R3 =Cpip3,
Ry =2Bp2(q1+q3) —q2(Bip3 +Bsp1),
Rs =q2(p1+p3),
Re = B2g2(q1 —q3) +Bp2 (p1(1+A+B1)+p3(1+A+B3)),
I3 = 2B2p2qz +Bqi1p3(1 +A+B3) —Bgzp1 (1 +A+By),

Iy = p2(B1ps —B3p1) —2Bq2(q1 — q3)

Is = p2(p1—p3),

Is = Bapa(q1 +q3) +Bg2 (p3(1 +A+B3) — pi1 (1 +A+By))
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A=1+2B%, C=E+8p>+12p*,

n n 2> M
Bi=2p>+ 2, By=1 py—op_ L
1 =2B B P27 3 =28 2P
p1 = o 'sinhnQo, ¢ = coshnQa,

p2 = sintQP, gr = cosTQP,
p3 =Y 'sinhnQy  wenn & > 0 (Region /),
=& !sinmQS wenn & < 0 (Region I1),

= nQ wenn 6 =0,

q3 = coshmQy wenn & > 0 (Region 1),
= cosTQd wenn & < 0 (Region I1),
=1 wenn 0 = 0.

B.1.2 Fall2:=0;0<&<lund &> 1

In diesem Fall vereinfachen sich die mehrfachen Wurzeln der charakteristischen Gleichung zu:

p=0,
a2:1+ \/E
Y=-8=1-E.

Gleichungen B.1.9 gelten weiterhin, jedoch mit veridnderten Parametern:

mit

Z=(pips—qiq3+1)7",
R =&Y2(qips—qap1),
Ry =&(qip3+q3p1) —Ri.,

R3 =&pip3,
Ry =E"2(p1—p3),
Rs = p1+ p3,

Re=E"*(q1 —q3),
L=L=Is=1=0,
A=1, C=¢§
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1sinhathc, q1 = coshmQa,

p1=0

p3 =7 'sinhnQy wemn0<§&<1,
= & sinmQd wenn § > 1,

q3 = coshTQy wenn 0 <& < 1,

= cosTtQd wenn & > 1.

B.1.3 Fall3: n=0; =1

Fiir diesen Sonderfall @ndern sich die Eintrdge der Platten-Steifigkeitsmatrix zu:

D
SMM = ZTEQ(TGQQ — p)Z,

D
SQQ = fQQ = ﬁZTCB.QBpZ,

D
SMQ = ﬁnzﬂz(l —V—nQpZ),

D
fMM = ZTCQ(Z) —TCQ)Z,

D
v = —ﬁnzﬁz(q— 1)z
mit

Z=(nQp—q+1)7",
1
= ——sinhQ \/E
"~
q= coshmQ V2

B.14 Fall4:=0;£=0

Wenn keine dulleren Krifte auf die Platte wirken, konnen die Eintrdge der Platten-Steifigkeitsma-
trix folgendermallen gebildet werden:
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SMM = %nﬂ(sinthQ —2nQ)Z,

5QQ = gzﬂf (sinh21Q +27Q) Z,

SMQ = %nzﬂz(l — v —2Zsinh’*nQ),

Sfvm = Igzng(m coshTtQ) — sinhQ)Z,
fog = %27993 (nQcoshTQ + sinhnQ)Z,

D
v = —ﬁznzgzz sinh Q)
mit

Z = (sinh*nQ — n2Q?) 1.
B.1.5 Fall5:n =0; £ <0

Fiir den Fall, dass kein Schub an der Platte anliegt und 61; als Zugspannung wirkt, gelten
folgende Zusammenhénge:

(a-g2-1).
((1-8)""2+1).

Die Eintridge der Platten-Steifigkeitsmatrix ergeben sich dann mit:

D
SMM = ETCQ(PICH — p2q2)Z,

D
500 = En3§23(1 +2B) (P11 + p2q2)Z,

D
smQ = 3R (1-v = (g1 —03)7)

D
fmm = EWQ(Chm —q2p1)Z,

D
foo = 5”393(1 +2B%) (p1g2 + p2q1)Z,

D
v = —ﬁnzszz(l +2B%) p1paZ

mit
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z=2(pt-p3) ",

YsinhnmQo, ¢ = coshnQa,

pr=0o
p2 =B 'sinnQp, g2 = cosTQP.

B.2 Die Scheiben-Steifigkeitsmatrix fiir den allgemeinen
Spannungszustand

Die Scheiben-Steifigkeitsmatrix ist nach WITTRICK [32] einzig von der Spannung 61 abhéngig,
da sowohl die Spannung 6, quer zur Plattenlidngsrichtung als auch die Schubspannung T nur
Verschiebungen aus der Plattenebene heraus erzeugen.

Die im folgenden dargelegte Herleitung der Eintrige der Scheiben-Steifigkeitsmatrix sy ist
aus WITTRICK [31, Abschnitt 4] iibernommen und bezieht sich darauf, wenn nicht anders
angegeben:

Die Grundlage der Herleitung der Eintrige der Scheiben-Steifigkeitsmatrix basiert auf der
verformten Geometrie eines infinitesimalen Elements, was mit der allgemeinen, linearen Platten-
theorie nicht in entsprechender Genauigkeit durchgefiihrt werden kann. Aus diesem Grund wird
eine nicht-lineare Plattentheorie nach NOvOzZHILOV [34] verwendet. Nach Einsetzen der Span-
nungs-Dehnungs-Zusammenhénge und der von Auflen aufgetragenen Spannung 61 ergeben
sich die zwei folgenden partiellen Differentialgleichungen in u und v:

0%u 0’u 0%y
p— —_— 2 —_— —_ — —_—
2[1—(1 v)e]ax%jt(l V)ax%+(l+v)ax18x2 0,
(B.2.1)
2&+(1—v)[1—2(1+v)e]az—u+(1+v) Pu =0
0x3 ox? ox10xy
mit
c
€= —.
E

Da sich auch in diesem Fall die Randkrifte sinusoidal in x;-Richtung verdndern, gilt

u=U(X)eX1, v=V(Xy)e™

mit X; und X, aus Gleichungen 4.1.2 und 4.1.1. Wenn diese nun in Gleichung B.2.1 eingesetzt
werden, ergibt sich die folgende allgemeine Losung:
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iU(X;) = (Aj cosh0X; — 0B cosh9X;) + (A, sinh0X, — @B, sinh (X5 ),
V(X3) = (—0A;sinh0X; + By sinh X3 ) + (—6A; cosh8X; + B, cosh (X5 )

mit

2 =1—(1-v)e, ¢*=1-2(1+V)e.

Das System aus Spannungen und Verschiebungen kann nun in ein antisymmetrisches und ein
symmetrisches System aufgeteilt werden (siehe Abbildung B.2). Mit diesen Systemen lassen sich
jeweils die Grundgleichungen herleiten, die aus den Gleichungen 4.1.4, 4.1.5 und der folgenden
Definition der Scheiben-Steifigkeitsmatrix sy

SNN  SNT SNN SNT
S SNT  StT SNT  fTT
I:
NN NT SNNOSNT

INT fTT SNT STT

entstehen:

Ny = (snN — /aN) Va + (snT — fNT)iUa
iTy = (snT — fnt)Va+ (sT1— fr1)1U,

und

N = (snn + /) Vs + (snr + fnr)iUs
iTy = (snt + fnt)Vs + (sTT+ fr7) iU -

Die Suffixe a und s bedeuten antisymmetrisch und symmetrisch. Nach Einsetzen, Auflosen und
Umstellen konnen die Eintriige der Scheiben-Steifigkeitsmatrix berechnet werden. Die folgenden
Ergebnisse der Herleitung sind aus WITTRICK und WILLIAMS [37, Anhang 2] iibernommen.
Von WITTRICK und WILLIAMS wird der Algorithmus fiir anisotropisches Materialverhalten und
unter zusitzlicher Belastung einer Druckspannung in den langen Seiten der Platten vorgestellt.
Da in dieser Arbeit ausschlieBlich isotropes Material verwendet wird und die Platten lediglich
mit Spannungen auf der kurzen Plattenseite und einer Schubspannung belastet werden, ergeben
sich erhebliche Vereinfachungen, die entsprechend dargestellt sind:

Die Berechnung der Eintrdge der Scheiben-Steifigkeitsmatrix unterscheidet sich fiir die Fille, ob
eine Spannung 61 vorliegt oder nicht.
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011 O11

E13113 E13113

(T, Uy) e (Ty;Un)eX1 (T Us) e (Ty; Us) e

| |
| |
! !
I I
| |
| |

(Na;Va) elXi (Na3Va) elXi (Ng; Vs) eiXi (Ng; Vs) elX1
x|
TE L. T
011 011

Abb. B.2: Antisymmetrische (links) und symmetrische Anteile der in der Ebene liegenden Randkrifte,
Momente und Verschiebungen [31].

B.2.1 Fall1: 61; #0

Fiir den Fall 611 # 0 werden zunichst die Hilfsvariablen B und C eingefiihrt:

325(2_8(34)(1“)),

C=1-e3-v)(1+V)+2e*(1 -V} (1+V).

Anschliefend konnen die Winkel 6 und ¢ (beziehungsweise 6 und @, falls 62 und ¢ negativ
sind) berechnet werden:

o=

0’ =—-6>=B+(B*-C)2,
0’ =—-0>=B—(B*-C)2.

(S

Daran schlieBen sich die Berechnungen der Hilfsvariablen ss, cs, s¢, c sowie der Variablen H,
und H, an:
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1 1 1 | A
S5 = 6 sinh ETEQO = 6 sin ETCQG,

1 |
= cosh—mtQ6 = —1Q0,
C5 = COS > cos >
1 1 1 | A
S5 = 6Sinh ETEQ(P = $ sin ETCQ(I),
1 1 .
c5 = cosh ERQQ) = Cos Ean),

L L
H, = (—3 - ¢2) C5856 — (—3 - 92) 655,
A
Hy=—- c586— | — — 07 ) ces5
; <A33 ¢ A3z

mit

Et ., _ i
1—v2° P T a1+
Ly =Ayp—oyt, L3=A3—0jit.

Ay =

Nun konnen die Eintridge der Scheiben-Steifigkeitsmatrix berechnet werden:

SNN = % (62 —0?) (%cs% + I%SS%)

NN = %(92 —¢?) (AFZ:CS% - %ZSSSé)

SNT = % (127(:(925556 — d%s6cs) + 1:‘2(;1;& (c586 — C685) — 2A33) ,
Nt = % (2(:(9 $556 — 0756C5) — 1:‘ oL3 (cs56 —c6ss)) ,

STT = %(92 _ ¢2) (II;_ZS 56+ —C5C6)

frr = %( 0> —0?) (%ss% — —Csc )

mit

Et

A= 30
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B.2.2 Fall 2: o111 = 0

Fiir den Fall 611 = 0 vereinfachen sich die Hilfsvariablen B und C zu jeweils 1, wodurch sich
die Winkel 6 = 1 und ¢ = 0 ergeben. Das Aufstellen der Hilfsvariablen s7, c; sowie sg bedarf
nun auch keine Fallunterscheidung mehr, womit sie sich wie auch die Variablen J, und J5 zu

1
§7 = 8 sinh Q0 ,

¢7 = coshmQ0,

S8 =1Q,
L
Ja = (S7 —Sg) + (A—I(S7 —l-Sg)) ,
33
L
Js = (S7+S8) + (A—I(S7 —SS))
33

ergeben.

Nun konnen die Eintridge der Scheiben-Steifigkeitsmatrix berechnet werden:

TA c7+1 c¢7—1
22(7 +7 >’

NNE U Ja
4 _TCA22 C7—|—1_C7—1
NN - 7\’ JS Ja 9

(s7—s8) — 2A33) ,

. T (A Ao
SNT = 55 (Js (s7+s8)+ 7
T

a

Ly (e7—1 c7+1
STT = 1(7 _|_7 )’

A A
INT = n (J—S(S7+S8) - J—O(S7 —Ss)) ;

A Js Ja
P’ _TCLI cg—1 c7+1
=2 U J L. )

B.3 Der Einfluss einer einzelnen Platte auf die Stabilitit einer Struktur

Im folgenden wird der Einfluss einer einzelnen Platte auf das Stabilitdtsverhalten der gesamten
Struktur vorgestellt und bezieht sich, wenn nicht anders angegeben, auf WITTRICK und WIL-
LIAMS [37, Abschnitt 8]. Dies erfolgt zunichst fiir die Eigenwerte des Scheibenverhaltens und
anschlieBend fiir die Eigenwerte des Plattenverhaltens.
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B.3.1 Bestimmung der Anzahl der Eigenwerte J; fiir das Scheibenverhalten

Die Berechnung von J;; setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Zunichst wird ein erste Teil Jy,
und anschlieBend ein zweiter Teil sg berechnet. Fiir J;, werden zuerst die Linienlast N und die
Hilfsvariable B mit

A%, +A3;— AT N(Axn +A33)
2A2A33

aufgestellt.

AnschlieBend wird eine Fallunterscheidung getroffen, ob N > A»y, A3z < N < A, oder N < A3
ist.

Fiir den Fall N > Ay gilt:

Zuniichst werden die Winkel 8 und ¢ aufgestellt:

6= \/-B- VB -C,
b= V-B+ VE-C.

AnschlieBend konnen i und i, berechnet werden

i1 =

2

> &> &

Ih =

wobei i und iy die jeweils groflten ganzen Zahlen sind, die kleiner als die jeweils berechneten
Werte sind. J;, ergibt sich dann zu

Jr, =14i1+1i.

Fiir den Fall A3z < N < A gilt:

In diesem Fall existiert kein Winkel 8 und somit wird nur der Winkel ¢ iiber

b=\ B+ VB -C

gebildet.
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Demnach existiert auch nur ein i;, was der selben Definition wie im vorangegangenen Fall
unterliegt:

. _bo
= —.

A

Jr, ergibt sich in diesem Fall zu:

) 1
Jr1 =1+ ESg(l@) .
Der Ausdruck sg() ist entweder +1 oder —1, je nachdem, welches Vorzeichen der Wert in der
Klammer hat.
Fiir den Fall N < A3 ist J;, = 0.

Nun kann der sg-Teil berechnet werden. Wenn J;, = 0 ist, ist auch der sg-Teil= 0, sodass J;
ebenfalls O ist. Fiir alle anderen Fille gilt folgende Gleichung:

1 ! R
JCi:Jrl_E(l_Sg(SNN))_E 1_Sg(SNN_ﬁ) .

snN und fnn sind die Eintrdge in der lokalen Steifigkeitsmatrix der betrachteten Platte unter der
gegebenen Last und des betrachteten A.

B.3.2 Bestimmung der Anzahl der Eigenwerte /., fiir das Plattenverhalten

Fiir die Bestimmung von J, miissen die beiden Fille betrachtet werden, ob eine Schubspannung
T vorliegt oder nicht. Fiir den Fall, dass keine Schubspannung 7 vorliegt, erfolgt die Betrachtung
dhnlich wie bei der Bestimmung des Scheiben-Beulverhaltens. Die Berechnung der Eigenwerte
Jeo unterhalb der aufgegebenen Last setzt sich aus den zwei Teilen J;, und sg zusammen.

Fiir die Berechnung von J;, werden zwei Fille unterschieden. Fiir 611 = 0 ist J;, = 0. Fiir alle
anderen Werte von ¢1; wird zunédchst die Hilfsvariable L berechnet:

. 7\,2611 12(1 —V2)
n2Et?

Wenn L < 1ist, ist J;, = 0. Fiir L > 1 werden der Winkel ¥ und die ganze Zahl i4 berechnet:

y= 1/ VL-1,

. by
iy = —.

A
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Fiir i4 gilt die selbe Definition wie bei der Berechnung beim Scheibenverhalten, sodass is die
grofite ganze Zahl ist, die kleiner als der aus der Gleichung berechnete Wert ist. J;, entspricht
dann dem Wert von i4.

Die Berechnung fiir J, verlduft ebenso analog wie die Berechnung von J;. Falls J;, = 0 ist auch
Jeo = 0. Fiir alle anderen Werte von J;, wird J¢, zu

1 1 Sy
Jeo = rz_i(l_sg(SMM))_E 1_Sg(SMM_SMM)

berechnet. Auch hier sind sy und fyv die Eintridge in der lokalen Steifigkeitsmatrix der
betrachteten Platte unter der gegebenen Last und des betrachteten A.

Fiir den Fall, dass eine Schubspannung T # O vorliegt, kann die Anzahl der Eigenwerte nicht wie
in den oberen Fillen direkt berechnet werden. WITTRICK und WILLIAMS haben eine Methode
entwickelt, wie die Anzahl an Eigenwerten iiber einen indirekten, zweistufigen Weg trotzdem
berechnet werden kann.

Als erstes wird gepriift, wie viele Eigenwerte bei der gewihlten Last existieren, wenn die Platte
gelenkig gelagert ist. Wenn Eigenwerte existieren, wird die Plattenbreite so lange halbiert, bis
keine Eigenwerte mehr vorliegen. Diese Breite wird /2" genannt, wobei r die Anzahl der
Halbierungsschritte angibt. Dieser Weg wird gewdhlt, da die Eigenwerte einer fest eingespannten
Platte immer hoher sind, als die einer gelenkig gelagerten Platte. So ist sichergestellt, dass auch
fiir die fest eingespannte Platte kein Eigenwert mehr bei der ermittelten Breite existiert. Fiir die
Bestimmung der Zahl der Eigenwerte fiir eine gelenkig gelagerte Platte haben WITTRICK und
WILLIAMS ein numerisches Verfahren auf Basis einer Galerkin-Methode entwickelt. Fiir die
in dieser Arbeit betrachteten Platten (isotropes Material, keine Krafteinleitung an den langen
Plattenrindern) kann eine erste Nidherung fiir die notige Breite b, bei der eine gelenkig gelagerte
Platte unter der gegebenen Last nicht beult, mit

Nl
I+ = —->0
berechnet werden. Die Anzahl an nétigen Halbierungsschritten ergibt sich dann zu:

r=1 wenn & > 1,
ln—b ! Ve
r=1 wenn ——2~ <0,
In2
ln—b Y Ve
Y S

In2

=
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AnschlieBend wird b = b/2" berechnet und eine 4 x 4-Matrix R aufgestellt, die iiber folgende
Eintrige R, verfiigt:

M2\’
Rpm:<1-|-<n2>> —& wennm=p,

A 8mp
b p? —m2
=0 fiir alle iibrigen Eintrédge .

=1in wenn m + p ungerade ist,

Nun wird von R die obere Dreiecksmatrix ohne Pivotisierung gebildet und iiberpriift, welche
Vorzeichen die Eintridge auf der Diagonale haben. Falls noch negative Eintridge vorhanden sind,
wird die Breite um einen weiteren Schritt halbiert und die Matrix erneut aufgestellt. Dies wird
solange wiederholt, bis alle Eintrige auf der Diagonale positiv sind. WITTRICK und WILLIAMS
geben zur Kenntnis, dass dieses Verfahren nur eine Niherung ist und weiterhin ein oder mehrere
Eigenwerte bei der berechneten Breite existieren konnen, da bei dieser Methode die ermittelten
Eigenwerte die obere Grenze der tatsdchlichen Eigenwerte darstellen. Allerdings sind, wie oben
schon erwihnt, die Eigenwerte einer fest eingespannten Platte, was eigentlich gesucht ist, hoher
als bei einer gelenkig gelagerten Platte. Daher schlagen WITTRICK und WILLIAMS vor, die
Breite final noch einmal zu halbieren, um absolut sicher zu sein, dass keine Eigenwerte der fest
eingespannten Platte bei der dann finalen Breite existieren.

Wenn nun die finale Breite gefunden ist, werden zwei Platten mit der Breite /2" zusam-
mengesetzt, um so eine Platte mit der Breite /2! zu bilden (siche Abbildung B.3). Die
6 x 6-Steifigkeitsmatrix dieser Plattenkombination ausschlieBlich fiir die Verschiebungen aus der
Plattenebene heraus lautet dann

r r r r
(SK11+SK22) SKar SKin

Sk Sk, 0|, (B.3.1)

r r
SKai 0 SKa»

wobei das hochgestellte » bedeutet, dass die Plattenbreite b/2" betrigt. Die 2 x 2-s;;-Matrizen
sind entsprechend Gleichung 4.2.2 definiert, wobei nur die Elemente in den ersten beiden Zeilen
und Spalten verwendet werden. Die Eintrige dieser Steifigkeitsmatrizen konnen dann mit der in
Anhang B.1 vorgestellten Methode berechnet werden, wobei einige Werte unabhingig von der
Plattenbreite sind und nicht neu berechnet werden miissen. Diese sind §, 1, o, B, v, A, C, By, Ba,
Bs.

Zur Bestimmung, ob Eigenwerte bei der gegebenen Last fiir die fest eingespannte Platte mit
Breite b/2"~! existieren, ist lediglich der erste Eintrag Sk,, T Sk,, der Matrix s ~1 aus Glei-
chung B.3.1 relevant. Diese 2 x 2-Matrix wird ohne Pivotisierung trianguliert und die Anzahl
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b/zrfl

b/2" >I< b/2"

2 1 3

Abb. B.3: Aufbau einer Platte mit der Breite 5/2" ! aus zwei Platten der Breite /2" und entspre-
chende Knotenbezeichnung nach WITTRICK und WILLIAMS [37].

Jr—1 an negativen Eintrigen auf der Diagonale bestimmt. Nun wird der Vorgang mit r — 1 solange
wiederholt, bis die original Breite b wieder erreicht ist. J, ergibt sich dann zu

JCO = 2r_ljr—l +2r_2jr_2 +--- +2]1 —|—]()

Die von WITTRICK und WILLIAMS entwickelte Methode sieht umstéindlich und rechenintensiv
aus. Sie merken aber an, dass die Matrizen nur von geringer Ordnung seien, sodass die Trian-
gulationen schnell durchgefiihrt werden konnen. Zusitzlich reduziere sich die Breite der Platte
relativ schnell, sodass in der Regel nur wenige Halbierungen nétig seien.



C Anhang zur gewichtsoptimierten Auslegung nach
PRECHTL

Im Folgenden werden die detaillierten Herleitungen der gewichtsoptimierten Auslegung nach
PRECHTL [2] fiir die drei Grundlastfélle Druck, Biegung und Torsion vorgestellt.

C.1 Herleitungen fiir den Profil-Druckstab

Die Details und Vorbedingungen fiir die gewichtsoptimierte Auslegung von Druckstidben sind
am Anfang von Kapitel 5.1 genannt. Die Definitionen der nétigen Profilwerte sind in Kapitel
5.1.1 und der Zielfunktionen und Restriktionen in Kapitel 5.1.2 zu finden. Mit dieser Basis kann
die optimierte Auslegung durchgefiihrt werden, die im Folgenden vorgestellt wird.

C.1.1 Optimierte Auslegung

Obwohl PRECHTL [2] im eigentlichen Sinne keine geschlossen-analytische Losung entwickelt,
ist das Vorgehen der Herleitung trotzdem mit seiner Herleitung identisch, da er zwar die Her-
leitung geschlossen-analytisch durchfiihrt, fiir die Profilbeulwerte aber numerisch ermittelte
Werte verwendet. Fiir die geschlossen-analytische Losung werden hier analytisch ermittelte Beul-
werte verwendet. Da der Rest aber weiterhin die Ausfithrungen von PRECHTL folgt, beziehen
sich alle folgenden Herleitungsschritte, wenn es nicht anders angegeben ist, weiterhin auf die
Ausfiihrungen von PRECHTL [2, Kapitel 4.3].

Fiir einen kleinen Strukturkennwert K < K liegt ein Versagen nach Stabilitit vor. Die Restriktio-
nen aus Gleichungen 5.1.4 und 5.1.5 sind dann maf3gebend. Eine gewichtsoptimierte Auslegung
wird dann erreicht, wenn Knicken und lokales Beulen gleichzeitig eintreten. Durch Gleichsetzen
der beiden Gleichungen und Einsetzen von Gleichung 5.1.2 in einer der beiden oben genannten
konnen die beiden geometrischen Variablen //1 und ¢/ h bestimmt werden. Somit ergibt sich

(1 ea fa@®ke(d)\ " (K
7 - (’}'[6 C%(zzc.?zz fJ22 (6)3 ) (E) ’ (Clla)
U [ 2CKpCly J1,(8) )é (E)é
5= <7l: & 7a(5) ke (3)2 z) - (C.1.1b)
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Werden die geometrischen Variablen in Gleichung 5.1.2 eingesetzt, kann die maximale Spannung
mit
1
Omax = ¢1 (E3K2) 5
und der Geometriefunktion
1

o1 = n4c%<226%22ﬁ22(8)2kP(5) ’
1 cx A '

(C.1.2)

Analog kann aus Gleichungen 5.1.4b und 5.1.5 die Geometriefunktion fiir das Knicken um die
zweite Achse ermittelt werden. Diese lautet

2 2 %
_ 4 K33 T35 fJ33 (S)ZkP(S)
- (n CA Ja(8)* ' ©13)

Minimale Masse im Profil wird erreicht, wenn die beiden Geometriefunktionen gleich grof3 sind.
Somit miissen Gleichungen C.1.2 und C.1.3 gleichgesetzt werden. Mit

!
o1 = o
ergibt sich
CKyy Cin J1ny (8) = CK33CI33./T33 (8) : (C.1.4)

Hieraus kann nun das optimale Breiten-Hohenverhiltnis 6, berechnet werden, welches fiir
die verschiedenen Profilformen in Tabelle 5.3 genannt ist. Werden diese optimalen Breiten-
Hohenverhiltnisse nun in Gleichungen C.1.1 eingesetzt, ergeben sich die gewichtsoptimalen
Geometrieverhiltnisse //1 und ¢ / h fiir kleine Strukturkennwerte K < K, die in Gleichung 5.1.6
gegeben sind.

Fiir einen groBen Strukturkennwert K > K liegt ein Versagen nach Festigkeit vor. Die Restriktion
aus Gleichung 5.1.3 ist dann maB3gebend. Durch Gleichsetzen der Gleichung mit Gleichung 5.1.2
kann die geometrische Variable //[ bestimmt werden. Somit ergibt sich

i (rmie)
[ CAfA(S) I Oyl '

welche nur noch abhéngig von der geometrischen Variable 7 /4 und 0 ist. PRECHTL verwendet in
seiner Arbeit fiir groBe Strukturkennwerte die Annahme (7/h) = (t/h) pinx- Er begriindet

min,g ~
diesen Schritt nicht. Tatsdchlich ist durch das Fehlen einer zweiten Restriktion das Verhiltnis fiir
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t / h frei wihlbar, solange die Versagen durch Knicken und Beulen nicht vor dem Festigkeitsver-
sagen eintreten. Die Annahme von PRECHTL ist daher eine Mdglichkeit von vielen.

Zielfiihrender ist die Einfithrung einer geometrischen Restriktion. Daher sind zwei Grenzfille zu
betrachten. Die vom Profil umschlossene Flidche kann optimal klein oder optimal grof3 sein. Diese
Grenzfille bieten sich an, wenn der Tridger moglichst wenig Volumen verbrauchen soll oder in
seinem Inneren ein moglichst groBes Volumen zur Verfiigung stehen soll. Dies kann zum Beispiel
dann interessant sein, wenn in den Tréiger eine andere Struktur eingesetzt werden soll. Zwischen
diesen beiden Féllen existieren beliebige andere Kombinationen, von denen die Annahme von
PRECHTL eine ist. Damit die umschlossene Fliche moglichst klein ist, miissen Knicken und
Versagen nach Festigkeit gleichzeitig einsetzen. Die kritische Knickspannung wird hauptséchlich
durch eine Veridnderung des Flidchentrigheitsmoments beeinflusst. Das Flichentrigheitsmoment
ist dazu vor allem von der Hohe beziehungsweise Breite des Profils abhiingig. Eine moglichst
kleine Knickspannung wird dann erreicht, wenn das Flidchentrigheitsmoment und somit die
duBlere Dimension des Bauteils soweit wie moglich reduziert werden. Da sich die Querschnitts-
flache des Profils durch die Reduktion der du3eren Geometrie verringert, muss entsprechend
die Profildicke erhoht werden, um die Spannung auf Hohe des Festigkeitsversagens zu halten.
Aus diesem Grund erhoht sich die kritische lokale Beulspannung entsprechend von alleine und
liegt hoher als die kritische Knickspannung und die FlieBgrenze G,,;. Somit ergibt sich fiir einen
groflen Strukturkennwert und der Bedingung, dass die umschlossene Fliche moglichst klein sein
soll, die Gleichung 5.1.8.

Fiir die Bedingung, dass die umschlossene Fliche moglichst grof} sein soll, muss sicher gestellt
werden, dass lokales Beulen und das Versagen nach Festigkeit gleichzeitig eintreten. Die zulds-
sige Beulspannung sinkt mit der Wandstédrke des Profils. Da fiir das Versagen nach Festigkeit
die Querschnittsfliche relevant ist, muss dadurch die Breite und Hohe des Profils entsprechend
vergrofert werden, wodurch die kritische Knickspannung automatisch ansteigt und dann héher
als die kritische Beulspannung und die FlieBgrenze G, ist. Es ergibt sich somit fiir einen gro3en
Strukturkennwert und der Bedingung, dass die umschlossene Flache moglichst gro3 sein soll
Gleichung 5.1.10.

C.2 Herleitungen fiir den Profil-Biegetriager

Die Details und Vorbedingungen fiir die gewichtsoptimierte Auslegung von Biegetrigern sind
am Anfang von Kapitel 5.2 genannt. Die Definitionen der nétigen Profilwerte sind in Kapitel
5.2.1 und der Zielfunktionen und Restriktionen in Kapitel 5.2.2 zu finden. Mit dieser Basis kann
die optimierte Auslegung durchgefiihrt werden, die im Folgenden vorgestellt wird.

C.2.1 Gewichtsfunktionen

Obwohl PRECHTL [2] aufgrund der Verwendung numerisch ermittelter Profilbeulwerte keine
geschlossen-analytische Losung entwickelt und mit seinem Vorgehen seine vorgestellt Logik
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nicht einmal befolgen kann, ist seine verwendete Methode trotzdem eine geschlossen-analytische
Methode, solange analytisch ermittelte Profilbeulwerte verwendet werden. Dies wird in dieser
Arbeit gemacht, weswegen sich die folgenden Abschnitte, wenn nicht anders angegeben, auf die
Ausfithrungen von PRECHTL [2, Kapitel 4.4] beziehen.

Fiir die optimierte Auslegung miissen zunichst sogenannte Gewichtsfunktionen aufgestellt
werden. Nach KLEIN [30] bildet die Gewichtsfunktion einen dimensionslosen Zusammenhang
zwischen der Masse des Biegetridgers und den Belastungen ab. In die Zielfunktion Z werden daher
jeweils die Tragwerksldngen /, die sich durch Umstellen der Restriktionen ergeben, eingesetzt.
Es ergibt sich fiir die Festigkeit die Zielfunktion

11 K \3
Zs > —5— ( ) (C2.1
C§ Y \ Ozul
()
mit der Gewichtsfunktion
2 2
_ cwf/w(d)3

e (1)

Fiir die Restriktion der Steifigkeit ergibt sich folgende Zielfunktion

11( K \?
Zi> —— [ —— (C.2.2)
1 Sl
2 P \ES
f

mit der Gewichtsfunktion

1 1 1
0= CJ222fJ22(8)2 <h) 2 .

eafa(®) \t

Die Zielfunktion der Restriktion des Beulens ist

2
11/K\3
Ty > —— (—) (C23)
Jo\E
o

mit der Gewichtsfunktion

_cufw(®)ke(8)3 1
cafa(d) h
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Die Gewichtsfunktionen sind nun nur noch abhéngig von der relativen Profildicke ¢ /h und dem
Breiten-Hohenverhiltnis .

C.2.2 Optimierung der Breiten-Hohenverhiltnisse bei den einzelnen Restriktionen fiir
den Biegetriger

Die oben bestimmten Zielfunktionen Zs, Z¢, und Zg bestehen aus Faktoren, die voneinander
unabhingig vom Einspannungszustand, von der Geometrie und von den Materialeigenschaften
und des Strukturkennwerts abhédngig sind. Das Ziel der Auslegungsaufgabe ist, die Zielfunktion
zu minimieren. Dies kann {iber das Einstellen der verschiedenen Parameter erfolgen. Somit kann
zum einen der Einspannungszustand gedndert werden, um cg und cf zu erhohen. Alternativ kann
iiber eine Erhohung von 6, dem E-Modul oder der erlaubten maximalen Verformung f,/1 -
also durch eine Anderung des Materials - eine kleinere Gewichtsfunktion gebildet werden.

Die fiir diese Aufgabe entscheidende Faktoren sind die Geometriefunktionen y, @ und ¢, welche
nur noch abhéngig vom Breiten-Hohenverhéltnis 6 und der relativen Profildicke ¢ /A sind. Im ers-
ten Schritt werden die optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse 8,p isoliert fiir die drei Restriktionen
Festigkeit, Steifigkeit und Beulen ermittelt. Dafiir werden die reduzierte Geometriefunktionen

. CWfW(S)%
¥(d) = CAfA PNACR (C.2.4a)
~ CJzszZZ (8)%
¢(8) = EPNAGE (C.2.4b)
- B C&/fw(s)%kP@)%
0(8, k) = NAD) (C.2.4¢)

gebildet, welche die Geometriefunktionen y, @ und ¢ ohne die relative Profildicke ¢/ darstellen.
Zur Minimierung der Gewichtsfunktionen miissen die Geometriefunktionen maximiert werden.
Das fiir die drei Restriktionen optimale Breiten-Hohenverhiltnis 8, kann daher durch Ableiten
der reduzierten Gewichtsfunktionen mit anschlieBendem Nullsetzen berechnet werden. Die ge-
suchten qpt_, Sopt; Und Oopy, ergeben sich somit durch dy/d6 = 0, d§/d6 = 0 beziehungsweise
dp/dd = 0.

Die Berechnung von 8y, weicht deutlich vom Vorgehen von PRECHTL ab, weswegen an
dieser Stelle auf die Berechnung detaillierter eingegangen wird. Durch die Biegebelastung auf
das Profil liegen in den Stegen und Flanschen unterschiedliche Spannungsverlidufe vor. Dies
fithrt zu unterschiedlichen kritischen Beulspannungen. Je nach Breiten-Hohenverhiltnis 8 beult
zuerst der Steg oder der Flansch. Aus diesem Grund muss die Rechnung bei einem geschlossen-
analytischen Vorgehen fiir die verschiedenen unteren Grenzen der Plattenbeulwerte KpGrenz
abschnittsweise fiir entsprechende Breiten-Hohenverhiltnisse & durchgefiihrt werden. Daher
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wird zundchst das Breiten-Hohenverhiltnis 8y, gesucht, bei dem der Wechsel zwischen Beulen
des Stegs und Beulen des Flanschs stattfindet. Gesucht ist demnach

!
Okritp = Okitg -

Die kritische Beulspannung des Flansches ist

t1\2 kp_ /t\?
e = eE () = 52 ()
und die kritische Beulspannung des Stegs ist

t 2
Olrity = kSE <Z>

Daraus ergibt sich das kritische Breiten-Hohenverhiltnis Sy, mit

kg Kp
Okrity = s Vs

Auf diesem Weg ergeben sich die fiir die einzelnen Profile in Tabelle C.1 angegebenen kritischen
Breiten-Hohenverhiltnisse Oyyig, . Fiir ein besseres Nachvollziehen der Rechnung sind auch die
Plattenbeulwerte kr und ks angegeben, die dem Handbuch Strukturberechnung entnommen sind
[50].

Tab. C.1: Kritische Breiten-Hohenverhéltnisse Sy, , bei der sowohl Steg als auch Flansch gleichzeitig
Beulen, der angegebenen Profilformen beim Biegetriger [50]

Profilform Ks KF 6kritB

Vierkantprofil 23,88 4 0,409
Doppel-T-Profil 23,88 1,7 0,267

T-Profil 23,88 1,7 0,267
U-Profil 23,88 4 0,409
C-Profil 23,88 0,406 0,130

Nun kann die Berechnung von d(T) /dd = 0 mit den beiden Plattenbeulwerten ks und kg durch-
gefiihrt werden, wobei fiir den Abschnitt 8 < Sy, kp(8) = ks und fiir den Abschnitt & > Syriy
kp(8) = kp/ 8 gilt.
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Tabelle C.2 listet die optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse Sqpt,, ,, flir die Restriktionen Festig-
keit, Steifigkeit und Beulen auf, die die Maximalwerte der reduzierten Geometriefunktionen aus
Gleichung C.2.4 bilden, welche ebenfalls in Tabelle C.2 aufgefiihrt sind. Es kann erkannt werden,
dass fiir die verschiedenen Restriktionen unterschiedliche Breiten-HOhenverhiltnisse optimal
sind. Die Frage, welche dieser drei Gro3en optimiert werden muss, ist nun vom Strukturkennwert
K abhingig.

Tab. C.2: Optimierte Breiten-Hohenverhéltnisse fiir die Restriktionen Festigkeit, Steifigkeit und
Beulen und entsprechendes Maximum der reduzierten Gewichtsfunktionen aus Gleichung
C.2.4 der angegebenen Profilformen beim Biegetriger nach PRECHTL [2]

Profilform Oopty  Wmax(Oopty)  Oopty  Pmax(opt)  Sopts Omax (Sopts )
Vierkantprofil 1 0,303 1/3 0,217 0,409 2,255
Doppel-T-Profil 0,5 0,382 1/6 0,306 0,267 2,89
T-Profil 0,064 0,306 0,125 0,296 0,064 2,370
U-Profil 0,129 0,243 0,250 0,210 0,129 2,370
C-Profil 0,5 0,382 1/6 0,306 0,130 2,74

C.2.3 Optimierte Tragwerksauslegung fiir den Biegetriger

Analog zur optimierten Auslegung des Druckstabs konnen die Restriktionen in einen groflen und
kleinen Strukturkennwert aufgeteilt werden. Da die Gewichtsfunktionen Zs (Gleichung C.2.1),
Zs (Gleichung C.2.2) und Zg (Gleichung C.2.3) geometrisch nur von der relativen Profildicke
t/h und dem Breiten-H6henverhiltnis & abhingig sind, kann mit diesen eine optimierte Ausle-
gung aufgestellt werden. Fiir groBe Strukturkennwerte K > K gilt ein gleichzeitiges Versagen
durch Festigkeit und Beulen. Daher konnen die Zielfunktionen der Festigkeit und des Beulens
gleichgesetzt werden. Es ergibt sich

(i) 2 (1)

Durch Umstellen kann die relative Profildicke ¢/h gebildet werden, welche dann nur noch
abhzngig von 0 ist.

t o 1 Oul
=N\ e e

(C.2.5)

Gleichung C.2.5 kann nun entweder in Gleichung C.2.1 oder in Gleichung C.2.3 eingesetzt
werden, wodurch Z, (8) gebildet wird:
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mit der Geometriefunktion

2\ 6 ¢ P
¥(§) = (7;—2) cw w5 5yt (C.2.6)

Das Ziel ist, dass Z, minimal wird, wodurch das Breiten-Hohenverhiltnis 0 fiir einen groBen
Strukturkennwert dann optimal ist, wenn W maximiert wird. Dies wird liber die Ableitung der
Geometriefunktion ¥ nach & und anschlieBendem Nullsetzen erreicht. Es ist daher d¥/dd =
0 durchzufiihren. Analog zum Vorgehen beim Profil-Druckstab muss auch an dieser Stelle
darauf geachtet werden, dass der Plattenbeulwert kp abhingig vom Breiten-Hohenverhiltnis
verschiedene Werte aufweist. Aus diesem Grund miissen zwei Ableitungen gebildet werden,
wobei fiir den Abschnitt & < Syyiy, kp(8) = Ks und fiir den Abschnitt § > iy, kp(8) = Kp/ 52
gilt. Das optimale Breiten-Hohenverhéltnis 8op, und der Maximalwert der Geometriefunktion
Whax fiir die verschiedenen Profilformen sind in Tabelle C.3 wiedergegeben.

Fiir einen kleinen Strukturkennwert K < K muss das Versagen nach lokalem Beulen und das
Erreichen der maximalen Durchbiegung gleichzeitig auftreten. Aus diesem Grund miissen die
beiden Zielfunktionen Z¢ und Zp gleichgesetzt werden. Das restliche Vorgehen ist analog zu den
Schritten beim groBen Strukturkennwert. Die Ausgangsbedingung ist

2 (35) 2 (5)

Durch Umstellen kann die relative Profildicke 7/h gebildet werden, welche dann nur noch
abhzngig von 0 ist.

3 9
fu
tio) = | D Sm(®) () &

h cteyy fw(d)*kp(v,8)* E ’

(C.2.7)

Gleichung C.2.7 kann nun entweder in Gleichung C.2.2 oder in Gleichung C.2.3 eingesetzt
werden, wodurch Zi (8) gebildet wird. Diese lautet

>~

W
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mit der Geometriefunktion

D(5) = (%) CVZZJM fw(s}:{éz)z(6>3]((8) .

Auch an dieser Stelle gilt, fiir eine optimierte Auslegung muss Zx minimal werden. Daher ist
das Breiten-Hohenverhiltnis d fiir einen kleinen Strukturkennwert optimal, wenn & maximiert
wird. Dies wird iiber die Ableitung der Geometriefunktion & nach d und anschlieBendem Null-
setzen erreicht. Es ist daher d®/dd = 0 durchzufiihren. Analog zum Vorgehen beim grofen
Strukturkennwert muss auch an dieser Stelle darauf geachtet werden, dass der Plattenbeulwert
kp abhingig vom Breiten-Hohenverhiltnis verschiedene Werte aufweist. Aus diesem Grund
miissen zwei Ableitungen gebildet werden, wobei fiir den Abschnitt & < Syt kp(8) = Ks und
fir den Abschnitt 8 > Syyi, kp(8) = Kr/ 82 gilt. Die kritischen Breiten-Hohenverhiltnisse sind
in Tabelle C.1 aufgefiihrt. Das optimale Breiten-Hohenverhiltnis O,p;, und der Maximalwert der
Geometriefunktion @y, fiir die verschiedenen Profilformen sind in Tabelle C.3 wiedergege-
ben.

ol

(C.2.8)

Tab. C.3: Optimales Breiten-Hohenverhiltnis 80ptk,g fiir groBe und kleine Strukturkennwerte, ent-
sprechende Profilbeulwert K und entsprechende Maxima der Gewichtsfunktionen aus den
Gleichungen C.2.6 und C.2.8 der angegebenen Profilformen beim Biegetriger

Profilform Sopty Kk Prax  dopt . Ke W hax

Vierkantprofil 0,409 23,88 0,462 0,409 23,88 0,477
Doppel-T-Profil 0,250 23,88 0,630 0,267 23,85 0,613

T-Profil 0,103 23,88 0,580 0,064 23,88 0,502
U-Profil 0,203 23,88 0426 0,129 23,88 0,399
C-Profil 0,130 23,63 0,620 0,130 23,63 0,580

Nun fehlt nur noch die optimal relative Profilhdhe % /1. Die so genannte Stegschlankheit wird ge-
bildet, indem zunichst die Spannung aus Gleichung 5.2.1 in die Restriktionen aus Gleichungen
5.2.2 und 5.2.3 eingesetzt wird und diese dann sowie auch Gleichung 5.2.2 nach der Steg-
schlankheit /1 umgestellt werden. Auf diesem Weg konnen die Stegschlankheiten fiir die drei
Restriktionen Festigkeit, Steifigkeit und Beulen gebildet werden, die folgendermalen lauten

h 1 K \3
1) = ’ C.2.9
(l)c (Cccwfw(ﬁ) qul%) ( a)

1 K
- ; C.2.9b
)f <CfCJ22fJ22(8) E@%) ( )

A
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h 1 K \’
(7),- <Cchfw(5)kP(5) E( )3> | (€229

Um nun die Stegschlankheit fiir einen gro3en Strukturkennwert zu erhalten, kann die relative
Profilhdhe 7/h aus Gleichung C.2.5 in die Gleichungen C.2.9a oder C.2.9c eingesetzt wer-
den. Analog verhilt es sich fiir einen kleinen Strukturwert, bei dem die relative Profilhohe
t/h aus Gleichung C.2.7 in die Gleichungen C.2.9b oder C.2.9¢ eingesetzt werden muss. So
konnen alle notigen optimalen Profilgeometrien bestimmt werden, welche in Gleichung 5.2.4
zusammengefasst sind.

C.3 Herleitungen fiir den Profil-Torsionsstab

Die Details und Vorbedingungen fiir die gewichtsoptimierte Auslegung von Torsionsstidben sind
am Anfang von Kapitel 5.3 genannt. Die Definitionen der notigen Profilwerte sind in Kapitel
5.3.1 und der Zielfunktionen und Restriktionen in Kapitel 5.3.2 zu finden. Mit dieser Basis kann
die optimierte Auslegung durchgefiihrt werden, die im Folgenden vorgestellt wird. Angemerkt
sei, dass wie schon in Kapitel 5.3 erwihnt, eine Unterscheidung zwischen geschlossenen und
offenen Profilformen getroffen werden muss. Aus diesem Grund miissen die meisten Schritte
der Herleitung fiir die beiden Profilarten durchgefiihrt werden. Die Zusammenhiinge bei offenen
Profilformen sind mit einem * gekennzeichnet.

C.3.1 Gewichtsfunktionen

Auch beim Torsionsstab werden wie beim Biegetriger sogenannte Gewichtsfunktionen nach
KLEIN [30] aufgestellt. In die Zielfunktion Z werden daher jeweils die Tragwerksldngen /, die
sich durch Umstellen der Restriktionen ergeben, eingesetzt. Fiir die Festigkeit ergibt sich die
Zielfunktion fiir geschlossene Profile

11 K \3
Z> —— (—) (C.3.1)
Cg YT \ Tzul

mit der Gewichtsfunktion

[SS]S}

2
_ c\:;VTfWT (6) ;

- ()

beziehungsweise bei offenen Profilformen
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2
\IIL (‘cﬁl) 3 (C3.2)

Zi >

«—lw\ml —-

mit der Gewichtsfunktion

2

x C\jNTfWT(S) t\3
LPNRO (Z) ‘

Wl

1

Fiir die Restriktion der Verdrehung ergibt sich folgende Zielfunktion fiir geschlossene Profile

1
1 1 K 2
Ly > — C33

K Ci () (Gﬁzul) ( )
o

mit der Gewichtsfunktion

1
11/ K \?
Zy> —— ( ) (C3.4)

mit der Gewichtsfunktion

2
11 (K\?
Zps > — — (—) (C3.5)

mit der Gewichtsfunktion
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2
3

Choy i (8) Hhe(3)
cafa(d)

Wl

ot =

S|~

und fiir offene Profilformen

2
11 /(K\3
Zhg > —— (—) (C.3.6)

mit der Gewichtsfunktion

Die Gewichtsfunktionen sind nun nur noch von der relativen Profildicke 7 /4 und dem Breiten-
Hohenverhiltnis & abhingig.

C.3.2 Optimierung des Breiten-Hohenverhéltnis

Wie auch beim Biegetriger sind bei den Zielfunktionen Z¢, Zy, und Zgg beziehungsweise Z;, Z3,
und Z¢ die jeweiligen Faktoren unabhiingig voneinander optimierbar. Der Einspannungszustand,
die Geometrie, die Materialeigenschaften oder der Strukturkennwert konnen geédndert werden.
Das Ziel ist weiterhin, die Zielfunktion zu minimieren. Fiir diese Aufgabe entscheidenden
Faktoren sind die Geometriefunktionen yr, @1 und ¢ beziehungsweise Y7, @7, und ¢7, welche
nur noch abhingig vom Breiten-Hohenverhéltnis 6 und der relativen Profildicke ¢/ sind.

Im ersten Schritt werden die optimalen Breiten-Hohenverhéltnisse 80ptt, s Wie beim Biegetrager
tiber die reduzierten Gewichtsfunktionen isoliert fiir die drei Restriktionen Festigkeit, Steifigkeit
und Beulen ermittelt. Da die allgemeinen Formen der reduzierten Gewichtsfunktionen fiir offene
und geschlossene Profile identisch sind, muss im folgenden keine Unterscheidung zwischen den
Profilarten vorgenommen werden.

C.3.2.1 Optimierung des Breiten-Hohenverhiiltnis bei den einzelnen Restriktionen fiir
den Torsionsstab

Als erster Schritt werden die reduzierte Geometriefunktionen
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2

o et (8)3

wT(5)——CA 70 (C.3.7a)
) ¢l fin(8)}

Pr(d) = T——— FRACE (C.3.7b)
o fwna(®)k(3)]

or(, k) = NAG) (C.3.7¢)

gebildet, welche die Geometriefunktionen yr, @t und ¢r beziehungsweise Yy, @7, und 07
ohne die relative Profildicke 7 /i darstellen. Zur Minimierung der Gewichtsfunktionen miissen
die Geometriefunktionen maximiert werden. Das fiir die drei Restriktionen optimale Breiten-
Hohenverhiltnis SoptT’ S kann daher durch Ableiten der reduzierten Gewichtsfunktionen mit
anschlieBendem Nullsetzen berechnet werden. Die gesuchten Sqpi,, Oopt, Und Sopi ergeben sich
somit durch dr /dd = 0, dpr/dd = 0 beziehungsweise dpr/dd = 0.

Wie beim Biegetriger muss auch beim Torsionsstab das kritische Breiten-Hohenverhiltnis Oyrigg
durch das gleichzeitige Beulen von Steg und Flansch bestimmt werden, um das optimale Breiten-
Hohenverhiltnis 8opy anschlieBend ermitteln zu konnen. Gesucht ist demnach

|
Tkritp - TkritBs .

Die kritische Beulspannung des Flansches ist

N2 k 12
e = ket () = 528 ()

und die kritische Beulspannung des Stegs ist

£\ 2
Tkritgg — ksE (E) .

Daraus ergibt sich das kritische Breiten-Hohenverhiltnis mit

kg
Okritgs = ks
Auf diesem Weg ergeben sich die fiir die einzelnen Profile in Tabelle C.4 angegebenen kriti-
schen Breiten-H6henverhiltnisse i, Fiir ein besseres Nachvollziehen der Rechnung sind
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auch die Plattenbeulwerte kg und ks angegeben, die auf Analysen dargelegt im «Handbuch
Strukturberechnung» beruhen [50].

Tab. C.4: Kritische Breiten-Hohenverhiltnisse, bei der sowohl Steg als auch Flansch gleichzeitig
Beulen, der angegebenen Profilformen beim Torsionsstab

Profilform kes ke Okritgg

Vierkantprofil 53 5,3 1
Doppel-T-Profil 5,3 2,64 0,706
T-Profil 0,66 2,64 2
U-Profil 0,66 53 2,834

Nun kann die Berechnung von d(T)/ dd = 0 mit den beiden Plattenbeulwerten ks und krp
durchgefiihrt werden, wobei fiir den Abschnitt § < Syyitgg k7(0) = kr s und fiir den Abschnitt
8 > Bkritgs ke(8) = ke p/ 87 gilt.

Tabelle C.5 listet die optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse fiir die Restriktionen Festigkeit,
Verdrehung und Beulen sowie die entsprechenden Maxima der reduzierten Geometriefunktionen
aus Gleichung C.3.7 auf. Es kann erkannt werden, dass beim Vierkantprofil fiir die verschiedenen
Restriktionen unterschiedliche Breiten-Hohenverhiltnisse optimal sind. Bei den offenen Profilen
wird deutlich, dass die jeweiligen optimalen Breiten-Hohenverhiltnisse bei null liegen. Da
offenen Profile sehr schlecht auf Torsion belastbar sind, erscheint dies logisch, dass eine einfache
Platte bei den jeweiligen Restriktionen die optimale Form darstellt. Die Zahlenwerte fiir die
reduzierten Gewichtsfunktionen entsprechen einem Breiten-Hohenverhéltnis von 0, 1.

Auch bei der Torsion ist die weitere Optimierung nun vom Strukturkennwert K abhingig. Die
optimierte Tragwerkauslegung fiir den Torsionsstab wird im folgenden zunéchst fiir geschlossene
und anschlieBend fiir offene Profilformen durchgefiihrt.

Tab. C.5: Optimierte Breiten-Hohenverhéltnisse fiir die Restriktionen Festigkeit, Steifigkeit und Beu-
len und entsprechendes Maximum der reduzierten Gewichtsfunktionen aus Gleichung C.3.7
der angegebenen Profilformen beim Torsionsstab. Bei den offenen Profilen entsprechen die
Maxima einem Breiten-Hohenverhéltnis von 0, 1

Profilform 6optT YT max (SoptT ) 8opt@ OT,max (Soptﬁ ) 8OptBs (T)T,max (SoptBS )
Vierkantprofil 2 0,420 2 0,272 1 1,128
Doppel-T-Profil 0 0,539 0 0,601 0 1,53
T-Profil 0 0,502 0 0,583 0 0,356
U-Profil 0 0,161 0 0,211 0 0,114
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C.3.3 Optimierte Tragwerksauslegung fiir den Torsionsstab fiir geschlossene
Profilformen

Analog zur optimierten Auslegung des Biegetrigers konnen die Restriktionen in einen gro3en und
kleinen Strukturkennwert aufgeteilt werden. Da die Gewichtsfunktionen Z; (Gleichung C.3.1), Zs
(Gleichung C.3.3) und Zgs (Gleichung C.3.5) geometrisch nur von der relativen Profildicke # /h
und dem Breiten-Hohenverhiltnis & abhingig sind, kann mit diesen eine optimierte Auslegung
berechnet werden.

Fiir groBe Strukturkennwerte K > K gilt wie beim Biegetriiger ein gleichzeitiges Versagen durch
Festigkeit und lokalem Beulen. Daher konnen die Zielfunktionen der Festigkeit und des lokalen
Beulens gleichgesetzt werden. Es ergibt sich beim geschlossenen Profil

h ! h
Z'c <;, 8) — ZBS <;, 8) .

Durch Umstellen kann die relative Profilhdhe 7/h gebildet werden, welche dann nur noch
abhingig von 0 ist. Fiir das geschlossene Profil lautet sie:

t B 1 Tl
E(S) = ”—kf(v, 5 E (C.3.8)

Gleichung C.3.8 kann nun entweder in Gleichung C.3.1 oder in Gleichung C.3.5 eingesetzt
werden, wodurch Z, (3) gebildet wird. Diese lautet

1
11 L K \°

Zo(8) = ——(1—Vv?)s

g() Cé\PT( ) (E,C3>

mit der Geometriefunktion

NP 1
Wi (8) = (%) S fwn (83 syE (C3.9)

Das Ziel ist, dass Z, minimal wird, womit das Breiten-Hohenverhiltnis d fiir einen grofen
Strukturkennwert dann optimal ist, wenn W1 maximiert wird. Dies wird iiber die Ableitung der
Geometriefunktion Wt nach & und anschlieBendem Nullsetzen erreicht. Es ist daher d¥1/dd =0
durchzufiihren. Analog zum Vorgehen beim Profil-Biegetriger muss auch an dieser Stelle
darauf geachtet werden, dass der Plattenbeulwert k; abhingig vom Breiten-Hohenverhiltnis &
verschiedene Werte aufweist. Aus diesem Grund miissen zwei Ableitungen gebildet werden,
wobei fiir den Abschnitt 8 < Sy k(8) = Ks und fiir den Abschnitt 8 > Sy kc(8) =
Kr/ & gilt. Das Vorgehen zur Ermittlung der kritischen Breiten-Hohenverhéltnisse Okritgg Wird
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wie beim Profil-Biegetrdger bei der Herleitung der reduzierten Gewichtsfunktionen bei einer
hypothetischen Existenz von immer nur einer der drei verwendeten Restriktionen vorgestellt.
Dies ist in Anhang C.3.2 zu finden. Die dort aufgezeigte Tabelle C.4 listet die kritischen Breiten-
Hohenverhiltnisse fiir die jeweiligen Profilformen auf. Das optimale Breiten-Hohenverhiltnis
Soptg und der Maximalwert der Geometriefunktion Wt nax fiir die verschiedenen Profilformen
sind in Tabelle 5.18 wiedergegeben.

Bei einem kleinen Strukturkennwert K < K setzt gleichzeitig das Versagen durch lokales Beulen
und das Erreichen der maximal zuldssigen Verdrehung ein. Daher werden die beiden Zielfunktio-
nen Zy und Zggs gleichgesetzt. Das restliche Vorgehen ist analog zu den Schritten beim grof3en
Strukturkennwert. Die Ausgangsbedingung ist

h ! h
Zﬁ (;, 8) — ZBS (?, 8) .

Durch Umstellen kann die relative Profilhdhe 7/h gebildet werden, welche dann nur noch
abhingig von § ist. Fiir das geschlossene Profil lautet sie:

fo o (G m®  Owd) K’
z<5)—<c¢cgvawT<6)4kr<v,6>4 E) e

Gleichung C.3.10 kann nun entweder in Gleichung C.3.3 oder in Gleichung C.3.5 eingesetzt
werden, wodurch Z; (3) gebildet wird. Diese lautet

Nell¥]

mit der Geometriefunktion

A %c\%NTcJ%T Fwe (8)3 £1,(8)3 .
¢T(5)—<24\/§) n A 00) Ke(8)9.

Auch an dieser Stelle gilt, fiir eine optimierte Auslegung muss Zy minimal werden. Dann ist
das Breiten-Hohenverhiltnis fiir einen kleinen Strukturkennwert optimal, wenn ®1 maximiert
wird. Dies wird iiber die Ableitung der Geometriefunktion ® nach 8 und anschliefendem Null-
setzen erreicht. Es ist daher d®t/dd = 0 durchzufiihren. Analog zum Vorgehen beim groBen
Strukturkennwert muss auch an dieser Stelle darauf geachtet werden, dass der Plattenbeulwert
k; abhdngig vom Breiten-Hohenverhiltnis verschiedene Werte aufweist. Aus diesem Grund
miissen zwei Ableitungen gebildet werden, wobei fiir den Abschnitt & < Syyirq k1(8) = Ks
und fiir den Abschnitt 8 > Syt k1(8) = Kr/8? gilt. Die kritischen Breiten-Hohenverhiltnisse

(C3.11)
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sind in Tabelle C.4 aufgefiihrt. Das optimale Breiten-Hohenverhéltnis Oop, und der Maximal-
wert der Geometriefunktion @t .« fiir die verschiedenen Profilformen sind in Tabelle 5.18
wiedergegeben.

Nun fehlt nur noch die optimale relative Profilhdhe i/1. Die so genannte Stegschlankheit
wird gebildet, indem zunichst in die Restriktionen aus Gleichungen 5.3.5 und 5.3.8 in die
Spannung aus Gleichung 5.3.3 eingesetzt werden und diese dann sowie auch Gleichung 5.3.6
nach der Stegschlankheit /2/1 umgestellt werden. Auf diesem Weg konnen die Stegschlankheiten
fiir die drei Restriktionen Festigkeit, maximale Verdrehung und Beulen gebildet werden, die
folgendermalien lauten

h 1 K
(—) :( ,> , (C.3.12a)
[ T CtCWr fWT ( Tzul n

h
Z) = 3.12b
(l>ﬁ (CﬂCJTfJT ) (C.3.120)

h 1 :
(1), (CrchfwT( §)ke(d) £ ( )3> | (€120

=~

Um nun die optimale Stegschlankheit fiir einen grolen Strukturkennwert zu erhalten, kann die
relative Profildicke 7 /h aus Gleichung C.3.8 in die Gleichungen C.3.12a oder C.3.12c¢ eingesetzt
werden. Analog verhilt es sich fiir einen kleinen Strukturwert, bei dem die relative Profilhohe
t/ h aus Gleichung C.3.10 in die Gleichungen C.3.12b oder C.3.12c eingesetzt werden muss. So
konnen alle notigen optimalen Profilgeometrien bestimmt werden, welche in Gleichung 5.3.10
zusammengefasst sind.

C.3.4 Optimierte Tragwerksauslegung fiir den Torsionsstab fiir offene Profilformen

Im Folgenden wird die optimierte Tragwerksauslegung fiir offene Profilformen fiir den Tor-
sionsstab vorgestellt. Das Vorgehen weist nur unwesentlich von der im vorstehenden Kapitel
beschriebenen optimierten Tragwerksauslegung fiir geschlossene Profilformen ab. Aufgrund der
deutlich geringeren Drillsteifigkeit von offenen Profilformen kommen jedoch bei der optimierten
Tragwerksauslegung keine technisch sinnvollen Losungen heraus. Der Vollstindigkeit halber
wird die Auslegung trotzdem an dieser Stelle kurz vorgestellt.

Auch hier konnen die Restriktionen in einen groB3en und kleinen Strukturkennwert aufgeteilt
werden. Fiir groBe Strukturkennwerte K > K gilt wie bei den geschlossenen Profilformen ein
gleichzeitiges Versagen durch Festigkeit und lokalem Beulen. Daher kdnnen die Zielfunktionen
der Festigkeit und des lokalen Beulens gleichgesetzt werden. Es ergibt sich beim offenen Profil
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«(h L. [
ZT (?, 8) :ZBS (;, 8) .

Durch Umstellen kann die relative Profildicke 7/h gebildet werden, welche dann nur noch
abhingig von § ist. Fiir das offene Profil lautet sie:

h : o 1 Tzul
<?) ® =\ (C3.13)

Gleichung C.3.13 kann nun entweder in Gleichung C.3.2 oder in Gleichung C.3.6 eingesetzt
werden, wodurch Zg (8) gebildet wird. Diese lautet

mit der Geometriefunktion

w;(S):(E)6CWTfWT(8)3 L (C.3.14)

Das Ziel ist, dass Z, minimal wird, weswegen wie bei der geschlossenen Profilform die Geo-
metriefunktion W; nach  abgeleitet werden muss. Auch hier muss darauf geachtet werden,
dass der Plattenbeulwert k; je nach Abschnitt einen unterschiedlichen Wert annimmt. Bei der
Ableitung gilt daher fiir den Abschnitt & < Sy kc(8) = Ks und fiir den Abschnitt 8 > Syt
k:(8) = Kr/&%. Tabelle C.4 listet die kritischen Breiten-Hohenverhiltnisse Oritg fUr die jewei-
ligen Profilformen auf. Das optimale Breiten-Hohenverhiltnis 8pt, und der Maximalwert der

Geometriefunktion W1 . fiir die verschiedenen Profilformen sind in Tabelle C.6 wiedergege-
ben.

Bei einem kleinen Strukturkennwert K < K setzt gleichzeitig das Versagen durch lokales Beulen
und das Erreichen der maximal zulédssigen Verdrehung ein. Daher werden die beiden Zielfunktio-
nen Zy und Zpg gleichgesetzt. Das restliche Vorgehen ist analog zu den Schritten beim grof3en
Strukturkennwert. Die Ausgangsbedingung ist

« (B —
Zﬂ (;, 8> :ZBS (;, 8) .

Durch Umstellen kann die relative Profilhohe 7/h gebildet werden, welche dann nur noch
abhingig von 9§ ist. Fiir das offene Profil lautet sie:
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* 365 §)2k:(v,8)  E2
<Z) (3) :% 5! for (O T(; ) - (C.3.15)
Cé Cjo f1:(8)2 (OuG)2 K2

Gleichung C.3.15 kann nun entweder in Gleichung C.3.4 oder in Gleichung C.3.6 eingesetzt
werden, wodurch Z/(3) gebildet wird. Diese lautet

5
Z*(S)_Cé 1 (1—\/2)413;11[(
U dep (1) E

mit der Geometriefunktion

q)jli(ﬁ) — 1 (12)4 C%VT fWT(8)4 KT(5)4.
2N0) 3 en fn(8)3£a(3)

Auch an dieser Stelle gilt, fiir eine optimierte Auslegung muss Z; minimal werden. Dies wird
iiber die Ableitung der Geometriefunktion ®* nach 8 und anschlieBendem Nullsetzen erreicht.
Analog zum Vorgehen beim groBen Strukturkennwert muss auch an dieser Stelle darauf geachtet
werden, dass der Plattenbeulwert k; abhingig vom Breiten-Hohenverhiltnis Oyyigy verschiedene
Werte aufweist. Die kritischen Breiten-Hohenverhéltnisse sind in Tabelle C.4 aufgefiihrt. Das
optimale Breiten-Hohenverhéltnis 50ptk und der Maximalwert der Geometriefunktion ®=

T,max fur
die verschiedenen Profilformen sind in Tabelle C.6 wiedergegeben.

Tab. C.6: Optimales Breiten-Hohenverhiltnis fiir grole und kleine Strukturkennwerte und entspre-
chende Maxima der Gewichtsfunktionen aus den Gleichungen C.3.14 und C.3.4 der ange-
gebenen offenen Profilformen beim Torsionsstab. Die Maxima bei den Profilen mit einem
optimalen Breiten-Hohenverhiltnis G, = 0 wurden bei 8o, = 0, 1 berechnet

Profilform dopt, Krg ‘Pj

*
T,max 8Optk Ktk P

T,max

Doppel-T-Profil 0 53 0422 0,7 53 1276
T-Profil 0 0,66 0,856 2 0,66 0,867
U-Profil 0 066 0,178 2,83 0,66 0,044

Nun fehlt nur noch die optimale relative Profilhdhe /1. Die so genannte Stegschlankheit wird
gebildet, indem zunichst in die Restriktionen aus Gleichungen 5.3.5 und 5.3.8 in die Spannung
nach 5.3.4 eingesetzt werden und diese dann sowie auch Gleichung 5.3.7 ebenfalls nach der
Stegschlankheit /1 umgestellt werden.
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wal—

h ¥ 1 K
1)~ : C3.16
(l)r <C’UCWTfWT (9) Tl (%)2) ( a)

1

h * 1 K 4

1) : C.3.16b
(’ >ﬂ (Cﬁ%fh(f’) 8uG (%)3) ( :
h\ " 1 K i

1) : C3.16
(Z)BS <CTCWTfWT(8)kT(8) E <%)5> ( C)

Um nun die optimale Stegschlankheit fiir einen groen Strukturkennwert zu erhalten, kann nun
die relative Profildicke #/h aus Gleichung C.3.13 in die Gleichungen C.3.16a oder C.3.16¢
eingesetzt werden. Analog verhilt es sich bei einem offenen Profil fiir einen kleinen Strukturwert,
bei dem die relative Profildicke 7/h aus Gleichung C.3.15 in die Gleichungen C.3.16b oder
C.3.16c¢ eingesetzt werden muss. So konnen alle notigen optimalen Profilgeometrien fiir offene
Profilformen bestimmt werden:

Wl

mit

12 1
Cry = AT e N
(E)’g n2 Kr(sopt)

N (7’52 1 K*c(ﬁopt) )é
Crp - A s
(7),g 12 CtCWr fWT (Sopt)
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nt C%C%VT fWT( opt)zK‘c(V 6opt)2

(%)’k - 36\/_ cﬁc fJT( Opt) ,

fJT(SOPt)%
o e (Bopn) 3 e (Bope)”
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. 128 V18 cdcf,
16
?

ORI =

Berechnete Werte fiir die c-Faktoren fiir die optimalen Profilgeometrien der betrachteten Profil-
formen sind in Tabelle C.7 zu finden.

Tab. C.7: Die Faktoren c’(kl Jh), K0 cZ‘h /1)K c?‘t Jh),e° c?h /i).e fi.ir das optimale Breiten-Hohenverhiltnis
der betrachteten offenen Profilformen beim Torsionsstab

Profilform * * * *

Wk xS (D
Doppel-T-Profil 54,81 1,23 x 1077 0479 2,03
T-Profil 1,57 14,07 1,357 0,885
U-Profil 0,560 116,86 1,357 1,404

Die optimalen Profilgeometrien konnen in Gleichung 5.3.4 zur Ermittlung der Spannung im
Torsionsstab eingesetzt werden. Dadurch ergeben sich die maximalen Spannungen bei grolem
und kleinem Strukturkennwert. Diese lauten fiir das geschlossene Profil

*

T =Tl fir K>K, (C3.19)
3
4 3.2 2 7 3 5
30 6C Sopt) “Ke(Bopt)3 (14+Vv)2  Eb -
T = | — gngfWT( opt) T(QOPI) (L )z — | fir K<K (C3.19)
28VI8 ciep Sn(Bop)® (1-v2)7 92 K0

Der kritische Strukturkennwert K* und somit der Wechsel zwischen kleinem zu groem Struk-
turkennwert liegt dann vor, wenn die maximalen Spannungen aus Gleichungen C.3.19 gleich
groB sind. Zur Bestimmung von K* werden diese daher gleichgesetzt. Fiir offene Profile ergibt
sich folgender Zusammenhang:

Wl

8 14
R = 3 CgC%VT fWT( opt )4K7:(80pt) 3 (1 —i—V)3 E
12318 ¢3¢3, iz (Bopt)? (1-v2)" ﬁsulr

zul

Wie an den Ergebnissen insbesondere in Tabelle C.7 zu erkennen ist, bilden die Ausfithrungen
fiir offene Profilformen keine technisch sinnvollen Losungen. Dies liegt daran, dass die Drillstei-
figkeit bei offenen Profilen um GroéBenordnungen kleiner als bei geschlossenen Profilen ist. Aus
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diesem Grund ist die Betrachtung der Vierkantprofils fiir die Zielsetzung in dieser Arbeit einzig
sinnvoll.
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